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Algunes referències bàsiques Autobiografia, Fölsing-1998, etc.

[1] (schilpp-1951)

[2] (einstein-1949)

[3] (pais-1983)

N

[4] (foelsing-1998)

[5] (holton-elkana-1997)

[6] (auffray-2005)
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Algunes referències bàsiques Conferències FME 2003-2009

N
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Algunes referències bàsiques Conferències FME 2003-2009

N

Més informació:

https://web.mat.upc.edu/sebastia.xambo/FME/ConferenciesFME.html

Accés als volums: https://upcommons.upc.edu/handle/2117/79737

S. Xambó (IMTech & BSC) Einstein i Mat 3/3/2023 5 / 52



Formació matemàtica i f́ısica Nen prodigi

Descobriment de la brúixola i del teorema de Pitàgores: [2], [1], [4]

A B

C

α

α

D

AB
AC = AC

AD

AB
BC = BC

DB

AC2 +BC2 = AB · AD + AB ·DB = AB2

Fascinació als 5 anys

I als onze anys

N
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Formació matemàtica i f́ısica Primers passos

Geometria anaĺıtica i càlcul diferencial i integral

Descartes (1596-1650), Fermat (1601-1665), Newton (1642-1727),
Leibniz (1646-1716), Euler (1707-1783), Cauchy (1789-1857). N
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Formació matemàtica i f́ısica Politècnic de Zurich

Hurwitz (1859-1919), Minkoswki (1864-1909),
Kirchhoff (1824-1887), Helmholtz (1821-1894), Hertz (1857-1894) N
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Teló de fons Gauss

[7] (reventos-rodriguez-2006)

N
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Teló de fons Maxwell

[8] (mahon-2004) N
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Teló de fons Altres predecessors

H. Grassmann (1809-77), B. Riemann (1826-66), W. K. Clifford (1845-79)
F. Klein (1849-1925), Ricci (1853-1925), H. Poincaré (1854-1912) N
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Teló de fons Contemporanis

N

S. Xambó (IMTech & BSC) Einstein i Mat 3/3/2023 12 / 52



Annus mirabilis ... en català
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Annus mirabilis Estudi d’Stachel

N
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Annus mirabilis Grups de relativitat

Si t ′ = t, llavors x ′ = x − vt (grup de Galileu).

Si t ′ ̸= t, existeix una velocitat universal finita c tal que

t ′ = t−vx/c2√
1−v2/c2

, x ′ = x−vt√
1−v2/c2

, y ′ = y , z ′ = z , w = v+v ′

1+
vv ′

c2

(grup de Lorentz de velocitat c). Els fets experimentals permeten
concloure que c és la velocitat de la llum en el buit.

El 1908 Minkowski introdueix espai-temps de dimensió 4, una noció
que Einstein adoptarà posteriorment com a pedra angular de la teoria
general de la relativitat.
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Les matemàtiques de la RG Lenta gestació

1907: Einstein concep el Principi d’Equivalència, clau de volta de
la RG.

1912: Creu que pot superar totes les dificultats amb l’ajut de
Grossmann (carta Sommerfeld).

1915: Visita d’Einstein a Göttingen. Hilbert publica les equacions
cinc dies abans que Einstein, però la prioritat és d’Einstein (v.
l’article de Sánchez-Ron en el volum Einstein de l’FME). N

Eq. de Poisson Eq. d’Einstein, κ = 8πG/c2

∇2φ = 4πGρ Rjk − 1
2
Rgjk = κTjk | Ricci−1

2
Rg + Λg = κT

Els termes −1
2
Rg + Λg es justifiquen d’una manera semblant a com

Maxwell va introduir el corrent de desplaçament, però aqúı l’expressió
és l’única (sota determinades hipòtesis sobre la seva dependència de
g) que sumada a Ricci dóna un tensor amb divergència nul·la (un
resultat de Poincaré).
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Llegats Permeabilitat entre RG i GD

[9] (girbau-2022) N [10] (misner-thorne-wheeler-1973)
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Llegats Permeabilitat entre RG i GD

N

[11] (thorne-1994)
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Llegats Nous horitzons matemàtics

Ricci = λg
[12] (besse-1987)

N
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Llegats Nous horitzons cient́ıfics

[13] (penrose-2005) [14] (wadia-2006)
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Llegats Nous horitzons cient́ıfics

[15] (lavor-xambo-zaplana-2018)
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Llegats Topografia de l’univers

Gauss, teoria de superf́ıcies, topografia terrestre, ... N

Einstein, geometria riemanniana, relativitat general, topografia de
l’univers, ...
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Moltes gràcies!

https://mat-web.upc.edu/people/sebastia.xambo/99/s-iec.pdf
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Notes P.1

Moltes gràcies per la invitació a participar en aquesta iniciativa.

A Joan Girbau, in memoriam, per la seva humanitat i el seus llargs i
fruct́ıfers mestratges.

Si el resplendor d’Einstein en la f́ısica i la cosmologia és com la llum
del dia, llavors hem d’esperar a la nit per veure el birbilleig de les
estrelles en les matemàtiques. Però a la llum de la ciència, i
especialment de la que va crear Einstein, les estrelles són sols i el sol
una simple estrella.

P
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Notes P.3

El llibre editat per Schilpp conté l’autobiografia d’Einstein (en
alemany i anglès) que comença aix́ı: “Aqúı m’assec per escriure, als
67 anys, quelcom semblant al meu propi obituari”.

A destacar les extenses biografies de Pais i Fölsing. Com a biografia
cient́ıfica, la de Pais és indispensable. Fixeu-vos també en la E
d’Einstein en el t́ıtol d’Auffray, tot i que l’objectiu de l’assaig és
destacar les contribucions de Poincaré.

P
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Notes P.4

Des del curs 2003-2004, l’FME dedica cada curs a una personalitat
histórica. Dels sis primers (dedicats a Poincaré, Einstein, Gauss,
Euler, Riemann i Noether) se’n van publicar sengles volums, agrupats
sota la rúbrica “Conferències FME”. Tots són rellevants per al tema
de la xerrada d’avui, i molt especialmente el volum II, dedicat a
Einstein.

P
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Notes P.5

Entre les contribucions d’aquest volum em sembla oportú destacar
avui les següents:

Conferència inaugural: Ramón Vilaseca; Conferències de la Jornada
Einstein (9 de febrer de 2015): José M. Sánchez Ron, Joan Girbau,
Manuel Asorey, Alfonso Romero i Luis Navarro; Conferència de
cloenda: José Senovilla; altres conferències: David Jou i Emili
Elizalde. La Comissió Einstein va estar formada per V́ıctor González
(estudiant), Oriol Serra, Joan Solà-Morales, Eduard Recasens, i
Sebastià Xambó.

A destacar el t́ıtol de l’article de Joan Girbau: “L’equació d’Einstein
de la relativitat general i la seva relació amb l’equació d’ona”.

P
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Notes P.6

De l’Autobiografia, [2] (einstein-1949): Als 12 anys vaig viure una segona
meravella d’una naturalesa totalment diferent [la primera, als 4-5 anys,
fou l’enćıs d’una brúixola]: un petit llibre de geometria plana euclidiana
que va arribar a les meves mans a principis del curs escolar. Afirmacions
no evidents, com per exemple que les tres altures d’un triangle es tallen en
un punt, es podien demostrar amb tanta certesa que qualsevol dubte
semblava fora de qüestió. Aquesta lucidesa i certesa em van causar una
impressió indescriptible. Que s’haguessin d’acceptar suposicions sense
provar no em va amöınar. Per exemple, recordo que un oncle em va
explicar el teorema de Pitàgores abans que m’hagués arribat el sagrat
llibret de geometria. Després de molt d’esforç vaig aconseguir “provar”
aquest teorema sobre la base de la semblança dels triangles; en fer-ho em
va semblar “evident” que les relacions dels costats dels triangles
rectangles haurien d’estar completament determinades per un dels angles
aguts. Només em semblava necessari demostrar un enunciat que no
semblés “evident” d’una manera semblant. A més, els objectes amb què
tracta la geometria semblaven no ser de tipus diferent dels objectes de
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Notes P.6

percepció sensorial, “que es poden veure i tocar”. Aquesta idea primitiva,
que probablement també es troba al fons de la coneguda problemàtica
kantiana relativa a la possibilitat de “judicis sintètics a priori ”, es basa
òbviament en el fet que la relació dels conceptes geomètrics amb els
objectes d’experiència directa (vareta ŕıgida, interval finit, etc.) estava
inconscientment present.

Si aix́ı semblava que era possible obtenir un cert coneixement dels
objectes de l’experiència mitjançant el pensament pur, aquest “prodigi”
era erroni. No obstant això, per a qualsevol que ho experimenti per
primera vegada, és meravellós que es pugui arribar a tal grau de certesa
amb el pensament pur com els grecs ens van demostrar per primera
vegada que és possible en geometria.

De [4] (foelsing-1998), p 24: Einstein no es va adonar plenament que les
relacions entre geometria i realitat poden ser més complexes i profundes
fins al desenvolupament de la seva teoria general de la relativitat.
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Notes P.6

[13] (penrose-2005), p. 40: Què passa amb el teorema de Pitàgores, que

no és vàlid en geometria hiperbòlica? Hem d’abandonar aquest magńıfic

llegat pitagòric? En absolut, [...] totes les geometries ”riemannianes”, que

formen el marc essencial per a la teoria general de la relativitat d’Einstein,

depenen de manera vital del teorema de Pitàgores, ja que és vàlid en el

ĺımit de les petites distàncies. A més, apareix en altres grans àrees de les

matemàtiques i la f́ısica (per exemple, l’estructura mètrica ünitaria”de la

mecànica quàntica). P
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Notes P.7

De l’Autobiografia, [2] (einstein-1949): Des dels dotze als setze anys em vaig
familiaritzar amb els elements de les matemàtiques juntament amb els principis
del càlcul diferencial i integral. En fer-ho vaig tenir la sort de trobar llibres que no
eren massa particulars en el seu rigor lògic, però que ho compensaven deixant
que els pensaments principals destaquessin clarament i sinòpticament. Aquesta
ocupació era, en conjunt, realment fascinant; es van assolir cĺımaxs comparables
amb els de la geometria elemental: la idea bàsica de la geometria anaĺıtica, les
sèries, els conceptes de diferencial i integral.

També vaig tenir la sort de conèixer els resultats i mètodes essencials de tot el
camp de les ciències naturals en una excel·lent exposició popular, que es va
limitar gairebé en tot moment a aspectes qualitatius (Els ”People’s Books on
Natural Science”de Bernstein, un treball de cinc o sis volums), una obra que vaig
llegir amb una atenció sense alè.

També havia estudiat ja una mica de f́ısica teòrica i, als disset anys, vaig entrar a

l’Institut Politècnic de Zuric. P
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Notes P.8

Allà vaig tenir professors excel·lents (per exemple, Hurwitz, Minkowski),
de manera que realment podria haver obtingut una bona educació
matemàtica. Tanmateix, vaig treballar la major part del temps al
laboratori de f́ısica, fascinat pel contacte directe amb l’experiència. La
resta del temps el vaig passar principalment a casa estudiant els treballs
de Kirchhoff, Helmholtz, Hertz, etc. El fet de descuidar fins a cert punt
les matemàtiques no era degut només al meu més gran interès per les
ciències naturals, sinó també per la impressió que les matemàtiques
estaven dividides en nombroses especialitats, cadascuna de les quals podia
acaparar fàcilment la curta vida que ens és concedia. En conseqüència, em
vaig veure en la posició de l’ase de Buridan, que era incapaç de decidir a
quin feix de fenc dirigir-se. Això räıa, òbviament, en què la meva intüıció
no era prou forta en el camp de les matemàtiques per diferenciar
clarament allò fonamentalment important, allò que és realment bàsic, de
la resta de l’erudició més o menys prescindible. P
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Notes P.9

[16] (einstein-1956), The meaning of relativity (6a edició), Ap. II: “Els
coneixements matemàtics que han permès establir la teoria general de la
relativitat els devem a les investigacions geomètriques de Gauss i
Riemann”.

I de Gauss diu que “va investigar les propietats mètriques d’una superf́ıcie
de l’espai euclidià tridimensional, i demostrà que aquestes propietats es
poden descriure mitjançant conceptes que es refereixen només a la
superf́ıcie mateixa (conceptes intŕınsecs) i no a la seva relació amb l’espai
ambient (extŕınsecs). Com que, en general, no existeix un sistema de
coordenades preferit en una superf́ıcie, aquesta investigació va portar per
primera vegada a expressar les magnituds rellevants en coordenades
generals”. A celebrar la publicació d’Una lectura del Disquisitiones
generales circa superficies curvas de C. F. Gauss, de n’Agust́ı Reventós i
en Carlos Rodŕıguez, que podeu trobar al web de la SCM, i el tractament
que fan del theorema egregium segons el qual la curvatura, que es defineix
extŕınsecament, resulta ser un concepte intŕınsec. P
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Notes P.10

Sense el terme en E , l’equació d’Ampère-Maxwell (la quarta) només
és vàlida si el corrent j és estacionari, que és el contingut de la llei
d’Ampère. La raó és que la divergència del rotacional de B és nul·la i
en canvi la divergència de j en general no ho és. El terme ε0∂tE el
va afegir Maxwell, amb el nom de corrent de desplaçament, per evitar
aquest contradicció. Veurem que Einstein es va veure amb una
situació semblant en cas de les equacions de la relativitat general i
que va tractar la qüestió d’una manera semblant. Val a dir que el
camp electro-magnétic es propaga en el buit en ones a la velocitat
1/
√
µ0ε0, que numèricament coincideix amb la velocitat de la llum en

el buit. Aquest és el moment de la unificació de l’electricitat, el
magnetisme i l’òptica. A més, si acceptem el principi de relativitat, c
ha de ser independent del sistema inercial en què es mesuri, ja que µ0

i ε0 són quantitats electromagnètiques que no dependran de
l’observador inercial. P
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Notes P.11

Herrmann Grassmann: Noció d’estructura matemàtica. En
particular d’espai vectorial (de qualsevol dimensió), de l’àlgebra
exterior, en la que arrelen les geometries supersimètriques actuals, i la
noció de forma quadràtica com element clau del que en podem
anomenar espais geomètrics (lineals). Important primer pas en la
direcció d’una geometria en el sentit de Leibniz (sense coordenades:
caracteristica geometrica)

Bernhard Riemann: “Riemann ha estès la teoria de superf́ıcies de
Gauss a espais d’un nombre arbitrari de dimensions (espais amb
mètrica riemanniana, que es caracteritza per un camp tensorial
simètric de segon rang). En aquesta admirable investigació va trobar
l’expressió general de la curvatura en espais mètrics de dimensions
superiors” ([16] (einstein-1956), App. II).

William K. Clifford: Fa un pas decisiu més enllà de Grassmann amb
l’àlgebra geomètrica (o de Clifford). Tradueix a l’anglès la memòria

S. Xambó (IMTech & BSC) Einstein i Mat 3/3/2023 35 / 52



Notes P.11

de Riemann de 1844 (Sobre les hipòtesis que estan a la base de la
geometria) i concep la idea, elaborant sobre suggeriments de
Riemann, que la geometria de l’espai està determinada per la
distribució de la matèria. L’àlgebra geomètrica és un formalisme
idoni, però relativament poc conegut, per expressar à-la-Leibniz les
teories de la relativitat.

Felix Klein: Programa d’Erlangen: Geometria com l’estudi dels
conceptes i relacions invariants per l’acció d’un grup; jerarquia de les
geometries conegudes.

Gregorio Ricci: Càlcul tensorial (càlcul absolut), teoria de
connexions. Mestre de Tullio Levi-Civita. El 1900 publiquen [17]
(ricci-levicivita-1900) (Méthodes de calcul différentiel absolu et leurs
applications), basat en [18] (ricci-1886) (¡Sui parametri e gli
invarianti delle forme quadratiche differenziali), que al seu torn
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Notes P.11

desenvolupa idees de M. Christoffel de 1869 (ús dels śımbols de
Riemann-Christoffel, etc.).

Henri Poincaré: Va introduir el principi de relativitat el 1904 i havia
trobat un argument heuŕıstic per la fórmula E = mc2. En el llibre [4]
(foelsing-1998), p. 215: “Poincaré i Einstein van passar com vaixells
a la nit, fent tot el possible per defugir-se un a l’altre”. El cas més
dramàtic en relació al que va necessitar Einstein del càlcul tensorial el
1912 (any de la mort de Poincaré) és un remarcable teorema de
Poincaré que esmentaré en parlar de la RG.

El llibre [6] (auffray-2005) (Einstein et Poincaré: Sur les traces de la
relativité) aporta una revisió cŕıtica de la relació d’Einstein amb
alguns d’aquests predecessors. Resumit: “Poincaré i Einstein van
encarnar dues concepcions diferents de la cerca del saber. La
diferència entre ells es pot resumir en dues paraules: “esperit
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Notes P.11

matemàtic”. Va ser innat a Poincaré, no ho va ser a Einstein, i
veurem les conseqüències que això va comportar.

P
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Notes P.12

En el desevolupament de la RG, Marcel Grossmann va tenir un paper
important assistint a Einstein en l’assimilació del càlcul tensorial i en
particular del càlcul absolut de Ricci i Levi-Civita. Hilbert va tenir un
paper semblant al d’un catalitzador: seminari d’Einstein de 12 hores a
Göttingen a principis de l’estiu de 2015 (hi van assistir Hilbert i Klein,
Weyl), obtenció de les equacions el novembre del mateix any. Emmy
Noether va contribuir amb l’article de 1918 en què obtingué una
teoria general de les quantitats conservades en l’evolució d’un sistema
associades a les simetries d’aquest sistema (tothom el cita sota la
rúbrica de “teoremes de Noether”). Weyl va publicar el 2018 Raum,
Zeit, Materie (espai, temps, matèria), una exposició primerenca de
les teories de la relativitat, del qual en van aparèixer diverses edicions
en els anys posteriors.

P
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Notes P.14

Del pròleg de Roger Penrose:

...durant aquest mateix any Einstein va aportar també noves idees
fonamentals en dues àrees més, amb la seva tesi doctoral sobre la
determinació de les dimensions moleculars i amb la seva anàlisi de la
naturalesa del moviment brownià. Aquesta darrera anàlisi per si sola
li hauria valgut a Einstein un lloc en la història. En realitat, el seu
treball sobre el moviment brownià (juntament amb el treball
independent i paral·lel de Smolouchowski) va establir les bases d’una
part important del coneixement estad́ıstic que ha tingut enormes
implicacions en altres nombrosos camps. P
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Notes P.16

1907: La idea més feliç de la meva vida: en caiguda lliure no es percep la
gravetat, i tots el cossos, independent de la seva constitució i forma cauen
de la mateixa manera. Una referència en caiguda lliure és inercial.

1912: Albert Einstein va escriure des de Zuric al cèlebre f́ısic Arnold
Sommerfeld el següent: Ara estic treballant exclusivament en el problema
de la gravitació i crec que puc superar totes les dificultats amb l’ajuda
d’un amic matemàtic [Grossmann]. Però una cosa és certa: mai abans a
la meva vida m’havia preocupat tant per res, i ara veig amb un enorme
respecte les matemàtiques, les parts més subtils de les quals considerava
fins ara, en la meva ignorància, com un pur luxe! En comparació amb
aquest problema, la teoria original de la relativitat és un joc de nens.

El principi de relativitat general: les lleis f́ısiques s’expressen de la mateixa
forma en tots els sistemes de coordenades (és a dir, s’han de poder
expressar intŕınsecament).
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Notes P.16

El gran Dirac va publicar [19] (dirac-1975), General theory of relativity el
1975 (70 pàgines, 35 lliçons) des de l’òptica d’un f́ısic. És instructiu
comparar-lo amb les exposicions d’Einstein o amb les de caire més
‘geomètric’ (per dir-ho d’alguna manera), com per exemple el llibre [20]
(sachs-wu-1977), General relativity for mathematicians.

P

S. Xambó (IMTech & BSC) Einstein i Mat 3/3/2023 42 / 52



Notes P.17

El llibre de Joan Girbau aplica els mètodes rigorosos de la geometria
diferencial (caṕıols 1-6) a la f́ısica clàssica (caṕıtols 7-13) i a la
relativitat (caṕıtols 14-20). En concret: 18 Els fonaments de la RG,
19 Camp gravitatori prodüıt per una estrella, 20 Models cosmològics.

El llibre enciclopèdic dels f́ısics Misner-Thorpe-Wheeler (1280
pàgines) il·lustra el domini de la geometria diferencial que van trobat
necessari assolir per donar compte cabal de la teoria de la gravitació
d’Einstein.

P
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Notes P.18

De la lliçó de Kip Thorne en l’ocasió del seu DHC per la UPC (25 de
maig de 2017):

L’any 1980, em va quedar clar que les fonts més fortes que LIGO
detectaria probablement serien col·lisions de forats negres. Per
detectar les ones de les col·lisions i extreure’n la informació,
necessitarem un catàleg de totes les formes d’ona que podrien produir
les col·lisions. Calcular aquestes formes d’ona era tan dif́ıcil que no es
podia fer només amb llapis i paper. Caldria simulacions per
ordinador: resoldre les equacions de la relativitat d’Einstein en un
ordinador, una empresa anomenada relativitat numèrica.

I d’això és del que vam parlar, ja que havia llegit el seu llibre, on
s’especulava com serien aquestes formes d’ona. La part més dubtosa,
abans del xerric final, va resultar ser més senzilla del que havia
esperat.

P
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Notes P.19

Exemples

Si T = 0, Ricci = 2Λ
n−2

g , λ = 2Λ
n−2

.

L’espai euclidià, amb λ = 0.

L’esfera Sn, λ = n − 1.

L’espai hiperbòlic de dimensió n, λ = −(n − 1).

L’espai projectiu complex de dimensión n, λ = n + 1.

Les anomenades varietats de Calabi-Yau, λ = 0.

P
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Notes P.22

En el prefaci de Penrose al llibre de Pais, llegim: Einstein va ser el
primer a trencar amb la f́ısica clàssica de l’època i a introduir la
crucial idea quàntica “ona/part́ıcula”: la idea que tot i que la llum
era una ona electromagnètica, de vegades s’havia de tractar com una
col·lecció de part́ıcules (ara anomenats ”fotons”). A través d’aquest
treball, Einstein va descobrir l’explicació de l’efecte fotoelèctric, que
finalment li va guanyar un premi Nobel. Va proporcionar (a la seva
tesi doctoral) un mètode nou per determinar les mides de les
molècules, en un moment en què la seva mateixa existència encara
era controvertida. Va ser un dels primers a comprendre la naturalesa
detallada del petit moviment “brownià” de petites part́ıcules en
suspensió i a proporcionar un començament a la nova f́ısica
estad́ıstica. Va aportar idees clau que van portar al desenvolupament
dels làsers. I tot això per no parlar de les seves teories revolucionàries
de la relativitat especial i general!
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