
Equacions Diferencials Codi: 22701 A
Temps: 55 minuts Test obert 27 d’Octubre de 2006

1. Considerem l’equació diferencial ordinària x′′ + 2x′ + x = sin t, t ∈ R. Trobeu una solució del tipus
x(t) = A sin(ωt + ϕ), especificant els valors de A, ω i ϕ.

Resolució: Com que es tracta d’una oscil·lació forçada esmortëıda, aquesta equació diferencial ordinària té una
única solució periòdica u(t). Aplicant el mètode dels coeficients indeterminats busquem u(t) de la forma

u(t) = a cos t + b sin t .

Substituint a l’equació diferencial ordinària trobem que a = −1/2 i b = 0. Aleshores,

u(t) = −
1

2
cos t =
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2
sin

(

t +
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2

)

=⇒ A =
1

2
, ω = 1 i ϕ =

π

2
.

2. Trobeu la solució general de l’equació diferencial ordinària y′′ + y =
sin x

cos2 x
, x ∈

(

−
π

2
,
π

2

)

.

Resolució:

• equació diferencial ordinària homogènia associada y′′ + y = 0; llavors un conjunt fonamental de solucions és
y1(x) = cos x, y2(x) = sinx.

• busquem una solució particular pel mètode de variació de les constants yp = u(x) cos x + v(x) sin x, amb

u′(x) =
W1

W
= 1 −

1

cos2 x
=⇒ u(x) = x − tan x

v′(x) =
W2

W
=

sinx

cos x
=⇒ v(x) = − ln cos x
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







Aleshores,
yG(x) = yh(x) + yp(x) = c1 cos x + c2 sin x + x cos x − sinx − ln(cos x) sin x .

3. Donat un sistema lineal homogeni X ′(t) = A(t)X(t), quines són la traça i el determinant de A(t) sabent que

Φ(t) =

(

2t2 2t2 ln t
t2 t2(1 + ln t)

)

és una matriu fonamental del sistema?

Resolució: Φ(t) verifica Φ′ = AΦ =⇒ A = Φ′Φ−1 =⇒ A(t) =
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
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
=⇒ det A(t) =

4

t2
i traça

A(t) =
4

t
.

Més fàcil:

• det Φ′ = detA · det Φ =⇒ 8t2 = detA · 2t4 =⇒ det A(t) =
4

t2

• Per la fórmula de Liouville,
d

dt
(det Φ(t)) = tr A(t) det Φ(t); aleshores

d

dt
(2t4) = tr A(t) · 2t4 =⇒ tr A(t) =

4

t
.

4. Calculeu la segona iteració de Picard de la solució del problema de Cauchy y′ = 3x2 + 5xy, y(0) = 0.

Resolució: Mètode iteratiu de Picard:














y0(x) = 0

yk+1(x) = 0 +

∫ x

0

(3s2 + 5syk(s))ds , k = 0, 1, 2, . . .

k = 0 =⇒ y1(x) =

∫ x

0

(3s2 + 5sy0(s))ds = x3; k = 1 =⇒ y2(x) =

∫ x

0

(3s2 + 5sy1(s))ds = x3 + x5.


