Equacions Diferencials Codi: 22701 B

Temps: 1 hora Test (10 punts) 4 de Novembre de 1999
NOM:

COGNOMS:

DNI:

GRUP: NOTA:

Marqueu amb (X la resposta correcta i indiqueu com heu arribat a aquest resultat.

1. L’equaci6 diferencial ordinaria y”' — y"” — ¢y’ + y = xe® té alguna solucié de la forma:
(a) y = Awe® + Ba?e® + Cz3e®. & (b) y = Ae® + Bze®. 0O
(¢) y = Ae® 4+ Bxe® + Ce™ ™. O (d) y = Aze®. n

Solucién: El polinomio caracteristico es P(m) = m3 —m? —m + 1 = (m — 1)?(m + 1), cuyas

raices son m; = 1 (doble) y mo = —1 (simple). Asi pues, la solucién general de la ecuacién

homogénea es yp () = c1€* + coxe® + cze™*.

El polinomio P;(m) = (m — 1)? anula al término no homogéneo g(z) = ze®. Por tanto, la
ecuacién no homogénea tiene una solucién particular de la forma y,(z) = cax’e® + csx3e®. No
se necesita determinar el valor exacto de los coeficientes ¢4 y ¢5. Basta observar que no pueden
ser simultdneamente nulos; es decir, que (c4,c5) # (0,0).

Entonces, la solucién general de la ecuacién no homogénea es
Yo (2) = yn(z) + yp(2) = c1€” + come® + cze™ " + caz’e” + czr’e”,

donde ¢y, ¢2, ¢3 son libres y (ca, c5) # (0,0). Por tanto, la respuestas (b), (¢) y (d) son falsas.

Esto prueba que la respuesta correcta es (a).

2. L’ordre minim que ha de tenir una equacié diferencial ordinaria lineal homogenia i a coeficients
constants, per tal que tingui z, 1, z%e™%, e~ cos z, ze ¥ sinz com a solucions, és:

(a) 5. O (b) 8. O (¢)9. X (d) 7.0

Solucién: Tenemos las siguientes correspondencias entre funciones y polinomios anuladores:

e Pi(m)=m? anula a y;(x) = ,

e Py(m)=m anula a y2(z) =1,

e P3(m) = (m+1)® anula a y3(z) = 2272,

e Py(m)=m?+2m+2 anula a ys(r) = e “cosz, y
e P5(m) = (m?+2m +2)? anula a y5(z) = ve % sin .

El polinomio P(m) = m?(m+1)3(m? 4+ 2m +2)? es el minimo comtin multiplo de los polinomios
Py(m),...,Ps(m); luego P(m) anula a las funciones yi(z), ..., ys(z) y cualquier otro polinomio
que las anule es multiplo de P(m).

Por tanto, el orden minimo que tiene una ecuacion diferencial ordinaria lineal homogénea y a
coeficientes constantes, para que las funciones y;(x), ..., ys(x) sean soluciones suyas, es igual al
grado del polinomio P(m); es decir, nueve. De hecho, la ecuacién diferencial es P(D)y = 0.

Esto prueba que la respuesta correcta es (c).
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3. Considerem una molla vertical amb una massa d’l Kg, amb constant de contraccié £k = 4 N/m
i que es mou en un medi amb fregament r > 0. L’equacié del seu moviment sera, per tant
z"(t) +ra’(t) + 4x(t) = g (g = gravetat terrestre). Aleshores, el moviment de la molla

(a) Es sempre periddic de perfode minim p = 2. O
(b) Es sempre periddic de perfode minim p = 7/2. 0O
(c) Tendeix a ser constant i igual a g. O
(d) Tendeix a ser constant i igual a g/4. X

Solucién: Estamos ante la ecuacién de una oscilacién amortiguada (ya que interviene la friccién)
y forzada (pues actua la gravedad). Del teorema de las oscilaciones forzadas amortiguadas,
deducimos que la ecuacién tiene una unica solucién periddica (el régimen permanente) y que el
movimiento del muelle siempre tiende a este régimen permanente (paso del régimen transitorio
al régimen permanente). Por tanto, las respuestas (a) y (b) son falsas.

Para distinguir entre (c) y (d) basta observar que z(t) = ¢ no es solucién de la ecuacién
" + ra’ + 4z = g, mientras que x(t) = g/4 si lo es. La respuesta correcta es (d).

/ p—
4. Suposem que ( 1 > és soluci6 de (1): ( 3:,1 ) = ( 0 —ao > ( 1 >, on agp,a; € R i consid-
Zo Ty 1 —a T2

erem l'equacié (2): y” + a1y’ + apy = 0. Aleshores:
(a) x1(t) i z2(t) son solucié de (2). X
b) x1(t) és solucié de (2), perd x2(t) no té perque ser solucié de (2). O
O

(
(c) xa(t) és solucié de (2), perd z1(t) no té perque ser solucié de (2).
(

d) Ni z1(t) ni z2(t) tenen perque ser solucié de (2). O
Solucién: Empezamos por la primera funcién. Del sistema (1) deducimos que x} = —agz2, luego
x| = —aprl, = —apr1 + apaiza y, por tanto, resulta que:
x'{ + alx'l + agr1 = —agx1 + agai1xs — aga1T2 + agr; = 0.

A continuacién, analizamos la segunda funcién. Del sistema (1) deducimos que xh = x1 — aj 22,
luego 24 = o — a1y = —apxrs — a1x1 + alxy y, por tanto, resulta que:

" / 2 2
Ty + a1Z9 + apxr2 = —apxr2 — a1x1 + ajr2 + a1x1 — ajre + apxra = 0.

Asi pues, tanto x1(t) como xa(t) son soluciones de la ecuacién (2). La respuesta correcta es (a).

5. Considerem el problema de valor inicial 3’ = 22 + 32, y(0) = 0 per a 0 < 22 +y? < 4. La férmula

2 n+1
de lerror per a les aproximacions de Picard diu que: sup |y,(x) — y(z)| < ML”L.
—a<z<a (n+1)!
Calculeu en aquest cas M i L i digueu quina de les afirmacions segiients és certa.
(a) M=2,L=4. 0O by M=4,L=4 X
(c)M=2,L=2. 0O dM=4,L=2. O

Solucién: La respuesta correcta es (b), ya que

M

ma{|f(z,y)]: (,9) € B3(0,0)} = max {a® +y” s 2 +y” <4} =4,

L = max{‘g—g(:c,y)‘:(:B,y)GBQ(O,O)}—maX{\Qy:m2+y2§4}—4.




