Equacions Diferencials Codi: 22701 A
Temps: 1 hora 8 de Juny de 2007

1. Considereu el sistema X' = ( 3 ;

= (1) (1) . Prenent et = SetS—1: to = 3;

)-era(157) = xw-c(3)
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Resolucié: Valors propis: A = 2 (doble);

J
(1) = s ()
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2. Considereu el problema z” + w?z = 0, amb x(0) = 0i2/(L) =0, on w >0 i L > 0. Determineu per a quins
valors de w es té una solucié no trivial i determineu la seva forma.

Resolucié: 2’ + w?r = 0 — x(t) = ¢1 coswt + 3 sinwt. Imposant les condicions de contorn
e 0=2(0)=0c1

c 2 k
o 0=2a'(L) = cowcos(wl) 2:;‘égcos(wL) =0z w=w,= w, k>0
) 2k +1)m
1 : =
Valors propis: wy, 5L

= (2k+1)ﬂ't) k=0

Forma solucions propies: zx(t) = sin ( oL

3. Estudieu, usant el métode de les funcions de Liapunov amb una funcié del tipus V(z,y) = ax? + by?, V'estabilitat
s . . = =2z +y+zy?
del punt d’equilibri (0,0) del sistema no lineal { Y = Tz — 2y — Tay
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Resolucié: W(z,y) = 8—:5/ + 87?/ = 2ax(—2x 4+ y + xy?) 4 2by(—Tx — 2y — Ta’y) = —4az® + (2a — 14b)zy —
€T Y
4by? (2a — 14b)z*y?.
Interessa que 2a = 14b, a,b > 0; = si per exemple a = 7, b = 1, aleshores es té V(z,y) = 72 + y? definida positiva
i W(z,y) = —28x2 — 492 definida negativa. El punt d’equilibri és asimptoticament estable.




Codi: 22701 A

4. Considereu un sistema X’ = AX, on A té com a vector propi de valor propi —1 + 3i. Sigui (z(t), y(¢)) la
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solucié amb condicions inicials (2(0), y(0)) 1, 1). Quant temps triga (z(t), y(t)) en tornar a tallar la bisectriu

z=y (z20).
.. (1 1 . =143 0
Resolucié: S = ( P >, iJec= ( 0 -1-3i ) -
1 1 cos 3t + ¢sin 3t 0
_ autde _ -t _
oc(t) = Set’c = ( i —i ) ( 0 cos 3t — 1sin 3t )e N

B cos 3t + isin 3t cos 3t — isin 3t 4
~ \ —sin3t+icos3t —sin3t —icos3t

—sin3t cos3t

:>¢R(t)=( cos 3t sin3t) —t

= X () = op(t)E = ( c1 cos 3t + co sin 3t ) ¢

—c18in 3t + co cos 3t

Imposem condicions inicials: ( 1 ) = X(0) = ( 1 >

- cos 3t + sin 3t —t
= X(t) = ( —sin 3t + cos 3t )

= cos3t +sin3t = —sin3t + cos 3t = sindt =0 = 3t = kw, k > 0.
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Sit= g, aleshores X (t) = (—1,1)e~™/3, que es troba al 3r quadrant. Per tant, és quan t = % que X (t) torna a

tallar la bisectriu al 1r quadrant.

5. Sigui u(z,t) € C?((0,1) x RT) la solucié del problema de valor inicial i de frontera:
Up = Uge, € (0,1), t>0

u(z,0) = f(x)
u(0,t) =0
u(l,t) =0.

1
Definim ’energia d’aquest problema com la funcié ¢(t) = 5 / u?(z,t)dz. Demostreu que ¢(t) és decreixent.
0

1 1 1 1 1
Resolucié: ¢'(t) = 5/ 2u(x, t)u(x, t)de = / Uz dT = U Uy . —/ (ug)? dx = —/ ug(x, 1) dt < 0.
0 0 0 0
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u(0,t)=0=u(1,t))




