
Equa
ions Diferen
ials Codi: 22701 ATemps: 1 hora 23 de Gener de 2006Test1. Considerem la solu
i�o X(t) del problema de Cau
hy X 0 = � a 11 �a �X , X(0) = � �� �. Llavors, la 
ondi
i�olimt!+1X(t) = 0 impli
a:(a) �(a�pa2 + 1)� � = 0. (b) �(a+pa2 + 1) + � = 0.(
) �(�a�pa2 + 1) + � = 0. (d) �(a�pa2 + 1) + � = 0.Solu
i�o: (b)Resolu
i�o: A = � a 11 �a � =) T = tra�
a A = 0; D = detA = �(a2 + 1) < 0 =) sella.Les �uniques 
ondi
ions ini
ials que tendeixen a l'origen quan t ! +1 si el sistema �es una sella, s�on lessituades sobre l'�uni
a dire

i�o d'entrada, �es a dir, sobre la dire

i�o dels ve
tors propis de valor propi < 0.QA(t) = t2 � (a2 + 1) =) valors propis: �� = �pa2 + 1� �� � 2 Nu
 (A� ��I) () � a+pa2 + 1 11 �a+pa2 + 1 �� �� � = � 00 �() �(a+pa2 + 1) + � = 0�+ (�a+pa2 + 1)� = 0 �

2. Prenent una fun
i�o del tipus V (x; y) = �x2 + �y2, amb �; � adequats, podem dir que el (0; 0) per al sistema� x0 = 3xy2 � x5y0 = �4x2y � y5 , �es:(a) Inestable.(b) Estable, per�o no asimpt�oti
ament estable.(
) Asimpt�oti
ament estable.(d) No �es possible de
idir l'estabilitat amb aquesta V (x; y).Solu
i�o: (
)Resolu
i�o: W = _V = 2�x _x+2�y _y = 2(3��4�)x2y2�2(�x6+�y6) ="�;�>03��4�=0 �2(�x6+�y6) �es de�nida negativa,per tant asimpt�oti
ament estable.



Codi: 22701 A3. Donat el sistema � x0 = yy0 = 
osx� y(a) ��2 + 2k�; 0�, k 2 Z, s�on punts d'equilibri inestables.(b) ��2 + 2k�; 0�, k 2 Z, s�on punts d'equilibri asimpt�oti
ament estables.(
) ��2 + 2k�; 0�, k 2 Z, s�on punts d'equilibri estables, per�o no asimpt�oti
ament estables.(d) (� + 2k�; 0), k 2 Z, s�on punts d'equilibri inestables.Solu
i�o: (b)Resolu
i�o: Punts d'equilibri en x0 = yy0 = 
osx� y � y = 0
osx = 0) x = �2 + k�; k 2 ZLa matriu del sistema lineal asso
iat en ��2 + 2k�; 0� �! A =  0 1� sin �2 �1 ! = � 0 1�1 �1 � =) tra�
aA = �1 < 0; detA = 1 > 0) asimpt�oti
ament estables.
4. Considerem l'os
il�la
i�o esmorte��da for�
ada donada per l'equa
i�o x00 + 2!0x0 + !20x = A sin(!t) essent w0, w, Anombres reals positius. Si u(t) �es la solu
i�o peri�odi
a d'aquesta equa
i�o, qualsevol altra solu
i�o �es de la forma:(a) (
1 + 
2t)e�!02 t � u(t). (b) (
1t+ 
2)e�!0t + u(t).(
) (
1t+ 
2)e�!0t � u(t). (d) A! sin(!t+ ') + u(t).Solu
i�o: (b)Resolu
i�o: xg(t) = xh(t) + xp(t) = (
1t+ 
2)e�!0t + u(t), ja que:p(m) = m2+2!0m+!20 = (m+!0)2 �es el polinomi 
ara
ter��sti
 de la part homog�enia, i xp(t) = u(t) �es una solu
i�oparti
ular de l'equa
i�o lineal no homog�enia.
5. Quins s�on els valors propis i les fun
ions pr�opies del seg�uent problema 8<: X 00 � �X = 0; 8x 2 (0; �)X(0) = 0X 0(�) = 0(a) �n = �(n+ (1=2))2, Xn(x) = sin(n+ (1=2))x, n = 0; 1; 2; 3; : : :(b) �n = (n+ (1=2))2, Xn(x) = sinh(n+ (1=2))x, n = 0; 1; 2; 3; : : :(
) �n = �n2, Xn(x) = sinnx, n = 1; 2; 3; : : :(d) �n = �(n+ (1=2))2, Xn(x) = sin(n+ (1=2))x, n = 1; 2; 3; : : :Solu
i�o: (a)Resolu
i�o: Cas � = 0: X(x) = a+ bx� a = 0b = 0 NO!Cas � = �2 > 0: X(x) = a 
osh�x+ b sinh�x� a = 0�b 
osh�� = 0 NO!Cas � = ��2 < 0: X(x) = a 
os�x+ b sin�x� a = 0�b 
os�� = 0 
os�� = 0; �n = (1=2) + n, n = 0; 1; 2; : : :.Valors propis: � = �n = �(n+ (1=2))2Fun
ions pr�opies: X(x) = Xn(x) = sin((n+ (1=2))x) �, 8n = 0; 1; 2; : : :.


