Equacions Diferencials Codi: 22701 A
Temps: 1 hora Test 31 de Gener 03
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Marqueu amb [X la resposta correcta i indiqueu com heu arribat a aquest resultat.

1. Considereu 'equacié diferencial ordinaria x?y” + (ax? — x)y’ + (az? — o)y = 0, que depen d’un parametre a € R.
1
E an,z", amb ay # 0, sén:

Els tnics valors de « per als quals I'equacié té alguna solucié de la forma y(z) =

%nzo
7 7
() a=44/3. O () a=4/3. O (c)a::t%. = (d)a:%. O
‘s - . ax? —x : 2 2 2
Resolucié: Calculem els limits py = hn%) ——=-1,q0 = hn})(ax —a’) = —a”.
T— x T—

Per tant el 0 és un punt singular regular, amb I'equaci6 indicial r(r — 1) + por + qo = r%2 — 2r — a? = 0.
Les arrels indicials sén: r = 1 & /1 + @2. D’acord amb el meétode de Frobenius, perque hi hagi una solucié de la

3

8
arrels indicials és 2v/1 + a2 = 3 & 7., i per tant no hi haura cap terme logaritmic a les solucions.

1 4\* 7
forma indicada cal que 1+vV1+ a2 E —g = 1+ Oé2 = (—) — o = i% A més, la diferencia entre les les

2. La soluci6 general de I’equacié diferencial ordinaria 22%y” + 2y = —3/z, x > 0, és:
1 1
(a) Cl+02\f—;. ] (b) clx—i—CQ\f—;
1
(¢) ey +eco/r—x. O (d) - O

Resolucié: Es una equacié de Cauchy-Euler no homogenia.
e Part homogenia: 222%y” + 2y’ = 0; equacié auxiliar: 2A\(\ — 1) + X = 0, que té les arrels 0 i 1/2 (simples). Per
tant, la solucié general de la part homogenia: yx(z) = ¢1 + c2v/.

]. \/E 12
e Variacié de parametres: busquem una solucié particular y,(z) = ui(z) +uz(x)\/z, amb 0 1 ( Z,l ) =
2/ 2
0 : / 3 / —5/2 ; 3 —3/2
3 . Obtenim: uj = —, up = =3z . Integrant, obtenim: u; = ——, us = 2x . Per tant, y,(z) =
—— x x
g 20 1
Sy =2,
x x

1
e La soluci6 general és y(z) = — + 1+ v/,




Codi: 22701 A.

3. Donada I’equaci6 diferencial ordinaria z”" + w?x = sin2t, tots els valors de w > 0 per als quals I'equacié NO té
solucions periodiques sén:

(a) w=2. n (b) we R\ Q. O
Qw=2n+1,n=1,2,3,.... 0O dDw=2n,n=1,23,.... O

2
Resolucio: Periode de les solucions de la part homogenia: py = 2T Periode del terme de forcament: p = % =T.
w

w
Tenim doncs que p_v
po 2
Per no tenir cap solucié periodica és necessari que ra sigui enter, és a dir, w = 2n, n = 1,2,3,... (w > 0). T en
aquest cas, caldra que alguna de les integrals I; = sin 2t cos 2nt dt, Is = / sin 2t sin 2nt dt sigui no nul-la. Usant

0 0

les férmules sin 2¢ cos 2nt = (sin(2n 4 2)t + sin(2n — 2)t) /2, sin 2t sin 2nt = (cos(2n — 2)t — cos(2n +2)t)/2, (o bé una
taula de primitives) obtenim que Iy =0Vn > 1,ique [r =7/2sin =1, I =0 Vn > 2. Per tant, I'inic cas en que
no hi ha cap solucié periodica és n =1, és a dir w = 2.

&= —x3 — ay?

4. Considereu { . 9
y=r—y—ay’—x
podem afirmar que:

5 . Usant el metode de Lyapunov entorn el (0,0) amb V(x,y) = 22 + (z — y)?

(a) No es decideix l'estabilitat.

(b) L’origen és estable, pero no asimptoticament estable.
(c¢) L’origen és inestable.

(d) L’origen és asimptoticament estable.

RO0O0

Resolucié: El sistema té un punt d’equilibri en el (0,0). Aplicant el métode de Lyapunov amb la funcié V (la
qual és definida positiva en el (0,0)), obtenim
Wiag)= 0 i+ O = (4 — 2y) (0 — ay?) + (29— 20)(x —y — ay” —2*) =2 —)? — 20" — 2% <0,

x y
V(z,y) € R%
La funcié W és definida negativa en el (0,0), ja que W (x,y) < 0si (z,y) # (0,0). En efecte, si W(z,y) = 0, llavors
(x—y)2=0ix*=0,iper tant z =y = 0. Deduim que el (0,0) és asimptoticament estable.

T'(t) = k(a —T(t))
T(0)=0

Newton, la variacié de la temperatura T'(t) d’un cos que es troba inicialment a temperatura 0. Aplicant el metode
d’Euler amb pas h, el valor aproximat de T'(3h) és:

5. El problema de Cauchy { , amb a i1 k constants, descriu, segons la llei de refredament de

(a) Ts = hka(3 — 3hk + h?k?). = (b) Ts = hka(3 + 3hk + h2k%). 0O
(c) Ts = hka(—1+ 3hk — h2k2). [ (d) Ts = hka(1 — 3hk + h2k%). 0O

Resolucié: El metode d’Euler amb pas h per al problema de Cauchy proposat:

To=0
{ Tpir =T, + hk(a —T),)
Fem 3 passos d’aquesta recurréncia:
Ty =0+ hk(a—0) = hka
Ty = hka + hk(a — hka) = hka(2 — hk)
T(3h) =2 T3 = hka(2 — hk) + hk(a — hka(2 — hk)) = hka(3 — 3hk + h%k?)




