Equacions Diferencials Codi: 22701 B
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GRUP: NOTA:

Marqueu amb X la resposta correcta i indiqueu com heu arribat a aquest resultat.

1. L’equacié diferencial ordinaria 2" + 72z = sin(3t) NO té solucions periodiques si i només si:
a. ¢ Q. O b. 8 = %m. X
c. Q. O d. B=7n/m,meN. O
Solucié: Donada una funcié periodica b(t) amb periode minim p, I'’edo z” +w?z = b(t) sempre
té alguna soluci6 periodica, excepte quan es produeix el fenomen de resonancia no esmorteida.
Aquest fenomen es déna si i només si p/py € Z, essent pg = 27/w, i, a més, les integrals

/Ocos(wt)b(t)dt /Osin(wt)b(t)dt

no s’anul-len simultaniament.

En el nostre cas w = 7, pg = 27/w = 2, b(t) = sin(ft), p = 2n/6 1 p/po = 7/[. Per tant,
p/po € Z < B =m/m,m € Z\{0}. Sigui, doncs, § = w/m amb m un enter no nul. Finalment,
estudiem per a quins enters m # 0 les integrals

2m 2m
/ cos(mt) sin(wt/m) dt / sin(rt) sin(7t/m) dt
0 0

no s’anul-len simultaniament. La primera integral és igual a zero per a tot enter m # 0. La
segona integral és diferent de zero si i només si m = +1.

2. Sigui X (t) la solucié del problema de Cauchy X' = ( g g )X, X(ty) = ( _; ) Per a

quins valors de tg s’anul-la la segona component del vector X (2)7

a. tg = 0. | b. to = 1. X
c. tg=—1. | d. tg = 3. O
Solucid: L’escalar A = 2 és un VAP doble de la matriu A = 3 g . La matriu A no

diagonalitza, ja que A —2-1Id # 0. Els vectors v; = (1,0) i v = (A —2-1d) v; = (0, 3) formen
una base de Jordan. Per tant,

(20 (10 tA _ atd a—1 _ I 0\ o
J—(12) S—(03> et = Se"' S —<3t1>e.

La solucié del problema de Cauchy X = AX, X (tg) = Xo, és X (t) = e(t"1)4 X, Aleshores,

— (Q_tO)A 1 — 1 4—2to
X(2) =0 <_3> <3_3t0>e

i la resposta és tg = 1.



3. Sigui z(t) la solucié del problema de Cauchy z” + 2z’ 4+ 2z = 0, z(0) = v/2/2, 2/(0) = 0.

Considereu la successié (xg)r>0 de tots els maxims relatius de x(t) per a ¢ > 0. Aleshores:
a. x, =2e Gt/ O b. zp = v2e 2k /2, X
c. o =2e7 /2. O d. zp =2e /972 O

Solucié: Tenim una oscil-lacié esmorteida lliure amb w = V2 ik = 1. Com 0 < k < w,
l'oscil-lacié és sub-esmorteida i la solucié z(t) té infinits maxims i minims locals entrellagats.
En els maxims la solucié és positiva. En els minims és negativa.

El polinomi caracterfstic de 1'edo o” + 22’ + 22 = 0 és P(m) = m? + 2m + 2, amb arrels
complexes conjugades m1 2 = —1 £i. La solucié general de I’edo és

z(t) = (c1cost + cysint) e c1,c2 € R
Tot imposant les condicions inicials, obtenim v/2/2 = z(0) = ¢1 i 0 = 2/(0) = ¢3 — ¢1. Per
tant, c; = co = v/2/2 i la soluci6 del problema de Cauchy és x(t) = v/2(cost + sint) et /2.
Ara cerquem els punts on s’anul-la la derivada de la solucié:
' (t) = —V2e lsint =0 <=t =t, = nm,n € Z
Llavors, x(t,) = z(nm) = v/2(—1)"e™™" /2, amb n € Z. Quan n és senar, x(t,) < 0 i la solucié

té un minim local al punt t = ¢,. Quan n = 2k és parell, z;, = x(to) = V2e 27/2 > 0 i la
solucid té un maxim local al punt t = to, = 2km.

4. Trobeu la solucié general de I’equacié diferencial ordinaria no homogenia vy —2y” +21y' = z+1.
a. yg(r) = Ae®sinz + Be®cosz + C +z + 22/4. K

b. yg(z) = Asinz + Beosz + C + z + 22 /4. O
c. yg(z) = Ae®sinz + Be® cosx + C + 4x + 2°. O
d. yg(x) = Asinz + Beosz + C + 4z + 22. O

Solucié: El polinomi caracteristic de I’edo homogenea és P(m) = m? — 2m? + 2m. Les seves
arrels son my2 = 141i1ims3 = 0. Per tant, la solucié general de I'’edo homogenea és

yn(z) = (Acosz + Bsinz)e® + C A, B,C € R.

A més, y,(x) = =z + 22 /4 és una soluci6 particular de I’edo no homogenea per substitucié
directa.

5. Considerem l’equaci6 diferencial ordinaria y"”’ 4+ 2%y" +(x—1)y’+2y = 23+1 amb les condicions
inicials y(0) = 1, ¥'(0) = y”(0) = 0. Calculeu el valor aproximat de (1) mitjancant el metode
d’Euler amb pas h = 0.5.

a. y'(1) =0.25. K b. /(1) =0.75. O
c. y'(1) = 1. O d. /(1) = 0. ]
Solucié: Treballant amb les variables z = 3/, w =3” 1Y = (y, 2z, w), obtenim el sistema
z 1
Y = F(z,Y) = w Y(0)=Yy=| 0
2w+ (1-—2)z—zy+a23+1 0

El meétode d’Euler amb pas h proporciona unes aproximacions Y;, de la solucié Y (z) del sistema
avaluada als punts x, = xg + hn, per a tot enter n. Prenent g = 01i h = 0.5, obtenim

1 1
Y(0.5) ~ Y] =Yy + hF(z,Yy) = | 0 Y(1) ~Yy=Y; +hF(z1,Y1) = [ 025
0.5 0.75

Aleshores, y/(1) = z(1) ~ 0.25.



