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2.5 puntos. Calcular la solucién general de la EDO z/’ — z = cost. {Cuéntas soluciones periddicas tiene?

Solucién:
= Paso 1: Resolver la EDO homogénea.
La tabla del polinomio caracteristico P(\) = A* — 1 es
Raices ‘ Mult. ‘ Funciones
1 ‘ 1 !

e 2 cos(v/3t/2),e % sin(v/3t/2)
Por tanto, zn(t) = cret +e /2 (02 cos \/gt/Q + c3sin \@16/2)7 con ci1,c2,c3 € R libres.

» Paso 2: Encontrar un polinomio Pi(\) que anule al término no homogéneo b(t) = cost.
El polinomio P;(\) = A? + 1 anula a cualquier miiltiplo de la funcién cos ¢.

» Paso 3: Construir un candidato x,(t) a solucion particular usando el polinomio P(X)Pi(X).
La tabla del polinomio producto P(A\)Pi(A) = (A* — 1)(A? + 1) es

Raices ‘ Mult. ‘ Funciones

(-1++3Bi)/2| 1

1] 1 [¢é
(—=1£+/31)/2 1 e 2 cos(v/3t/2), e ? sin(v/3t/2)
+i 1 cost,sint

Nuestro candidato a solucién particular es la combinacién lineal de las funciones que aparecen en la tabla
ampliada, pero no en la primera: = (t) = cqcost + cssint, siendo c4 y ¢5 coeficientes a determinar.
s Paso 4: Determinar los coeficientes indeterminados imponiendo que xp(t) cumpla la EDO.

cost =z, — mp = (casint — cs cost) — (cacost + cssint) = —(ca + ¢5) cost + (c4 — c5) sint.
La solucién del sistema dado por las ecuaciones ¢4 +¢5 = —1y ca —cs =0 esigual acy = —1/2y ¢5 = —1/2.
Finalmente, 4 (t) = @n(t) + zp(t) = cret +e~t/2 (c2 cosV/3t/2 + cssin v/3t/2) — (cost +sint)/2, con c1,c2,c3 € R libres.
Tomando ¢ = ¢z = ¢3 = 0, queda z(t) = zp(t) = —(cost + sint)/2 que es la unica solucién periddica de la EDO.

2 puntos. Calcular la ecuacién f(u) = 0 que satisfacen los VAPs de la forma A = p? > 0 del PVF
" = Az, 22(0) + 2'(0) = 0, z(1) = 0.

Después, usando que cosh 1 < 2sinh 1 y sinh 2 < cosh 2, probar que existe algin VAP en el intervalo (1,4).
(Indicacién: No intenteis calcular el VAP resolviendo la ecuacién f(u) = 0.)

Solucién:
Si A = u? > 0, sabemos que la solucién general de la EDO es

Zn(t) = c1 cosh pt + c2 sinh pt, ci1,c2 €R.
Ahora imponemos las condiciones de frontera
2c1 +pce = 2x(0)+2'(0) = 0 2 w
. = A\ = . .
(coshp)er + (sinhp)ee = z(1) = 0 coshy  sinhp

Para que el sistema homogéneo AxC = 0 tenga alguna solucién no trivial necesitamos que
det Ax = 2sinh p — ppcosh p = 0.

Es decir, A = u? > 0 es VAP si y sélo si se cumple la ecuacién f(u) = 2sinh y — prcosh y = 0.
Finalmente, f(1) = 2sinh1 — 1coshl > 0y f(2) = 2sinh2 — 2cosh2 < 0. Asi, aplicando Bolzano, 3u. € (1,2) tal
que f(u+) = 0. Esto implica que existe algiin VAP \, = u2 € (1,4).




1.5 puntos. Calcular el Wronskiano W(t) de un conjunto fundamental de la EDO homogénea
ta’" — 2" +Vtx' +t2x =0, t>0,
sabiendo que W (2) = 3.

Solucién: La EDO normalizada es "’ + a2(t)z” + a1(t)z’ + ao(t)z = 0 con
az(t) = —1/t, a1(t) = 1/Vt, ao(t) = t.
Por tanto, si aplicamos la férmula de Liouville en ¢ty = 2 vemos que

W(t) _ W(to)e_ ftt() az(s)ds _ 3ef2"‘ s las _ 3e1ns\:zg _ 3elnt—ln2 — 3t/2

. . . . -1 -1
2 puntos. Calcular la matriz principal en el instante o = 0 del sistema X’ = AX, donde A = ( 9 _4 )
Solucién: El polinomio caracteristico de la matriz A es
Qa(N) =det(A — AId) = A* — (traza A)A +det A = A* + 51 +6 = (A +2)(A + 3),

luego los VAPs son A\ = —2 y A2 = —3, ambos simples. Por tanto, la matriz A diagonaliza y resulta fécil calcular una
base de VEPs. Una posible base es o1 = (1,1)" y #> = (1,2)". Asf pues,

D(t) = TreMt | Tye2t | = e e
67215 2673t

es una matriz fundamental. Finalmente, la matriz principal en el instante to = 0 es igual a

B B R 9 _1 9e—2t _ =3t o3t _ o2t
w0 = 20200 2020 = (a0 ) (5T ) = (G0 Ty e m )

e

2 puntos. Sea z(t) la solucién del PVI
' = (t — )z, x(to) = zo.
(Para qué condiciones iniciales (¢g, zo) es constante la funcién z(t); es decir, z(t) = 7 Descartando esos casos

degenerados, jPara qué otras condiciones iniciales tiene z(t) un méximo local en ¢t = #,? ;Y un minimo?
(Indicacién: Podeis utilizar la EDO z/(t) = (¢t — x(¢t))x(¢) para calcular la segunda derivada.)

Solucién: Si imponemos que la funcién constante z(t) = z¢ cumpla la EDO, obtenemos que 0 = (¢t — zo)xo para todo
tiempo ¢ € R. Por tanto, las tnicas condiciones iniciales que generan soluciones constantes son: xo = 0y to € R arbitrario.
Si imponemos que z(t) tenga un punto critico (sea méximo o minimo) en el instante ¢ = to, obtenemos que
0= l‘/(to) = (to — Jf(to))l‘(to) = (to — 1‘0)1‘0 — x9 =19 0 xg = 0.
Nos piden que descartemos en caso degenerado zo = 0, luego sélo nos queda la opcién zo = to # 0.
Finalmente, calculamos la segunda derivada para saber si los puntos criticos son maximos o minimos:
" (to) = (1 - 2'(to))z(to) + (to — z(to))2’ (to) = z(t0) = w0,
donde hemos usado que z'(to) = 0. Por tanto,
s Sixg =ty > 0, entonces z'(to) = 0, "/ (o) = w0 > 0 y z(t) tiene un minimo local en t = t,.
= Si @ =ty <0, entonces z’(tg) = 0, " (o) = To < 0 y z(t) tiene un maximo local en t = t,.




