Equacions Diferencials Codi: 22701

Temps: 1 hora 30 minuts 18 de Juny de 2008

Problemes

1. (a) Sigui A(t) una matriu que depen del temps, pero que té un vector propi ¢ constant de valor

propi A(t). Demostreu que llavors X (t) = eJ 2Dt 7 65 una soluci6 del sistema lineal i homogeni
X' = A(DX.
. 2t 262 , . .
(b) Sigui A(t) = Lot 2t—1 ) Useu l'apartat (a) per trobar una matriu fonamental del sistema

X' = A()X.

(c) Trobeu la soluci6 general del sistema

X’zA(t)X—I—(i),

on A(t) és la matriu de lapartat (b).

Resolucié:
(a) Si ¥ és un vector propi de valor propi A(t) de la matriu A(t), aleshores A(t)v = A(t)v, Vt.
Comprovem si el vector X (t) = eJ Aty compleix el sistema X'(t) = A(t) X (¢):
X'(8) = At)-e XOdig = o[ 2Oty )57 =
= 20 g7 = A(t)e MO\ YT = A X (1)

2—t 2t—2
b) Sigui A(t) = bzt . Comencem calculant el seu polinomi caracteristic:
1—¢t 2t—1

_ 2t x 2t—2 |,
QA(t)(/\)—det(A(t)—M)—’ Ly 2t_1_)\'—)\—(t+1))\+t
A(t) =t
. \/72_ _
Valors propis: )\172:)\1’2(t):t+1i (;+1) 4t:t+1j:2(t 1)<
Ao(t) = 1

Vectors propis: Nuc [A(t) — A2(t)I] = Nuc ( i :i ;i :3 > = [U]

Nuc [A(t) — A (¢)I] = Nuc ( 21__2tt 2tt__12 ) =[],

on v1 = (1,1) i ¥o = (2,1) sén constants.

Observacid: Sit = 1, llavors Ai(t) = Ao(t) = 1 valor propi doble i A(t) = I, per tant, ¥ i ¥
també son vectors propis.

Xi(t) = ef MWty _ [ty (2/2) ( 1 )

son solucions del sistema.

Xo(t) = ef)\z(t)dtUQ _ eftdtz_)’g — et ( f >



e(t?/2) et
et?/2) ot

independents i obtenim la matriu fonamental

A més, W(t) = det[X(t), X2(t)] = = —(*/2+ £ 0, Vt. Per tant, sén linealment

(c) La solucié del sistema homogeni és

Xn(t) = o(t) ( 21 ) = c1e®*/?) ( i ) + coé! ( f ) , c,e2€R.
2

Ara busquem una solucié particular del sistema no homogeni mitjancant la férmula de variacié
de parametres:

() = ot) [ o) F(t)dt =

e(t2/2) 26t 1 et —2€t t
e(t2/2) el / (t) _@(t2/2) 6(t2/2) t dt =
t2/2 t t
= (e o) [t (7 )a-
e e
e(t2/2) 2¢t
= (en 5 )/

(a) Calculeu la solucié general de I'equacié lineal homogenia y"” + 2y” + 9y’ + 18y = 0.
(b) Per a quina freqiiencia wy > 0 té I'equacié homogenia anterior solucions peridodiques de periode
minim Ty = 27 /wy?

(c) Donada una amplitud A i una freqiiéncia w # wy, calculeu mitjancant el metode dels coeficients
indeterminats una soluci6 particular y,(z) periodica de I’equacié no homogenia

y" +2y" + 9y + 18y = Asin(wz).

(Comprovaci6 ttil: lin% yp(z) =0.)
w—
(d) Calculeu explicitament el factor d’amplificacié M tal que la solucié y,(z) de 'apartat (c) s’escrigui
com yp(z) = M Asin(wz + ¢) en forma amplitud-fase.

(Comprovaci6 tutil: Jim M = +00.)
—Wwo

(e) Té alguna solucié periodica 1’equacié no homogenia quan w = wy? Per que?

Resolucié:

(a) Equacié caracteristica: p(m) = m?3 + 2m? + 9m + 18. Busquem una soluci6 entera

m € {1, £2, £3, £6, £9, £18}, que a més ha de ser negativa. Per tanteig, m = —2 és solucid.
Apliquem Ruffini:
1 2 9 18
-2 0 -18 p(m) = (m+2)(m? +9). Les arrels de p(m) sén {—2, +3i}.
21 0 9 0




Solucié general de ’equacié diferencial ordinaria homogenia
g(x) = c1e™%* 4 cocos 3z + c3sin3x, ¢, ca,c3 €R.

Si volem solucions periodiques de (a) cal ¢; = 0 i llavors wy = 3.

Busquem y,(x) = a cos(wz) + Bsin(wz). Cal que

w?(asinwz + fcos wz) — 2w?(a cos wx + Bsinwz) +

+ 9w(—asinwz + fcoswz + 18(a coswz + fsinwz) = Asin(wz) .

Obtenim: A
(w? — Jw)a — (—2w? +18)3 = A wa =26 = — 9
w2 —
(—2w? 4+ 18)a + (—w* + 9w)3 =0 200+ wpB =0
Llavors,
wA
o =
(w? — 9)(w? + 4)
—2A
/6 —

(w? — 9)(w? + 4)

A
(w? = 9)(w? 4 4)
Observacid: Si w # +3, llavors el denominador no s’anul-la.

(w cos(wz) — 2sin(wx)).

Aixi doncs, yp(z) =

A
limoyp:O‘1+—-O:0.

Comprovacié: &]1111}0 a =0, 1})1210 8= 8 5

8 )
L’amplitud de y,(z) és:

A 1
Va2 + 82 = —A-M= M= .
& |w?2 — 9|vVz? + 4 |w2 —9|vVa2 +4

Clarament lim M = +oo.

w—3
Si w = 3 llavors el polinomi anul-lador de grau minim del terme independent f(x) = Asin(3x) és
Q(D) = D? + 91 les seves arrels sén +3i, que també ho sén de I'equacié caracteristica de la part
homogenia de 1'equacié diferencial ordinaria . Aixo vol dir que hi ha una solucié particular de la
forma y,(x) = axcos(3z) + frsin(3z), on « i [ no poden ser totes dues zero. Aixi doncs,
yp(x) no és periodica i per tant, 'equacié diferencial ordinaria no homogenia no té cap solucié
periodica.



