Equacions Diferencials Codi: 22701

Temps: 1 hora 30 minuts 22 de Juny de 2006

Problemes

1. Considereu I'equacié diferencial de segon ordre
"+ (a+32%)2" +2 =0,
essent a > 0 un parametre real.

(a) Si definim y = 2’ + ax + 23, vegeu que (z,y) sén solucié del sistema de primer ordre

¥ =y—ax—a3
nov } 1)
(b) Calculeu el sistema linealitzat de (1) en el punt fix (0,0) i classifiqueu-lo en funcié de a > 0.

(c¢) Discutiu a partir del sistema linealitzat I'estabilitat del punt fix (0,0) del sistema (1), sempre que
aixo sigui possible.

2 2
(d) Pel cas a = 0, apliqueu el metode de les funcions de Lyapunov a (1), usant V(z,y) = T —;—y .
Resolucié:
(a)y:$/+a.%'+$3:>$/:y—ax—x3:>y/:x”+ax/+3x2x/ T _
2 = —(a + 312)1/ —x
(b) Tenim
: of of
=y —ar—z° 0,0)=0 L —_g-3.2 ZL_1
f('ray) Y axr € f( 3 ) O a X ay
dg dg
9 - — 0, O = O _— = —1 7 — 0
9(z,y) x 9(0,0) o 3

Sistema linealitzat en (0,0)

’ B 1 tr A= —a
<x>:A<x>, A:(_?O>, detA=1>0
Yy Yy A = (12 —4
Polinomi caracterfstic: pa(\) = A% +a)\ + 1

—a+t+Va2—4

e a=0= Ay = +i= centre.
e 0 < a < 2= A\ valors propis complexos conjugats de part real —a/2 < 0 = focus estable.
-2

-1 0

Valors propis: A+ =

e a=2= A = —1 valor propi real doble i A = ) no diagonalitza = node impropi

estable.
e a > 2 = Ay valors propis reals diferents amb Ay - A_ =det A=11i A  +A_=tr A=—-a<0
= A1 negatius = node propi estable.
(¢) Tenim:
e a = 0 = no podem decidir 'estabilitat de (0,0) en (1) usant el sistema linealitzat.
e o> 0= (0,0) és un punt fix asimptoticament estable de (1).
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(d) V(z,y) = definida positiva en (0, 0)
ov ov
W(l‘,y)—g +67yg = z(y —

a=0

W (z,y) és semi-definida negativa en (0,0) =

2?) +y(—z) = —2* <0

(0,0) és un punt fix estable de (1), encara que no

podem dir res de si és asimptoticament estable o no.

2. Considerem el sistema X’ = AX, on
0 1/2 1/2
A= -1 1 -1
-1 -1 1
iels VAP’s de la qual sén: A\ =i, Ao = —i i A3 = 2.

(a) Calculeu una matriu fonamental real del sistema.

(b) Resoleu el problema de Cauchy X' = AX, X(0) =
la solucio.

(c) Resoleu el problema de Cauchy X’ = AX, X(0) =

recta anterior) de R? que conté la solucié.

Dibuixeu la recta, el pla i les dues trajectories que

(d)

Resolucié:

(a) Busquem un vector propi de valor propi A\ =i

0

1 | i trobeu la recta de R que conté
1
0 | i trobeu el pla (perpendicular a la
0

s’obtenen a partir de les solucions d’ambdés

problemes de Cauchy. Marqueu el sentit del gir de la trajectoria continguda en el pla.

v; = (x,y,2) €ker(A—ild ) <= (A—ild )v; =0 <
- 1/2  1/2 T 0 .
1 1—/i —/1 y =0 |= —r+—iy—2=0
1 -1 1—; z 0 —z—y+(1—-19)z=0

restem: (2—i)y+ (i—2)z2=0—=y=2— —x—iy=0= = —iy.

Fent y = 1: v; = (—i,1,1).
Busquem un vector propi de valor propi Az = 2

vy = (z,y,2) € ker(A —2Id ) <= (A —2Id )vs = 0 <~
-2 1/2 172 o 0 —224+1/2y+1/22 =0
-1 -1 -1 ||ly]|=|o0 T
-1 -1 -1 P 0 rTYTEE
5 5
tgr=0=y=—z=z=0 v3=(01-1)
Calculem un conjunt fonamental de solucions
-1
AMM=i=a+if (a=0,0=1), v = +1 0 | =Rewi+iIm v
0
0 -1 sint
X (t) = e*(cos Bt Re vy —sin Bt Im vy) =cost [ 1 | —sint 0 | = cost
1 0 cost



0 —1 —cost

Xo(t) = e™(sin Bt Re vy + cos Bt Im vy) =sint [ 1 | +cost 0 | = sint
1 0 sint
0
X3(t) = Moz = * 1
-1
sint —cost 0
Una matriu fonamental és:  ®(t) = [ cost sint  e?
cost sint —e?
0
(b) Observeu que X(0) = 1 | és un vector propi de valor propi 2 de A. Aixi, X(t) =
0 0 x(t) x 0
e?t 1| = e?t = | y(t) | = Eliminant el parametre t de | y | = et
-1 —e?t 2(t) x —e?
aleshores, és clar que y +; i 8 és la recta buscada.
C1 1
(c) Busquem X (t) = ®(t) | c2 | tal que X(0)=| 0 |. Tenim
C3 0
1 C1 0 -1 0 C1 —cg =1
X0)=]10|[=20)| 2 |=]1 0 1 2 | &= c1+c3=0
0 C3 1 0 -1 C3 Cl —C3 = 0
cost
d'on ¢; = c3 =0, cg = —1. Aixi, X(t) = [ —sint |. Si X(¢) pertany a un pla = X (¢) és
—sint

soluci6é d’'una equacié (del pla) del tipus Ax+ By+Cz+D =0 = Acost—sint(B+C)+D =0,
Vi= A=0,B+C=01D=0=>elplaésy—z=0 (ortogonal a la recta anterior).

(d) Pel sentit de gir de la solucié en la pla mirem A| 0 | = [ —1




