Equacions Diferencials Codi: 22701

Temps: 1 hora 30 minuts 29 de Juny de 2004

Problemes

1. Considereu el sistema no lineal

/ —_—

Y = —y(r —p)

{ o=y —p)

on u € R, pu # 0 és una constant. Es demana per a p # 0O:

(a) Determineu els punts critics del sistema no lineal i la matriu del sistema linealitzat entorn cadas-
cun d’ells.

(b) Per a cada punt critic, estudieu l'estabilitat del sistema linealitzat associat.

z(t)
y(t)

x(0) 1 o x(t) 0
= . Existeix algun valor de u tal que — uan t — +oo 7
<y<o>> (o) & pad <y<t> 0 )4

(d) Estudieu l'estabilitat dels punts critics del sistema no lineal, pel metode de linealitzacié.

(c) Per a cada punt critic, sigui la solucié del sistema linealitzat associat, tal que

Resolucio:
s . z(y—u)=0 . ,
(a) Com que els punts critics han de complir que @ —p)=0" els dos punts possibles sén
0 . " . . R . . . . 0 ,
o)1 Pk que sén diferents perquée p # 0. El sistema linealitzat associat al 0 | &

(0= (0 2 (5 ) mosmn () & (5) = (5 8 ) (5)

(b) i. Sistema linealitzat associat al Nk Els valors propis de la matriu associada sén —u i 4, que

son reals i diferents perque p € R, u # 0. En particular, tenen diferents signe, de manera que

n’hi haura un d’estrictament positiu. Per tant, el és un equilibri inestable d’aquest

0

sistema lineal (i és una sella).

ii. Sistema linealitzat associat al ( Z ): Els valors propis sén +i|u|. Per tant, el ( Z ) és un

equilibri estable, pero no asimptoticament estable, d’aquest sistema lineal (i és un centre).

(¢) Fem els dos casos:

i. Sistema associat al ( ): Com que la matriu ja esta en forma diagonal, tenim clarament

0

que ( 0 ) és vector propi de valor propi —pu, que és estrictament negatiu si p > 0. Per tant,

z(t)
y(t)

. . 0 . .
si > 0 tenim ( ) — ( 0 ) quan t — 400 per a aquesta solucié particular.



ii. Sistema associat al ( ’Z >: Com que ( 0 ) és un centre del sistema lineal associat per a

qualsevol p € R, i # 0, no hi ha cap valor de pu # 0 per al qual < zgg ) — ( 8 ) quan

t — +oo.

(d) Pel teorema d’estabilitat per linealitzacié, el o | ésun equilibri inestable del sistema no lineal
per a tot u € R, p # 0, ja que sempre tenim un dels dos valors propis estrictament positiu. En
canvi, no podem dir res de 'estabilitat de ( Z en el sistema no lineal, ja que tots els valors

propis del sistema linealitzat associat tenen part real igual a 0.

2. Considereu 'equacié diferencial ordinaria

y' -2ty +3y=u. (1)
(a) Determineu si g = 0 és un punt ordinari, un punt singular-regular o un punt singular-irregular
de l'equaci6 diferencial ordinaria homogenia associada a (1). Deduiu quant val r de forma que
y(z) = Z caz™", amb ¢y # 0, sigui solucié de (1).
n>0

(b) Sigui y(z) = Z @™t 1a solucié d’aquesta equacié diferencial ordinaria tal que y(0) = y'(0) = 0

n>0
k
iyp(z) = Z c,™*" la seva aproximacié d’ordre k. Calculeu ys(z).
n=0
Resolucié:
(a) Com que p(r) = —? i q(x) = 3 s6n analitics en x¢g = 0, aquest és un punt ordinari de ’homogenia
associada a (1). Per tant, les solucions seran de la forma y(z) = Z cpa™, és a dir, que r = 0.

n>0

(b) Siy(z) = Z cpz™ ha de complir que y(0) = y/(0) = 0, automaticament ¢y = ¢; = 0.
n>0
Si imposem que que y(z) verifiqui (1), arribem a la segiient igualtat:

(2c2 + 3co) + (6c3 + 3c1)x + > _[eppa(k+2)(k+1) — cper(k — 1) + 3cg|z® = .
k=2

Igualant coeficient i imposant que cg = ¢; = 0, tenim:

202 =0

6cs =1

Ck+2(k+2)(k—|—l)—Ck_l(k—1)+3ck:0, k>2
? . . 1 3 ]_ 5
d'on ey =0, 3 =1/6, c4 =01 c5 = —1/40, obtenint ys(z) = —z° — —z°.



