Equacions Diferencials Codi: 22701

Temps: 1 hora 30 minuts 21 de Gener de 2008

Problemes

1. Considereu l'equacié diferencial ordinaria
2zy" — (34 22)y' +y=0, z>0.

Calculeu les arrels indicials en zo = 0.
b

)
)
()
)

(d) Trobeu els quatre primers termes dels desenvolupaments en seérie de les funcions y; () i yo(x).

(a
(b) Doneu la forma d’un conjunt fonamental {y;(x), y2(x)} entorn g = 0.

Doneu la recurréncia dels coeficients de y; () i de yo(x).

Resolucio:
3+ 2x 342
P(x) = - . zP(x) = — +er ]
(a) 1 2x analitiques en x # 0; ) r 2 analitiques en = = 0.
Q) = o 2Q(z) = 5
2x 2
= x = 0 és un punt singular regular.

3

po = lim zP(x) = —= T

z=0" 2 3} = lequaci6 indicial és r(r — 1) + por + qo = 0.

qo = hrr%)x Qx)=0
xr—

r(r—1)— gr =0; r (r - ;) =0 = lesarrelsindicials sénro =0ir = g

5
(b) Com que r; — 1o = 3 ¢ 7, estem en cas 1 i sabem que existeix un conjunt fonamental de solucions de la

forma
y(z) = Z a,x" T = g5/2 Z apx™, amb ag#0
n>0 n>0
ya(z) = Z bt = Z bpx™, amb by #0
n>0 n>0

(c¢) Imposem que la serie y(z) = E ™t compleixi 'equacié diferencial ordinaria
n>0

0 = 2zy’ —2xy -3y +y

= <2 Z(n +r)(n4r—1)c,z" ' -2 Z(n +7)cpa” — 3 Z(n +r)cpx™ 4 Z cnr” pal =

n>0 n>0 n>0 n>0

= 2 Z (k47 4+ 1)(k +7)cpgpia® —2 Z(k: + r)epzt — 3 Z (k47 + Deppr2t + Z cpxh b " =

E>—1 k>0 E>—1 k>0

= ¢@2r(r—1)—=3r)co+ Z [(2k +2r —3)(k + 7+ Deprr — (2k 4+ 2r — D)eg] 2 3 2"

k>0
T = 5/2
co#0 o o / T
(2r% —5r)cg =0 25212 —5r =0 N recuperem les arrels indicials.
ro = 0
2k +2r —1
e — . VE>0.
M ko —3)(ktr+1) " =



ag € R lliure, no nul

e Casr =11 =5/2: 2k + 4 2k +4
= = k>
Wi = Tt ) T @k TR0
bp € R lliure, perd no nul
C =171y =0: 2k -1
e Lasr T2 bk+1:mbk, Vk>0

(d) Apliquem les férmules recurrents anteriors fins a k = 3:

ag € R lliure, perd no nul

6 as 4 8 32
alz?ao; azzﬁm:?:ﬁao; as = 3.1102:@ao§
— y1(x) = apz®? (1 + éx + ixQ + £m3 + - ) amb ag # 0.
7 21 693

bp € R lliure, perd no nul

-1 bo 1 by bo 1 bo
bzi = —_—0 bzib = —n—= —— bzib :b = ——
1 (_3)10 37 2 (_1)21 2 67 3 132 2 67

T .1?2 $3
— - 142 2 4.
Yya() bo( ts-5 "¢t )

2. (a) Resoleu el problema

Up — Ugy = 0 ze(0,m) t>0
u(z,0) = cosz +2cos’z  z € (0,7)

u,(0,t) =0 t>0
Uy (m,t) =0 t>0

(b) Calculeu el limit de la solucié u(z,t) quan t — +o0.
Resolucié: Seguimos los pasos habituales del método de separacion de variables.
e Al imponer que la funcién u(z,t) = X (2)T'(¢) cumpla:
— La ecuacién del calor u; — ugz, = 0, se obtiene que X (2)T"(t) — X" (z)T(t) = 0, luego
X"(x) _ T'(1)

Xw) 1 R

— La condicién de frontera u, (0,t) = 0, vemos que X'(0) = 0.
— La condicién de frontera u,(m,t) = 0, vemos que X'(7) = 0.

Por tanto, obtenemos dos problemas separados:

@ { §:/((03;):_ )Afgig):go (0){T'(t) — AT(t) = 0.

El problema (a) es un PVF asociado a la funcién X (z).

La solucién del PVF asociado a la funcién X (z) es
) N 2
VAPs: A=\, =-n n> 0.
FUPs: X(z) = X,(z) = cos(nz)

La solucién de problema (b) para A = A, = —n2 es T(t) = T,,(t) =e "¢, n > 0.

Asi pues, las FUPs de la parte homogénea del problema son

Un(x,t) = T, (1) Xy (2) = et cos(nx), n > 0.
e La solucién final u(z,t) =3, 5 anun(z,t) se determina imponiendo la condicién no homogénea

1+ cosx + cos(2x) = cosx + 2cos? x = u(z,0) = Z antn(z,0) = Z an cos(nx).
n>0 n>0
Es decir, ag = a1 = a3 = 1 y el resto son nulos, luego la solucién final es

u(z,t) =1+e ‘cosz + e * cos(2z)

Finalmente, lim;_, 4 u(z,t) = 1.



