Equacions Diferencials Codi: 22701

Temps: 1 hora 30 minuts 15 de Gener de 2007

Problemes

1. Considereu el sistema d’equacions diferencials ordinaries no lineals

2 = —a(z + 1)y + ba®
y' = (y+ 1z +by’

essent a,b € R dos parametres.
(a) Calculeu el sistema linealitzat de (*) en el punt fix (0,0) i classifiqueu-lo en funcié de a € R.
(

b

)

) Feu un croquis de les trajectories del sistema linealitzat per a a = —4.

(c) Discutiu Pestabilitat del (0,0) en (*) usant el sistema linealitzat, sempre que aixo6 sigui possible.
)

(d) Sabent que la funcié V(z,y) = x —In(x+ 1)+ a(y — In(y + 1)) és definida positiva en (0,0) si a > 0, useu-la
per discutir Pestabilitat del punt fix (0,0) de (*), mitjangant el meétode de les funcions de Lyapunov, en

funcié dea > 01 b e R.

Resolucié:
of 2 of
(a) . f(:z:,y) _ 7a(x + 1)y + bad } oz ay + 3bx ay CL(Z‘ )
_ 3
g(z,y) = (y+ Dz +by @:y+1 @:x+3by2
ox 0y

= Sistema linealitzat entorn el (0,0) és:

&N & (0 —a
(5)=4(5) =1 %)
o detA=a, tr A=0, pa(\) =) +a.

— Valors propis: A+ = ++/—a, per tant,
e a>0: Ay = +iy/a, complexos conjugats de part real zero = centre.

e a=0: At =0, sistema degenerat inestable A = ( (1) 8 )

e a<0: Ay ==4/|a], reals de signe oposat = sella.

(b)A((l) g), Ar =12, = sella.
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o (x,y)eKer (A-2Id)& ( 1
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3) (gx/) = (8) < x=2y, vy=(2,1)vector propi de valor propi ;=2

o (z,y)€Ker (A+2Id)©(2 4) (g;/) :<8) & x=-2y, v_=(—2,1)vector propi de valor propi A_=-2
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(c) @ a >0 = No podem decidir.
e a < 0= El (0,0) és un punt fix inestable.

ov ov 1 1
(d) W(z,vy) B + 8yg ( x—i—l){ a(z + )y+bx}+a< y+1){(y+ )o + by’ }
24 y ~ N 4 Y
=0 (x—l—l +ay+ 1) = bW (x,y), on W(z,y) = o —|—ay+1 és definida positiva en (0,0) si a > 0.

Llavors tenim:
e b>0= W(z,y) és definida positiva en (0,0) = (0,0) és inestable.
e b < 0= W(z,y) és definida negativa en (0,0) = (0,0) és asimptoticament estable.

e b =0= W(z,y) = 0 és semidefinida negativa en (0,0) = (0,0) és estable (potser no asimptoticament
estable).

2. Donada l'equacié diferencial ordinaria
22y’ + (2% — 22)y +2y =0 ()
es demana:

(a) Demostreu que x = 0 és un punt singular regular i trobeu les arrels indicials associades.
oo

(b) Demostreu que existeix una solucié de la forma y;(x) = g anz™ ™2 amb ag =1 i calculeu a; i as.
n=0

(c) Calculeu el terme general de y; () i identifiqueu la funcid.
(d) Busqueu una segona solucié yo(x) de (**) independent amb y; (z) pel metode de reduccié de lordre.

Indicacio 1: Una de les integrals no es pot calcular exactament. Abans d’integrar desenvolupeu en serie i
quedeu-vos només amb els tres primers termes.

Indicacid 2: Sino heu pogut identificar la funcié y; (x) en 'apartat (c), useu els tres primers termes calculats
en (b) i Pobservacié:

1 1 9 9
R — = F(1 —2a1x + (3a] — 2a2)z” + - )

(e) Doneu la solucié general de (**).

(f) Estudieu si existeix una solucié analitica en z = 0, linealment independent amb y; (z).

Resolucié:

2 2 . )
(a) " + p(x)y’ + q(x)y = 0, amb p(x) = 1 — . q(z) = 5 = Do = lim ap(z) = lim(r —2) = -2,
qo = lin%:ch(:E) = 111%2 = 2.
3+v/9-8 3+1
2 T2

Equacié indicial: r(r—1)+por+qo =0 = r2-3r+2=0= 1 = = =2, =1



(b) 7 =2 arrel més gran = hi ha una solucié de la forma y; (x

E anx"t

,amb ap = 1.
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Equivalentment, a,, = ——an_1, n>1. Aixi,ap=1,a1 = —=-ag=—-1, a0 = —=a; = =.
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(d) Férmula de reduccié de Pordre:
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Observacid: Si només usem els primers termes de y;(z) = 22 — 2% + % + .-+ i lobservacié de I'enunciat,
tenim:
e Jr@is e~og? 1424224 () a? L,11
= = — X [— oo e g— — —
(y1(2))? a ? a? 2 P 2

i el reste de calculs sén ideéntics.

(e) y(z) = cry1(z) + caya(z),
(f) Clarament, si la solucié ha de ser linealment independent amb y; = ¢3 # 0 => la solucié sempre porta un
terme de la forma coyi () Ina i per tant, no pot ser mai regular en x = 0.

c1,c2 € R arbitraries.



