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Prefacio

Este material ha sido preparado por los profesores del Departamento de Matemadtica Aplicada 1
(http://www.mal.upc.edu/) que han trabajado durante los tltimos cuatrimestres en la asignatura
Ecuaciones Diferenciales de la titulacién de Ingenieria Industrial impartida en la Escuela Técnica
Superior de Ingenieria Industrial de Barcelona (http://www.etseib.upc.edu/)) de la Universidad
Politécnica de Cataluna (http://www.upc.edu/)). En estas paginas hay unos 130 problemas y mas de
la mitad se han extraido de antiguos exdmenes. Asi el estudiante sabrd qué nivel se espera de él.

Cada problema va precedido de un descriptor. El descriptor de los problemas adaptados de exdmenes
anteriores es la fecha del examen, lo cual es 1til pues hemos colgado la resolucién de los 1ltimos
examenes en la pagina web de la asignatura:

http://www.mal.upc.edu/~edis/
El descriptor de los otros enfatiza el concepto principal que cada problema trata.

Muchos problemas van seguidos de su solucién, pero se recomienda intentar resolverlos antes de
mirar las respuestas. Para facilitar eso, existe una version de esta recopilacién sin las soluciones. De
cara a uniformizar la recopilacién, se han adoptado las notaciones usadas en unos apuntes que se
pueden descargar de la pagina web de la asignatura antes mencionada.

El recopilador espera que este trabajo resulte 1til y no contenga demasiados errores. Cualquier
comentario constructivo serd bienvenido.

Rafael Ramirez Ros
Barcelona, a 28 de junio de 2010
Aprende a resolver todos los problemas que ya hayan sido resueltos. (Richard Feynman)
Me lo contaron y lo olvidé. Lo vi y lo entendi. Lo hice y lo aprendi. (Confucio)
Vale mas saber algo acerca de todo que saberlo todo acerca de una sola cosa. (Blaise Pascal)
Si he logrado ver mds lejos, ha sido porque he subido a hombros de gigantes. (Isaac Newton)
Es mds fdcil saber como se hace una cosa que hacerla. (Proverbio chino)
Quien pregunta es ignorante cinco minutos; quien no, lo serd siempre. (Proverbio chino)
Si tiene solucidn, spor qué te preocupas? Y si no, spor qué preocuparse? (Proverbio chino)
Si vas a creer todo lo que lees, mejor no leas. (Proverbio japonés)
Empezar es la mitad de todo. (Proverbio griego)
El que nada duda, nada sabe. (Proverbio griego)

Errar es humano. (Proverbio romano)


http://www.ma1.upc.edu/
http://www.etseib.upc.edu/
http://www.upc.edu/
http://www.ma1.upc.edu/~edis/




Material multimedia

Hoy en dia se puede encontrar una gran cantidad de materiales multimedia gratuitos y abiertos.
Videos de Youtube, entradas de Wikipedia, applets de JAVA, problemas resueltos, libros electrénicos,
apuntes escaneados, clases en video, software especializado de cdlculo simbdlico o numeérico, etc.

Cuando sea conveniente se utilizardn esos materiales en clase. De momento, y para ir abriendo boca,
aqui teneis una lista. Podeis echarles un vistazo en vuestro tiempo libre.

= Libros y apuntes electronicos:
e Enhttp://tutorial.math.lamar.edu/Classes/DE/DE. aspx esta el libro Differential

Equations de Paul Dawkins. Cubre los temas de Ecuaciones Lineales, Sistemas Lineales
y Ecuaciones en Derivadas Parciales. Muy bien escrito. Quizé el mejor de esta lista.
En la web de Paul Dawkins podeis encontrar otros documentos como How To Study
Mathematics o Common Math Errors. jEste tltimo documento es una prueba de que
en todas partes los estudiantes cometen los mismos errores!

En http://www.ugr.es/~rortega/M4.htm podeis encontrar los apuntes escaneados de
Rafael Ortega. Sus lecciones 1, 5 y 6 se intersecan con nuestros temas de Introduccién
y Ecuaciones Lineales. Probablemente el material mas pedagdgico de la lista.

En el enlace http://www.math.cornell.edu/~bterrell/dn.pdf hay un documento
titulado Notes on Differential Equations de Bob Terrell. Son unas 200 paginas que
cubren casi todo nuestro curso. El documento con mejores graficos de la lista.

En la direccién http://people.cs.uchicago.edu/~1lebovitz/odesbook.html podeis
descargar una versién inacabada de un libro de Norman Lebovitz, aunque quiza es
demasiado abstracto para nuestros intereses.

= Applets en JAVA para visualizar fenémenos fisicos:

e Fn http://www-math.mit.edu/daimp/| el profesor Hubert Hohnm del Massachusetts
Institute of Technology (MIT) explica varios fendmenos de resonancias, la férmula de
D’Alembert para la cuerda vibrante infinita, el estado estacionario de la ecuacién de
calor 1D con condiciones de Dirichlet, etc. Son muy buenos. Os reto a que os conecteis,
escojais uno al azar e intenteis dilucidar que ayuda a explicar.

En http://www.walter-fendt.de/phl4s/ Walter Fendt tiene mas de cuarenta. Por
ejemplo, en el tema de Modelos veremos uno sobre la desintegracion radioactiva. La
parte de oscilaciones estd bien representada. Traducidos al castellano.

En http://www.falstad.com/mathphysics.html Paul Falstad tiene una coleccién de
applets sobre temas matematicos y fisicos que consultaremos en la tltima parte del
curso. Entre otras cosas, simula el movimiento de una membrana eldstica (es decir, la
ecuacién de ondas 2D) de formas rectangular o circular. En el caso circular, que simula
un tambor, hasta se puede oir el sonido creado.

» Wikipedia. ;Qué se puede decir? Gargantuesca y pantagruélica. El primer lugar por donde
empezar a resolver cualquier duda. Pero, cuidado, no debe ser el dltimo. Mejor la version
inglesa. Algunas entradas que consultaremos son: Airbus A380, Bussard ramjet, solar
sail, Beat (acoustics), Lorenz attractor, standing wave, normal mode, etc.

n Clases en video:
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e El Massachusetts Institute of Technology (MIT), uno de los centros de investigacién mas
prestigiosos del mundo, ha colgado en su web las clases del profesor Arthur Mattuck en
video. Advertencia: El temario presenta diferencias y Mattuck habla en inglés.

e Salman Khan ha grabado mas de 1400 miniclases que cubren muchos de los conceptos
matematicos que os encontrareis a lo largo de la carrera. Son videos en los que Salman
escribe “a mano” usando un tableta grafica sobre fondo negro mientras explica que
estd haciendo. Ver http://www.khanacademy.org/, también en inglés.

= Videos de Youtube. Si poneis en el buscador del sitio Youtube las palabras clave adecua-
das, encontrareis videos divulgativos interesantes. Probad, por ejemplo, con las siguientes
palabras clave: Tacoma Narrows bridge (colapso de un puente por resonancia mecdnica),
ground resonance (destruccién de helicépteros por fendmenos de resonancia), Wilberforce
pendulum (conversién de movimiento longitudinal en movimiento torsional), standing wave
(experimento para mostrar los modos normales de vibracién de una cuerda), resonance rice
(visualizacién de patrones de resonancia usando granos de arroz), Walter Levin promo (Le-
vin es el mas famoso profesor de fisica de USA, del MIT como no, tres mil visitas diarias
a sus videos), réaction oscillante (ejemplo en tiempo real de la reaccién oscilante de
Briggs-Rausher), etc.

= Google. Es tu aliado. Por ejemplo, si estudiamos la difusién de contaminantes en los Grandes
Lagos y sabemos que se puede modelar mediante ecuaciones diferenciales, introducimos las
palabras clave great lakes differential equations y voilal

= MATLAB. Es un sofware comercial especializado en el calculo matemético de tipo simbdlico
y numérico. Instalado en todos los ordenadores de la ETSEIB. Util para comprobar que no
has cometido ningin error al resolver aquel problema repleto de calculos tediosos.
Un advertencia final. Que no os deslumbre la técnica moderna. La parte mas importante del curso
sigue consistiendo en rascar papel con un lapiz. Y asi son los exdmenes.
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Programa

En cada cuatrimestre se decide cuales de los items marcados con (x) forman parte del programa.

1. Introduccidn [3 clases puramente tedricas en los grupos de teoria]
= Definiciones.

= Campos de vectores.
= Problemas de valor inicial (PVIs).

= Dos teoremas de existencia y unicidad.

2. Ecuaciones Lineales [13-16 clases tedricas y précticas en los grupos de problemas]
a) Estructura de las Soluciones [2 clases]
= PVIs lineales.

= Linealidad.
= Conjunto fundamental de soluciones.
= Wronskiano, formula de Liouville e independencia lineal.

b) Ecuaciones Lineales a Coeficientes Variables [2 clases]
= Kl método de reduccién de orden para ecuaciones homogéneas.

= El método de variaciéon de parametros para ecuaciones no homogéneas.

¢) Ecuaciones Lineales a Coeficientes Constantes [3—4 clases]
= Kl método del polinomio caracteristico para ecuaciones homogéneas.

= El método de coeficientes indeterminados para ecuaciones no homogéneas.
= Ecuaciones de Cauchy-Euler (x).

d) Problemas de Valor en la Frontera [2-3 clases]
= Existencia y unicidad, existencia sin unicidad y no existencia de soluciones.

= PVFs con parametros. VAPs y FUPs.

e) Oscilaciones [4-5 clases]
= Funciones periddicas y cuasiperiédicas.

= Oscilaciones harmonicas: forma amplitud-fase.
= Oscilaciones libres (sub, sobre y criticamente) amortiguadas.
= Oscilaciones forzadas no amortiguadas: soluciones periddicas y resonancia.

= Oscilaciones forzadas amortiguadas: factor de amplificacién y curvas de respuesta.

3. Sistemas Lineales [9-10 clases en los grupos de teoria y 4 en los grupos de problemas]
a) Estructura de las Soluciones [3 clases en los grupos de teoria]
= PVIs lineales.

= Linealidad.
= Conjunto fundamental de soluciones.
= Wronskiano, formula de Liouville e independencia lineal.

= Matrices fundamentales y matriz principal.



b)

¢)

d)

= Foérmula de variacién de parametros.

SLs Homogéneos a Coeficientes Constantes [2 clases en los grupos de teoria]
= FEl caso diagonalizable real.

= FEl caso diagonalizable complejo.
= El caso general. Exponencial de una matriz y forma de Jordan.
= La forma de Jordan real para sistemas 2D.

FEstabilidad de SLs a Coeficientes Constantes [1-2 clases en los grupos de teoria]
= Sistemas inestables, estables y asintoticamente estables.

= Kl teorema general.
= El criterio traza-determinante para sistemas 2D.

Clasificacion de SLs Homogéneos a Coeficientes Ctts [3 clases en los grupos de teoria]
= Clasificacion de sistemas 2D: sillas, centros, focos, nodos y sistemas degenerados.

= Croquis de sistemas 2D: direcciones de entrada y salida, direcciones répidas y
lentas, rectas de puntos de equilibrio, sentido de giro, etc.

» El criterio traza-determinante para sistemas 2D.

= Algunos comentarios sobre sistemas 3D.

4. Sistemas No Lineales [4-5 clases en los grupos de teoria y 3 en los grupos de problemas]

Puntos de equilibrio inestables, estables y asintéticamente estables.

El retrato de fases de SNLs 1D. La ecuacién logistica.

Estabilidad de puntos de equilibrio por linealizacién. Sillas, focos y nodos no lineales.
Estabilidad de puntos de equilibrio por el método de Liapounov. Centros no lineales.

El retrato de fases del péndulo sin friccién ().

5. Modelos [3-5 clases puramente prdcticas, en los grupos de problemas]

EDOs lineales de primer orden: compuestos granulares, desintegraciéon radioactiva, Air-
bus A380, depésito de salmuera, modelo de Malthus, etc.

EDOs lineales de orden superior: principio de Arquimedes, muelle vertical, etc.

EDOs no lineales: la ecuacién logistica, estatocolector estelar, vela solar, la ecuacién del
paracaidista, cuerpo cayendo en un fluido, el péndulo, reacciéon quimica simple, etc.

SLs: el péndulo de Wilberforce, contaminacién en los Grandes Lagos, etc. (x)

SNLs: reaccién quimica triple, modelo depredador-presa, pescando platelmintos, dos
especies competitivas, etc. (x)

6. Ecuaciones en Derivadas Parciales [10-11 clases tedrico-prdcticas en los grupos de teoria]

Las tres ecuaciones bésicas: ondas, Laplace/Poisson y calor.

Condiciones iniciales: posicién, velocidad y temperatura.

Condiciones de frontera: Dirichlet (valor fijo) y Neumann (flujo fijo).

Algunas leyes de conservacién para la ecuaciones de ondas 1D y calor 1D.

Linealidad: superposicién, homogeneizacién y unicidad.

Férmula de D’Alembert para la cuerda vibrante infinita. Superposicién de ondas.
Separacién de variables en la ecuacién de ondas 1D.

Separacién de variables en la ecuacion del calor 1D. Temperaturas limite.

Separacién de variables en la ecuacién de Poisson 2D en dominios rectangulares.
Principio del méximo y minimo para la ecuacién del calor. Unicidad de soluciones (x).

Principio del maximo y minimo para la ecuacién de Poisson. Unicidad de soluciones (x).



Intro

1. (Ecuacién 1D no auténoma, Pb5 Octubre 2008) Sea x(t) la solucién del PVI
' = (t — )z, x(to) = zo.

(Para qué condiciones iniciales (tg, z) es constante la funcién z(t); es decir, z(t) = z¢? Una
vez descartados esos casos degenerados, jPara qué otras condiciones iniciales tiene z(t) un
maximo local en t = ¢37 ;Y un minimo?

La funcidn constante x(
!

) = zo cumple la EDO si y sélo si zo = 0. A partir de ahora suponemos
que xo # 0. Notamos que x'(t

t
(to) = (to — z(to))z(to) = (to — wo)wo ¥y
CC”(to) = (to — m(to))x/(to) + (1 — x/(to))x(to) = (t() — x0)2xo — (to — Io)x% —+ xo.

Por tanto,
» Sixo=to >0, entonces z'(to) =0, " (to) = zo > 0 y z(t) tiene un minimo local en t = to.
= Sizo =ty <0, entonces ' (to) =0, 2" (to) = w0 < 0 y z(t) tiene un mdzimo local en t = to.

2. (Pbl Noviembre 2009) Sean z,y,z : R — R las unicas soluciones del PVI

¥=yz x(0)=0
Y= —az y(0)=1
Z=—xy 2z(0)=1

. Tiene alguna de esas tres funciones un minimo en ¢ = 07 ;Y un maximo?

En primer lugar, evaluamos las primeras derivadas usando el sistema de EDOs:

#'(0) =y(0)2(0) =1#0,  3/(0) =—2(0)2(0) =0,  2'(0) = —x(0)y(0) = 0.

Asi pues, la funcidn x(t) no tiene un punto critico en t = 0. Derivamos el sistema de EDOs para
calcular las sequndas derivadas de las funciones que tienen un punto critico en t = 0.

y"(0) = =2"(0)2(0) — 2(0)2'(0) = =1 <0,  2"(0) = —2'(0)y(0) — (0)'(0) = ~1 < 0.

Luego x(t) es creciente en t =0, y(t) tiene un mdzimo ent =0 y z(t) tiene un mdzimo en t = 0.

3. (Teoria Enero 2009) ;Qué es el campo de vectores asociado a un sistema auténomo de primer
orden en forma normal? ;Qué relacién existe entre el campo de vectores y las trayectorias
del sistema? Sea F': D C R™ — R™ una funcién de clase C.

a) {Qué relacién existe entre las trayectorias de los sistemas X' = F(X) y X' = —F(X)?
b) (Qué relacién existe entre las trayectorias de los sistemas X' = F(X) y X' = 2F(X)?

Consiste en asignar a cada punto X € D un vector con origen en dicho punto y direccidn F(X),
de forma que todas las trayectorias del sistema son tangentes al campo de vectores ast obtenido.
a) Son las mismas trayectorias, pero recorridas en sentido contrario.
b) Son las mismas trayectorias recorridas en el mismo sentido, pero a distinta velocidad.



4. (Pb5 Abril 2009) Consideramos el campo de vectores asociado al sistema de primer orden

{ v = a(l-y)

y = ylz-1)

JEn qué puntos es horizontal el campo de vectores? ;Y vertical? Sabiendo que todas las
trayectorias contenidas en el primer cuadrante dan vueltas alrededor del punto (1, 1), decir
si esas trayectorias giran en sentido horario o antihorario.

“Plantamos” en cada punto po = (xo,%0) € R? el vector velocidad %o = (x4, y4) dado por
zo =zo(l —y0), Yo =yo(zo—1).
Por tanto, los puntos con velocidad horizontal estin situados sobre el eje horizontal {y = 0} o la
recta vertical {x = 1}, mientras que los puntos con velocidad vertical estin situados sobre el eje
vertical {x = 0} o la recta horizontal {y = 1}. El sentido de giro se determina mediante el campo
de vectores. Si (zo,yo) es un punto del primer cuadrante situado por debajo del punto (1,1) —es
decir, zo > 0 y 0 < yo < 1—, su velocidad U apunta hacia la derecha, pues xo = xo(1 —yo) > 0. En
cambio, cuando estd por encima del punto (1,1), su velocidad apunta a la izquierda. Esto implica
que las trayectorias del primer cuadrante giran en sentido antihorario alredededor del punto (1,1).

5. (Pbl Abril 2010) Consideramos las trayectorias del sistema no lineal 2D

=y
y = (1-2")y-= }
a) Viendo que la velocidad en el origen es nula, ;jpuede pasar una trayectoria por el origen
sin quedarse alli? ;Por qué?
b) Si la trayectoria parte de un punto de la recta = 1, ;jinicialmente se mueve hacia
arriba o hacia abajo?
¢) Describir el lugar geométrico de los puntos (x,y) en los cuales el médulo de la velocidad
de la trayectoria coincide con la distancia al origen.

a) No. La trayectoria (z(t),y(t)) = (0,0) es una solucion del sistema, luego no puede existir otra
solucion que pase por el origen debido al teorema de existencia y unicidad de soluciones.

b) Sixz =1, entonces y' = —1 < 0, luego trayectoria inicialmente se mueve hacia abajo.

¢) Elmédulo de la velocidad en (z,y) es \/(z')2 + (¥')2 = /22 + 32 + y(1 — 22)((1 — 22)y — 2z).
La distancia del punto (z,y) al origen es \/x? + y2. Por tanto, hemos de resolver la ecuacidn

y(1—2%)((1—2%)y —2z) = 0.

El lugar geométrico de los puntos que cumplen la ecuacion anterior estd formado por la recta
horizontal y = 0, las dos rectas verticales x = £1 y la grdfica de la funcion y = 2x/(1 — m2).




Ecuaciones Lineales

1. (Conjunto fundamental de soluciones) Probar que x;(t) = cos(Ilnt) y x2(¢) = sin(Int) forman
un conjunto fundamental de soluciones de la EDO lineal homogénea t?z" +ta’ + 2 = 0 en el
intervalo (0, 400).

Basta comprobar que las funciones cumplen la EDO y que su Wronskiano es no nulo.

2. (Férmula de Liouville, Pb3 Octubre 2008) Sean W (t) y W_(t) los Wronskianos de un conjunto
fundamental de las EDOs lineales homogéneas ta"’ + 2" + /ta' + t>x = 0 en el intervalo
(0, +00). Calcularlos sabiendo que W4 (2) = 3.

Wi(t) =6/t y W_(t) = 3t/2.

3. (Pb4 Noviembre 2009) Consideramos la EDO lineal no homogénea de segundo orden

)

(2t 4 3)tx” 4+ 2(2t% — 3)a’ — 12(t + 1)z = (2t + 3)°.

La EDO homogénea asociada tiene una solucién exponencial de la forma e**. Calcularla.
La EDO homogénea asociada tiene una solucion monomial de la forma ¢”. Calcularla.
La EDO original tiene una soluciéon polinomial de la forma at + b. Calcularla.
Resolver el PVI

(2t + 3)tz" +2(2t% — 3)z’ — 12(t + 1) = (2t + 3)?,
xz(—1) = -1,
'(-1) =5/2.

Estudiar la existencia y unicidad de soluciones del PVI
(2t + 3)tz” + 2(2t% — 3)z’ — 12(t + 1)z = (2t + 3)?,
z(0) = zo,
2'(0) =0,

en funcién del valor inicial zy € R.

Los resultados del apartado anterior no entran en contradiccién con el Teorema de
Existencia y Unicidad para EDOs lineales. ;Por qué?

A=-2,m=3ya=>b=—1/2, luego la solucion general es x4(t) = cre™" + cot® — (t +1)/2,

con c1,ca,c3 € R libres. Al imponer que cumpla las c. i. z(—1) = —1 y 2’'(—1) = 5/2 vemos que
c1 =0y c2 =1 (unicidad de soluciones del PVI ent = —1). En cambio, al imponer que cumpla las
c. 1. (0) = zo y 2'(0) = 0, venos que vo = —3/4, c1 = —1/4 y c2 queda libre. Por tanto, el PVI

en t = 0 tiene infinitas soluciones cuando vo = —3/4 y no tiene ninguna de lo contrario. No existe

contradiccion alguna, pues la EDO es singular en t = 0.

4. (Método de variacién de parametros) Sabiendo que las funciones z1(t) = t y x2(t) = tlnt
forman un conjunto fundamental de soluciones de la EDO lineal homogénea t22" —tz' +x = 0
en el intervalo (0, +00), resolver la EDO lineal no homogénea t?z” — tz’ + x = 4tInt.

3



La solucidn general es z4(t) = c1t + catInt + 2tIn®¢.

5. (Método de reduccién del orden) Resolver la EDO lineal
te’ —2(14+t)x' + (t+2)x =t + %

sabiendo que x1(t) = €' es una solucién de la EDO homogénea asociada.

La solucién general es xq4(t) = e'(c1 + cat®) + 1+ ¢.

6. (Test Marzo 2007, generalizado) Fijado un entero n > 1, encontrar una EDO lineal homogénea
del menor orden posible que tenga entre sus soluciones a las funciones x1 (t) = t" y xa(t) = e’.
A continuacién, encontrar una EDO lineal homogénea a coeficientes constantes del menor

orden posible que cumpla la misma propiedad. ;Son Unicas?

FEsas funciones son li, luego se necesita una EDO de sequndo orden; por ejemplo
t—n)ta” +(n® —t> —n)z' +nt+1—n)z =0.

Cuando restringimos la busqueda a EDOs a coeficientes constantes, necesitamos una EDO de orden

(n+2) _ z(+1) — 0. Ambas EDOs son dnicas salvo factores multiplicativos.

mayor: x
7. (EDOs lineales a coeficientes constantes con MATLAB) Usar el comando dsolve de MATLAB
para resolver simbdlicamente los problemas:
a) o' — 2" + 2’ —x =telsint.
b) 220 — 724 4 122" + 82" = 0, (0) = 2/(0) = 2" (0) = 0, 2™ (0) = ) (0) = 1.

a) El comando dsolve (’D3x-D2x+Dx-x=t*exp(t)*sin(t)’) da la solucidn general
Tg(t) = c1e’ + cacost + czsint — e’ (8cost + 5tcost — 19sint + 10tsint) /25.

b) Obtenemos la solucion x(t) = 19/16 — 5t/8 — 48e~1/2 /41 + * (24sin(2t) — 11 cos(2t)) /656 con
los comandos
>> edo=’2*D5x-7*D4x+12*D3x+8*xD2x=0";
>> ¢i="x(0)=0,Dx(0)=0,D2x(0)=0,D3x(0)=1,D4x(0)=1";
>> dsolve(edo,ci)

8. (EDOs lineales homogéneas a coeficientes constantes) Resolver:
a) ¢ —8x =0.
b) 2 + 82" + 162" = 0.
¢) 2® —x=0.

Las soluciones generales de estas ecuaciones son:
a) xn(t) = c1e® +e " (c2 cos(v/3t) + c3sin(v/3t)).
b) n(t) = c1 + c2 cos(2t) + c3sin(2t) + cat cos(2t) + cstsin(2t).
c) xn(t) = ciet + coe t 4 c3cost + casint +

e/V2(c5 cos(t/V/2) + cosin(t/v/2)) 4+ e V2 (cr cos(t/V/2) + essin(t/V/2)).
9. (Férmula de Taylor) Resolver el PVI: 2(**1) =0, 20)(0) = xzjpara j=0,1,2,...,n.
Las solucidn es el polinomio x(t) = 3 7_ x;t7 /4.
10. (Parcial Abril 2008) Tenemos una EDO lineal homogénea a coeficientes constantes cuyo
polinomio caracterfstico es P(m) = (m? — 4)(m? + 9)(m? + 2m + 2)m.

a) ;De qué dimensién es el subespacio vectorial formado por todas sus soluciones? Escribir
la solucién general de la ecuacién.



11.

12.

13.

14.

15.

b) ;De qué dimensién es el subespacio vectorial formado por todas sus soluciones periédi-
cas? ;Qué periodo tienen?

¢) (De qué dimensién es el subespacio vectorial formado por todas las soluciones que
tienden a cero cuando t — 4+00? ;Y cuando t — —o0? ;Y cuando t — F+o0?

La EDO tiene orden siete, pues gr[P(m)] = 7.
. _ 2t —2t . —t .
a) Siete. xg(t) = c1e** + cae™ " + c3 cos(3t) + casin(3t) + e~ *(c5 cost + cg sint) + c.
b) Tres, pues necesitamos que c1 = c2 = ¢5 = ¢g = 0. El periodo es T = 27/3.
c) Tres, pues necesitamos que ¢c1 = c3 = ca = ¢y = 0. Uno, pues c1 es la tUnica constante que
puede ser no nula. Cero, pues todas las constantes deben ser nulas.

(EDOs lineales no homogéneas a coeficientes constantes) Resolver:
a) 20" + 22 + 3z =12+ 2t + 1.
b) z' + 32’ — 4x = sin 2t.
¢) z' +4x = sin 2¢.
d) 2" — 22" — 52’ + 62 = e*.
e) o' + 22" 4+ 9z’ + 18z = 13e~ 2.
;Cudles son resonantes?

Las tnicas ecuaciones resonantes son c) y e).

a) zg(t) =e t/? (c1cos(VBt/2) + cosin(vV/5t/2)) — & + 2t + ¢,
b) xg(t) = cre’ + coe™* — & cos2t — Z sin2t.

¢) xg(t) = (c1 —t/4) cos 2t + co sin 2t.

d) xg(t) = cre’ + c2e® + cze™ > + Le'.

e) zg(t) = (c1 +t)e™ " + c2 cos 3t + c3 sin 3t.

(PVIs lineales no homogéneos a coeficientes constantes) Resolver:
a) 2" —4z' = cos’t, x(0) = 2/(0) = 0, 2”(0) = 1.
b) " + 22" +x=te”t, x(0) =1, 2/(0) = 2.

Las soluciones son:

a) z(t) = -1 — Lt + Be® + Be7? — L sin2t. Hemos usado que 2cos® t = 1 4 cos 2t.

b) z(t) = e *(1 + 3t +13/6).

(EDOs lineales no homogéneas por variacién de pardmetros) Resolver:
a) ¢ — 22" — 2’ + 2x = cost.
b) 2" — 2’ = tet.

Las soluciones generales son:

ot —t 2 1 1
a) zg(t) = c1e’ + c2e” " +c3e™ + z cost — 1 sint.

b) zg(t) = c1 + cae’ +cze™" el (12 — 3t) /4.

(Pbl Octubre 2008) Probar que la EDO 2’/ — z = cost tiene una tnica solucién periédica.
Calcularla.

La solucion general de la EDO es
zg(t) = an(t) + zp(t) = cre’ + e /2 (c2 cos V/3t/2 4 ¢3sin \/gt/2) — (cost +sint)/2.

Tomando ¢y = ¢2 = ¢z = 0, queda que x(t) = —(cost + sint)/2 es la dnica solucién periddica.

(Pb2 Abril 2009) Consideramos la EDO lineal no homogénea x(*) — 2 = 45 sin(2t).
a) Calcular su solucién general.



b)

¢)

Si z(t) es su solucién determinada por las condiciones iniciales z(0) = 2/(0) = 2”(0) =
2" (0) = 0, jcudl es el menor valor de n > 4 tal que (™ (0) # 0?7 ;Qué valor tiene esa
primera derivada no nula?

Calcular todas sus soluciones periddicas. ; Tienen el mismo periodo? En caso afirmativo,
dar el periodo comtn. En caso negativo, dar el periodo de cada solucion.

xg(t) = c1e’ + cae™' + c3cost + casint + 3sin(2t), con c1,c2,cs,ca € R libres.

@ (t) = 45sin(2t) + x(t), luego ¥ (0) = 0+2(0) = 0. Deriwando la expresién anterior, vemos
que ) (t) = 90 cos(2t) + z'(t), luego > (0) = 90 4 z'(0) = 90 # 0.

Las frecuencias w1 = 1 y w2 = 2 son resonantes, luego tomando ¢1 = c2 = 0, queda z(t) =
cgcost + casint + 3sin(2t), con cs,ca € R libres. que son todas las soluciones periddicas de la
EDO. La solucién particular zp(t) = 3sin(2t) tiene periodo To = 2w /we = w, todas las demds
tienen periodo T = m.c.m.[27 /w1, 27 /w2] = m.c.m.[27, 7] = 2.

16. (Ecuaciones de Cauchy-Euler por monomios) Buscar soluciones monomiales z(t) = t™ de las
ecuaciones homogéneas asociadas para resolver:

a)

La EDO homogénea t3z"" + 5t2x" + Tta' + 8z = 0.
La EDO no homogénea 22" — 3tz’ + 3z = 2t*et.
El PVI homogéneo t?z" +ta' + =0, z(1) =1y 2/(1) = 2.

on(t) = cit™2 + 02 cos(2Int) + czsin(21Int).
zg(t) = c1t + cot® 4+ 2t(t — 1)e’. (Solucidn particular calculada por variacion de pardmetros.)
z(t) = cos(Int) 4+ 2sin(In t).

17. (Ecuaciones de Cauchy-Euler por cambio de variable) Comprobar que el cambio de variable
independiente ¢ = e® transforma la ecuacién de Cauchy-Euler

atQ%—&-btd ter=h(t), t>0

en la ecuacién lineal a coeficientes constantes

d%x dz s
aﬁ—l—(b—a)a—i—cm—h(e), seR.

Aplicar este método para resolver:

a)
b)

a)
b)

La EDO homogénea t?z” + 2tx’ — 6x = 0.
El PVI no homogéneo 3t2z” + 11ta’ — 3z =8 — 3Int, z(1) = 1 y 2/(1) = 4/3.

Basta relacionar las derivadas respecto a las dos variables independientes entre si:

dz dtdx _ sdx_ dx
qs T dsdr S ar T lar
d?%z d sdx sdx s d [dx dz 5 d%x
dsz @(E’E)_ FTRrT (dt) P T ae

xn(t) = c1t? + cot ™3,
x(t) = ¥t +1Int. (Consejo: Imponer las c.i. después de deshacer el cambio.)

18. (Pb1 Junio 2001) Demostrar que si z(t) y y(t) # 0 son soluciones de las ecuaciones

" +pt)a’(t) +q(t)z =0, ¥ +r(t)y=0,

entonces z(t ) x(t)/y(t) es solucién de la ecuacién

+(p(t) = 2r(8)2" + (a(t) +r(8)* = p(t)r(t) —r'(1))2 = 0.
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19.

20.

21.

22.

Aplicacién: Resolver la ecuacién no homogénea

2" —(3—2cost)z + (2 +cos®t — 3cost —sint)z = e SL,

(Pb2 Junio 2003)
a) Calcular la solucién general de la ecuacién

"

Yy — 4y + 3y" + 4y’ — 4y = cost.

b) Calcular la solucién general de la ecuacién
S — teat,
donde « es un parametro real y a # +1.
¢) (Para qué valor de o € R tienen estas ecuaciones alguna solucién comiin?
d) Encontrar todas las soluciones comunes para el valor de a encontrado en el apartado
anterior.
e) (Existe alguna funcién z(t) tal que

2" — 4z + 32" + 4a’ — 4z = cost

2 o = et

z(0)=0 o
2'(0)=0 '
2(0) = 0

x///(o) — O

(Cuatro PVFs importantes) Calcular los VAPs y las FUPs de los siguientes PVFs.
a) " = Az =0, 2(0) = z(L) = 0.
b) ' — Ax =0, 2'(0) = 2'(L) = 0.
c) 2" —dx =0, 2(0) =2'(L) = 0.
d) ' —Xx=0,2'(-L)=2'(L) =0.

Las cuatro familias de VAPs y FUPS son:
a) VAPs: A, = —n*n?/L?, FUPs: z,(t) = sin(nnt/L), para n > 1.
b) VAPs: \, = —n?r?/L?, FUPs: x,(t) = cos(nnt/L), para n > 0.
¢) VAPs: \n = —(n+1/2)*r%/L?, FUPs: z,(t) = sin ((n + 1/2)7t/L), para n > 0.
d) VAPs: AY) = —n?n? /L2, FUPs: ca(t) = cos(nnt/L), paran > 0.
VAPs: AS) = —(m+1/2)°x®/L?, FUPs: sim(t) = sin ((m + 1/2)7t/L), para m > 0.
Conviene recordarlas al resolver EDPs por el método de separacion de variables.

(Test Enero 1998) ;Cudntos VAPs negativos tiene el PVF
" — Xz =0, xz(0) +2'(0) =0, =z(1)=0?

A= —u? <0 es VAP & tanp = pu, luego existen infinitos VAPs negativos.

(Pb2 Octubre 2008) Calcular la ecuacién caracteristica f(u) = 0 que satisfacen los VAPs de
la forma A = p? > 0 del PVF
" =\, 22(0) + 2'(0) = 0, z(1) = 0.

Después, usando que cosh1 < 2sinh 1 y sinh 2 < cosh 2, probar que existe algiin VAP en el
intervalo (1,4). (No intenteis calcular el VAP resolviendo la ecuacién caracteristica.)

La ecuacion es f(u) = 2sinhp — pcoshp = 0. Finalmente, f(1) = 2sinh1 — 1coshl > 0 y
f(2) =2sinh 2 — 2cosh 2 < 0. As?, aplicando Bolzano, Ju. € (1,2) tal que f(us) = 0. Esto implica
que existe algin VAP A = p2 € (1,4).



23.

24.

25.

26.

(Un PVF con VAPs dobles, Test Enero 2008) Calcular todas las FUPs del PVF
2" — Az =0, z(0) =xz(L), 2'(0)=2a'(L).

Los VAPs son A\, = —4n?w?/L? para n > 0. Ademds, casi todos estos VAPs son dobles; es
decir, tienen dos FUPs li. Concretamente, co(t) =1 es FUP de VAP \o, mientras que

cn(t) = cos(2mnt/L), sn(t) = sin(27wnt/L)

son FUPs del VAP \,, paran > 1. Necesitaremos este resultado cuando resolvamos la ecuacion del
calor en un anillo.

(Pb1 Abril 2009) Consideramos el PVF (1 + t)z” 4+ t2’ —x = 0, 2/(0) = ax(0), z(1) = z(0).
a) Calcular la solucién general de la EDO usando que z1(t) = e~ es una de sus soluciones.
b) ;Para qué valor de a € R tiene soluciones no triviales el PVF? Calcular esas soluciones.

a) La segunda solucion x2(t) =t se calcula usando la férmula de variacion de pardmetros, luego
la solucidén general es xn(t) = cie t 4 cat, con c1,c2 € R libres.

b) Ezisten soluciones no triviales si y sdlo st a = —1/e, en cuyo caso las soluciones no triviales
son las funciones z(t) = c1(e™* + (1 —e ")t), c1 #0.

(Pb1 Junio 2002) Sean k #0,w >0y L > 0.
a) Calcular la solucién general de la ecuacién lineal homogénea a coeficientes constantes

2" = 3k 4 (w? + 3kH)2’ — k(w? + kY2 = 0.

(Indicacién: k es una de la raices del polinomio caracteristico.)
b) Calcular la solucién general la ecuacién lineal no homogénea a coeficientes constantes

2" — 3ka” 4 (w? + 3Kz’ — k(w? 4 k?)x = Ft.
¢) Considerando fijo el pardmetro k # 0, calcular los VAPs w = w,, del PVF

2" = 3ka” + (w? + 3k’ — k(w? + k?)x =0
2(0)=x(L)=2(-L)=0

d) Encontrar todas las FUPs del PVF. (Indicacién: La paridad de n es importante.)

) zn(t) = et (cl + ¢ coswt + c3 sinwt), donde c1,c2,c3 € R son libres.
b) zg(t) = e* (c1 + c2 coswt + ez sinwt + t/w?), donde c1,c2,c5 € R son libres.
) Los VAPs son w = wn, = nw/L paran > 1.
) Sin es impar, wy es un VAP simple y s,,(t) = e** sinw,t es una FUP. En cambio, sin es par,
wn es un VAP doble: ¢, (t) = €** (1 — coswnt) y sn(t) = € sinw,t son FUPs L.

k

(Pb1 Junio 1993) Consideramos el PVF
2+’ =2z = b(t), z(0)=2z(1)=0

donde el término no homogéneo b(t) es una funcién continua no positiva en el intervalo [0, 1];
es decir, b(t) < 0 para todo ¢ € [0, 1].
a) Probar que si x(t) es una solucién del PVF que tiene un minimo en un punto ¢y € (0,1),
entonces x(tg) > 0.
b) Deducir del apartado anterior que las soluciones del PVF no pueden tomar valores
negativos en el intervalo [0, 1]; es decir, que x(t) > 0 para todo t € [0, 1].
¢) Probar que si el PVF tiene alguna solucién, esta solucién serd tnica.
d) Resolver el PVF con b(t) = —2. Comprobar las propiedades anteriores.
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a) Siz(to) es un minimo interior, entonces x'(to) =0 y z”(to) > 0, luego
z(to) = (2" (to) + ' (to) — b(t0))/2 > 0.

b) La solucidn xz(t) es continua en el intervalo compacto I = [0, 1], luego tiene un minimo absoluto
t. €0,1]. Sit. =0, entonces x(t) > x(0) =0 en I. Idem sit. = 1. Si t. es un punto interior,
entonces x(t) > x(t«) >0 en I.

¢) Supongamos que z(t) y y(t) son dos soluciones del PVF. Usando el apartado anterior, vemos
que z1(t) = z(t) —y(t) > 0 y z2(t) = y(t) —z(t) >0 en I.

d) La solucidn es

2(1—t) t
a(ty=1- S FlFee
e2+e+1
Sea t; = 1 1In(2e*/(1+e)) ~ 0,46. Esta funcidn crece en (0,11) y decrece en (t1,1).

27. (Pbl Junio 2009)
a) Calcular la solucién general de la EDO lineal no homogénea

" 1 —
2" — 2" 42 =e"t.

b) Sea o # —1. Calcular la tnica solucién de la EDO lineal no homogénea

Pr—— 49 = eat

que se anula en el origen y es una combinancién lineal de las funciones e™! y e®.

Comprobar que esa solucién tiende, cuando o — —1, a alguna solucién particular de la
EDO del primer apartado.
¢) Calcular todos los valores T > 0 tales que el PVF lineal homogéneo

{ " —a"+2x=0
2(0)=2(-T)=2(T)=0

tiene alguna solucién no trivial.
d) Sea tg € R un instante arbitrario. Explicar, sin calcular nada, porqué el PVI

" —a" +2x=0
z(tg) = ' (to) = 2" (to) =0

no tiene ninguna solucién no trivial.

28. (Funciones periddicas y cuasiperiédicas) ;Cudndo es periddica la “combinacién” de funciones
periddicas? Respuesta: Cuando todas sus frecuencias son resonantes; es decir, cuando el
cociente de cada pareja de frecuencias es un nimero racional. De lo contrario, diremos que
la combinacién es cuasiperiodica. Vedmoslo.

a) Probar que la combinacién (suma, resta, producto, etc.) de dos funciones periddicas de
frecuencias resonantes también es periddica. ;Como se puede calcular el periodo de la
combinacién? Aplicacién: Calcular el periodo de f(t) = sin(3t/2) + sin(5¢/7).

b) Probar que el producto p(t) = cos(wit) cos(wat) no es periédico si wy/wa &€ Q.

¢) Probar que la suma s(t) = sinw;t + sinwst no es periddica si wy /ws & Q.

Nota para el futuro: Las funciones constantes son periédicas de cualquier periodo.

Los dos ultimos apartados no son fdciles.

a) El periodo de la combinacion es el MCM de los periodos iniciales. Por tanto, el periodo de
sin(3t/2) + sin(5t/7) es T = m.cm. [37, 7] = Zrm.c.m.[10,21] = 2207 = 28x.

b) Si el producto fuera T-periddico, entonces cos(w1T) cos(w2T) = p(T') = p(0) = 1. En particular,
las cantidades wiT y woT serian multiplos enteros de m y eso implicaria que el cociente de
frecuencias es racional. Contradiccion.



c)

Si la suma fuera T-periddica, entonces
s1+s2 =s(T) =s(0) =0, wisi +wise = —s"(T) = —s"(0) =0,

donde s1 = sin(w1T) y s2 = sin(w2T). Resolviendo: s2 = —s1 y (w} —w3)s1 = 0. Como estamos
suponiendo que wi # twa, necesariamente s1 = so = 0. En particular, las cantidades wrnT y
w2 T serian maltiplos enteros de ™ y eso implicaria que el cociente de frecuencias es racional.
Contradiccion.

29. (Pb4 Abril 2010) Tenemos una EDO lineal homogénea a coeficientes constantes cuyo poli-
nomio caracteristico es P(A) = A2(A\? 4+ w?)(A\? + w3), con wy > wy > 0.

a)
b)
c)

Escribir la solucién general de la EDO.

; Existe alguna solucién que no sea acotada? Razonar la respuesta.

;,Cuando existen soluciones que son cuasiperiddicas, pero no periddicas? Mostrar, tras
escoger unos valores adecuados de wi y ws, algin ejemplo de solucién cuasiperidédica
pero no periddica.

Zn(t) = c1 + cat + ¢z cos(wit) + ca sin(wit) + c¢5 cos(wat) + c6 sin(wat), c1,...,c6 € R.

Si. Por ejemplo, z(t) = t.

Cuando las frecuencias wi y w2 no son resonantes; es decir, cuando wi/wa € Q. Por ejemplo,
st tomamos w2 = 1 y w1 = , la solucién x(t) = sinnt + sint es cuasiperiddica, pero no es
periddica.

30. (Forma amplitud-fase) Escribir en forma amplitud-fase la solucién del PVI

2" 42z =0, z(0) = -1, 2/(0) = —2v2.

La solucidn es z(t) = V/5sin (V2t + ¢), con ¢ = arcsin(—1/v/5) ~ —2,677 radianes.

31. (Valores criticos de oscilaciones subamortiguadas) Probar que la sucesién formada por los

32.

valores criticos (méximos y minimos) de una oscilacién subamortiguada es una progresién
geométrica. Calcular su razén.

—k

Una oscilacién subamortiguada es de la forma x(t) = Ae™*" sin(wt + ) y sus puntos criticos se

encuentran resolviendo la ecuacion

Ae M \/w? + K2 sin(wt + ) = 2/ (t) = 0,

donde ¢ es una fase que no hace falta calcular. Las soluciones de esta ecuacion son t, = (tn—1)/w,

luego xn, = x(tn) = zor™, siendo xo = Ael¥/v sin(p — ) el valor inicial y r = —e ™*/% 1q razén de

la progresidn. La oscilacion subamotiguada x(t) y las funciones exponenciales e+ (t) = £Ae™** no

son tangentes en los puntos t = t,. sPor qué?

(Oscilaciones forzadas no amortiguadas) Consideramos las oscilaciones

a)
b)
c)
d)

2" 4wz = b(t),

con frecuencia interna wy = 1 y fuerzas externas periédicas

b(t) = sint.

b(t) = sin 2¢ + sin 3¢.
b(t) = 4sin®t.

b(t) = 2sin?t.

Calcular el periodo minimo y la solucién general (podeis usar MATLAB) correspondiente a

cada fuerza externa. jExisten soluciones periédicas? ;Y cuasiperiédicas? ;Y acotadas?

La solucion de la ecuacion homogénea es xn(t) = c1 coswot + c2 sin wot.
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a) A la fuerza b(t) = sinwt, de periodo p = 2, le corresponde la solucién general

Zg(t) = c1cost + casint — T sin 7t, ci1,c2 €R.

2 —

Como las frecuencias wo = 1 y w = m no son resonantes, la unica solucion periddica se
obtiene con c1 = c2 = 0 y tiene el mismo periodo que la fuerza externa: p = 2. El resto son
cuasiperiodicas. Todas son acotadas.

b) La fuerza externa tiene periodo p = m.c.m.[w, 2w /3] = 27w y le corresponde la solucidn general

1 1
a:g(t):clcost—i—cQsint—gsin2t—§sin3t, c1,c2 € R,
Las frecuencias wo = 1, w1 = 2 y wa = 3 son resonantes, luego todas las soluciones son
periddicas de periodo T = m.c.m.[27 /wo, 27 /w1, 2T /we] = § m.c.m.[6, 3, 2] = 2.

¢) La fuerza externa tiene periodo p = 2w y le corresponde la solucion general
. 1 . 3
xg(t)=c1cost+czsmt+§sm3t—itcost, c1,c2 € R.

Aqui hemos usado que 4sin®t = 3sint — sin 3t. El término %t cost oscila de forma no acotada,
luego esta ecuacion no posee ninguna solucion periddica, cuasiperiddica o acotada. Es un caso
de resonancia no amortiguada.

d) La fuerza externa tiene periodo p = w y le corresponde la solucién general

1
mg(t):clcost+czsint+1+§c082t, c1,c2 €R.

Aqui hemos usado que 2sin®t = 1—cos 2t. Las frecuencias wo = 1 y w = 2 son resonantes, luego
todas las soluciones son periddicas de periodo T = m.c.m.[27/wo, 27 /w] = 7 m.c.m.[2,1] = 27.
Ademdas, una de ellas tiene periodo T = . ;Cuadl?

33. (Pulsacién o batimiento) El batimiento es un fenémeno acustico que se genera al interferirse
entre si dos ondas con frecuencias ligeramente distintas. La frecuencia de batimiento es igual
a la mitad de la diferencia de las frecuencias de las dos ondas originarias. Vamos a verlo.
Consideramos el PVT oscilatorio

2" + wox = Acos(wt), 2(0) =2'(0) =0

cuando su frecuencia natural (también llamada interna) wo y su frecuencia externa w son
ligeramente distintas: w # wyp, pero w ~ wy.
a) Probar que la solucién del PVI es

2(t) = 2wiw_

sin(w_t) sin(wt), wy = (wp T w)/2.
b) Dibujar la gréfica aproximada de esta funcién suponiendo que w & wyg, en cuyo caso
wy Rwyy wo L 1.
¢) Calcular el limite de la solucién cuando tendemos al caso resonante: w — wy.
En http://www-math.mit.edu/daimp/Beats.html| se puede visualizar este fenémeno con
un applet de JAVA. En http://www.mal.upc.edu/~edis/Batimiento.ogg podeis escuchar

un ejemplo en el formato de audio libre OGG. Entrada Wikipedia: Beat (acoustics).

Un ejemplo familiar de batimiento es cuando se pulsan dos cuerdas de guitarra de frecuencias
parecidas, efecto utilizado habitualmente para afinarlas.
a) La solucion general de la oscilacion es

A
xg(t) = ¢1 coswot + c2 sinwot + —5——— cos wt.
¢ wg — w?

Determinamos las constantes imponiendo las c.i.: c1 = —A/(wg — w?) y c2 = 0. Para acabar,
basta recordar la relacion trigonométrica

cos B — cosa = 2sin ((a + 3)/2) sin ((a — 8)/2).

b) Consultar la entrada inglesa de Wikipedia: Beat (acoustics).
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¢) limyu, x(t) = ﬁtsin(wot).

34. (Factor de amplificacidn, curva de respuesta & principio de superposicién)
a) Probar que la solucién periédica de la oscilacién forzada amortiguada

2" 4 2ka’ + Wiz = Asin(wt), A k,wy,w >0
se puede expresar en la forma amplitud-fase
Z(t) = M Asin(wt + ¢).

Calcular explicitamente el factor de amplificaciéon M y comprobar que tiende a infinito

cuando w — wg y k — 0. Dibujar las curvas de respuesta; es decir, graficar el factor M

versus la frecuencia w para varios valores fijos de k.

Enhttp://www-math.mit.edu/daimp/ForcedDampedVib.html se puede visualizar este

fenémeno con un applet de JAVA, aunque alli la fuerza exterior es una onda coseno. En

http://www.walter-fendt.de/phlle/resonance.htm teneis un applet mas bonito.
b) Calcular la solucién cuasiperiédica de la oscilacién forzada amortiguada

2" + 2kx’ + woxr = Ay sin(wit) + Ag sin(wat).

. Es globalmente atractora? ;Es periédica? ;Es acotada?

a) El factor de amplificacion es

M = ! .
\/4k2w2 + (wd — w?)?

b) Por superposicion, la suma x(t) = z1(t) + z2(t), donde

x;(t) = M;A;sin(wst + p;),

M, = L
\/4k2wf- + (wg — w?)?

es una solucion particular. Todas las soluciones de una oscilacion forzada amortiguada son
atractoras globales. En particular, ésta también. Pero sélo serd periddica si las frecuencias wi
y w2 son resonantes; es decir, si su cociente wi/wa es racional. De lo contrario es una funcion
cuasiperiodica y acotada.

35. (Pb5 Abril 2010) Calcular el régimen permanente de la EDO z” + 2’ + 2 = cost — 2sint.
. Qué tipo de oscilacién es esta EDO? ;Qué es el régimen permanente de una oscilacién de
ese tipo? ;Por qué se llama permanente?

Una oscilacion forzada amortiguada cuyo término mo homogéneo es periddico. El régimen
permanente T(t) es la inica solucidn periddica. Se llama permanente pues su comportamiento se
repite, no varia, y cualquier otra solucion se acerca a ella. Sabemos que existe una solucion particular
de la forma z,(t) = Acost + Bsint, con A,B € R. Como z,(t) es periddica, T(t) = xp(t). Los
coeficientes se determinan imponiendo que T(t) cumpla la EDO: Z(t) = 2cost + sint.

36. (Pbl Septiembre 1994) Tenemos la ecuacién no homogénea x” + 202z’ + (a* + 1)z = a cost,
donde o € R es un parametro.
a) Calcular un conjunto fundamental de la ecuacién homogénea asociada y su Wronskiano.
b) Encontrar la solucién general de la ecuacién no homogénea.
¢) ;Para qué valores de « son periédicas todas las soluciones de la ecuacién?

12


http://www-math.mit.edu/daimp/ForcedDampedVib.html
http://www.walter-fendt.de/ph11e/resonance.htm

Un congunto fundamental es {e

4 A2 . . _ 2
“teost,e” tsint} y su Wronskiano es W (t) = e 2%,

Si o # 0, la solucion general es

a2 cost + 2sint
alat +4)

’

zg(t) = e_a%(cl cost + casint) +

y s6lo hay una solucion periddica que se corresponde a los valores c1 = c2 = 0.
Cuando oo = 0, la solucion general es xg(t) = c1cost + casint, la cual es 2w-periddica.

37. (Pb2 Julio 2008) Esto no es un problema de oscilaciones, aunque las ideas son similares.

a)

b)

Calcular la solucion general de la ecuacién lineal homogénea
2" + 22" + 92’ + 182 = 0.

[ Para qué frecuencia wgy > 0 tiene la ecuaciéon homogénea anterior soluciones periédicas
de periodo minimo Ty = 27 /wqy ?
Dada una amplitud A y una frecuencia w # wy, calcular mediante el método de los
coeficientes indeterminados una solucién particular periédica zp(t) de la ecuacién no
homogénea

" + 22" + 92" + 18z = Asin(wt).
Calcular explicitamente el factor de amplificacion M tal que

2p(t) = M Asin(wt + ¢)

al trabajar con la forma amplitud-fase.
;Tiene alguna solucién periédica la ecuaciéon no homogénea cuando w = wy? jPor qué?
[ Para qué frecuencias w tiene la ecuaciéon no homogénea infinitas soluciones periédicas?

38. (Pbl Febrero 1996) Resolver el PVI

2" + 22" + x = sint, z(0) = z9, 2'(0) = x|,

en funcién de los pardmetros xg, z(, € R. jPara qué valores de ¢ y z, es periédica la solucién?

Para zo = —1/2 y x5 = 0.
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Sistemas Lineales

1. (SLs a coeficientes constantes con MATLAB)

a)

b)

)

Usar el comando dsolve de MATLAB para resolver simbélicamente el PVI

¥y = x—x9
xy = x1+ 3w

Usar el comando dsolve de MATLAB para calcular simbdlicamente la solucién general
del sistema X’ = AX, donde A es la matriz 4 x 4 del siguiente apartado.

Usar el comando expm de MATLAB (no confundir con exp) para calcular numéricamente
el valor en el instante ¢ = 2 de la solucién del PVI X’ = AX, X (tg) = Xo, donde

0
1

-1 |-
1

X(): t():l.

O O = =
OO ==
=
=W N

Esta matriz tiene dos VAPs complejos conjugados dobles y, ademés, no diagonaliza.

1—
Para obtener la solucion X (t) = ( ‘ ¢ ) e?, podemos usar el cédigo

>> eql=’Dx1=x1-x2’; eq2=’Dx2=x1+3%x2’; cil=’x1(0)=1’; ci2="%2(0)=0";
>> sol=dsolve(eql,eq2,cil,ci2);
>> [sol.x1;s0l.x2]
ans =
exp (2xt) *(1-t)
exp (2*t) *t
>> sistema=’Dx1=x1-x2+x3,Dx2=x1+x2+x4,Dx3=x3-x4,Dx4=x3+x4’;
>> sol=dsolve(sistema);
>> [so0l.x1;s0l.x2;s01.x3;s01.x4]
ans =
exp(t)*(sin(t)*C2+cos (t)*C1+C3*cos (t)+sin(t)*C3*t+cos(t)*Ca*t)
—exp(t)*(cos(t)*C2-sin(t)*C1-C3*sin(t)+cos(t)*C3*t-sin(t)*C4*t)
exp(t)*(C3*sin(t)+cos(t)*C4)
-exp (t)*(C3*cos(t)-C4*sin(t))

La solucién del PVI es X (t) = e*='04 X, Implementamos esta formula con el cédigo:
>> A=[1-110;1101;001 -1;0 01 1]; X0=[1;2;3;4]; t0=1; tf=2;
>> Xf=expm((tf-t0)*A)*X0
Xf =
-7.8494
17.9616
-4.7433
12.7368
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2. (SLs homogéneos a coeficientes constantes) Calcular una matriz fundamental y la solucién
general de los sistemas lineales X’ = AX. Calcular también e4.

@A:(_; _i)

-3 —4
wa( 2
0 -1
c) A= ( 1 o )
1 —-12 —-14
d) A= 1 2 =3
1 1 =2
Si ©(t) es una matriz fundamental cualquiera, entonces Xy(t) = ®(¢)€ es la solucion general y
et = ®(t)®(0) . Por tanto, basta calcular matrices fundamentales.
3ot o2
2) B(t) = ( R )
. 2cos 2t 2sin 2t 4
b) o) = ( sin 2t — cos 2t —(sin 2t + cos 2t) ) ¢

¢) <I>(t):( e )e*t.

25e'  cosBt — 5sinbt  sin 5t + 5 cos 5t
d) &)= —T7e' cos 5t sin 5¢ .

6e? cos bt sin 5t

3. (Forma de Jordan real) Sabemos que si A es una matriz real 2 x 2 con VAPs complejos
conjugados A1 2 = £ fi y VEPs ¥} » = 4 & Wi, entonces Jr = Sr 1 ASR, donde

JR:<_g g) SR:<17 w).

tA _ the o —1 o e cos ft sin Gt ot
Probar que e Sre’®*Sp™ " y e ( _sinBt cospt )& Comprobar que

trazae!d = et 4 ¢t = 2¢° cos At det et = et . eth2 = 20t
L 1 -2 tA
Aplicacion: Dada A = 1 3 | calcular e".

cost —sint —2sint
sint cost +sint

de dos formas. Primera, la matriz exponencial en el instante t = 0 debe ser la matriz identidad.

Segunda, comprobamos que su traza y su determinante cumplen las propiedades del enunciado.

La matriz exponencial es et = ( ) e%. Intentamos detectar errores

. (Pb3 Abril 2009) Calcular la solucién del PVI X’ = AX, X(0) = X, donde

-2 30 3
A= 010, Xo=[2
00 1 1

i Tiene el sistema X' = AX alguna solucién X (¢) acotada para todo ¢t € R?
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—2
cie t + czet

La solucidn general del sistema es Xy (t) = coet , con c1,c2,c3 € R libres. Por
C3et
tanto, la unica solucion del sistema acotada en toda la recta real es la funcion idénticamente nula.
o2t 4 26!
La solucion del PVI se obtiene tomando c1 = c3 =1 y c2 = 2; es decir, X(t) = 2¢t
K

5. (Reduccién a coeficientes constantes) Dado un exponente p € R, encontrar un cambio de
variables t = g(s) que reduzca el sistema lineal

dX
— =tPAX
dt
a un sistema lineal a coeficientes constantes. Advertencia: El caso p = —1 es especial.
a) Resolverel casop=1y A= ( i ::13 >
0 -1
b) Resolver el caso p=2y A= 9 9 )

¢) Resolverel casop=—-1y A= < _1 ;, )

Sip# —1, entonces el cambio s = tPT! reduce el sistema inicial al sistema
dx 1
ds  p+1

Finalmente, el cambio t = e° reduce el sistema tX' = AX al sistema X' = AX.
Aplicando estos cambios, obtenemos las soluciones generales:

a) Xn(t) =1 ( 1 >et2/2 +co < }L ) eftQ, con c1,c2 € R libres.

b) Xn(t) = ®(1)c; pues (t) = < sin(t3;§§(i c/;ji(t3/3) fsin(tsi/g()tf/zt))s(tis/ii) )eta/g ¢s una

matriz fundamental.

2 2
c) Xn(t) = ®(t)¢, pues ®(t) = < 2 (tl Jlrnli 0 §2 ) es una matriz fundamental.

6. (Variacién de parametros) Resolver los sistemas no homogéneos X’ = AX + F(t), donde

a)A=<‘;‘ :g)yF(t)z(_‘l1 )

1 -1 et cost
C>A_<1 1>yF(t)_(etsint)'
La soluciones generales de estos sistemas son:
_ 1 3 + 15+ 11¢ :
a) Xe(t)=c1 ( 1 > +C2< 9 )e — ( 10+ 11¢ ), con c1,c2 € R libres.

— 2 t 1 2t 3+4t t .
b) Xg(t)—cl( 1 )e +cz( 1 )e +( 349 )e,concl,CQEthres.

¢) Usando que A es una forma de Jordan real con o =1 y 8= —1, es facil ver que

(c1 +t)cost — cosint

_ ¢
Xg(t) = ( (c1 +t)sint + cacost )e, c ez € R.
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7. (Pb3 Noviembre 2009) Calcular la solucién general del sistema X’ = AX + b, donde
1 0 0
() ()

261et
crel + et +1

X0 = (

), con c1,c2 € R libres.

8. (Pb4 Abril 2009, Teoria Junio 2009) Probar que si A es un VAP de una matriz A y los vectores
Uy ¥ cumplen
At = Ml + 7, AV = AU,

entonces las funciones X1 (t) = e*M#'y Xo(t) = e M (u+tv) son soluciones del sistema X’ = AX.

La prueba referente a X1(t) estd en los apuntes de teoria. La otra es similar:

X5(t) = M (@ + t7) + M7 = M (M + AT+ T) = M (AT + tAT) = M A(d + t7) = AXa(t).

9. (Pb2 Junio 2009) Consideramos las matrices a coeficientes variables

[ 1+4+cos2t —1+sin2t _ _it [ cost —sint
Alt) = ( 1+sin2t 1—cos2t >’ S(t)=e ( sint  cost )

y la matriz diagonal a coeficientes constantes

(241 0
o= ("3 1)

a) Calcular la matriz exponencial e'”. El sistema lineal a coeficientes constantes Y’ = DY,
jes estable, inestable o asintéticamente estable? Justificar la respuesta.

b) Probar que el cambio X = S(t)Y transforma el sistema lineal a coeficientes variables
X' = A(t)X en el sistema lineal a coeficientes constantes Y’ = DY'.

(Indicacién: Usar, sin probarla, la relacién S’(t) = A(¢)S(t) — S(¢)D.)

¢) Usar el cambio anterior y la matriz exponencial e'? para calcular la matriz principal
del sistema lineal a coeficientes variables X' = A(¢) X.

(Observacién: La matriz principal es una matriz real.)

d) El sistema lineal a coeficientes variables X' = A(t) X, jtiene alguna solucién que escapa
a infinito?, jtiene alguna solucién acotada no nula?, ;jtiene alguna solucién periddica no
nula? En caso afirmativo, dar ejemplos y el periodo.

e) Resolver el PV lineal no homogéneo X’ = A(t)X + b(t), X(0) = Xj, donde

e% cost 3
= (it ) %= ()

2t
a) etD = elt ( eO (1) ) El sistema es inestable pues el VAP A\1 = 2+ 1 tiene parte real positiva.

b) Derivando el cambio X = S(t)Y, obtenemos que X' = S'()Y + S(t)Y”, luego
SOY +St)Y =X =A)X = A1)S@t)Y = S(t)Y' = (A(t)S(t) — S'(t))Y = S(t)DY.

Y multiplicando la iltima equacién por la inversa de S(t), se llega al sistema Y' = DY
e?'cost —sint

@wm:ﬂmw:(g

£ es una matriz fundamental del sistema X' = A(t)X.
e“"sint  cost

De hecho, resulta ser la matriz principal, pues ¥(0) = Id.
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d) La solucién general del sistema homogéneo a coeficientes variables X' = A(t)X es

cle% cost — cosint

Xu(t) = U(t)e = < )

. c1,c2 € R.
cie?tsint + ¢ cost )’ ’

Ezisten soluciones que espiralan hacia infinito, basta tomar c1 # 0 y ca = 0. También existen
soluciones acotadas y periddicas, basta tomar c1 =0 y c2 # 0. El periodo es 27.
e) Aplicando la férmula de variacion de pardmetros:

X0 =0 (Xo+ [ v weas) = (TG ).

10. (Pb2 Septiembre 1990 & Pb1 Julio 2008) Probar que si ¢ es un VEP constante de VAP A(t)
de una matriz A(t), entonces X (t) = e/ A4t . § es una solucién del sistema X’ = A(t)X.
a) Aplicar este resultado para resolver el sistema lineal homogéneo X’ = A(t)X, donde

1/ Int4+1 Int-1
A(t)Q(lnt—l lnt+1>’ >0

b) Idem para resolver el sistema lineal no homogéneo X’ = A(t)X + F(t), donde
2—t 2t-2 t
A(t)_<1—t 2t—1>’ F(t)_<t>'

= e/ 2O A (1)g = A(t)el XDty = A1) X.
a) Xn(t) =1 ( 1 > etnt=1) 4 _1 ) e, con c1,ca € R libres, pues flntdt =t(lnt —1).

b) Xg(t):cl< 1 >et2/2+02( ? >et+< :i ), con c1,c2 € R libres.

11. (Pb3 Abril 2010) Calcular la solucién general real del SL homogéneo X' = AX, donde

=(272) x=(2)

i Para qué valores L > 0 tiene soluciones no triviales el PVF X' = AX, x1(0) = 0, 2o(L) = 07

La prueba es corta: X' = el AW AN ()T

c1cost+ cosint
sint — cost) — ca(sint + cost
Ezisten soluciones no triviales si y sdlo si L = L, = 3w/4 4+ nx, paran > 0.

La solucion general es Xn(t) = ( e ) > e, con c1,co € R libres.
1

12. (Pbl Enero 2002) Sea F : [0, L] — R? una funcién continua cualquiera. Probar que el PVF

5 4
tiene exactamente una tnica solucién. Aqui, las funciones x4 (t) y 22(t) son las componentes
del vector solucién X (t). Indicacién: No hace falta calcular ninguna solucién particular.

13. (El criterio traza-determinante para SLs planos a coeficientes constantes) Dada una matriz A
de orden dos, sean T = traza A, D = det Ay A = T? —4D la traza de A, el determinante de
Ay el discriminante del polinomio caracteristico de A. Probar que el SL plano X' = AX es:

= Asintéticamente estable siy sélosi D >0y T < 0.

= Estable, pero no asintéticamente estable cuando: 1) D=0y T < 0;02) T =0y D > 0.
= Inestable cuando D < 0o T > 0.

= Una silla si y sélo si D < 0.

s Un centrosiysélosiT =0y D > 0.

s UnfocosiysélosiT #0y A <O0.
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= UnnodosiysélosiD>0y A>0.
Representar graficamente estos resultados en el plano de coordenadas (7', D).

Estas demostraciones se pueden encontrar en los apuntes de teoria.

14. (Croquis de sistemas lineales) Dibujar un croquis aproximado de los siguientes SLs. Si existen
direcciones de entrada y/o salida, dibujarlas con precisién. Si existe més de una direccién de
entrada (o salida), determinar la méds répida. Si las trayectorias giran, dilucidar el sentido de
giro. Si existe una recta de puntos de equilibrio, calcularla con precisién.

0 &0 o

15. (Test Enero 1998) Sea A =

—_ — —

N

-1 0
B = 3 9 /)
3 =2

Q
I

N

-1
)

&=
Il
N

10
10

N— e —

F =

)
Il
N N N N N
— N
N S

Nodo propio inestable. Direccion lenta: ¥y = (1,3)T Direccidn rdpida: 02 = (1,1)T.

Silla. Direccion de salida: 1, = (0,1)". Direccién de entrada: v2 = (1,—1)7.

Foco inestable. Giro antihorario.

Centro. Giro antihorario.

Nodo impropio asintéticamente estable. Unica direccién de entrada: v = (1,1)7.

Sistema degenerado inestable. Direccion recta puntos de equilibrio: v = (0, 1)T. Direccion de
salida: U2 = (1,1)”. Todas la trayectorias son paralelas a la direccidn de salida.

a

Z una matriz real con VAPs complejos conjugados. Dar

una condicién suficiente para que las 6rbitas del sistema X’ = AX giren en sentido horario.

16. (Test Enero 1998) Sea A = ( .

Una condicion suficiente es ¢ < 0. Otra es b > 0.

a

d ) una matriz real con un VAP doble no nulo. Dar una

condicién necesaria y suficiente para que el sistema X' = AX sea un nodo propio.

Una condicion necesaria y suficiente es que b =c = 0.

17. (Test Enero 1999) Sea X (¢) la solucién del PVI X' = AX, X (to) = Xy, donde

o 1=p? 21 (2
A< 2 /f—l)’ X°<1>'

(Para qué valor de 1 € R se cumple que lim; 1o, X(t) = 07

Para p = —2.
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18.

19.

20.

21.

22.

(Test Enero 2002) Sea X (t) la solucién del PVI X' = AX, X (tg) = Xy, donde

(1) we (1)

;Para qué valor de p € R se cumple que lim;_, o X (¢) = 0?7
Para ningin valor de .

(Test Enero 2006) Sea X (t) la solucién del PVI X' = AX | X(ty) = Xo, donde

(1) ()

. Qué condicién deben cumplir los pardmetros «, 3 y p para que lim;_ ., X(¢) = 07
Una condicion necesaria y suficiente es 3 = —(p + 2+ l)a.

(Diagrama de bifurcaciones) Determinar el diagrama de bifurcaciones correspondiente a la
estabilidad y clasificacion del sistema lineal asociado a la matriz

A= ( o a-—1 ) , a e R
1 «
i Cudles son las bifurcaciones que conllevan un cambio de estabilidad?

Este sistema lineal es:
» Un foco asintdticamente estable (AE) si o < 0,
s Un centro (E, pero no AE) si o =0,
= Un foco inestable (I) si a € (0,1),
= Un nodo impropio inestable (I) sia =1, y
» un nodo propio inestable (I) si a > 1.
Ezisten dos valores de bifurcacion: o = 0,1, pero la estabilidad sélo cambia en el primero.

(Pb2 Enero 1998 & Pb2 Enero 2002) Determinar el diagrama de bifurcaciones correspondiente
a la estabilidad y la clasificacién del sistema lineal asociado a la matriz

_ 0 4—3u2
A_<1 2 ), ueR.

i, Cudles son las bifurcaciones que conllevan un cambio de estabilidad?

(Dibujando las elipses en un centro lineal) Consideramos el centro lineal X’ = AX, donde

(0.
a) ;Cudl es el sentido de giro?
b) Calcular o, 3,0 € R tales que la forma cuadrética
V(z,y) = az? + 2Bzy + 0y°
sea definida positiva y ademds sea una integral primera del sistema; es decir,
%[V(m,y)] =0.

¢) Determinar la estabilidad del sistema sin usar el criterio traza-determinante ni los VAPs.
d) Dibujar el retrato de fases del sistema con la mayor precisién posible. Es decir, dibujar
exactamente las elipses que forman las trayectorias.
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a) Sentido horario.
b) Criterio de Sylvester: V(z,y) es definida positiva si y sélo sia >0y ‘ g g ‘ > 0. V(z,y) es

una integral primera si y sélo si § = 4a y B = 0. Una opcion es V(x,y) = x2 + 4y°.

¢) Las trayectorias del sistema estdn contenidas en las curvas de nivel de de la funcién V(z,vy),
que son elipses alrededor del origen. Por tanto, el origen es E pero no AE.

d) Las elipses tienes los ejes en los ejes de coordenadas. Cada eje vertical es la mitad del horizontal.

23. (Pb2 Junio 2006) Consideramos la matriz

0 1/2 1/2
A= -1 1 -1
-1 -1 1

cuyos VAPs son: A\ =i, \o = —iy A3 =2.
a) Calcular e*4. (Consejo: Para comprobar los célculos, verificar que €4 es la matriz
identidad y que traza(e!?) = traza(e!”), donde D es la forma diagonal de A.)
b) Resolver el PVI

0A

0

X' = AX, X(0) = 1

-1

y encontrar la recta que contiene a la solucién.
¢) Resolver el PVI

1

X' = AX, X0)=10

0

y encontrar el plano que contiene a la solucién.

d) Dibujar la recta, el plano y las dos trayectorias que se obtienen a partir de las soluciones
de ambos PVIs. Marcar el sentido de giro de la trayectoria contenida en el plano. Deducir
de todo lo anterior, sin necesidad de ser completamente riguroso, el aspecto que tienen
las trayectorias que no estan contenidas ni en el plano ni en la recta.

24. (Pb2 Enero 2010) Consideramos el sistema lineal 3D a coeficientes constantes

¥ = 2z+y+z
y = —y +4z
2 = z

a) Calcular su solucién general y estudiar su estabilidad.

b) Calcular y dibujar el plano invariante 7 C R3 sobre el cual el sistema 3D es asintética-
mente estable; es decir, cualquier trayectoria que empieza sobre 7 tiende al origen sin
salirse del plano.

Clasificar el sistema 2D que se obtiene sobre ese plano, dibujar un croquis de sus tra-
yectorias y explicar con precision cémo tienden las trayectorias al origen.

¢) ;Cémo se comportan las trayectorias fuera del plano 77 jPuede una trayectoria cruzar
el plano 77 ;Por qué? ; Existen otros planos invariantes? ;Cudles? Dibujar un croquis
aproximado de las trayectorias del sistema 3D.
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a) Los VAPs son M1 = —2, Ao = —1 y A3 = 1. El sistema es inestable pues A3 > 0. Los VEPs son
1 = (1,0,0), 2 = (1,1,0) y U5 = (1,2,1). Por tanto, la solucidn general del sistema es

x(t)
y(t)
2(t)

donde los coeficientes c1, ¢z,

cle_2'5 + et 4 c;;et
coe !+ 2c3et R

C3 et

cs € R son libres.

Sea r; = [U;] la recta que pasa por el origen con direccion v;. Como A1 < A2 < 0 < Az, sabemos
que 1 es la recta de entrada rdpida, T2 es la recta de entrada lenta y r3 es la recta de salida. El
plano horizontal m = {z = 0} contiene a las dos rectas de entrada, luego es un plano invariante
asintoticamente estable y el sistema 2D sobre m es un nodo propio asintéticamente estable, pues
tiene dos rectas de entrada de VAPs diferentes. Las trayectorias sobre w no contenidas en las
rectas de entrada tienden al origen tangencialmente a la recta de entrada lenta ra.

Si la trayectoria empieza fuera del plano m, entonces c3 # 0 y la solucion escapa a infinito
acercandose a la recta de salida r3. Una trayectoria mo puede cruzar w, pues es un plano
invariante y tenemos unicidad de soluciones. Si, existen otros dos planos invariantes; a saber,
los determinados por la recta de salida r3 y cualquiera de las rectas de entrada. Sobre esos
planos el sistema inicial es una silla, pues tiene una direccion de entrada y otra de salida.

25. (Pb2 Enero 2009) Consideramos el sistema lineal X’ = AX, donde

“(50) ()

-«
siendo « un parametro real.
a) Calcular su estabilidad y clasificarlo en funcién de a.
b) Dibujar un croquis de sus trayectorias en el plano (z1,x3) para cada uno de los siguientes
valores del pardmetro: a =0, a =1y a = 2.
= En uno de los tres casos anteriores hay una recta de entrada y otra de salida.
En ese caso, jes posible que una trayectoria que empieza en el primer cuadrante
llegue al tercer cuadrante? ;Por qué?
= En otro caso todas las trayectorias son periddicas, pero ;de qué periodo?
= Y en otro caso el sistema es degenerado, pero jes inestable? ; Por qué?

o
-1

T1
T2
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Sistemas No Lineales

1. (Ecuacién Logistica) Dibujar el retrato de fases de la ecuacién no lineal
' =kx(l—x/m), k,m > 0.

Es decir, calcular sus puntos de equilibrio, estudiar su estabilidad y representar graficamente
el comportamiento de sus trayectorias en la recta real x € R.

Sea z(t) la solucién que cumple la condicién inicial z(0) = z. Calcular lim;_, 4 o () en
funcién del valor xg.

La expresion kz(1 — x/m) es negativa en (—oo,0) U (m, +00), positiva en (0, m) y se anula en
los puntos de equilibrio x = 0 y x = m. Por tanto, la solucion del PVI

' =ka(l —x/m), z(0) = o

tiende al punto x = m si x¢9 > 0, tiende a x = —o0 si g < 0, y es la funcion nula si xo = 0. En
particular, el punto x = m es asintdticamente estable y el punto x = 0 es inestable.

2. (Otra ecuacién 1D, Teoria Enero 2010) Consideramos la EDO no lineal 1D auténoma
' =sinwx, x €R.

a) Calcular todos sus puntos de equilibrio y su estabilidad.

b) ;Existe alguna solucién que escape a mas o menos infinito? Razonar la respuesta.
¢) ;Existe alguna solucién 2m-periédica no constante? Razonar la respuesta.

d) Dadas dos soluciones arbitrarias x1(t) y x2(t), consideramos los limites

$1(+OO) = tlg-noo a:l(t), $2(+OO) = tlg-noo ajg(t).

. Qué posibles valores puede tomar la diferencia x1(400) — zo(+00)?

a) Los puntos de equilibrio cumplen sinxz = 0, luego son los maltiplos enteros de 7. La solucion
crece cuando x' = sinz > 0 y decrece cuando ' = sinx < 0. Por tanto, si notamos por
Tn =nm, n € Z, a los puntos de equilibrio y por I, = (Zn, ZTnt1) a los intervalos que delimitan,
vemos que la solucion x(t) crece cuando estd contenida en I, con n par, pero decrece sin es
impar. Entonces los puntos de equilibrio x,, son inestables sin es par y asintéticamente estables
st n es impar.

b) No, pues cualquier solucion no constante estd confinada entre dos posiciones de equilibrio con-
secutivas.

¢) No, pues cualquier solucién no constante estd confinada en un intervalo I, tendiendo a uno
de sus extremos cuando t — +oo y al otro cuando t — —oo.

d) Los maltiplos de m, pues tanto x1(4+00) como x2(+00) son puntos de equilibrio de la EDO.
Cuando las soluciones no son constantes, x1(+00) como x2(+00) son puntos de equilibrio
asintdticamente estables, luego la diferencia es un miltiplo par de .
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3. (Sistema desacoplado, Pb2 Septiembre 1992) Calcular los puntos de equilibrio y la estabilidad
en cada uno del SNL plano desacoplado
{ ' = —x+3x%—223

!

yo= 2y

Dibujar el retrato de fases con todo detalle.

Hay tres puntos de equilibrio: (0,0), (1/2,0) y (1,0). El sequndo es inestable, los otros son
asintoticamente estables. Las ecuaciones estdn desacopladas, luego se estudian por separado. Por
ejemplo, limy_, 4 oo y(t) = limy— 4 oo yoe =2
componente x(t) se estudia como la ecuacion logistica. Las cuencas de atraccion de los puntos (0,0)
y (1,0) son los semiplanos {(z,y) € R? : x < 1/2} y {(x,y) € R® : & > 1/2}, respectivamente. Los
puntos situados sobre la recta {x = 1/2} son los tnicos que tienden al punto de equilibrio intermedio.

= 0 para cualquier condicion inicial yo. La ecuacion de la

4. (Método de Liapounov) Usando la funcién V(z,y) = (2% + y?)/2, estudiar la estabilidad
entorno al origen de los siguientes SNLs:

¥ = y-— 323
a’) { y/ = —r— 7y3
)52 it
v o= P+ (@+y)?y’
o = —xt 4 dxy?
C) I = 4 3
Yy = Y
a) ¥ = 23— 23
y = 2xy? 4 4x?y + 293

i Se puede determinar por linealizaciéon la estabilidad entorno al origen en algin apartado?

La linealizacion no decide la estabilidad en ningin caso: el primer sistema linealizado es un
centro, mientras que los otros son sistemas lineales degenerados sin VA Ps positivos.
a) AE, pues W(x,y) = —3z* — Ty* es definida negativa en el origen.
b) AE, pues W(z,y) = ((z +y)* — 1) (2 + y*) es definida negativa en el origen.
¢) E, pues W(x,y) = —(x? — 2y*)? es semi-definida negativa en el origen.
d) I, pues W(z,y) = 2(z* + 4>)? es definida positiva en el origen.

5. (Ajustando la funcién de Liapounov) Estudiar la estabilidad entorno al origen del SNL

/

z xy? + pad
y o= 22%y+py’

Indicacién: Usar una funcién del tipo V(z,y) = ax? + by?.

Derivando, W(z,y) = (2a — 4b)z%y® + 2u(az® + by*). Si tomamos a = 2 y b = 1, queda
W(z,y) = 2u(az® + by*), luego: Si u > 0, W(x,y) es definida positiva y el origen es I; si p < 0,
W(z,y) es definida negativa y el orige es AE; y si u = 0, W(z,y) = 0 y el origen es E pero no
AE, pues W(z,y) es una integral primera del sistema. Aqui tampoco se puede aplicar el método de
linealizacion, pues la matriz del sistema linealizado es nula.

6. (Pbl Junio 2007) Calcular los cuatro puntos criticos del SNL plano cuadratico

= xzy+12
y = z2+9y*—-25

Clasificar el SL asociado a cada punto critico y estudiar por linealizacion la estabilidad del
SNL en cada punto critico.
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7. (Pb2 Enero 1997) El origen es un punto de equilibrio del SNL plano

¥ = y+ax?
Yy = —x/d+py+ 20y°

a) Calcular y clasificar el SL entorno al origen en funcién de los pardmetros o y p.

b) Estudiar, cuando p # 0, la estabilidad del SNL por el método de linealizacién.

¢) Estudiar, suponiendo p = 0, la estabilidad del SNL por el método de Liapounov usando
una funcién de la forma V(z,y) = ax? + by?.

d) ;Para qué valores de los pardmetros podemos asegurar que el SNL es estable pero no
asintéticamente estable entorno al origen?

8. (Pbl Junio 2006) Consideramos la ecuacién de segundo orden

"+ (a+32%)2’ +2 =0,

donde a > 0 es un parametro real.
a) Probar que si definimos y = 2’ + ax + 22, entonces la ecuacién anterior se transforma
en el sistema no lineal 2D de primer orden

3

/

7 = y—ar—=
y = —x

b) El origen es un punto de equilibrio del SNL. Calcular y clasificar su sistema linealizado.

¢) Estudiar la estabilidad del SNL en el origen por el método de linealizacion.

d) Usando la funcién V(z,y) = (2 + y?)/2, estudiar la estabilidad del SNL en el origen
por el método de Liapounov para a = 0.

9. (Sistema de Lorenz; Wikipedia: Lorenz attractor) Consideramos el sistema no lineal 3D

¥ = oly-2)
y o= zlp—2)-y
7 = zy-—pz

donde o, p, B > 0 son pardmetros del sistema. Por ejemplo, o es el nimero de Prandtl y p es
el ndmero de Rayleigh. Para simplificar, supondremos que p > 1.

a) Calcular los tres puntos de equilibrio del sistema de Lorenz.

b) Estudiar la establidad del sistema de Lorenz entorno al origen.

¢) 1 Qué aspecto tienen sus trayectorias cerca del origen?
Nota: En este sistema 3D, las coordenadas (z,y, z) no tienen el significado espacial estdndar.

a) Los tres puntos criticos son el origen y (£a,+xa,b), cona=+/B(p—1) yb=p—1.
b) La matriz del sistema linealizado entorno al origen es

—0 o 0
A= p —1 o |,
0 0 —-p0

cuyos tres VAPs son

A = —(0+1) £ /(0 +1)2+4o(p - D am=_g
2
Como A1 > 0, el origen es inestable.
¢) El origen es una silla, con una dimension inestable (de salida) y dos dimensiones estables (de
entrada). El eje vertical es una recta de entrada. Las trayectorias cerca del origen no giran,
pues todos los VAPs son reales.
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10.

11.

(Pb? Junio 1999) Queremos estudiar la estabilidad del SNL plano

{ 2 = z(l—y)
y o= ylz-1)
entorno al punto critico (1,1). Probar que existe un valor « € R tal que la funcién V(z,y) =

a+x+y—Inx —Iny es definida positiva en ese punto. ;Se puede afirmar que el SNL no es
asintéticamente estable entorno ese punto critico? ;Por qué?

V(1,1) =0 < a = —2. Para probar que la funcion V(z,y) es definida positiva en (1,1), basta
escribir que V (z,y) = h(z) + h(y) y notar que la funcién h(s) = s —1—1Ins decrece en el intervalo
(0,1), se anula en s =1 y crece en el intervalo (1,400).

La derivada temporal de la funcién V(z,y) es identicamente nula, por tanto el punto es E, pero
no AE, ya que todas las trayectorias del SNL estdn contenidas en las curvas de nivel de la funcion
V(z,y), las cuales rodean al punto critico, sin acercarse ni alejarse de él.

(Pb3 Enero 2009) El origen es un punto de equilibrio del sistema no lineal 3D

Ty = oz} — 2wy + 1073
rh = ard+ 1 — 1173
Th = azd+ a1

siendo o un parametro real.
a) Estudiar, si es posible, la estabilidad del origen por el método de linealizacion.
b) Estudiar la estabilidad del origen por el método de Liapounov usando una funcién de
la forma
clx% + czx% + C3$§
2 )
para algunos valores apropiados de ¢y, ¢3 y c3.
¢) Sea X (t) = (z1(¢),z2(t), z3(t)) la solucién del sistema anterior que se obtiene al fijar la
condicién inicial

V(z1,z2,23) =

Cr1(0) = _]-7 x2(0) = 27 xB(O) =1

(Para qué valores de a es decreciente la funcién zo(t) en t = 07 ;Y para cudles es
creciente? jPara qué valores de « tiene un minimo local la funcién z5(t) en t = 0?7 ;Y
para cudles tiene un maximo local?

a) Los VAPs de la matriz del sistema linealizado son Ai2 = :|:\/§i y A3 = 0. Por tanto, la
linealizacion no decide la estabilidad del sistema no lineal en el origen, pues todos los VAPs
tienen parte real nula.

b) Tomando ca = 2¢1, c3 = c¢1 y ¢1 > 0 arbitrario, queda que W (x1,x2,23) = aci (:v‘ll + 24+ x%)
es definida positiva si o > 0, definida negativa si a < 0, e idénticamente nula si « = 0. Por
tanto, el origen es: I si a > 0, AE si « <0 y E pero no AE si a = 0.

c) Como z5(0) = axQ(O) + 21(0) — 21(0)z3(0) = 8av, distinguimos tres casos.

= a>0= 25(0) > 0= z2(t) es creciente en t = 0;
» a<0=25(0) < 0= x2(t) es decreciente en t =0; y
» a=0= x5(0) =0, luego necesitamos mds derivadas:

21(0) = —2x2(0) + 22(0)z3(0) = -2
25(0) = 21(0)z2(0) = —2
25(0) = 21(0) — 1(0)x3(0) — z1(0)x3(0) = —2.

Como x5(0) < 0, resulta que x2(t) tiene un mdzimo local en t = 0.
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12. (Sistema de Rossler; Pb3 Junio 2010) Consideramos el sistema de Rossler

¥ = —y—=z
Yy = ztay
Z = (x=bz+c

Es un sistema no lineal 3D que depende de tres parametros reales a, b y c.

a)

b)

Calcular los puntos criticos del sistema cuando a # 0. El nimero de puntos criticos
depende de los parametros. Por ejemplo, hay unosia=1,b=2y c=1;dos si a =1,
b=5yc=4;yningunosia=b=c=1.

Calcular el tinico punto critico del sistema cuando a = ¢ = 0 y b # 0. Estudiar, para los
valores de b # 0 en que sea posible, su estabilidad por el método de linealizacién.
Calcular los infinitos puntos criticos del sistema cuando a = b = ¢ = 0. Estudiar la
estabilidad del sistema no lineal por el método de linealizacién en todos los puntos
criticos donde sea posible.

Supongamos que a > 0 y b = c. Si una trayectoria parte de un punto del plano =z = b
tal que y # 0, ;inicialmente se acerca o aleja del origen?

Las puntos criticos cumplen x = —ay, z = —y y ay® + by + ¢ = 0.

Cuando a = 0, el origen es el unico punto critico y el polinomio caracteristico de su matriz
linealizada es Qa(A\) = —(A+b)(A2+1). Si b < 0, existe un VAP positivo y el SNL es inestable
en el origen; pero si b > 0, la linealizacion no decide la estabilidad del SNL en el origen.
Cuando a = b = ¢ = 0, existen infinitos puntos criticos: (0,y0, —yo), yo libre. El polinomio
caracteristico de la matriz del sistema linealizado es Qa(\) = —A(A\? 4+ 1 — yo). Por tanto,
st yo > 1, existe un VAP positivo y el SNL es inestable en (0,y0, —y0). De lo contrario, la
linealizacion no decide la estabilidad del SNL.

Vi(z,y,z) = (x2 +92 +z2)/2 cuantifica la distancia al origen. Usando que © = b = ¢ vemos que

% = ay® > 0, luego la trayectoria se aleja del origen.
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Modelos

1. (Superficie vs volumen) ¢Qué relacién existe entre el volumen V (r) = 4773 /3 y la superficie
S(r) = 4nr? de una esfera de radio r? ;Y en un cubo de arista {? ;Y en una geometria
arbitraria de didmetro d?

En la esfera, V' (r) = S(r). En el cubo, S(1) = 61> y V(1) = I3, luego S(1)/V'(I) = 2. En general,
la superficie y el volumen dependen de forma cuadrdtica y cubica del didmetro del objeto, luego, una
vez fijada la forma del objeto, existen unas constantes S1 y Vi tales que S(d) = S1d> y V(d) = Vaid®>.
Entonces, el cociente S(d)/V'(d) = S1/3Vi es constante.

2. (Compuestos granulares) Depositamos en un tanque de agua un compuesto soluble granulado
esfericamente. Cuando las condiciones de temperatura y concentraciéon varian poco, es razo-
nable suponer que (la masa de) cada grano se disuelve con una tasa de variacién proporcional
a su superficie. Sea k > 0 la constante de proporcionalidad y p la densidad del compuesto.
Escribir la ecuacién diferencial que satisface el radio r(t) de un grano. ;Qué pasard si los
granos tienen forma cibica? ;Cudles son las unidades de k7

La ecuacion es v = —k/p y la solucién general es r(t) = ro — kt/p. Es decir, el radio de
cada grano decrece a velocidad constante. En el caso del granos cibicos, la arista I = 1(t) cumple la

1

ecuacion diferencial I' = —2k/p. En el S.I. las unidades de k son kg-s~*-m™2, pues k cuantifica la

masa disuelta por unidad de tiempo y superficie.

3. (Desintegracién radioactiva) La desintegracién de una particula inestable (esto es, radioactiva)
es un proceso aleatorio que no puede ser predecido, pero se sabe que esta desintegracion es
igualmente probable en todos los instantes. Por tanto, dada una muestra de un isétopo
radioactivo, el nimero de desintegraciones en un momento dado es proporcional al niimero
de atomos radioactivos existentes en ese momento.

Sea A la constante de proporcionalidad, que recibe el nombre de constante de desinte-
gracion. Plantear la ecuacién que cumple el nimero de dtomos N (t).

La semivida t1/3 es el tiempo que debe transcurrir para que se desintegren la mitad de
los dtomos iniciales. Relacionar 1,9 y A.

En el enlace http://www.walter-fendt.de/phlds/lawdecay_s.htmse puede visualizar
este fendmeno mediante un applet de JAVA.

La ecuacién es N' = —AN y su solucidn general es N(t) = Noe ™, siendo Ny el nimero de
dtomos iniciales. Las relacion es Ati/o = In2.

4. (Datacién por Carbono-14) Una muestra de carbén de la cueva de Lascaux daba, en 1950,
una media de 0.97 desintegraciones de '*C por minuto y gramo, mientras que en &drboles
vivos suele ser de 6.68. Estimar la fecha en que se hicieron las pinturas rupestres de Lascaux.
La semivida del “C es (aproximadamente) de 5730440 afos.

La fecha aprozimada es 5730(In 6,68 —1n0,97)/1n 2 = 15951 arios antes de 1950. Es decir, unos
14000 arios A.C.
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5. (Airbus A380) El avién de transporte de pasajeros Airbus A380 tiene un peso en vacio de 276.8
toneladas, su carga tipica es de 66.4 toneladas y puede despegar con hasta 248 toneladas de
combustible. Cuando alcanza su velocidad de crucero (900 kilémetros por hora), consume 28
kilogramos de combustible por tonelada de peso y hora. Suponiendo que siempre debe quedar
una reserva de 30 toneladas de combustible para el despegue, aterrizaje y por seguridad, ;cual
es su rango de vuelo maximo con la carga tipica?

Sea Py = 276,8 4+ 66,4 = 343,2 el peso en vacio mds la carga tipica y co = 248. Sean c(t) y
P(t) = Py+c(t) el peso del combustible y el peso del avién en el instante t. Entonces, P’ = —0,028P,
luego P(t) = P(0)e™ %% 4 asi c(t) = P(t) — Po = (Po + co)e” %928 — Py. Finalmente, la solucion
de la ecuacion c(ts) = 30 es t« ~ 16,43 horas y el rango de vuelo es r. = 900t, ~ 14787 kildmetros.

6. (Depésito de salmuera) Un depésito semivacio contiene V metros cibicos de salmuera con
una concentracién de ¢y kilogramos de sal por metro ciibico. Para llenarlo le enviamos un
caudal de 7;, metros cubicos por segundo con una concentracién de sal de ¢, kilogramos por
metro cubico y, simultdneamente, abrimos la salida para extraer un caudal de 7., metros
cubicos por segundo. Los caudales rqut ¥ rin pueden ser diferentes. Como en todos nuestros
modelos de disoluciones, mezclas y contaminantes, supondremos que concentracién de sal en
el depésito es aproximadamente uniforme y es la misma que la concentracion de salida.

Calcular el volumen V' (¢) del depésito en el instante ¢. Plantear la ecuacién diferencial que
satisface la cantidad de sal s(¢). Plantear el PVI que cumple la concentracién c(t). Cudndo
son auténomas ambas ecuaciones? Usando la intuicién fisica, calcular lim;_, ;o c(%).

V() = Vo + (rin — Tout)t. Como s(t) =V (t)c(t) y s'(t) = rincin — rousc(t), vemos que
5" = TinCin — Touts/V ().
Después, derivando la relacion s(t) = V (t)c(t), obtenemos el PVI
¢ =rinl(cin — )/ V (1), ¢(0) = co.

Ambas ecuaciones son auténomas si y sélo si el volumen V (t) se mantiene constante; es decir,
cuando coinciden los caudales de entrada y salida. Finalmente, la concentracion del depdsito tiende
a igualarse con la concentracion de entrada: limi— 1 o0 ¢(t) = Cin.

7. (Modelo de Malthus) Sea z(t) el tamano de una poblacién aislada que dispone de recursos y
alimento ilimitados. El modelo de Malthus consiste en suponer que el ritmo de crecimiento
de la poblacién es, en cada instante, proporcional al tamano de la poblaciéon. Sea k£ > 0 la
constante de proporcionalidad. Escribir y resolver la ecuacién diferencial resultante.

Supongamos que x(1800) = 0,978 x 10? y 2(1900) = 1,65 x 10°. ;Cudnto vale x(2000)?
La ecuacidon es ¢’ = kx y su solucién general es x(t) = zoe®, siendo o la poblacidn inicial. La
prediccion es £(2000) = 2,78 x 10°, aunque la poblacion mundial en 2000 fue ~ 6 x 10°.

8. (Modelo de Verhulst o ecuacién logistica) Los recursos no son ilimitados, luego vamos a
modificar el modelo de Malthus suponiendo que la constante de proporcionalidad k decrece
linealmente en z. Concretamente, vamos a suponer que k = k(z) es una funcién lineal que
cumple k(0) = ko y k(m) = 0 para algin m > 0. Calcular la funcién k(z). Escribir la ecuacién
diferencial del nuevo modelo. Esta ecuacién se llama ecuacion logistica. Interpretar m y ko.

La funcion es k(x) = ko(1 — xz/m) y su grdfica es una recta que corta a los ejes en los puntos
(0,ko0) y (m,0). La ecuacion diferencial resultante es
' = k(z)z = kox(1 — z/m).
En este contexto, m es la poblacién mdzima que pueden sostener los recursos existentes (se denomina

capacidad de carga), y ko es la tasa inherente de crecimiento per cépita.
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10.

11.

12.

13.

(Estatocolector estelar o Bussard ramjet) El estatocolector de Bussard es un optimista disefio
de nave estelar que ha aparecido en multiples libros de CF (Niven, Benford, ...) y también
es conocido por los trekkies. Consiste en una nave cilindrica que en la proa, mediante un
gigantesco campo magnético, va capturando materia estelar que después es fusionada y ex-
pulsada en chorro por la popa, impulsando asi la nave. Su gran ventaja es que no hace falta
transportar combustible. Consultar la entrada inglesa de Wikipedia.

La fuerza de impulsién generada en cada instante por los “motores” de esta hipotética
nave es igual a la masa de materia estelar capturada por unidad de tiempo multiplicada por
la diferencia entre la velocidad v, del chorro de particulas expulsadas y la velocidad v(t) de
la nave. Escribir, sin tener en cuenta efectos relativistas, la ecuacién diferencial que cumple
v(t). Identificar la ecuacién.

La ecuacion es mv' = pSv(ve — v), donde m es la masa de la nave, p es la densidad de la
materia estelar en el espacio y S es la superficie barrida por campo magnético de la nave. Es una
ecuacion logistica, pues v es una constante.

(Ecuacién del paracaidista) Se supone que la friccién que frena la caida de una paracaidista
es proporcional a la velocidad al cuadrado. Sea k > 0 la constante de proporcionalidad, g la
intensidad de la gravedad y m la masa del paracaidista. Escribir la ecuacion diferencial que
cumple la velocidad v(t), tomando el sentido de caida como positivo. Calcular la velocidad
terminal v, del paracaidista; es decir, la velocidad de caida tal que se compensan las fuerzas
de friccién y gravedad.

En www.sc.ehu.es/sbweb/fisica/dinamica/paracaidista/paracaidista.html| hay
un applet de JAVA para simular la caida de un paracaidista.

La ecuacidn es mv' = mg — kv? y la velocidad terminal es veo = v/mg/k. Un paracaidas es
bueno cuando tiene una k grande y, ademds, no se rompe.

(Cuerpo cayendo en un fluido) Tenemos un cuerpo de masa m y volumen V dentro de un
medio liquido, sometido a la accién de la gravedad g, al empuje del fluido sobre el cuerpo
(Arquimedes) y a una fuerza de friccién proporcional a v®, siendo v la velocidad y a > 0
un exponente desconocido. Tomando el sentido de caida como sentido positivo, escribir la
ecuacién que gobierna el comportamiento de v(t).

La ecuacion es mv' = (mg — V) — kv®.

(Método “Montgomery Burns” para eliminar residuos nucleares) Este problema es un reto para
los que sepan resolver EDOs con MATLAB. No forma parte del temario de la asignatura.

Durante algunos afios, la AEC (United States Atomic Energy Commission) almacenaba
los residuos nucleares en bidones de masa m = 240 kilogramos y volumen V = 0,2 metros
cubicos que lanzaba periédicamente al mar en zonas de h = 100 metros de profundidad. Al
mismo tiempo, un grupo de ingenieros comprobd, después de muchos experimentos, que los
bidones se podian romper si llegaban al fondo con una velocidad superior a los 12 metros
por segundo.

Comprobar numéricamente, para varios valores del exponente o > 0 antes mencionado,
si esta forma de actuar es propia de un gobierno responsable o de un personaje de dibujos
animados. No recomendado para corazones débiles. (Hoy en dia esta prohibido lanzar residuos
nucleares al mar en USA, para gran disgusto de Mr. Burns.)

(Reaccién quimica simple) Dos productos A y B reaccionan formando otro producto C. Es
razonable suponer (jpor qué?) que la tasa de creacién de C' es proporcional al producto de
las cantidades de A y B presentes. Se sabe que la formacion de C requiere dos kilogramos de
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14.

15.

16.

17.

A por cada kilogramo de B. Inicialmente, disponemos de diez kilogramos de producto A y
veinte de B. Plantear la ecuacién diferencial de la masa mc(t) de producto C'y determinar
su rango de validez; es decir, el intervalo en el que tiene sentido fisico que se mueva mc.

La ecuacion es me = k(10 — 2mc/3)(20 — mc/3), donde k > 0 es una constante de proporcio-
nalidad. El rango es 0 < mc < 15 = min(15, 60).

(Vela solar) Otro disefio de propulsién més realista son las velas solares que utilizan los
fotones del viento solar para impulsarse. La NASA estd actualmente desarrollando velas
solares. Consultar la entrada inglesa de Wikipedia (solar sail). El impulso de una vela solar
es proporcional al nimero de fotones que impactan sobre ella. Escribir la ecuacién diferencial
que cumple la distancia d(t) de la vela al sol, despreciando la friccién. Al alejarse del sol,
menos fotones impactan en la vela, luego la velocidad de la vela va disminuyendo... jes
correcto este “razonamiento”?

La ecuacion es md’ = k:/d2, donde m es la masa de la vela y k > 0 es una constante de pro-
porcionalidad, pues la cantidad de fotones es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia.
No, pues d’(t) > 0 implica que d'(t) es estrictamente creciente; la vela va cada vez mds rdpido,
aunque se puede comprobar que tiende a una “velocidad terminal”.

(Principio de Arquimedes & Eliminacién de parametros fisicos) Una caja de altura hej y densidad
d flota en aguas tranquilas con pequenas oscilaciones. Sea h(t) la altura sumergida en el
instante t y heq la altura sumergida en la posicidn de equilibrio. Cacular heq. Determinar,
despreciando los términos de friccién, la ecuacién diferencial que cumple h(t). Idem para la
funcién z(t) = h(t) — heq. Idem para la funcién y(s) = x(t) con s = wt y w? = g/heq, donde
g denota la aceleracion de la gravedad.

En http://www.phy.ntnu.edu.tw/ntnujava/index.php?topic=266.0 se puede visua-
lizar el movimiento oscilatorio de la caja mediante un applet de JAVA.

heq = hejd. Las ecuaciones son b 4 gh/heq = g, "' + Wz =0 yy” +y = 0.

(Muelle vertical con friccién) Colgamos una masa m de un muelle vertical cuya constante de
Hooke es . El medio ofrece una resistencia igual a p veces la velocidad instantanea. Sean
z.(t) v zs(t) las desviaciones de la masa desde las posiciones de equilibrio del muelle con y
sin masa, respectivamente. Relacionarlas y plantear la ecuaciéon que cumple cada una.

La relacion es xs(t) = zc(t)+mg/A. Las EDOs son mxy +pzxe+Aze = 0 y may +pzi+Axrs = mg.

(Muelle vertical con friccién, bis; Pbl Enero 2009) Volvemos al problema anterior del muelle
vertical, tomando m = 1/2 kilogramos, A = 3/2 Newtons por metro y p = 2 Newtons por
metro por segundo. Recordamos que la ecuacién diferencial que modela la dindmica es

mz” + px’ + Xz =0

siendo z(t) el desplazamiento desde la posicién de equilibrio con masa en el instante ¢.
a) ;Qué tipo de oscilacién es?
b) Resolver el PVI correspondiente a impulsar la masa desde la posicién de equilibrio con
velocidad inicial vyg.
¢) Calcular la aceleracién inicial de la masa. Calcular el instante ¢, > 0 en el cual la masa
alcanza su desplazamiento maximo. Calcular el valor del desplazamiento, de la velocidad
y de la aceleracién de la masa en el instante t,. Expresar los resultados de forma exacta.
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18.

19.

20.

a) Tenemos la oscilacion amortiguada libre " +2kx’ +wix =0 conk = p/2m =2 yws = A\/m =
3. Por tanto, estamos en el caso sobreamortiguado: k > w.

b) Las c.i. son x(0) =0 y 2’ (0) = vo. La solucidn del PVI asociado es x(t) = vo(e”" —e ") /2.

¢) La aceleracién inicial es igual a x''(0) = —42'(0) — 32(0) = —4vo. La solucion anterior vale
cero inicialmente, tiende a cero cuando t — 400 y tiene un unico punto critico en el instante
t =t. = (In3)/2. El desplazamiento, la velocidad y la aceleracion en ese instante valen x(t.) =
v0/3V3, o' (t:) = 0 y " (t.) = —4a'(t.) — 3x(t.) = —vo/V/3, respectivamente.

(Péndulo con friccién) Tenemos un péndulo de masa m y longitud I sometido a un campo
gravitatorio de intensidad g. Sea k el coeficiente de fricciéon proporcional a la velocidad.
Comprobar que la ecuaciéon que modela el movimiento del péndulo es

0" 4+ ab’ + csinfh = 0,

donde 6(t) es el dngulo formado por el péndulo con la vertical inferior. Expresar las cantidades
positivas a y ¢ en funciéon de los parametros fisicos del problema. ;Cudles son las unidades
de a? ;Qué datos necesitamos para formar un PVI?

a=k/m yc=g/l. Unidades inversas de tiempo. La posicion y velocidad iniciales.

(Péndulo con friccién, bis; Pb3 Junio 2009) La ecuacién que modela el movimiento de un
péndulo en un medio resistente es

0" +ab + csinf =0,

donde a = k/m > 0 es el cociente entre la fuerza la resistencia que ofrece el medio y la
masa del péndulo, mientras que ¢ = g/l > 0 es el cociente entre la fuerza de la gravedad y la
longitud del péndulo.
a) Escribir esta ecuacién como un sistema no lineal 2D de primer orden, introduciendo la
velocidad angular w = 6.
b) Estudiar, si es posible, la estabilidad de las dos posiciones de equilibrio del péndulo por
el método de linealizacién.
¢) Comprobar que la energfa mecénica total

V(b,w) = %l%ﬂ + mgl(1 — cos )

no crece a lo largo de las trayectorias. ;A lo largo de qué trayectorias se mantiene
constante la energia?

d) Deducir que el péndulo con friccién no tiene ninguna trayectoria periédica no constante.
Enhttp://www.math.cornell.edu/~bterrell/pendulum/pen.html|se puede visualizar un
péndulo forzado con fricciéon mediante un applet de JAVA. No es muy estético, pero es el
unico que he encontrado.

(Campos conservativos con un grado de libertad; Pb3 Enero 2010) El movimiento de una
particula de masa uno que se desplaza sin friccién sobre una recta bajo la accién de una
fuerza F'(x) cumple la EDO de segundo orden

" = F(z), z €R.

a) Escribir esta EDO de segundo orden como un sistema no lineal 2D de primer orden,
introduciendo la velocidad lineal v = 2.
b) La energia (cinética mds potencial) de la particula es igual a

E(z,v) = v*/2+ U(x),

donde U(z) = ffﬂ F(s)ds es la energia potencial de la particula. La posicién xo es
nuestra eleccién del origen de la energia potencial: U(zg) = 0.
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21.

22.

23.

Calcular la derivada respecto al tiempo de la energia. ;Qué relacién existe entre las
soluciones del sistema y las curvas de nivel de la energia? Deducir que si en algin
momento la particula tiene energia Ey, su energia potencial nunca supera el valor Ej.
¢) Sea F(z) = 4z(1 —2?) la fuerza que proviene del potencial U(z) = —22%(2 — 2?). ;Puede
escapar la particula a més o menos infinito? ;Por qué? Calcular las tres posiciones de
equilibrio de la particula, la energia de cada una y la estabilidad de cada una. Decidir el
método a usar en cada caso. ;Qué les pasa a las particulas que tienen la misma energia
que alguna de las tres posiciones de equilibrio?
Indicacion: Dibujar la gréfica del potencial y las curvas de nivel de la energia.

(Péndulo de Wilberforce) Una masa colgando de un muelle flexible en forma de espiral puede
oscilar en modo longitudinal (arriba y abajo) o torsional (girando), existiendo un pequetio
acoplamiento entre estos dos tipos de movimiento. En Youtube se pueden ver péndulos asi.
Sean y(t) y 6(¢) los desplazamientos desde la posicién de equilibrio en estos dos modos.
Es decir, y(t) mide las oscilaciones verticales mientras que () mide las torsionales. Sea m
la masa y I su momento de inercia. Sean w? y v? las constantes longitudinal y torsional
de Hooke del muelle. Supondremos que el acoplamiento entre los dos tipos de movimiento
consiste en que la “influencia” que cada uno de ellos ejerce sobre el otro es proporcional a su
propio desplazamiento, con una constante de proporcionalidad comtun. Plantear, desprecian-
do las fuerzas de friccion, las dos ecuaciones de segundo orden del movimiento, para después
transformarlas en un sistema lineal formado por cuatro ecuaciones de primer orden.

Las ecuaciones del movimiento son
" 2
my’ +w'y = €0
10" + 120 = ey
donde € es la pequena constante de proporcionalidad comiun. Introduciendo las nuevas funciones
incégnita z =y y Q =0, transformamos ese par de ecuaciones en el sistema lineal de primer orden

/

y = z
2 = —wly/m+ed/m
0 = Q

O = 9/ T+ey/l

(Pulsacién en el péndulo de Wilberforce, Lebovitz pdg. 96) Una masa colgando de un muelle
flexible en forma de espiral puede oscilar en modo vertical (y) o torsional (#). Despreciando
las fuerzas de friccién, las ecuaciones del movimiento son

my’ +wo?y = €b

Igl/ + V()29 = €y
donde m, I, wy v v son pardmetros positivos del sistema, mientras que € es una cantidad
pequeiia. Para simplificar, supondremos que m = I = 1, vy = wp ¥ |e| < wp?.

Estudiar la estabilidad entorno al origen. Después, probar que existen unas frecuencias

wy y w_ tales que las funciones

y(t) = cos(wyt) cos(w_t), 0(t) = sin(w4t) sin(w_t)
son la solucién del PVI formado por las ecuaciones del péndulo y las condiciones iniciales:
y(0)=1,  y'(0)=0(0)=0'(0) =0.

Probar que lim._.gwy = wg y lim._gw_ = 0. Interpretar fisicamente el resultado como una
transferencia “pulsante” de energia entre los dos modos de movimiento.
(No es fAcil, ver http://people.cs.uchicago.edu/~lebovitz/Eodesbook/1lc.pdf)

(Grandes Lagos) Queremos estudiar la evolucién en la concentracién de un contaminante en
los lagos Eire y Ontario, conectados por un rio que fluye del primero al segundo. Sean Vg
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y Vo los volumenes respectivos, en millas ctibicas. Sean rg y ro los respectivos caudales de
salida, en millas ctibicas por ano. Se cumple que ro > g, pues el lago Ontario recibe todo
los que sale del lago Eire y algo mas. Sean eg y ep las concentraciones de contaminantes que
entran a cada lago desde el exterior, en kilogramos por milla cibica. Sean cg(t) y co(t) las
concentraciones de contaminantes que hay en cada lago en el instante ¢.

Escribir el sistema de ecuaciones diferenciales que cumplen las funciones cg(t) y co(t).
i Es un sistema lineal? Usando la intuicién, y sin resolver el sistema, ja qué tenderdn estas
concentraciones cuando t — +o00? ;Cémo se pueden interpretar los cocientes pg = r5/Vg y
po = r0/Vo? Finalmente, calcular la solucién general al fijar los valores (Google):

Vi = 116, Vo = 393, rg = 85, ro =99.

(En realidad, los Grandes Lagos son cinco: Superior, Michigan, Hurén, Eire y Ontario.
El modelo completo se encuentra en el libro “An Introduction to Mathematical Modeling”
de E.A. Bender o en el PDF http://www.mal.upc.edu/~edis/lakes.pdf de S. McKelvey.)

La cantidad de contaminante que entra en el lago Eire es rgeg y la que sale es rgce(t). La
cantidad de contaminante que entra por unidad de tiempo en el lago Ontario es rece(t)+(ro —Te)eo
y la que sale es roco(t). Por tanto, obtenemos el sistema lineal a coeficientes constantes

/
&y = re(er—ce)/Va
/
co = ((7'0 —TE)eo + rEcE — Toco)/Vo
La concentraciones tenderdn a igualarse con las respectivas concentraciones de entrada. Es decir,
tenderdn a eg en el lago Fire y a (rgeg + (ro — rg)eo)/ro en el lago Ontario. Los cocientes pg y

po podrian interpretarse como la proporcion de agua que se renova en un ano en cada lago, aunque
no es exactamente asi. Finalmente, la solucion general obtenida con los valores “googleados” es

ce(t) = cie "Bt + eg, co(t) = crae PE' 4 coe PO" 4 (85ek + 14e0)/99.
donde ps = 85/116 ~ 0,73, po = 33/131 ~ 025 y a = ;_EO_ = —9860/21921 ~ —0,45.

Observamos que contra mayores son peg Y po, mas rapido se estabilizan las concentraciones de
contaminantes. ;Es logico?

24. (Pbl Junio 2010)
a) Resolver la EDO lineal no homogénea de primer orden a coeficientes constantes

c(t) + pe(t) = q,

donde p > 0y g € R. Calcular el limite lim;_, ; ¢(t) en funcién de p y q.
b) Resolver la EDO lineal no homogénea de primer orden a coeficientes constantes

¢(t) +pe(t) = pe",

donde I,p > 0y 8 € R. Distinguir los casos | # p y | = p. Calcular lim;_ 4 o, ¢(t).

¢) Estudiamos la evolucién de la concentracién de sal en tres depdsitos conectados segin
la figura adjunta de forma que sus volimenes Vi, Vs, V3 (metros cibicos) se mantienen
constantes, y las entradas a los dos primeros depdsitos tienen caudales 1 y o (metros
ctibicos por hora) y concentraciones e; y ey (kilogramos por metro cibico). ;Cuéles
son los tres caudales de salida? Sean ¢ (t), ca(t), c3(t) las concentraciones de sal en
el instante t. Plantear el sistema de EDOs lineales no homogéneas de primer orden a
coeficientes constantes que cumplen estas concentraciones.

d) Usar los primeros apartados para calcular los limites de las tres concentraciones cuando
el tiempo tiende a infinito en funcién de los caudales y concentraciones de entrada. Com-
probar que no dependen de las concentraciones que hay inicialmente en los depdsitos.
Interpretar estos limites fisicamente.

a) La solucion general es cg(t) = q/p + ke P, con k € R libre, luego lim;—, o cg(t) = q/p.
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25.

26.

LRI A S
or kg/me | () ke/m?
Vg m3 - 5
c3(t) kg/m?
ro m3/h Vo m?
es kg/m co(t) kg/m?

b) Sil#p, cg(t) =ke ™ +Be™/(p—1). Sil=p, cg(t) = (k+ Bt)e P'. En ambos casos, k € R
es libre y limy—, 4 o0 g (t) = 0.

¢) Los caudales de salida son r1, r2 y s = 11+ r2. Las cantidades de sal relacionadas con los dos
primeros depdsitos en el instante t son las siguientes: Vic;j(t) en el interior, rje; entrada por
unidad de tiempo y rjc;(t) salida por unidad de tiempo. Por tanto, V;ci(t) = rje; — ric;(t).
Asi pues, obtenemos las EDOs lineales de primer orden

Gt) +picit) =a;,  pi=7i/Vis @i =ep;,  j=12
Las cantidades en el tercer depdsito son: Vscs(t) en el interior, rici(t) + raca(t) entrada por
unidad de tiempo y rscs(t) salida por unidad de tiempo. Por tanto, Vscs(t) = rici(t) +raca(t) —
racs(t). Asi pues, obtenemos la EDO lineal de primer orden
c3(t) + pscs(t) = riei(t)/Vs + raca(t)/ Vs, ps =13/Vs.

d) mi—qoocr1(t) =e1, Hmi—qoo ca(t) = €2 y imy— i oo c3(t) = (1161 +1262)/(r1+72). Es decir, la
concentracion en los dos primeros depdsitos tiende a igualarse a la concentracion de sus unicas
entradas, pues fluyen con concentracion constante, mientras que la concentracion del tercer

depasito tiende a una media ponderada de las concentraciones limite de sus dos entradas. Los
coeficientes que cuantifican la ponderacion son los respectivos caudales de entrada.

(Reaccién quimica triple) En una reaccién quimica con tres productos A, B y C tienen lugar
simultaneamente los procesos

A— B, B+C— A+C, 2B — C.

Supondremos, al igual que en la reacciéon quimica simple del problema anterior, que la tasa
de reaccidon de cada proceso es proporcional al producto de las concentraciones (en moles por
litro) de los productos necesarios para que se lleve a cabo ese proceso concreto. Sean k1, ko y
ks las tres constantes de proporcionalidad. Plantear el sistema de ecuaciones diferenciales que
cumplen las concentraciones x1(t), x2(t) y x3(t). {Cuél es la concentracién de cada producto
en el equilibrio quimico? jEs estable?

(En las paginas 190-192 del libro “An Introduction to Mathematical Modeling” de
E.A. Bender se presenta un modelo mejor, aunque méas complicado.)

Las concentraciones cumplen el sistema no lineal auténomo

/
T, = —kix1 + kozoxs

:EIQ = klxl — k2$2x3 — k’3l‘22
:Cg = k31‘22

En el equilibrio sélo hay producto C' y es un equilibrio estable ya que (z1+x2+x3)" = 0 (la cantidad
total de los tres productos no varia), pero en cambio x = ksza® > 0 (la cantidad de producto C
nunca desciende). Reto: Intentar aplicar el método de linealizacion.

(Modelo depredador-presa o Lotka-Volterra, Dawkins pag. 311) Sean z(¢) y y(t) los tamafios
de las poblaciones de dos especies aisladas de presas y depredadores. Suponemos que las
interrelaciones entre estas especies cumplen los siguientes principios:
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28.

= Si no hay depredadores, la poblacién de presas crece exponencialemente (Malthus).
= Si no hay presas, la poblacién de depredadores decrece exponencialmente.
= El nimero de encuentros entre un depredador y una presa es proporcional al producto
de las dos poblaciones.
= Cada encuentro entre depredador y presa incrementa la poblacion de depredadores y
disminuye la poblacion de presas.
Plantear el sistema de ecuaciones diferenciales que modela el problema. ;Es lineal?

El sistema de Lotka-Volterra es ' = ax — bry = z(a — by), vy’ = dzvy — cy = y(dx — ¢), siendo
a,b,c,d > 0 las constantes de propocionalidad que representan la interaccion entre las especies. Es
un sistema no lineal, debido a los términos cuadraticos ry.

(Retrato de fases de Lotka-Volterra) Consideramos el SNL plano

2 = z(a—by)
{ Yy = yldz—c)
donde las cantidades a, b, ¢ y d son parametros positivos. El origen es un punto de equilibrio.
a) Calcular, clasificar y dibujar un croquis del sistema linealizado entorno al origen.
b) Encontrar el otro punto de equilibrio del SNL. Calcular, clasificar y dibujar un croquis
del sistema linealizado entorno al segundo punto de equilibrio.
¢) Determinar, si es posible, la estabilidad en el sistema no lineal de los puntos de equilibrio
por el método de linealizacién.
d) Calcular explicitamente la trayectoria del SNL que parte de la condicién inicial

z(0) =z9,  y(0)=0
situada sobre el eje de abcisas. fdem, pero con la condicién inicial

2(0) =0, y(0) = yo

situada sobre el eje de ordenadas. ;Es invariante el primer cuadrante? Es decir, ;Una
trayectoria del SNL que empieza en el primer cuadrante, puede abandonar dicho cua-
drante? Explicar el porqué.

e) Consideramos la funcién

V(z,y) = a7y“e (00O

donde las cantidades «, 3, v y § son pardametros estrictamente positivos. Hallar los
valores que deben tomar estos pardmetros (en funcién de a, b, ¢ y d) para que V(x,y)
sea una integral primera del SNL. Es decir, para que

LV, p)} = 0

para toda trayectoria (x(t),y(t)) del sistema no lineal.
f) Dibujar el retrato de fases global de este SNL.

En la pagina 69 del libro Notes on Differential Fquations de Bob Terrell publicado en
el enlace http://www.math.cornell.edu/~bterrell/dn.pdf| podeis ver el retrato de fases
cuando a = b= c =d =1, en cuyo caso queda un sistema del tema anterior, aparecido en el
examen de junio de 1999. Podeis restringir los célculos a estos valores unitarios.

(Dos especies competitivas) Sean ahora x(t) y x2(t) los tamafos de las poblaciones de dos
especies aisladas que compiten por un recurso limitado. Supondremos que, en ausencia de
una de las poblaciones, la poblacién de la otra se rige por el modelo de Verhulst (ecuacién
logistica). Entonces, el modelo cuando compiten las dos poblaciones es

{ ) = k1x1§1 — (=1 +p123«"2)/m1)
xh = kowa(l — (parzy +9C2)/m2)

39


http://www.math.cornell.edu/~bterrell/dn.pdf

29.

30.

Interpretar biolégicamente los parametros ki, ko, m1, ma, p12, P21. {Son positivos?

Por comparacion con el modelo de Verhust para una poblacion, k; representa la tasa inherente
de crecimiento per cdpita y m; es la capacidad de carga de la especie j, en ausencia de la otra especie.
Todos son positivos. Finalmente, p;; representa el efecto que tiene la especie j sobre la especie i.
También son positivos, pues las especies compiten.

(Pescando platelmintos) Un bidlogo con amplios conocimientos en sistemas dindmicos (!) tiene
una muestra de liquido que contiene varias especies diferentes de “platelmintos fototrépicos”
que siempre nadan en direccién a la luz méas cercana. Cada especie nada a una velocidad
diferente. Para aislar y extraer la especie que nada a velocidad v, el biélogo coloca el liquido
en un recipiente cilindrico (una cuba) transparente de radio r. A continuacién, hace girar
el recipiente con velocidad angular w situdndolo enfrente de una unica fuente luminosa. Los
platelmintos nadan en direccién a la luz, en contra del sentido de giro de la cuba.

Escribir el sistema de ecuaciones diferenciales que cumple la trayectoria (z(t), y(t)) de los
platelmintos al trabajar en coordenadas cartesianas, situando el centro de la cuba en el origen
y la fuente luminosa en el punto (r,0). {Por qué es necesario imponer que v < wr? ;Existe
algun punto de estancamiento? Es decir, jexiste alguna posicién tal que los platelmintos
situados en ella permanecen “estancados”?

Indicacion: La velocidad de cada platelminto es la suma de la velocidad de arrastre
(debida a la rotacién de la cuba) mds la velocidad propia al intentar llegar al punto (r,0).

FEl sistema no lineal auténomo es
v(r—zx)

¥ = —wy+ ===l
MR/ e

’ vy

= wr— ——2%
Y Vo7
El término (—wy,wz) proviene de la rotacidn de la cuba. El término =229 pepresenta el avance
' Vir—a)2+y?

de los platelmintos hacia el punto luminoso. Imponemos la condicion v < wr para que los platelmintos
no puedan “engancharse” a la luz. Existe un dnico punto de estancamiento.

(Retrato de fases del sistema “Pescando platelmintos”) Dos de los pardmetros del sistema
anterior se pueden eliminar, dando lugar al SNL
! e(l—x)

T T i
€y

/
A
que estd bien definido para todo (z,y) # (1,0) y tan sélo contiene un pardametro e € (0, 1).

a) Sabiendo que para todo € € (0, 1) existe un tinico punto fijo (Z, y) tal que § = \/Z(1 — ),
calcular la abcisa T en funcién de e. Comprobar que lim. .oz =0y lim._.; z = 1.

b) Calcular la matriz del sistema linealizado entorno el punto fijo (Z, 7). Comprobar que
el determinante de la matriz no depende de e.

¢) Clasificar el sistema linealizado anterior en funcién de e.

d) ;Qué se puede decir de la estabilidad del sistema no lineal a partir de los cdlculos del
apartado anterior?

e) Cuando el punto fijo es un foco, jen qué sentido giran las trayectorias cercanas a él:
horario o anti-horario? Razonar la respuesta.

f) iPara qué condiciones iniciales (x,y) # (1,0) empieza alejandose del origen (0,0) la
trayectoria del sistema no lineal que pasa por el punto (z,y) en el instante t = 07 ;Y
cuando empieza acercdndose? (Indicacién: Estudiar el signo de la derivada temporal de
la funcién V(z,y) = (22 + y?)/2. La respuesta no depende de e.)

(No es facil, ver http://www.mal.upc.edu/~edis/pescando_platelmintos.pdf!)
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EDPs

1. (Teoria Junio 2009) Escribir la ecuacién de ondas 1D. Escribir la ecuacién del calor 1D.
El cambio de variables u(z,t) = e*®?! transforma la EDP no lineal de segundo orden
Wy = Wyy + (w;)? en una ecuacién de ondas 1D o en una ecuacién del calor 1D. Decir en
cudl de las dos y probarlo.

Las ecuaciones de ondas y calor 1D estdn en los apuntes. Necesitamos calcular las derivadas
parciales de la “nueva” funcidn u(z,t) en funcién de las derivadas parciales de la “vieja” funcidn
w(x,t). Aplicando repetidamente la regla de la cadena, vemos que

Upy = wge",
Uzx = (wzz + (wz)z)ew7
Ut = wtew = (wxw + (wx)Q)ew = Ugg.

En la dltima igualdad hemos usado la EDP w; = Weq + (wx)2. Por tanto, la “nueva” funcion u(zx,t)
cumple una ecuacion del calor.

2. (Teoria Junio 2004)

a) Escribe la ecuacién de la cuerda vibrante infinita. ;Qué condiciones iniciales se necesitan
para poder aplicar la féormula de D’Alembert? Interpretar estas condiciones desde el
punto de vista fisico.

b) Escribe la ecuacién de Laplace en la regién cuadrada de lado dos centrada en el origen
cuyos lados son paralelos a los ejes con las siguientes condiciones de Dirichlet: el valor
de la funcién en cada punto de la frontera es igual a la distancia del punto al centro del
cuadrado. {Se necesitan condiciones iniciales? ;Por qué?

¢) Escribe la ecuacién del calor en una barra de longitud 7, con condiciones de Neumann
homogéneas y tal que la temperatura inicial sea constante e igual a uno.

3. (Una ley de conservacién en Calor 1D) Sea u(z,t) una solucién del PVI con condiciones de
Neumann homogéneas

Uy = KUy O<z<L t>0
u(z,0) = f(z) 0<z<L
u,(0,t) =0 t>0
ugy(L,t) =0 t>0
Probar que la funcién 7'(t) = + fo (z,t)dz es constante e interpretarlo fisicamente.

Basta probar que la derivada de la funcion T(t) es igual a cero:

2
x=L

T'(t)—l/Lu(act)d;r:—Ii U (a:t)dz:—i[u (,)]°— =0
L 0 t{Ly L o AT L x \4y =0 .

Las propiedades que hemos usado son: derivada bajo el signo de la integral (primera igualdad),
la ecuacidn del calor (segunda), el teorema fundamental del cdlculo (tercera) y las condiciones de
frontera (cuarta).
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La interpretacion fisica es que el calor se conserva, pues no puede escaparse por los extremos, luego

la temperatura promedio en la barra T(0) = + fOL f(z)dz se mantiene constante.

. (Una ley de “disipacién” en Calor 1D, Test Junio 2002 & Test Junio 2007) Sea wu(x,t) una
solucién del PVI con condiciones de Dirichlet homogéneas

U = KUy O<z<L t>0
w(z,0) = f(z) 0<z<L

u(0,t) =0 t>0
u(L,t) =0 t>0

Probar que la funcién E(t) = OL u?(x,t)dx nunca es creciente. ;Cudndo es constante? ;Y

cuando es estrictamente decreciente? Interpretar fisicamente el resultado.

Basta probar que la derivada de la funcion E(t) nunca es positiva:

E'(t) = /0 u(z, t)us(z,t)dx

L
K> / u(x, t) e (z,t)da
0

z=0

L
K [u(z, t)uq (z, t)}z:L — /12/0 ug>(z,t)de

L
—&2/ ug” (z,t)dz < 0.
0

Las propiedades que hemos usado son: derivada bajo el signo de la integral (primera igualdad),
la ecuacion del calor (sequnda), una integracion por partes (tercera) y las condiciones de frontera
(cuarta). Ademds, E'(t) = 0 < uz(x,t) =0 < u(z,t) = 0. Es decir, la funcidn E(t) es estrictamente
decreciente, excepto si la temperatura es constante (regimen estacionario).

La interpretacion fisica es que como el calor fluye libremente por los extremos —teniendo estos una
temperatura cero fija—, la temperatura en el interior tiende al equilibrio térmico determinado por
las condiciones de contorno.

. (Conservacién de la energia en Ondas 1D) Dada una solucién u(x,t) de la ecuacién uy = gy,
definimos su densidad de energia y su flujo de energia como las funciones

2 2
Uy (Z‘,t) Ug (J),t)
t =
cwh="a +t=5
respectivamente. Probar que e; + f, = 0.
a) Sea u(x,t) una solucién del PVI con condiciones de Neumann homogéneas

flz,t) = —ue(x, t)ug (2, t),

utt:C2ugL’z 0<x<L tER
u(z,0)=f(z) O<z<L
w(x,0)=g(xr) 0<z<L

uz(0,¢) =0 teR
Uy (L, t) =0 teR
Probar que la energia total de la cuerda vibrante
L 1 L 1 (L
E(t) ::/ e(z,t)dr = — ue? (z,t)dx + 7/ ug?(z,t)dx
0 2¢2 Jo 2 Jo

es constante.

b) Encontrar otras condiciones de frontera, que no sean las Neumann homogéneas, que
también conserven la energia.

¢) Expresar la energfa inicial en funcién de la posicién y velocidad iniciales.
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a)

b)

c)

Derivamos la densidad de energia: e; = ututt/cz + Ug Uzt = UtUzz + UeUte = — fo-
Basta probar que la derivada de E(t) es igual a cero:

E'(t) :/0 ei(z,t)de = —/O fo(z,t)dz = f(0,t) — f(L,t) = 0.

E'(t) = f(0,t) — f(L,t) = 0 & u(0,t)us(0,t) = ue(L, t)us (L, t). Por tanto, otra posibilidad es

poner condiciones Dirichlet constantes, pues entonces u(0,t) = us(L,t) = 0.
La energia inicial es E(0) = 37 OL g’ (z)da+3 foL (f'(a:))2 dz. El primer término es la energia
cinética y el sequndo es la energia eldstica.

6. (Pb4 Enero 2009) Sea u(z,t) una solucién de la ecuacién del calor 1D con condiciones de
contorno mixtas (Dirichlet en el extremo izquierdo y Neumann en el extremo derecho)

U — Uy =0 x€(0,m) t>0
u(z,0) = f(z) =€ (0,m)

u(0,t) =0 t>0
ug(m,t) =0 t>0

Encontrar una expresién de la derivada de la funcién

T(t) = l/owu(x,t)dx

™

que sélo dependa de u,(0,t).

Calcular la solucién u(z,t) cuando la temperatura inicial es f(x) = 2sin(z/2) cosz.
Indicacion: Podeis usar que el PVF resultante sélo tiene FUPs trigonométricas y también
podeis usar la férmula trigonométrica

2sinacosb = sin(a + b) + sin(a — b).

Probar que la funcién T'(t) obtenida para f(x) = 2sin(z/2) cos z tiene un minimo global
en el instante ¢, = (In3)/2 y tiende a cero cuando t — +o0.

u(z,t) = e %4 sin(3z/2) — e *sin(z/2).

T'(t) = —uz(0,t) /7.
T'(t) = (1 - 367%)67”4/2% se anula en t = t., es negativa si t < t. y positiva si t > t..

7. (Principio de superposicién en la cuerda vibrante infinita, Pb2 Septiembre 1994) Queremos
resolver el problema

a)

b)

Ut — gy = F(z,t) 7€R tER
(U)< u(z,0) = f(x) zeR
uy(z,0) = g(z) reR

Probar que si v(z,t) es una solucién de

Vg = CPUpg zeR teR
(14 v(@,0) = f(z) zeR
v(z,0) =g(z) xz€R

y w(z,t) es una solucién de

Wit — Cwey = F(z,t) 7€R tER

(W)q w(z,0)=0 reR

we(z,0) =0 zeR
entonces u(z,t) = v(z,t) + w(z,t) es una solucién de (U).
Resolver el problema (V') con f(z) =sinz, g(x) =1y c=1.
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Buscar una solucién del problema (W) con F(z,t) = (t? +2)sinz y ¢ = 1 que tenga la
forma w(z,t) = T(t)sinx.

Dar una solucién del problema original (U) con F(z,t) = (t? + 2)sinz, f(z) = sinz,
glx)y=1ye=1.

FEs una comprobacion tedrica simple.

Aplicando la férmula de D’Alembert vemos que v(z,t) = (sin(z —t) + sin(z +t)) /2 + t.
Necesitamos resolver la EDO T" +T = t* + 2 con las c.i. T(0) = T'(0) = 0. La solucion de
este PVI es T(t) = t2, luego w(x,t) = t*sinz.

Finalmente, u(z,t) = (sin(z —t) +sin(z + 1)) /2 + ¢ + t*sinz.

8. (Homogeneizar la EDP, Pb2 Enero 2003) Queremos resolver el problema

d)

U — Ugy —COST +sint z€R telR
U){ u(z,0)=0 zeR
ur(z,0) =0 reR

Encontrar una solucién particular w(x), que no dependa del tiempo, de uy —ty, = cos .
Encontrar una solucién particular z(t), que no dependa de la posicién, de la ecuacién
Upp — Ugpy = SINT.

Probar que el cambio v(z,t) = u(z,t) — w(x) — z(t) transforma el problema (U) en el
problema de valor inicial

Vi — Ve =0 2 €R teR
(V)< v(z,0)=f(z) zeR
v (z,0) =g(z) z€R
Calcular las funciones f(z) y g(z).
Resolver el problema (V') y, a continuacién, deducir la solucién del problema original (U).

9. (Pb4 Junio 2009) Vamos a resolver una ecuacién de ondas 1D con condiciones de contorno
de tipo Dirichlet homogéneas mediante dos métodos diferentes para compararlos.

a)

Calcular, aplicando la férmula de D’Alembert, la solucién del PVI

utt:C2ugpm xGR tER
u(z,0) = f(z) z€eR
w(2,0) = g(x) =eR
cuando la posicién inicial viene dada por la funcién f(z) = 2sinzx y la cuerda estd ini-
cialmente en reposo. Comprobar que la solucién obtenida cumple las condiciones de
contorno de tipo Dirichlet
u(0,t) =0, u(m,t) =0, vt € R.

Continuando con una cuerda inicialmente en reposo, jqué propiedades debe tener la
posicién inicial f(z) para poder asegurar que la solucién del PVI obtenida mediante la
férmula de D’Alembert cumple esas dos condiciones de contorno de tipo Dirichlet?
Calcular, aplicando el método de separacién de variables, la solucién del problema

Ut = CPUyy ze(0,m) teR

u(z,0) () =z e€(0,m)
u(x,0) =0 x € (0,m)
u(0,t) =0 teR
u(m, t) =0 teR

cuando la posicién inicial viene dada por la funcién f(z) = 2sinz
(Indicacién: Podeis usar que el PVF resultante sélo tiene FUPs trigonométricas.)
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¢)

Comprobar que las soluciones obtenidas en los apartados anteriores coinciden.

La solucién es u(z,t) = sin(z + ct) + sin(z — ct) = 2cos(ct)sinz. La funcidon f(z) que fija la

posicion inicial debe ser impar y 2mw-periddica.

10. (Calor 1D en una barra con condiciones de Dirichlet constantes) Consideramos el problema

11.

Ut — K2 Upe =0 x€(0,L) t>0
(%) u(z,0) = f(z) z€(0,L)

u(0,t) = « t>0

u(L,t) =p t>0

Encontrar unas funciones v(z) y g(z) tales que el cambio de variables w(x,t) = u(x,t) —
v(x) transforme el problema (x) en el problema

Wy — K2 Wee =0 2 €(0,L) t>0
w(z,0) =g(z) x€(0,L)

w(0,t) = 0 t>0
w(L,t) =0 t>0

(&)

Expresar v(z) y g(z) en términos de las cantidades o, § y L y de la funcién f(z).
Siguiendo el método de separacién de variables, imponer que w(z,t) = X (z)T'(¢) cumpla
la EDP y las condiciones de frontera (es decir, la parte homogénea) del problema (A).
Escribir claramente el PVF asociado a la funcién X (z) y el problema asociado a la
funcién T'(t).

Resolver el PVF asociado a la funcién X (z).

Teniendo en cuenta los VAPs del PVF anterior, resolver el problema asociado a la
funcién T'(t).

Calcular las FUPs de la parte homogénea del problema (A).

Probar que, a nivel formal, la solucién del problema () cumple lim;_ 4 o u(z,t) = v(z).
Interpretar fisicamente estos resultados.

Enhttp://www-math.mit.edu/daimp/HeatEquation.html se puede visualizar el fenémeno
de la temperatura limite o “steady state” mediante un applet de JAVA. Problema resuelto
en los apuntes del tema colgados en http://www.mal.upc.edu/~edis/edp.pdf.

(Pb4 Junio 2010; calor 1D en un anillo) Consideramos el PVI de calor 1D con condiciones de
contorno “periddicas”

Ut = = k?u Uz IG(*L,L) t>0
u(z, )ff() ve(-L,L)
( )— u(L, ) t>0

En esta formulacién la variable x se mueve sobre una circunferencia de longitud 2L. Asi pues,
las posiciones * = —L y x = L representan el mismo punto de la circunferencia. Por tanto,
temperatura y flujo coinciden en esas posiciones.

a)

b)
)

Dada una solucién u(z,t) del PVI, calcular la derivada de la funcién

L
T(t) = %/_L u(z, t)dz.

Encontrar los equilibrios térmicos del problema. Es decir, las temperaturas que cumplen
la EDP y las condiciones de contorno, pero que no dependen del tiempo.
Calcular lim;_, y o u(x,t) en funcién de f(z).
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Indicacién: Suponiendo que conocemos el desarrollo de Fourier

f@)=ao/2+ i ap, cos(nmx/L) 4 by, sin(nmx/L)
n=1

de la temperatura inicial, imponer directamente que la serie formal
u(z,t) = ag(t)/2 + Z an(t) cos(nma /L) + B (t) sin(nmz /L)
n=1

cumpla el PVI, sin seguir el método de separacién de variables, pues es demasiado largo.
Interpretar fisicamente los resultados obtenidos. ;Se tiende més rapidamente al limite
anterior cuando la longitud L del alambre es grande o pequena? ;Y se tiende mds
rapidamente cudndo la constante k? es grande o pequenia? ;Y se tiende mds rdpidamente
cuando el indice n del modo normal es grande o pequeno?

T'(t) = 5= [*, welw, t)de = 5 [, wpu (@, t)dz = k? (ue (L, t) — ua(—L, t)) /2L = 0.
Los unicos equilibrios térmicos son las temperaturas constantes.
La solucion formal del PVI es

u(z,t) = ao/2 + E;’lozle*(k”"/m%(an cos(nwx/L) + by, sin(nrz/L)).

Finalmente, lim_ 100 u(,t) = ao/2 = 5+ ffL f(z)dz, pues las exponenciales tienen a cero.
Interpretaciones: 1) La temperatura promedio se mantiene constante (no hay extremos, luego el
calor no se escapa); 2) El calor tiende a distribuirse uniformemente, luego la temperatura tiende
a un valor constante (equilibrio térmico); y 8) Ese wvalor constante coincide con el promedio
de la temperatura inicial. Los exponentes —(kﬂ'n/L)2 de las exponenciales son mds negativos,
luego se tiende mds rdpido al limite, cuanto mayores son la constante k> y el indice n, y cuanto
menor es la longitud L.

12. (Poisson 2D en un rectdngulo con condiciones de Dirichlet) Consideramos el problema

Upe T Uyy =2y 2 € (0,m) ye(0,2m)

u(z,0) =0 xz € (0,m)

(¥) < wu(w,2m) =2m2? z € (0,7)
u(0,y) =0 y € (0,2m)
u(m,y) =1 y € (0,2m)

Encontrar unas funciones v(z,y) y g(y) tal que el cambio de variables w(z,y) = u(x,y)—
v(z,y) transforme el problema (%) en el problema

Weg +Wyy =0 x € (0,m) ye(0,27)
w(z,0) =0 x € (0,m)
(AR w(z,2m) =0 x € (0,m)

w(0,y) =0 y € (0,2m)

w(m,y) = 9(y) y € (0,2m)
Siguiendo el método de separacién de variables, imponer que w(z,y) = X (2)Y (y) cum-
pla la ecuacién de Laplace y las tres condiciones de frontera homogéneas del problema
(A). Escribir claramente el PVF asociado a la funcién Y (y) y el problema asociado a
la funcién X (z).
Resolver el PVF asociado a la funcién Y (y).
Teniendo en cuenta los VAPs del PVF anterior, resolver el problema asociado a la
funcién X (x).
Calcular las FUPs de la parte homogénea del problema (A).
Resolver el problema original (x).

(Resuelto en los apuntes del tema colgados en http://www.mal.upc.edu/~edis/edp.pdfl)
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3. (Ondas 1D con condiciones de Dirichlet homogéneas) Resolver el problema

Ut = Cligy €(0,L) teR
u(z,0) = f(z) z€(0,L)
ug(2,0) =0 € (0,L)
U(Ovt) =0 teR
u(L,t) =0 teR

suponiendo que el desarrollo de Fourier de la posicién inicial es f(z) =3, 5, by sin(nrz/L).

Aplicar el resultado al caso L = 7 y f(x) = sin® 2.

La solucion es u(z, t) Y ns1bncos(nmet/L) sin(nrx/L). Si L =my f(z) = sin® z, entonces
u(z,t) = 3sinzcosct — 1 sin3xz cos3ct, pues sin® x = (3sinz — sin 3z) /4.

14. (Ondas 1D con friccién y condiciones de Neumann homogéneas) Consideramos el problema

Ut + Py — gy =0 x € (—m,m) tER

u(z,0) = f(x) z € (=m,)

(*) ut(a:70) =0 US (_77777)
Uy (—m,1) =0 teR
Ug(m,t) =0 teR

a) Siguiendo el método de separacién de variables, imponer que u(zx,t) = X (2)T(¢) cumpla
la EDP, la condicién de velocidad inicial y las condiciones de frontera (es decir, la parte
homogénea) del problema. Escribir claramente el PVF asociado a la funcién X (z) y el
problema asociado a la funcién T'(¢).

b) Resolver el PVF asociado a la funcién X (z).

¢) Teniendo en cuenta los VAPs del PVF anterior, resolver el problema asociado a la
funcién T'(t).

d) Calcular las FUPs de la parte homogénea del problema.

e) Estudiar el limite cuando ¢ — 400 de la solucién u(z,t).

f) Resolver el problema completo cuando la posicién inicial de la cuerda es

1) f(z) =cosz + 2cos? x.
2) f(z) =1+sin(3z/2).
(No es facil, consultar http://www.mal.upc.edu/~edis/ondas1D_friccion_Neumann.pdfl)

15. (Pb2 Junio 2001) Resolver por separacién de variables el problema

Up = T Upy + TU l<z<e t>0
u(z,0) =Tcos(2rlnz) 1<z <e

up(1,1) =0 t>0
ug(e,t) =0 t>0

Indicacién: La EDO del PVF es de tipo Cauchy-Euler.

La solucidn de este problema sélo tiene un modo normal: u(x,t) = Te 4t cos(2r lnx).

16. (Pb2 Septiembre 1991)
a) Resolver por separacién de variables el problema

Ut = Uz /2 O<z<m t>0
u(z,0) =sinz 0<z<m

u(0,t) =0 t>0
u(m,t) =0 t>0

47


http://www.ma1.upc.edu/~edis/ondas1D_friccion_Neumann.pdf

17.

18.

19.

b) Dado un parametro ¢ € (0,1), resolver por separacién de variables el problema

(1—62)vtt+20t:vm O<z<m t>0

v(z,0) =sinx O<z<m
v (x,0) =0 O<z<m
v(0,1) = 0 t>0
v(m,t) =0 t>0

¢) Calcular lims_,; v(x,t) y compararlo con u(zx,t).

a) La solucién del primer problema sdlo tiene un modo normal: u(z,t) = e */?sin .
b) La solucidn del seqgundo problema también tiene un dnico modo normal:

oz, t) = ((5 £ 1)e 0 95 4 (5 — 1)e*t/<1*5>/25) sinz, 0<6< 1.

t

¢) lims_ v(z,t) = u(z,t), ya que lim._oee~*/¢ =0 para todo t > 0.

(Principio del méximo y minimo en Calor 1D) Sea wu(z,t) una solucién continua para toda
posicién = € [—m, 7] y para todo tiempo ¢ > 0 del problema

Up = KUy —r<z<m t>0
wz,0) =22 -m? —rw<z<m

u(—m,t) =sint t>0
u(m,t) =te™! t>0

Calcular los valores méximo y minimo de esta solucién.

La temperatura inicial abarca el rango [77r2, 0]. La temperatura en el extremo izquierdo, el rango
[~1,1]. Y la del extremo derecho, el rango [0,1/¢]. Por tanto, M =1 es el valor mdzimo y m = —m2

es el valor minimo.

(Principio del maximo y minimo en Poisson 2D) Consideramos la funcién
u(x,y) = ag + b1z + bay + c117° + c122Y + c22y?

que depende de seis parametros y sea {2 un dominio acotado cualquiera del plano. ;Para
qué valores de los pardmetros podemos afirmar que u(z,y) alcanza su valor mdximo en 9Q7
.Y el valor minimo?

Derivando, Uy + tyy = 2(c11 + c22). Asi pues, cuando ci1 + ca2 > 0, la funcion u(z,y) es una
solucion continua de la ecuacion de Poisson 2D en el dominio Q0 con un término no homogéneo no
negativo y, por tanto, cumple el principio del mdximo. Similarmente, si c11 + ca2 < 0, cumple el
principio de minimo.

(Pb4 Enero 2010) Consideramos la ecuacién de Laplace 2D con condiciones de contorno de
tipo Dirichlet en el rectdngulo 2 = (0,7) x (0,27) dada por

Upy +Uyy =0 2z € (0,m) ye(0,2m)
U(:L',O) = f(ﬂj) S (Oa’/T)
u(z,2m) =0 2 € (0,m)
u(0,y) =0 y € (0,2m)
u(m,y) =0 y € (0,27)

a) Calcular la solucién formal de este problema suponiendo que el desarrollo de Fourier en
senos de f(x) en el intervalo (0,7) es f(x) = >, < by sinna.
Indicacién: Podeis usar que el PVF resultante sélo tiene FUPs trigonométricas.
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b) Ahora consideramos las funciones f(z) = z(7m — ) y f(x) = . ;Para cudl de ellas
podemos asegurar que la solucién u(z,y) no es continua en 2 = [0, 7] x [0, 27]? ;Por

qué? Sabiendo que en el otro caso la solucién es continua en 2, calcular sus valores
méaximo y minimo sobre €.

sinh(n (27— .
a) U(I, y) = anl bnw smmnax.

b) Si f(x) =z, la solucidn no es continua pues las condiciones de contorno no empalman bien en
el vértice inferior derecho (z,y) = (m,0). Si f(z) = (7 —x), aplicando el principio del mdzimo
y del minimo vemos que 0 < u(x,y) < 7°/4 para todo (x,y) € Q.
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