Equacions Diferencials Codi: 22701
Temps: 30 minuts Teoria 11 de Juny de 2001

e (10 punts)

(a)

(b)

Considereu el sistema lineal d’equacions diferencials ordinaries de primer ordre
Y'= A(x)Y + B(z) . (1)

Si ®(z) és una matriu fonamental d’aquest sistema, deduiu 'expressié d’'una solucid
particular de (1) mitjangant el metode de variacié de parametres.

Considerem 'equacié diferencial ordinaria lineal de segon ordre
y' +p@)y +qlx)y = f(z) (2)

Transformeu aquesta equacié diferencial ordinaria en un sistema lineal del tipus (1)
i utilitzeu els calculs de l'apartat (a) per a donar una solucié particular de (2
suposant conegudes dues solucions independents de la seva part homogenia, y;(x

y2(x).
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Equacions Diferencials Codi: 22701
Temps: 1 hora 30 minuts Problemes 11 de Juny de 2001

A. (10 punts)

(a) Demostreu que si x(t) és soluci6 de 'equacié diferencial ordinaria homogenia

"+ pt)x" + q(t)x =0 (3)
i y(t) # 0 és solucié de I'equacié diferencial ordinaria homogenia
y' +r(t)y =0 (4)
t
aleshores z(t) = % és solucié de l'equacié diferencial ordinaria homogenia
Y
&+ (p(t) = 2r(1) + (q(t) +r(1)* = p(B)r(t) —1'(£))2 = 0 (5)

(b) Triant convenientment p(t), q(t) i r(t) en apartat (a), trobeu la solucié general de
I’equacié diferencial ordinaria homogenia

2"+ (=3 +2cost)z + (2 +cos’t — 3cost —sint)z = 0.
(c) Trobeu la solucié general de I'equacié diferencial ordinaria NO homogenia
2" 4+ (=3 +2cost)? + (2 +cos’t — 3cost —sint)z = e S0,
Solucié:
(A.a) De (4) tenim y' = —ry. Per tant,

/ / /
p_ vy —xy x

e e 2
Y Y
Llavors, ' = yz' — yrz. De (3) tenim " = —pa’ — gz = —p(yz’ — yrz) — qx. Per tant,
2’y —x
z”zujw“zjtrz —p(z' —rz) —qz+ (Z —rz)r +1r'z 4+ 12
y?

Aixi: 2"+ (p—2r)2 + (—pr +q+1r*—1")2 = 0.

(A.b) Es clar que cal prendre: p = —3, r = —cost i ¢ = 2. L'equaci6 (3) queda
2" — 32’ + 22 = 0. La seva equacié caracteristica és m? — 3m + 2 = 0, que té les arrels
m =11im = 2. Per tant, z(t) = Ae' + Be?". Per altra banda (4) queda y' — (cost)y = 0
(equacié diferencial de variables separables), que té per solucié y(t) = Cel costdt — Cesint,
Aix{ z(t) = cret ™0t 4 cpe?Tsint,

(A.c) Usant el metode de variacié dels parametres amb f(t) = e™ St 2y (¢) = e!~sint §
29(t) = 2750 tenim:

t—sint 2t—sint

€ € _ 3t—2sint

z1(t) w=(t) | _ _ _
20(t)  25(t) e! =St (1 — cost) e*Sn4(2 — cost) ’
2t—sint

f(t)ZZ(t) e e —t —t

f Zl —smtet sint o o
us(t) = / dt / TR dt = /e dt = —e7*/2,
Zp(t) = (t) 1(t) + Ug(t) Q(t) e—tet sint 6—2t€2t—sint/2 — e sint/2_

Per tant, la soluci6 general buscada és z(t) = cje! ™St 4 cpe?tsint 4 e=sint /9,
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B. (10 punts)

B.1 Resoleu el problema de valors frontera per a ’equacié de Cauchy-Euler:

2?2 X"(x) +2X'(x) = XX (2), l<z<e
X'(1)=0
X'(e) =0

(Indicacié: Podeu fer servir el canvi de variable z = e® o bé buscar solucions del
tipus ™)
B.2 Resoleu pel metode de separacié de variables el problema segiient:

U = 22Uy + U, l<x<e, t>0

u(z,0) = Tcos(2m Inx)

uz(1,6) =0

uz(e,t) =0
Solucié:
(B.1) Buscant solucions del tipus X (z) = 2™ tenim que m(m — 1) +m — A =m? — X = 0.
Cas 1: A = p? > 0. Tenim X (x) = c;z* + coz™*. Llavors les condicions de frontera donen el

sistema:
H —H ) _ 0
pett —pe k-t Cs 0 )"

El determinat de la matriu del sistema és p?(e* — e ") /e que és no nul quan p # 0. Per tant,
en aquest cas només hi ha la solucié trivial.

Cas 2: X\ = Ao = 0. Llavors l'arrel m = 0 és doble i tenim X (z) = ¢; + coInz. Les condicions
de frontera donen: 0 = X'(1) =210 = X'(e) = ca/e. Per tant, co =01 X(z) = Xo(z) =1 és
solucié no trivial amb ¢; lliure.

Cas 3: X = —p? < 0. Ara les arrels sén m = £pi. Tenim X (x) = ¢; cos(ulnz) + cosin(pInz).
Les condicions de frontera donen: 0 = X'(1) = cop (per tant, ¢ = 0),1 0 = X'(e) = —c; L3202,
Les solucions no trivials sén Xp(z) = cycos(krlnx), up = km, \y = —k*72 amb k € Ni ¢
lliure.

(B.2) El problema homogeni associat és:

U = 22Uy +aU,, l<ax<e, t>0

Fem separaci6 de variables u(x,t) = X (x)T'(t) i obtenim els problemes:

22 X"(z) + 2 X'(x) = AX (z)
X'(1) =0 i (T' - AT =0
X'(e) =0

Usant Dapartat (B.1) tenim A\, = —k272, Xj(2) = cos(krlnz) i Tp(t) = e ™t amb k € Z,
k > 0. Per tant, la solucié general del problema homogeni és:
u(z,t) =3 are ™™ cos(knln ).
k=0
La solucié del problema no homogeni a més ha de complir:

7cos(2rlnz) = u(z,0) = Y _ay - 1-cos(kmInz).
k=0

Clarament, as = 71 ax = 0 per a tot k # 2. Llavors la solucié del problema no homogeni és:

u(z,t) = Te ™ cos(2m In ).



