Equacions Diferencials Codi: 22701

Temps: 1 hora 30 minuts 23 de Gener de 2006
Problemes
. 10
1. Considerem A = ( 11 ) Aleshores,

(a) Trobeu la solucié X (t) del problema de Cauchy X = AXy, X1(0) = ( (1) )

(b) Donat n € N, n > 1, trobeu X,,(¢), solucié del problema de Cauchy X; = A"X,,, X,(0) = ( (1] >

(c) Demostreu que per an € N, n > 1, X,,11(t) — X,,(¢) no depén de n.

Resolucio:
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(¢) Xni1(t) — Xn(t) = ( 1 >€t-

2. Considereu el problema

(1) up — 4ug, =0, z € (0,m), t>0

(2) wu(z,0) =sinz+z — (7/2), z € (0,m) (%)
(3) w(0,t) =—m/2, t>0 '

(4) u(mt) =m/2, t>0

(a) L’equaci6 (1) és una equacié de Laplace, de la calor, o d’ones? Les condicions de contorn sén
tipus Dirichlet o Neumann ?

(b) Trobeu una funcié v(z) que només depengui de = que sigui solucié de (1)+(3)+(4).

(c) Definim w(z,t) = u(z,t) — v(z). Trobeu fi(z,t), fa(z), f3(t), fa(t) de forma que w(z,t) sigui
solucio de

wy — 4wm—f1(a: t), x € (0,m), t>0

w@0) = @), ze0m) -
w(0,t) = f3(t), t>0 '

w(m, t) = fa(t), t>0

(d) Resoleu (**) pel metode de separacié de variables.

(e) Deduiu la solucié de (*) i trobeu el seu limit per a ¢t — oo.



Resolucio:

(a) Equaci6 de la calor amb condicions de Dirichlet.

(b) 0 =v; —4vzy = —40"(z) = v(x) = a + bz. Imposant que —g =v(0) =a, i g =v(m) = a + 7b,
resulta que a = —7/2,b=1= v(z) =z — 7/2.
wp — 4wy, =0—0=0= fi(x)t
() w(z,0) = (sinx + z — 7/2) — (r — 7/2) = sinz = fo(x)
w(0,1) = —m/2— (=1/2) = 0 = fo(1
w(m,t) =7/4—(n/4) =0 = fa(t)
') _ X"(z)

(d) w(z,t) (2)T(t); wy = 4wy = T~ X €
(d1) X" -2AX =0 Valors propis: A=\, = —n?, n € N
X0)=X(n)=0 Funcions propies: X (z) = X,(z) =sinz, n € N [’

(d2) T' = 4\, T = Ty (t) = e~ 47’1,
4"2tsinnx, n € N i, imposant w(z,0) = Z ane*4”2tsinnx = sinr =
n>1

Per tant, wy(z,t) = e~
—4tsinz

ap=1ia,=0,Vn#1= w(z,y) =e
(e) u(z,t) = w(z,t) +v(r) =e sinz + (z — 7/2) = tiigrnoou(ac,t) =z — (7/2).



Equacions Diferencials Codi: 22701
Temps: 30 minuts 23 de Gener de 2006

Teoria
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NOTA:

(a) Donat un sistema lineal homogeni X’ = A(t) - X, amb A(¢) matriu n X n, t € I C R, enuncieu la
formula de Liouville, que ens descriu I'evolucié de det ®(t), essent ®(¢) una solucié matricial del

sistema.
(b) Demostreu que si X'(t),..., X" (t) sén n solucions del sistema anterior amb X' (¢g),..., X" (o)
linealment independents, per a algun tg € I, aleshores X!(¢),..., X™(¢) s6n linealment indepen-

dents per a tot t € 1.

1
(c) En el cas A(t) = =B, t > 0, essent B matriu constant n X n, proveu que tota solucié matricial
satisfa det ®(¢) = tdet ®(1). Qui és c?

Resolucio:

(a) Si W (t) = det ®(t) és el wronskia de la solucié matricial ®(t) i «(t) = traca A(t), llavors W'(t) =
a(t) W(t).
t
(b) W' = a(t)W = W(t) = effo a(s)dsW(to), per a tot ¢ € I. Per tant, si W(ty) # 0 per a algun
to € I, veiem que W (t) # 0 per a tot ¢t € I.

1
(c) A(t) = ZB = a(t) = b/t amb b = traga B.

t
W' = %W, prenent fo = 1 = W (1) = e @Dy (1) = bty (1) = W (1) =

—> ¢ =b=traga B.



