
Equa
ions Diferen
ials Codi: 22701Temps: 1 hora 30 minuts 23 de Gener de 2006
Problemes1. Considerem A =  1 01 1 !. Aleshores,(a) Trobeu la solu
i�o X1(t) del problema de Cau
hy X 01 = AX1, X1(0) =  10 !.(b) Donat n 2 N, n � 1, trobeuXn(t), solu
i�o del problema de Cau
hy X 0n = AnXn, Xn(0) =  10 !.(
) Demostreu que per a n 2 N, n � 1, Xn+1(t)�Xn(t) no dep�en de n.Resolu
i�o:(a) X1(t) = etA  10 ! = et  1 0t 1 ! 10 ! =  1t ! et.(b) A =  1 01 1 !, A2 =  1 02 1 !, A3 =  1 03 1 ! ; : : : ; An =  1 0n 1 !. La forma de Jordande An �es J =  1 01 1 !. Una matriu de 
anvi de base �es Sn =  1 00 n !. Com J = S�1n AnSn,aleshores An = SnJS�1n i, per tant,Xn(t) = etAn  10 ! = SnetJS�1n  10 ! =  1 00 n ! 1 0t 1 ! 1 00 1=2 ! 10 ! et =  1nt ! et :(
) Xn+1(t)�Xn(t) =  1t ! et.2. Considereu el problema8>>><>>>: (1) ut � 4uxx = 0; x 2 (0; �); t > 0(2) u(x; 0) = sinx+ x� (�=2); x 2 (0; �)(3) u(0; t) = ��=2; t > 0(4) u(�; t) = �=2; t > 0 : (�)(a) L'equa
i�o (1) �es una equa
i�o de Lapla
e, de la 
alor, o d'ones? Les 
ondi
ions de 
ontorn s�ontipus Diri
hlet o Neumann ?(b) Trobeu una fun
i�o v(x) que nom�es depengui de x que sigui solu
i�o de (1)+(3)+(4).(
) De�nim w(x; t) = u(x; t) � v(x). Trobeu f1(x; t), f2(x), f3(t), f4(t) de forma que w(x; t) siguisolu
i�o de 8>>><>>>: wt � 4wxx = f1(x; t); x 2 (0; �); t > 0w(x; 0) = f2(x); x 2 (0; �)w(0; t) = f3(t); t > 0w(�; t) = f4(t); t > 0 : (��)(d) Resoleu (**) pel m�etode de separa
i�o de variables.(e) Dedu��u la solu
i�o de (*) i trobeu el seu l��mit per a t!1.



Resolu
i�o:(a) Equa
i�o de la 
alor amb 
ondi
ions de Diri
hlet.(b) 0 = vt � 4vxx = �4v00(x) =) v(x) = a+ bx. Imposant que ��2 = v(0) = a, i �2 = v(�) = a+ �b,resulta que a = ��=2, b = 1 =) v(x) = x� �=2.(
) 8>>><>>>: wt � 4wxx = 0� 0 = 0 = f1(x)tw(x; 0) = (sinx+ x� �=2)� (x� �=2) = sinx = f2(x)w(0; t) = ��=2� (��=2) = 0 = f3(t)w(�; t) = �=4� (�=4) = 0 = f4(t)(d) w(x; t) = X(x)T (t); wt = 4wxx =) T 0(t)4T (t) = X 00(x)X(x) = � 2 R.(d1) X 00 � �X = 0X(0) = X(�) = 0 ) =) Valors propis : � = �n = �n2; n 2 NFun
ions pr�opies: X(x) = Xn(x) = sinx; n 2 N ).(d2) T 0 = 4�nT =) Tn(t) = e�4n2t.Per tant, wn(x; t) = e�4n2t sinnx, n 2 N i, imposant w(x; 0) = Xn�1 ane�4n2t sinnx = sinx =)a1 = 1 i an = 0; 8n 6= 1 =) w(x; y) = e�4t sinx.(e) u(x; t) = w(x; t) + v(x) = e�4t sinx+ (x� �=2) =) limt!+1u(x; t) = x� (�=2).
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(a) Donat un sistema lineal homogeni X 0 = A(t) �X, amb A(t) matriu n� n, t 2 I � R, enun
ieu laf�ormula de Liouville, que ens des
riu l'evolu
i�o de det �(t), essent �(t) una solu
i�o matri
ial delsistema.(b) Demostreu que si X1(t); : : : ;Xn(t) s�on n solu
ions del sistema anterior amb X1(t0); : : : ;Xn(t0)linealment independents, per a algun t0 2 I, aleshores X1(t); : : : ;Xn(t) s�on linealment indepen-dents per a tot t 2 I.(
) En el 
as A(t) = 1t B, t > 0, essent B matriu 
onstant n � n, proveu que tota solu
i�o matri
ialsatisf�a det �(t) = t
 det�(1). Qui �es 
?Resolu
i�o:(a) Si W (t) = det�(t) �es el wronski�a de la solu
i�o matri
ial �(t) i �(t) = tra�
a A(t), llavors W 0(t) =�(t)W (t).(b) W 0 = �(t)W =) W (t) = eR tt0 �(s)dsW (t0), per a tot t 2 I. Per tant, si W (t0) 6= 0 per a algunt0 2 I, veiem que W (t) 6= 0 per a tot t 2 I.(
) A(t) = 1t B =) �(t) = b=t amb b = tra�
a B.W 0 = btW , prenent t0 = 1 =)W (t) = eR t1 (b=s)dsW (1) = eb ln tW (1) = tbW (1) =)=) 
 = b = tra�
a B.


