Equacions Diferencials Codi: 22701
Temps: 1 hora 30 minuts 31 de Gener de 2003

Problemes

A. Considereu el sistema d’equacions diferencials ordinaries
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(a) Classifiqueu el punt critic (0,0) i deduiu-ne 'estabilitat, segons els valors d’a.
Ind.: Podeu estudiar el signe de la traga i del determinant de la matriu associada.

(b) Trobeu una matriu fonamental per al sistema (1), segons els valors d’a.

[ x(t) z(0) \ (1
(c) Calculeu la solucié ( () > de (1) tal que < y(0) ) = < 0 )

(d) Trobeu el tligl ( i(t) >, on ( gg; ) és la solucié trobada a ’apartat anterior,

segons els valors d’a.

(e) Relacioneu el resultat trobat a (d) amb l'estabilitat del punt critic (0, 0).

Resolucio:

o 1

0 —(a+1)
valors propis sén A\; = a1 Ay = —(a + 1), tots dos reals. Tenim: A; + Ay = tr A = —1,
Al- Ay =det A= —a(a+1).

Distingim els casos segiients:

(a) Com que la matriu A = ( > és triangular, obtenim directament que els seus

e Sia< —-1loa>0= det A <0 = els valors propis tenen signe diferent. Per tant,
el sistema té una sella al (0,0), i és inestable.

e Si—1l<a< 0= detA>0. Comquetr A < 0, els dos valors propis seran negatius.
Observem que A\ = \y <= a = —1/2.

—1/2 1

— Sia=—1/2, llavors A = ( 0 —1/2

) no és diagonalitzable. Tenim un

node impropi estable.
— Si a # —1/2, tenim un node propi estable.
En tots dos casos, el (0,0) és asimptoticament estable.
e Sia=-1oa=0= det A=01i els valors propis sén 0 i —1. Per tant, el sistema
és degenerat i el (0,0) és estable no asimptoticament.

(b) e Sia # —1/2, els valors propis sén diferents i per tant la matriu A diagonalitza. En

1 1
aquest cas tenim els vectors propis v; = ( 0 ) de valor propi i vy = < —(2a+1) )

de valor propi —(a+1). Per tant, una matriu fonamental és ®(t) = (

eot e—(at1)t

0 —(2a+1)e (ot}

) |
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per exemple, el vector v; = ( (1) ) € [Ker (A+ 2]) \ Ker (A+ 2[)], 1vg =

e Si @ = —1/2, la matriu A = no diagonalitza. Prenem aleshores,

. e - o -12 0
<A+2[> v, = <0 ) Per tant, A = SJS™", essent J = ( 1 ~1/2
S = (1) (1) . D’on una matriu fonamental vindra donada per ®(t) = Se!’ =

t 1
—t/2
‘ (10)

(c) Si ®(t) és matriu fonamental, llavors ®(¢)®(0)~1és matriu principal. La solucié amb la

(t) ) = ®(t)®(0)~! ( 1 > Calculant amb

condicié inicial donada vindra donada per < y(t) 0
les ®(t) obtingudes a (b), obtenim:

o Sia#—-1/2,

(d) A partir de (c¢) deduim

. x(t) +o0
e Sia>0, hm =
( y(®) ) < 0 )
. z(t) \ (1
e Sia=0, tl}moo< y(#) ) = < 0 )
. x(t) 0
e Sia<0, hm = .
( y(t) ) ( 0 )
(e) e Sia>0,el(0,0)ésinestable i per tant cal esperar que hi hagi solucions que s’allunyin
del (0,0).

e Siaw =0, el (0,0) és estable no asimptoticament i per tant cal esperar que hi hagi
solucions que no tendeixin al (0,0) ni se n’allunyin.

e Sia<O0:
— Si—1<a<0,el(0,0) és asimptoticament estable i per tant tota solucié tendira
al (0,0).
— Si a = —1, el (0,0) és estable no asimptoticament (valors propis 0 i —1). La
solucié trobada tendeix al (0,0) perque es troba sobre la direccié estable del
(0,0).

— Sia < —1, el (0,0) és inestable (una sella). La solucié trobada tendeix al (0, 0)
perque es troba sobre la direcci6 estable del (0,0).



B. Considerem el problema de valor inicial per a ’equacié d’ones no homogenia

Upp — Upy = COST +Sint, Tz E€R, >0
u(z,0) =0 (2)
ut(x,0) =0

(a) Trobeu una solucié particular w(x) (que no depengui de t), de uy — Uy, = COS .
(b) Trobeu una solucié particular z(¢) (que no depengui de x), de ug — Uy, = sint.
(c) Si considerem el canvi v(z,t) = u(z,t) —w(z) — z(t), demostreu que v(x,t) satisfa un

problema de valor inicial del tipus

Vgt — Vg =0, z€R, >0
v(x,0) = f(z) (3)
vi(z,0) = g()
i determineu f(x) i g(x).
(d) Resoleu (3) i deduiu-ne la solucié de (2).

Resolucio:

(a) Substituint w(z) al’equacié en derivades parcials uy —uz, = cosx, obtenim 0—w,, = cosz,
és a dir w,, = — cosx. Integrant dues vegades, tenim per exemple la solucié w(x) = cos .

(b) Substituint z(t) a 'equacié en derivades parcials uy — uy, = sint, obtenim zy — 0 = sint.
Integrant dues vegades, z(t) = —sint.

(c) Amb el canvi proposat, obtenim el problema segiient:

U — Vg = (Ut — 0 — 244) — (Ugw — Wae — 0) = uyy — Sint — Uy — cosx =0
v(z,0) = u(z,0) —w(z) —2(0) =0 —cosz — 0= —cosz = f(x)
ve(x,0) = u(2,0) =0 — 2,(0) =0 — (=1) =1 = g(x)

(d) Tenim en (c) I'equacié d’ones en un domini no acotat. Apliquem la férmula de D’Alembert,
amb les funcions f(x) i g(x) trobades a (c).
1 1 [+t
wet) = S(Patn+fe-0)+y [ gls)ds=

r—t

= —i(cos(x—l—t)—l—cos(a;—t))—i—i/ lds =t — cosx cost.
z—t

Finalment desfem el canvi de I'apartat (c) per tenir la solucié de (2): u(z,t) = v(z,t) +
w(z) + 2(t) =t — cosxcost + cosx — sint.
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e Siguin A(t) i F(t) dues matrius n x n i n x 1, respectivament. Considerem el sistema
lineal d’equacions diferencials:
X' '=At)X + F(t) (1)
1. Definiu la nocié de solucié matricial fonamental del sistema homogeni associat a (1).
2. Deduiu una solucié particular de (1) pel metode de variacié de parametres.

3. Doneu la solucié general de (1).



