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PREFACI A LA MEMORIA DIGITAL

El que no queda registrat passa en poc temps a l'oblit, com si mai no hagués succeit.
Quan vaig presentar aquesta memoria per a obtenir el Grau de la Llicenciatura en
Ciencies Fisiques, 'any 1982, era habitual deixar-ne una copia impresa a la biblioteca
de la Catedra d’Astronomia, la Biblioteca de 1’Observatori de ’Ebre de la Facultat
de Fisica, i potser també a la Biblioteca de la Universitat de Barcelona. Aixo valia
tant per a tesis de llicenciatura com per a tesis doctorals. Si algi d’un altre pais volia
consultar-les ho tenia dificil: havia de demanar-ne els microfilms o fer de turista. En
pocs casos aquestes memories s’editaven integres en forma de llibre o en revistes locals
especialitzades (n’hi havia poques i en general van anar desapareixent). La ciencia és
d’ambit mundial, i una revista que no s’editi en llengua anglesa i es distribueixi urbi et
orbi no és eficag. El procediment de difusié habitual d’aquests treballs, especialment
les tesis doctorals, era i és fer-ne publicacions totals o parcials en revistes internacionals
del ram. Tanmateix, trobar un article publicat en una revista de poca difusié, o molt
antiga, era de veres una aventura. I si no, que ho preguntin a en Jaume Sanz i en
Miguel Juan, que encara recordaran quant de bé ens ho vam passar quan vam anar
amb Talgo a Saragossa a consultar uns numeros del Soviet Astronomy que tenien a
la Facultat de Matematiques. Cinc hores en tren des de Barcelona, amb una parada
fantasma i eterna al desert dels Monegres, per a no baixar-hi ningu.

Internet, per sort o per desgracia, ha revolucionat la manera de registrar i d’accedir
a les obres en tots les arees de la cultura. Internet és més eficag que la millor de
les revistes. Per aixo tothom s’ha posat a digitalitzar les publicacions i, per tant, es-
tan desapareixent les publicacions en paper. Per exemple, des de principis del 2010
la revista Astronomy & Astrophysics ha deixat de fer 1'edicié impresa d’algunes sec-
cions. I mira que feia il-lusié rebre per correu un sobre de color marré amb els reprints
dels articles! Després, els signaves, els dedicaves amb carinyo, i els intercanviaves amb
I’'Slobodan Ninkovi¢ o en Manuel Hernandez. Tot aixo s’ha acabat. Actualment, doncs,
si el que esta en paper no es canvia a format electronic, també passara a 1’oblit. Es la
llei d’evolucié dels registres, un camp en el que el lamarckisme encara s’hi manté vigent.

Conseqiientment, i com que em sembla que aquesta memoria encara pot ser d’utilitat,
he decidit rememorar-la i reeditar-la electronicament. Tot suposant que es pugui con-
siderar una primera edici6 la que vaig entregar al Departament de Fisica de la Terra
i del Cosmos. Hauria d’haver estat una tasca habitual, d’ofici, que les universitats



fessin un diposit legal de les seves produccions i les registressin amb un nimero de
serie. Pero no, aixo, aqui no se solia fer. Tot era bastant com d’estar per casa. Ja
sera doncs un guany, des del punt de vista conservacionista, tenir-ne una copia digital
que es pugui consultar d’arreu del mén (no sé, pero, si ser escrita en catala ajudara
gaire). Pero, sobretot, des del punt de vista cientific, o millor pedagogic, també 1i veig
alguna utilitat. Totes aquestes qiiestions, més aviat teoriques i basiques, també s’estan
oblidant. Requereixen temps i paciencia per a ser estudiades, i ara els plans d’estudi
compten amb molta Internet i poc temps.

Al primer capitol, s’hi exposen els principis fonamentals de la dinamica i 'estadistica
estellars. Es pot fer servir molt bé a mena d’apunts introductoris d’aquestes arees, tant
per a assignatures d’astronomia dels darrers cursos de grau com per les de postgrau.
Després, en el segon capitol, s’hi fa un repas de la teoria d’aproximacié de funcions:
espais de funcions de quadrat integrable, millor aproximacié, etc., amb emfasi especial
en els polinomis d’Hermite i Laguerre. Aixo és util en carreres de ciencies i enginyeria.
Finalment, en el darrer capitol, s’hi barreja tot. Es resol un problema d’aproximacié
d’una funcié de densitat de probabilitats multivariant a partir dels moments mostrals
d’unes variables aleatories, que en aquest cas son les tres components de les velocitats
de les estrelles properes. Per tant, és un bon exemple, senzill i bastant complet, que in-
clou coneixements d’astronomia, dinamica analitica, probabilitats, estadistica, analisi
funcional i analisi numerica.

Tot plegat també servira per a fer memoria del professor Dr. Juan José de Orts, un
home savi que va ser I'introductor dels estudis de dinamica galactica a Espanya. També
fou qui va teletransportar la Catedra d’Astroniomia des de la Facultat de Matematiques
a la de Fisica. Llavors, aixo podia semblar un rampell, pero ara no ens podriem imagi-
nar els estudis d’astronomia deslligats dels d’astrofisica o de radioastronomia. I també
recordaré la Dra. M. Assumpcié Catala, una dona de qualitats humanes i cientifiques
extraordinaries, i pionera de les astronomes d’Espanya enmig d’un munt de barbes.
Ells foren qui m’introduiren a tota aquesta tematica.

Aqui deixo doncs la memoria, per si algi la vol fer servir.

L’autor, marg de 2011.
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INTRODUCCIO

Continud, doncs, el seu caml; perd, que llarg que
era! ®Bn efecte, la carretera, el carrer principal
del poble, no duia al turé del castell,siné només
a les rodalies ...

FRANZ KAFKA, ®l Castell

Davant la impossibilitat d“una solucié determinista al proble-
ma del moviment de les estrelles dins la galixia, no queds altre ca-
mif, com en tants altres casos, que el de fer un estudi estadistic.

®1l que ens proposem en el present treball és donar un model per
a la funcié de distribucié (FDD, per abreviar) de les velocitats de
les estrelles, que sigui v3lid a l°entorn del sol. Per a aixd, ens
referirem a la mostra de 870 estrelles, considerades per Wrickson(1975),
preses del catdleg de Gliese(1969) i situades a un radi de 22 pe al
voltant del sol. Les constants numdriques,que s“utilitzaran, es recol-
zaran en aquesta mostrae.

Un model de FDD quedard acceptat o refusat segons si els seus
moments associats es éorresponen amb els calculats experimentalment.

Fins que Erickson(1975) va donar a condixer 1°‘existéncia dels
moments d‘ordre imparell a l°entorn del sol, totes les distribucions
proposades eren, basicament, simdtriques. Ara, ja no es poden mante-
nir i s“han de confeccionar nous models. Aqui n°hi ha un exemple.

La 1lInia que s’ha seguit és la seglent:

®n el primer capitol es comengca amb un repis a les qUestions fo-
namentals de la din&mica galictica, que posteriorment s‘usaran, a sa—
ber, funcié de distribucié, moments, relacions entre ells, teorema de
Jeans i equacié fonamental. Després, segons les integrals primeres de

les equacions del moviment de les estrelles, de que disposem a 1l’entorn



del soly veiem diversos tipus de FDD. ®n particular,desenrotllem el
model , que podriem anomenar quadrdtic en dues components de les ve-
locitats residuals, calculant les relacions generals que compliran
els seus moments. Finalmenf, tractem la distribucié quadrztica en
velocitats residuals, que fins ara s‘havia considerat un model bisic
i que permetia explicar els moments d“ordre parell.

®n el segon capitol, repassem i desenrotllem els mdtodes matemd-
tics,que permetran resoldre el nostre problema. La funcié desconegu-—
da roman sota el signe integral al calcular els moments. Per a calcu-
lar=la, cal expressar-la en forms polindmica i determinar els coefi-
cients.De fet,cada polinomi va multiplicat per una funcié que fa a la
FDD integrable a tot 1°espai. Si cada polinomi es calcula a partir 4°
una base de polinomis ortogonals, els coeficients vénen determinats
univocament pels moments i un moment no altera els coeficients ja cal-
culats amb els altres moments d’ordre inferior. Si no calculéssim els
polinomis amb aquest mdtode, cada vegada que es coneguessin nous mo-
ments hauriem de refer els calculs. Veiem, doncs, que és una aventatge
gran. Wls polinomis ortogonals,que necessitarem s6n els d“Hermite i
els de lLaguerre generalitzats. També es repassen,en aquest capitol ,
algunes propietats de completitut, aproximacié de funcions i altres
propietats caracteristiques d‘aquests polinomis, que ens seran d‘uti-
litate W1 mdtode descrit &s equivalent, si suposem que la FDD 4s de
quadrat integrable, a calcular-la a partir d“una base ortogonal de
funcions de l’espai de les funcions de quadrat integrable.

®n el tercer i darrer capitol, es proposa la funcid,que resol

el problema plantejat. Serd la superposicié d“una Schwarzschild gene-
ralitzada amb una funcid, producte d“’una quadratica en velocitats re -
siduals per una funcié imparella en la segona component d‘agquestes.
Aguesta solucib és possible griécies a que estld en el marc general 4°
una FDD del tipus f(I+)K, J). Naturalment s”aconsegueix que la FDD
sigui positiva, cosa que no sempre passa quan es fan aproximacions
polinomials. Al finaglitzar aquest tercer capitol, es proposa com a

métode general per al calcul de FDD°s, el prendre una funcié global-



ment expressada en una base de funcions de quadrat integrable. Ws pot
prendre, com a funcid pes, ung funcié tipus Schwarzschild. Les relaciong
entre moments no sén de tan bon calcular, perd matemditicament és una
forma més elegant de resoldre el problema. Per a que la FDD aixl ob-
tinguda sigui prou bona,; és essencial condixer quants més moments mi-
llor; d‘aquesta forma, tendirid en norma a la FDD que genera els moments.
™n aquest aspecte, cal subratllar que ens hem vist obligats a usar a-
quest procediment, donads la impossibilitat de recérrer a la funcié
caracteristica,com a genersdora de moments, i per la que, en cas de ser
possible, fent la transformada inversa de Fourier hauriem obtingut la
FDD desitjada.

Vull acabar, agraint sincerament al Dr. Juan J. de Orts el fet
de que m“hagi proposat i dirigit aquest treball, aixl com totes les
suggerédncies, aclariments i ensenyances que m“ha donat per a poder-lo

pertar a bon fi, sense les que no hauria estat possible.

Barcelona, Abril de 1982



1 - Puncié de distribucié de les velocitats estel.lars
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l.1 ~ Moments de la distribucié de velocitats estel.lars

Considerem el nostre model galadctic com una distribucié con-—
tinua de massa. La seva descripcié es realitza mitjancant la funcié
de distribucié (FDD), definida de la segtient forma:

Sigui Dx 1’espai vectorial real tridimensional, que denota les
posicions de les estrelles. ®Wls seus elements s6n de la forma X =

(xl, X, x3). Sigui D_ l’espai vectorial real tridimensional, que re-
presenta a les velocitats de les estrelles. Wls seus elements s6n de
la forma v = (vl, Vo v3). L°espai de fases es defineix com el pro-
ducte cartesia Dxx Dv'

La funcié de distribucibé és una funcid continua i diferenciable,
f s D xD x R—=R (R és el conjunt dels reals), tal que si teR
representa al parametre temps, a cada terna (gzg,t) 1li correspon
f(x,v,t), amb les segtients condicions:

f(x,vst) és sempre positiva.

Si dx = dxldede i dv = dvldVZdv3’ les integrals

(z’v, t) dx dV

—
mu
L\J
p.aea

DxD

existeixen per a qualsevol valor natural de i, jsk,1l,m,n.
%1 nombre d‘estrelles gue en el temps t es troben en una posi-
cié entre x i x+dx , i tenen una velocitat compresa entre v i vedv ,

vé donat per

adN = f(_’f’l”t) dx dv (1.1)



S“ha fet la suposici6é de que totes les estrelles tenen la matei-
xa massa (unitat), aix?, parlar de gquantitat d’estrelles o de quanti-
tat de massa serd equivalent.

Naturalment, la descripcié de 1l°estat d“un conjunt d’estrelles
a partir de la FDD és una idealitzacié de la realitat. Per exemple,pel
que fa a la continuitat de la FDD, en la gal3xia existeixen forts co-
rrents estel.lars, que contradiuen la hipdtesi de continuitat en les
velocitats. No obstant, tots els fendmens d°aquesta mena es poden con-

siderar locals i,en general, despreciables.

L’estudi estadistic de les velocitats de les estrelles es rea-—
litza a partir dels diferents moments associats a la FDD, considerant
a aquesta només com una funcié de la velocitat (x i t fixats) (Ogorod-
nikov, 1965):

Si N(x,t) és la massa d°estrelles per unitat de volum que hi ha

en un entorn de la posicié x en el temps t, és & dir,

N = N(x,t) = j f(x,v,t) dv (1.2)

La normalitzacié de la FDD s‘aconsegueix multiplicant-la pel factor ﬁ%-.

EA

Aleshores, el tensor de moments respecte a l°origen, d’ordre n,

es defineix com

wo=¥ x,t)=—1§-Jv ()" 2(xs3,t) av (1.3)

-
on (g)n representa la poténcia tensorial n-2ssima (v, eee 5 ¥)e

La velocitat mitja M, 1l°expressarem per

1

(1.4)

14>
[
e
b
o
s
il
le-—-'
N———
<
H
N
M
ad
<
-
o
N?
o
<

Definim, també, el tensor de moments respecte al centre,o moments



centrats, d°ordre n, com

" - "‘n‘-’f’”ﬁ%jv ()" #(xo3s%) av (1.5)

A les components de

(1.6)

U = V =

1<

se les anomena velocitats residuals, o velocitats referides al cen-—

troide (punt de D corresponent a ¥ ).

Les componentis de Mn es poden escriure,

per & n=1,

m, = ;L»J v, f(x,v,t) dv
v/, i == -

ver & n=2,

m

1
. B o= v, v, f(x,vyt) dv
5T Tyt a

i aixi successivament.

Tgualment, per a les components de Tn tenim, usant (1.6),

pel‘ - n=1’

‘,L_ = _].'— j u f(x’v,t) dv
15y g HBI)
b

per a n=2,

}L.. = JL-S uu, £(x,v,t) dv
1'] N v 1] -

i andlogament per a valors superiors de n.



-1
Al tensor simétric de segon ordre T2 s invers del T_ , po~-

2
dem assoeciar-li 1° el.lipsoide de velocitats residuals

+ :
on u és el vector transposat de u .

Aquest el.lipsoide, referit als seus eixos, seri

2 u2 u2
3 2 + 3 = 1

P11 il Poo W33

u

és a dir, els seus semieixos sén les velocitats residuals tipiques.

B facil obtenir relacions entre els moments centrats Tn i
els moments respecte a l°origen Mn s« Les calcularem en els casos
n=2 i n=3 .

Per a n=2,

__1_ 2 4 -
pirt) ) ) fm) a

=._1_5 v,vs £(@x,t) v —-1}?5 IASEE S SON
.

N s 1
1 -~ 1 LA
- e, — f t
Per tant,
Wi = B3 V.Y, (1.7)
1J 1J 13

Per a n=3 ,
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(vi=%y) (vi¥y) (™) f@wt) & -

1
viv,v f(},z,t) av -?

jk

),
J

vvv fx,v,t) av -

- vew f(x,v,t) av -1 LA v f(x,v,t) av +
N ijk - - N
b4 ¥
+ 2 5 £(x,vyt) dv + L V. f(x,vet) dv +
N ijk N Y175 P -
¥ y
1 e o 1
* = TV, f(xyvet) v - = v v f(x,vyt) dav
N), 13 k N
Y 1
Per tant,
= - ~ - a - a A A A 1.8
\Lijk mijk vimjk ijik vkmijf 2 vivjvk ( )

Les férmules (1.7) i (1.8), a vegades, es necessiten inverti-
des, 6s a dir, les components dels moments respecte a 1l origen en

funcié de les dels moments centrats. La inversié de (1.7) &s dbvia.

Per az la inversi6 de (1.8), tan sols cal substituir els mrs segons
(1.7), per a obtenir,
. -~ ~ ~ ~ ~ ~ l.
® o P Vil Viba® Vit ViV (1.9)

l.2 — Teorema de Jeans i equacié fonamental de la dinidmica estel.lar

Considerem el cas més usual, en que el moviment de cada una
de les estrelles vé regit pel seguent sistema d’equacions en coor-

denades cartesianes:
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X

= 2= U(x)

(1.10)

I Inge

U(x,t) és el potencial gravitatori, que &s continu i t§ primera i
segona derivada continues.

Acceptar el sistema (1.10) pressuposa que despreciem les for-
ces que no s6n de caracter gravitatori, com les degudes a col.lisions,
pas d®una estrella prop d°una altra, etc. Només comptem amb les for-
ces causades per la massa que genera el potencial.

Aquests tipus d’hipdtesis no constitueixen cap problema greu ,
al menys a l°entorn del sol. @1 temps de relaxacid per a les estre-
lles a prop del sol és d‘uns 1012 anys, mentre gque el perlode de rTo-
taci6 al voltant del centre galactic és d’uns 108 anys. Per a que es
puguin notar els efectes de desviacié de la trajectdria d’una estre-

1la, aguesta haurd de donar moltes voltes a la galidxia.
?1 sistema (1.10) &s un sistema hamiltonia amb

H = H(z,v,1t) =-§- v . U(x,t)

i es pot escriure com

-g—t(_ls,z) = g(xs¥st) (1.11)
amb
? p)
g(}ﬂ_’vt) = (S;H’ -S;H)

Sigui ¢t(§,g) el flux associat al sistema representat per
(1.11). ®s a dir, ¢t(§23) és solucié del dit sistema sota unes

condicions iniecials ¢o(x ¥,) = (x,¥ ) (4rnold,1974). aleshores,

il o
els punts de la forma (x(t),v(t)) = bt(gozyo) determinen 1°drbita
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que passg per (go,zo) + A més, com es verifica

divgz;a——a-—H-t;-(-—D—H) =0
\'

d3x I 2]

154
I
|54

el flux <bt(_a_r,lr) preserva volum, és a dir, si Gc D xD, estd aco-

tat i t6 el volum definit, es compleix (4Arnold,1978,p.68)

volum(f)o(G)) = volum((bt(G)), per a tot teR

Per tant, el jacobiia del sistema és

J (bt (_Z’X)
D) (E’X)

mstudiem com és transportada pel flux la massa d“una regid
Ve Dxx Dv al passar d°un temps zero a un temps + (Kurth, 1957).

Com que el jacobii val la unitat, tenim,

f t
j £(x»v »0) dx dv (x,%5t) dx dv

: oo

JV f.(lto’l’o’o) %, JV f((‘)'l:(lco’-zo)’ %) x4,

Tenim, doncs, gque

JV (f(EO’IO’O) - f(¢‘t(]—to’zo)’t)) d_god_‘zo =0

Com aquesta igualtat és vialida per a tota regié Vc Dxx Dv i per a
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tot temps, concloim que
29, (x 07 )st) = £(x ¥ _,0) (1.12)

per a tot (gatzo,t)e'nxx D xR . %n consequdncia, f(¢t,t) es man-
té constant sobre cada drbita: f s funcidé de les integrals primeres
de les equacions del moviment. Donades sis integrals primeres inde -

pendents Il’ S g I6 del sistema (1.11), es compleix,

f: f(Il, eoco g I6)
Agquest important resultat s conegut com teorema de Jeans.
Ara bé, per a coneixer les integrals primeres, cal tenir préviament

la forma explicita del potencial U(x,t). Com de moment no la sabem,

farem algunes hipdtesis al respecte, que utilitzarem més endavant.

Si el potencial &s estacionari, tenim %% =0 i U=U(§).

Consequentment,

CV
Loz

U _9U . x (1.13)
at

d

I

Anant a (1.10), multiplicant escalarment les dues igualtats, en for-

ma adequada, i utilitzant (1.13), obtenim

2
dat 2 dt

Integrant, tenim la integral primera (de l’energia),

I1 - + 2 U(x) = const.
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Bxpressem x 1 v en coordenades cilindrigues:

= ('IB", %y Z)
(M,8,2)

I5¢
1

k4

Llavors, el potencial s‘’escriura U=U(w,®,z,t) i el gradient s’ex-

pressars com

J 9
%5

alw

)
- (%

v bt

Tenint en compte que

i‘ = (ﬁ.T,CUé’ ;!-)
%= (F-wé", 2abe+wd, &)
podem escriure (1.10) de la seglient forma,
é = (1,0,2)
(1.15)
v = (-QU*QE _1Ju _T@ _Ju
- T w ’ ‘01'3_ w dz

(Les coordenades cilindriques les podem prendre de forma que l’eix
z sigui perpendicular al pld galdctic, aquest determinat per 2z =o0

i wW,® seran les coordenades polars sobre agquest pla).

Suposem, ara, que el potencial presenta simetria cillndrica.

Aleshores, tenim que , %%==O « Prenent només la segona component

de v en (1.15), es verifica,

3 T @

B w

que integrant, ens déna la integral primera (de les arees),
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12 =w®= conste.

Un darrer cas. Suposem el potencial sepvarsble, de la forma
U= Ul(ﬁf,e,t) + U2(z)
Llavors tindrem,

Pl

=

_ dUz
dz

[+ %]
N

Prenent en (1.15) la tercera component de‘j s Veiem que

v 92 _ 5 _ - 902

dz dz

Integrem, i obtenim una altra integral primera,

, 2
13 =27 +2 Uz(z) = const.

Per a obtenir 1l°equacié fonamental de la din2mica estel.lar ,
tornem a (1.12), que era una funcié que es mantenia constant sobre

cada drbits. Derivant-la respecte al temps,

2f LA (1.16)
Dt ot Jdx dat Jv dt

Aquest resultat s conegut, normalment, com teorema de Liouville i
constitueix 1°equacié fonamental de la dindmica estel.lar. Corres-—
pon a la hipdtesi que haviem fet sobre la no existéncia de col.li-
sions. Si en tinguéssim, la variacié de f en el temps seria deguda

a l%efecte de les col.lisions i tindriem 1l‘equacié de Boltzmann
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(Mihalas, 1968) ,

Usant, ara, (1.10), podrem escriure l‘equacié fonamental (1.16)

en coordenades cartesianes,

3

*—
1 2
P 9xl Ix, 2x, 3 av, % IV I%, IV

Normaelment, és més Util tenir-la expressada en coordenades cilindri-
ques, Jja que en la majoria dels casos es treballs sota la hipdtesi
d“aquest tipus de simetria. Recordant (1.15), podem escriure (1.16)

en cilindriques:

2
2f qdf (@2F , ,0f OFf (@ _JUy_Jf (1JU W@y JfJu_
2 T t5ae T ity (e i) i (et ) 550

A partir d”aquesta egquacidé, multiplicant per les diferents po-
téncies tensorials de v i integrant a tot Dv’ obtindriem les anome-
nades equacions "hidrodinZmiques". Aixf eliminariem la FDD a canvi
d“aconseguir relacions entre els moments dels diferents ordres. Tan-
mateix, tindriem més moments que equacions i mai podriem tancar el
sistema. S°havia pensat que l’equacié de Poisson podria servir per
a tancar-lo, perd les observacions han demoétrat que entre les estre=-
lles de la galaxia hi ha gran quantitat de pols i gas interestel.lars,
de distribucié desconeguda. Wn aquest cas, 1l°equacié de Poisson
seria

AU =47 (N e N_ )
gas

(on A &s 1°operador laplaciana i Ngas representa la densitat de gas
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i pols alhora) i per tant, no ens elimina cap antiga incdgnita.
Ja que aixi no podem obtenir informacid suficient sobre els
moments (alguna se’n pot aconseguir introduint més hipdtesis), és

aconsellable fer un estudi directe sobre la FDDes @1 farem tot se-—

guit.

1.3 = Forma general de la funcié de distribucidé a 1‘entorn del sol

Prenem ung mostra prou gran d‘estrelles situades a 1l°entorn
del sol, de les quals coneixem amb bastant aproximacié les compo-
nents de les velocitats residualsy i per tant, la distribucié de
moments. studiarem de quin tipus ha de ser la FDD per tal de que
es correspongui amb la distribucié de moments.

%n un entorn del sol, podem suposar que x es manté constant,
per comparacié amb les dimensions de la galdxia. Andlogament, po-
dem suposar que t &s constant, ja que 1l°evolucié de la galixia és
molt lenta. (Les refer®ncies temporals es prenen en comparacié al
periode de rotaci6é de les estrelles entorn al centre galictic).
®n conseqldncia, només considerarem la dependdncia de la FDD en
la velocitat, perd abans, ja que el teorema de Jeans assegura gque
la FDD és funcid de les integrals primeres de les equacions del
moviment, vegem gquines d’aquestes integrals primeres seran vali-
des en 1l°entorn del sol considerat i quines permeten explicar sa-

tigfactoriament la distribucié de velocitats.

®n un curt intervsl de temps, la forma de la galZixiz no va—
ria de maners apreciable. Aixd permet suposar que el potencial

no depén del temps, és a dir, el potencial és estacionari:

AU . :
Ll =0 1 U=U(x)
7t =

Per tant, com ja s’havia vist, disposem de la integral primera Il.
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Bn coordenades cilindriques 1‘escriurem
2 2 2
Il =T +@ + 2 + 2U(wo,z2) (1.17)

Si la distribucié de masses presents simetria cilindrica, el

potencial també. Aleshores, es compleix
-9-‘1=%g-=o i U= U(w,z)

(®n aquest sentit, Chandrasekhar(1942) va demostrar que si el sis-
tema és estacionari, és a dir, no hi ha cap mena de depend®ncia teg
poral, i la FDD és quadritica en velocitats residuals, el potencial
també presenta simetria cilindrica).

Com ja sabem, quan el potencial posseeix simetria cilindrica,

el sistema admet la integral primera

I,=w® (1.18)

Per altra banda, l’entorn del sol es troba molt a prop del
pla galactic, mentre que estd lluny del centre de la galizxia. La
component z de la posicié és molt petita comparada amb ls compo-
nent @ . Per aquesta rab, la part del potencial gue depén de 1la
variable z es pot considerar com una pertorbacié a la part depen—

dent de wi ® , de la forma
U(m’,a,z,t) = Ul(w,e’t) <+ U2(Z)

- ®n aquest cas podem recédrrer a la integral primera

2
13 =7 + 2U2(z)
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Vegem quins moments ens dongria una FDD, segons les integrals
primeres (d‘entre les anteriors) que utilitzessim.
Primerament, escriurem les components dels moments, definits

en (1.3) i (1.5) :

Per a M )
n

| par
mpqr = Jv vlvgv3 f(v) dv (1.19)

(Com ja s’ha dit, només considerarem la dependéncia de f en v, al

treballar a l‘entorn del sol).

Per a T ,
n

Ppgr ~ '1%? j vl_‘.rl)p(vz_%)q(%_%)r 2l 2 (220)
v

amb ¥ = (%1,92,%3) segons (1l.4). I si ho escribissim en cilindri-

ques, posariem

¥y = (TTO,@)O,ZO) (1.21)

A partir d’ara, la discusié sobre els moments es farid fins als
de quart ordres; el motiu és que per a moments d“ordre superior, els
seus valors es confonen amb els seus errors. Les observacions enca-—

ra no sbén prou precises.

Distingirem diversos casos i treballarem en cilindriques:

a) Suposem gque només fem Us de 1°estacionarietat del potencial.

®n aquest cas,

f = kP(Il)
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Per (1.17), veiem que la FDD és funci6 parella en M, ® i Z ;
per tant, al calcular ¥ = M, obtindrem T = (%=Zo=0 .

Aguest és un model gque en promig resta inmdvil: cada punt serd
un centroide.

Observant (1.20), veiem que, al ser ¥=0Q , les variables T,

@, Z s6n permutables. Aixi, es verificari,

200~ I 020~ Hooz
Pooo™ Poo2™ Poo2

V400~ Hos0™ Foos

i tots els moments centrats, que tinguin algin Index imparell, seran

nuls. A més, com veurem posteriorment, es complird la relacié
Ma00™ 3 Poo2 (1.22)

Aquesta distribucié, esfédrica, no es correspén gens amb els
valors obtinguts per observacid, que es diuen més amb una distribu-
ci6é el.lipsoidal.

Necessitem alguna altra integral primera per a explicar-ho.

b) Si ens posem sota les hipdtesis de potencial estacionari i

a simetria cilindrica, tenim,

Observant (1.17) i (1.18), comprovem que la FDD és parella en T i

Zs lo qual mena, segons (1.19), al resultat TTo=zo=(), i en gene=

ral, ® # O. Correspondrd a un model de rotaci6 pura, més semblant
)

al cas real, que no pas 1l°anterior.
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Com en Il les variables i Z s6n permutables i en 12 no apareixen,

pels moments parells,es satisfaran les relacions
Pooo™ Yooz ? Pooo™ Pooe *  Vgo0™ Moo (1.23)
i, pels moments d‘ordre imparell,

Fo10™ Po12 (1.24)

%n general, també seran diferents de zero, PO2®’ }LOSO’ '*0401 H202.

Les relacions (1.23) i (1.24) continuen sense ser satisfactdries.
R b6, perd, gue apareguin moments imparells no nuls. Fins fa alguns
anys, era comunment acceptat que no hi haguessin moments d‘ordre im-
parell, perd els resultats obtinguts per Erickson(l975),i confirmats
per Nufiez(1981), no han deixat cap dubte de la seva existéncia.

®n aquest cas b), al igual que en a), es verifica (1.22).
c) Introduim la tercers i dltima de les hipdtesis, ver g inten-

tar explicar la distribucié de velocitats. Junt amb les dues

anteriors, inclourem la separabilitat del potencial. iAleshores,

f = @(11,12,13)

La paritat de TTi % en la FDD d6éna, com abans, el resultat TTO=ZO=0
i, en general,dbo # 0. Continuem en el cas de rotacié pura i els mo-

ments diferents de zero =6n els dotze segtents,

Po00 * Fozo ? Mooz * Maio * Poso ’ Forz

P 220 * P20z * Yozz 7 400 * Mogo * 1 004
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Aquest és el minim conjunt de moments que, segons Brickson(1975),
podem suposar diferents de zero. Wntre ells,es satisfan, aproximada =

ment, les geguents relacions:

Pooo _ Y10 Maso _y . Paoo 42 (1.25)
Hooz Poiz Foze Foo4
Pooo _ Mooz 0, Ha00 _ *72 (1.26)
Hooo Moz Ho40

amb A i /] diferents de l. Observem que ja no es verifica (1.23), com

passava en a) i b).

Abans de continuar, i per a il.lustrar un cas particular de. c),
que veurem posteriorment, anem a estudiar un tipus de FDD, que en
podriem dir "guadritic en dues components de les velocitats residuasls",
que déna lloc a unes relacions entre els moments, de la forma que ne -
cessitem.

Sigui, doncs,

2 2
f = (F( ua + G’U.‘LL 9 uia) (1027)
amb

w = V. - fr s J= 15243 - geR

Amb aquest canvi de variables, (1l.20) s’expressari com

[

N [ T Y 2 2
P/?‘IPZPS- N Ju he u&z s tF( By, * ﬁ—u;% s U.L%) du (1.28)

La integral (1.28) només cal considerar-la quan . i v, s6n parells
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o0 nuls, doncs en altre cas s”“anularia.

Fem el canvi de variables,

U.L =fCOSX
o 3 (u; su; yu; )
w, =G0 psiny e M

3(109’8%5)

~A/3,

u- =
iy =6

i (1.28) es converteix en

[ 4

o 2

o B(( R R A o 8
H ptaps =§N-G H f o *P(f ’T) p dfdl?j (cosy) (siny) ay (1.29)

-0

Ara bé, si per a pi i pé parells o nuls, tals que

b rd

P, + P, = P + P (1.30)

Ar

= i fz Ts ?I'. . ?‘z
Z S p c \P(F ,t)f dfdz;jo (cosp) (sinp) ap  (1.31)

=
>
=
S

i
= 'q i

Per (1.30), les integrals dobles de (1.29) i (1.31) coincideixen.

Al calcular-ne el guocient,

n

, 2 i
Frpp PR J (conf)” (atnp) " oy
=T %

' ‘ (1.32)
P'f f’tf?' i J (COSY)i>4 (s:i.n,x)?Z dy

Ja que pl, p2, pi, pé no sén impasrells, les funcions gue aparei-
xen sota les integrals de (1.32) tenen el mateix valor a cada qua=-

drant i es poden escriure recorrent a la funcié Beta d‘Ruler, defi-

nida com,
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V2
214 2p-4
B(xyp) = 25 (cosy) (siny) af (1.33)
‘ ()
Aix?, (1.32) quedars,

FatA ]’z"’"

}‘Lﬁ&ﬁ -6_7’1 B B(Z 2 9 2 =)

1olp. WA Path

M pieips B(? =)

I expressant la funcié Beta a partir de la Gamma d‘RBuler,

e - L) 0.3

tenim, per & P,y P, pi, p’ parells o nuls,

1 2 2

p fat 4 fati
H b ps | JER [(=) [(—=

) (1'35)
o +A -+ 4
Hi’ P2 Pa r( o I 712 )
1
Vegem algunes conseqUéncies de (1.35):
si P, = pé i p,= pi s (1.35) es converteix en
il 2
HT«FzYa -G 2 (1.36)

(1) De la mateixa forma, es demostraria per a una FDD una mica
m
més general, de la forma f = Lf(|u-h| + Q'Iuhjm Uy ) 5 que
so!'ta les mateixes condicions, es verifica

i A+ A >+
P(fn P2 P2 Gh_“ii r(‘t‘ﬁ" ) r(—f—-i)

P o bt s Mty [& 3

m
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2

Aix1, per exemple, si f = l{?(TTZ-;-\?(@-@O) s Z) s (1.36) serd

(fent p)=p 5 P,~q i P,=7)

" p=q
—2dr - 2 (1.37)

t'Lqpl‘

o b, si f =‘P(ﬁ2+),zz,@>), (1.36) sera (fent =P s P=T i p3=q)

Fpgr_ p 72 (1.38)
}LTQP

Fixem-nos en que les relacions (1.25) i (1.26) s6én uns casos
particulars de (1.37) i (1.38).

També, (1.35) ens servird per a demostrar la relacié (1.22),
que apareixia en a) i b), i fer una petita generalitzacié. Wn efecte,
observem que tant en a) com en b) teniem una FDD de la forma
f=9 ('Tf2+/\22, ees) amb )\ =l. Llavors, aplicant (1.35) amb p1=4 ,

P2=0, Pi=Pé=2 i P3=p§=p, tenim,

Papo _ _[(s/2) Taze) _
r(3/2) [(3/2)

rLZPQ

®n altre cas, amb A# 1 , obtindriem

Fapo _ ;) (1.39)
Hop2

Agquesta darrera relacié, amb p=0, és forga concordant amb els re-
sultats d“Brickson(1975).

Concloim, doncs, en que per a satisfer-se (1.25),(1.26) i (1.39),

caldria prendre la FDD com
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7= 9 +7(6-0)% + A2°) (1. 40)

que continug siguent un model de rotacié pura. ®n particular, per
a unag distribucid el.lipsoidal en velocitats residuals, com és
(1.40), tenim, combinant (1.25), (1.26) i (1.39), la seglient re-

laci6 entre els moments de quart ordre (Ords,1975)

| Poso Poos _ VHaoo Poos - VFaoo Poso _ 3 (1.41)
Hozo H 202 220

Disscrtadament, una FDD com la (1.40) no proporcions moments
d‘ordre imparell: la FDD és parella en les velocitats residuals .
Per a esmenar aquest problema, estudiem un cas important de c), so-

ta les mateixes hipdtesis.

Prenguem una FDD de la forma segtent (Ords, 1980):
f=9(I,+A=-1)I_,I ) = “(TT2 :f}\z2 &) (1.42)
—‘Q el 37 o ‘f’ 9 ®

Segons el que acabem de discutir, (1.42) verificaria (1.25) i (1.39),

és a dir, donaria lloc a les relacions

Pooo . Fato_ Moo _y
Fooe  Poiz  Voeo

Tao_ 2, taw_y
M o004 P 202

T & més a més, els moments serien, en general,

Fo20? Yoz0™ Poso
diferents de zero.

Per tant, ja que totes aquestes relacions sOn satisfactdries,
podem concloure que, amb les integrals primeres Il, 12 i 13 i amb

una FDD ds la forma (1.42), tenim un model plausible per a explicar
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la distribucié de velocitats en un entorn del sol.

Seguidament, detallarem un model,més concret i fonamental, per
g la FDD. Posteriorment, serd utilitzat per a construfir una FDD a

1°estil de (1.42).

l,4 - Distribucié guadratica en velocitats residuals

Inicialment, s‘’havias suposat que les estrelles de la galdxia
es movien de forma aleatdria en totes direccions. Com les molécules
d“un gas. D°acord amb la llei de Maxwell de la teoria cindtica dels
gasos, la FDD ha de ser esférica en les velocitats residuals, és a

dir,

f = Q(ui-u- ugq- u§) = @ u2)

Observem gue només depén del mddul de ls velocitat residual, i per

tant, descriu un model isdtrop en l’espai de velocitats.
L’expressié final de la llei.de Maxwell per a la FDD és la

corresponent a una llei norﬁal en tres variagbles, amb mitja zero i

la mateixa desviacié tipica per a les tres:

2 2
.._l.(u + U+ ui)

Q@ - o 27 1

Una primers generalitzacié de la distribucié maxwelliana és
la FDD d°Schwarzschild. %n ella, les desviacions tipiques sén di-

ferents per a cada variable:

1 2 2 2
- O
2( 1u1+uéu2+aéu3)

- 4 =<P(ului+u2u§+o%u§) = e (1.43)

Relacionant-ho amb el que s’ha dit en 1l°apartat anterior ,



la distribucié de Maxwell és tal que, si acceptem els valors Tl'o:
®°=ZO=O s la FDD &s del tipus descrit en el cas a) de l°apartat
anterior: f=‘f(11). T si suposem TTO=Z°=O i ®°;!0 , ens trobem en

el cas b): f=lf:(Il,12). ®n aquest segon cas, tenim, més en concret,

= i{)( 1,- 2«12)

Jja que

Il- 20:12 = TT2+(§+22+ZU- 2wl =

+(®—ch) +7Z +2U-\>~2W2

™n conseqléncia, ®°= XxW, cas particular del model de Qort-Linblad
(@°=@O(W)), en el que tenim rotacié rigida i la velocitat angular
és justament x. Notem que aquest model, al no estar @o acotat, 'pr_e_
sentard problemes. |

Vegem, ara, com s‘han de combinar les integrals primeres per

a donar lloc a una FDD del tipus (1.40). Per a qualsevol funcié d°
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aquesta classe, i en particular per a una Schwarzschild amb TTO-.-.ZO=O

| @o;!O , es compleix

f= Y(Ilf(h—l):[jr R PIS) (1.44)

»n efecte,

Il+()\-l)13+2ed'2+@12 = TF2+@2+ZE¢2U+(}\-1)22+2(A-1)U2+2m@t[5w2®2 =

(o) ®

e T +(1+@W)(@+ Ter? ) %Az *Q(U *)‘U )- Lepw?

P

%8 a dir, considerant només la depend®ncia en les velocitats,

2 2 2 2
Il-o-(}\-l)IB-rZ«IefPIz =T *7(@-@0) +\2



29

amb
)7 - 1.,.@1:)‘2 (1.45)
RW
O = Lepo? (1.46)

Aix?, per la correspondéncia entre (1.40) i (1.44), que acabem de

provar, podem afirmar que (1.44) verifica (1.25), (1.26) i (1.39).

Fixem-nos, també, en la forma de C)o,(l.46). Aquesta és més
acceptable que no pas la que haviem vist darrerament. Per a w pe-
tite es comporta com una rects que passa per 1l origen i,per a va-
lorg suficientment grans de @, tendeix assimptdticament a zero en

forma hiperbdlica (Chandrasekhar, 1942,p.123).

Les funcions de distribucié de Maxwell i Schwarzschild sén
una particularitzacié de ls distribucié quadritica en velocitats
residuals (o d“Schwarzschild generalitzada), de la gual desenrot-
llarem seguidament el calcul dels moments centrats. Aquesta classe
de distribucié &s basica en l°estudi estadistic de les velocitats,
ja que proporciona un model senzill, i alhora fructifer, per a
tractar el problema. Després serd ficil afegir-hi pertorbacions i

completar 1l’estudi.

Continuant suposant que els valors de x i t es mantenen fi-

xats, definim

£=¢@Q) 5, Q=21u.4en (1.47)

on @ és una forma quadratica definida positiva 1 A és un tensor
simdtric de segon ordre, constant.
Segons (1.5), les components dels moments centrats d“ordre n

seran, posades explicitament en funcié de u, les de
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I Ju @° Y@ au (1.48)

®fectuant un canvi de base per a convertir Q en una esfera, definim

una nova variable w, que ha de complir,

i
(1.49)

Siguent T el tensor unitat. Si aixd es verifica, obtenim el que

desit javem:

2

t t _t t
u _“_TQB CA.BO_Y:l’.I.;w:W

71l jacobiid d“aquesta transformacié el calculem aillant A en

(1.49) i prenent determinants:

TP -1
A=(B)1.B

A.-1= BoBt (1050)

rer tant,
2

e w [B]

|A]
o bé,

S S,
|B| = i (1.51)

(pels tensors, les barres signifiquen determinants) (Ords, 1952).
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Ara, podem escriure (1.48) com

—-—-—-—1 .W w W
" NIAII/2 Jw = b )d

I per raons de simetria, els moments d“ordre imparell s’anularan.

®ls moments diferents de zero seran:

Moment d‘ordre zero,

1 2
o e Y(w') aw (1.52)
¥ X IA,1/2 j!

Moments de segon ordre,

=---—.--n'-la-__:Bj""B.r"s J WW ‘(we) dw (1.53)
4 NlAll/2 lv“@\y - ‘

Moments de quart ordre,

Bio&Bj(in'{BlJ ( ) ( )
= - 1.54
‘Kl J w W w w \IJ w )dw
}LlJ N |All/2 W

®ls moments d‘ordres superiors no entren en discusié, com ja hem dit.

Les integrals (1.52), (1.53) i (1.54) es poden expressar, de

forma general, a partir de
K = J wp wq Wr \P(wz) dw (1.55)

amb p, @ i T positius i parells o nuls, tals que p+g+T=n.
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Per a calcular (1.55), passem a coordenades esfériques (w,d,e).

D’ aqguesta forma,

w cosé cosé

w1 =

w_ = w cosd sine é(w ,w ,w ) s
2 (W7 ) )

mg =W siné -

Per les condicions sobre pyq i v, qur prendrd el mateix valor a

cada quadrant, i (1.55) es convertira en

$/) 72 o0
(cosb)p*Q+1(sin5)rd8j (cose)p(sine)qu wP+q*r+2?/(w2)dw

o

Par

Les dues primeres integrals les calcularem mitjangant la funcid Beta
d‘®uler, com ja s°ha fet en un altre apartat, i expressarem aguesta
en funcié de la Gamma (férmules (1.33) i (1.34)). Per a la darrera
integral, si tenim en compte que la transformada de Mellin de la fun-

cié \P(Q) es defineix com (Colombo,1959)

= o]
- -1
W (m) = j Q7 (e) @ (1.56)
2
podem escriure,
- ©  nsl

J wn+2\y(w2) s %i (w?) 2 sz) a(wd) = _;_Y(g_;;) (1.57)

c

8i per a simplificar, notem

3
YV o=VE (1.58)
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tenim, finalment,

[@l) rasd) )

2 H
Koo " 2 2. v (1.59)
q [Yp+g+r+§)
2
qur és simdtric respecte a qualsevol permutacié d“Indexs.
Aplicant aquests resultats, calculem els diversos moments cen-
tra#s.

S -1 (/e
P Siam. Fooo” Tl r<3/E>D Yo (20)

Amb la condici6é de normalitzacié (,Lo=1), determinem N.

AL (1.61)

[Aﬁ&

Pels de segon ordre,

_ _T(3/2) ([(1/2))? ~ 2
“200" [(s/2) Y-

Substituint a (1.53), utilitzant la delta de Kronecker i recordant

(1.61), tenim

B, B, Y
- _ia JQ N
Pig = waph S 3-Y2 B 10”3

54
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% -
Perd, per (1.50), B, B, =B, B .= A.% o AixiI, els moments de
i jox 1% o] 1]

segon ordre es podran escriure com
1 VYo
Pos ==—= 4, (1.62)
i i
Iy, H

Finalment, pels moments de quart ordre, ens valem d“un tensor isdtrop

de guart ordre per a expressar-los. La seve forms més general és

(SPain’ 196@,p.97)

tupy& = a éa(,, chg +« b J""f épé + c‘g,,«; JW

Bns interessa que els valors d‘aquesta expressié siguin: 3 si tots
els Indexs s6n iguals entre si, 1 si s6n iguals dos a dos 1 0 en els
casos restants. Per a aixd, cal prendre a=b=c=1 .

Sigui, doncs,

JQ{F,?(S = d;.ﬁ ch‘; b ({DZK (Sﬁg * C{XJC(B? (l‘ 63)

Les integrals de (1.55), diferents de zero, seran,

_ _[(5/2)(F(1/2))° .
£400 r(1/2) Y 5 4
_ (I"(3/2)) M1/2)
“220 [(7/2) Y 15 Y;

Tenint-ho en compte, (1.54) es converteix en
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B o 1 s e A P
Wipa™ —g|apa et 15 T4

Desenrotllant aquesta expressié segons (1.61) i (1.63), tenim,

_2n i k s
P'ijkl 15 Njaf% (B:'LN d(iBPJ'Bkk'JSJBJl *

t £ t t
* Bi«“&g ngBj@gpa'Bél * BiuJ«S BJlBj@J(bx Byk)=
2_1__&(3 BtB Bt -c-B,BtB BJG BBtB Bt)

15 Y, i kypl T Td kg pl R P i

i per (1.50),

1 ‘q{'4 (A—l -1 A_lA-l A—IA-J.)
Piga = 75 T, 19561 * Yt ¥ M

que es pot escriure, utilitzant (1.62), com (Ords,1977,p.47)

v,V
Pisa = '5l _%l ( Paj b * Pac Ps2 * P ij) (1.64)

Hem trobat, ja, les expressions generals pels moments centrats
associats a una FDD quadrdtica en velocitats residuals. La particu=

laritzaci6é a la FDD d°Schwarzschild és inmediata:



36

D acord amb (1.43) i (1.47) tindrem,

A= diag(o(l,olz, 0(3)

Aa
V(@) =6 2

amb la seva transformada de Mellin (1.56),

V(o) = 2° [lp) (1.65)

dones, recordant que la funcié Gamma d“%uler compleix

o _1.2 gsl
2} we 2 dw =22 rcﬁgl) (1.66)

i que segons (1.57) la integral de 1l°esquerra és'qfﬁggl), fent
p= 9*L  obtenim (1.65).
2

Caloulem N. Com "\;\_‘TO="Y(3/2) _ 32 [(3/2), per (1.61) tenim

p o (e¥?

("‘1“2“3)1/2

Calculem els moments de segon ordre (només diferents de zero
els d°Indexs repetits). Com '\]f‘zﬂlf(s/z) VL [(5/2), tenint en

compte el resultat anterior i (1.62), es verificari per a i = 1,2,3

5/2 v
_ 2 r(5/2) ii _ A-l <x-1 (1.67)

/2 32y 3 o

rLii



37

Calculem els moments de quart ordre (només no nuls els d“in-
dexs iguals o repetits dos a dos). Gom‘QQ =‘%?7/2) = 27/2 [t1/2),
utilitzant (1.64), tenim, per a i=1,2,3 :

Biyssm 2 o1/2 [(1/2) 3/2 [(3/2) 5 P'? -3 f"'? (1.68)
5 (27/2 [(5/2))2 ii ii
que per (1.67) es transforma en
Piiss = 3"‘;2 (1.69)
De forma semblant, s’obté, per a i=1,2,3; j=1,2,3; ifj
Pisgs = PaaMyg =°‘;l “31 (1.70)

Les relacions (1.68) i (1.70) representen un impediment a 1°

hora de donar per bona la FDD d°Schwarzschild: els valors
P :
ijdii = 3 (1.71)

2
M3

Hasgs (1.72)
Mia by g

que es dedueixen d‘aquelles, s®escapen dels valors gue dbéna Brick-

son(1975).

®n resum, una FDD d“Schwarzschild no ens complau, pel que fa

a 1l’ajust total dels moments centrats d”ordre parell, perd siI que
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ens satisfaria una distribucié d’Schwarzschild generalitzada (1.47),
com la (1.40), per a la qual hem vist, en l‘apartat anterior, les
relacions entre els moments que generaria, i en el present apartat,

com calcular-los.

Com & conseqiencia dels resultats anteriors, ens proposem de-
terminar una FDD, que sigui prdxima a una distribucié quadritica en
velocitats residuals, en el sentit que serd superposicié d’una Sch-
warzschild geﬁeralitzada,dominant, i una funcié, de menor inciddncia,
perd que proporcionard 1l‘asssimetria.

Cal mencionar que la descripcié estadlstica, que fem,é8s de ti-
pus clissic, és a dir, segons l‘estadistica de Maxwell-Boltzmann.
Aix®d no treu que, en algdin cas molt particular, hi ha qui hg utilit-
zat alguna de les estadlstiques no classiques, Bose-%insteino Fermi-
Dirac. Les tres es poden considerar un cas particular d“una distri-

bucié més general.

L°adopcié de distribucions quadratiques és un fet que ha oca-
sionat diverses critiques (Perek,1962,p.217). Una de les més consi-
derables, al menys des del punt de vista tedric, és el fet de que
un model el.lipsoidal autogravitant no pot tenir una massa finita.
Aixd ha portat a suposar models en que les velocitats només poden
prendre vglors dins un recinte acotat de RB, prenent funcions de diE

tribucié de la forma,

n_,, .
f =(C-Il) g(11,12,13) y si Ilsc

siguent C una constant positiva, i £ =0 en altre cas (Kurth,1957,
p.130).

Un altre cas interessant, en aguesta mateixa linia, és el pro-
posat per Fricke(1952). Suposa el sistema estel.lar estacionari, lo

qual acota superiorment les velocitats, doncs si una estrella tingués
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ung velocitat superior & la d“escapament,fugiris, per a sempre, del
sistema. Sota aquesta hipdtesi i la de sistema autogravitant, pro-

posa una FDD de la forma seglient:

Com que hem vist que existeix una altre integral primera,I3, indepen-
dent de Il i I2, aquesta darrera FDD es podria generalitzar a combi-
nacions de productes de poténcies d’aquestes tres integrals primeres.
Actualment, aqguestes oposicions no es poden tenir massa en con-—
sideracid, ja que ni la hipdtesi de sistema estacionari és necessi -
ria, ni la de sistema sutogravitant. Respecte a aquesta dltima, ja
hem dit, al final del segon apartat, que a més de la massa d’estre-
lles tenim gas i pols interestel.lars, en gran quantitat, i no en co-

neixem la distribucid.

Abans de passar a la construccié de la FDD, que ens interessa,
veurem un capitol de recursos matemitics, que serd 1°eina basica, que
permetrd aconseguir el que voliem. Donarem un tractament més general

al problema.



2 = Base ortogonal en un espai de funcions de quadrat integrable
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2.1 = Sistemes de polinomis ortogonals

L’espal dels polinomis en la varisble real x, a coeficients
reals, és un espai vectorial real respecte a les operacions habi-
tuals de suma i producte per un escalar. ®n aquest espai farem les
seglients consideracions.

Sobre un interval I <R definim una funcié real w(x), positi-
va 0 mul.la i continua gairebé pertbt. A una funcié com w(x) se la
anomena funcié pes, o simplement pes.

Suposarem gque la integral

j w(x) P(x) dx
T

&s convergent per a qualsevol polinomi P(x).
s pot introduir un producte escalar, respectant les conside-
racions anteriors, de la manera seguent:

Donats dos polinomis,P(x) i Q(x), el seu producte escalar seri

(Pa) = j a(x) P(x) a(x) dx (2.1)
T

®s, en efecte, un producte escalar, doncs compleix les propietats

conmutativa, distributiva respecte a 1%adicié i

(,P) j w(x) (P(x))? ax
T

&s positiu si P(x) és diferent de zero i nul en cas contrari.



Considerem una familia de polinomis Pb, Pl, cee ,Pn s On
el subindex denota el grau del polinomi. Una tal familia es diu que

forma un sistems ortogonal si es verificas

(Pi’Pj) =0 4 idi (2.2)

(Per abreviar, es diu que els polinomis sén ortogonals).
Si es compleix

<Pi’Pj) = Jij

direm que el sistema &s ortonormal.

®n general, prendrem els polinomis Pi(x) mdnics (coeficient
de la potdncia més alta igual a la unitat).

Obviament,una familia de polinomis PO’ Pl’ coo ,Pn forma
una base de l°espai vectorisl dels polinomis considerats, doncs,

donada la base | 1, X, «0n , x } , tenim, si

n,t
(l,x,...,x )

(=)

1
(Pi) (PO’P ’“.’Pn)

1

que es verifica

(p.)

RENCHNCY (2.3)
on (B?) representa la matriu de coeficients B§ sy que és una matriu
triangular inferior amb uns a la diagonal. Per tant, la matriu de
canvi de base és regular i la familis considerada constitueix, tam-
bé, una base.

D’aguesta forma, tot polinomi P(x), de grau n, es pot expressar

com
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P(x) = >, o, P (x) 0By i<n
i

Si a més a més, la familia de peclinomis és ortogonal,multiplicant

escalarment per Pj els dos membres de ls igualtat anterior, tenim,

sP) = ¢ (PP,
(PJ9 ) CJ( J’ J)
(P.,P)
C. =———J—————-
J
(Pj,Pj)

que seria la forma de calcular els coeficients anteriors.

Donat el pes w(x) i 1°interval I<R, el sistema de polinomis
ortogonals que determinen és uUnic, excepte un factor multiplicatiu.
La demostracié d“aguesta proposicié es fa per construccié de la fa-
milia en qluestid (per a polinomis mdnics) i &s 1“ancmenat mdtode

dfortogonalitzacio de Gram=Schmidt: La familis formada per

X - L_x_’&lf’

P =
1 o
(®_,P )
n
z : (x 9P.)
P = xn - ———-—-J——- P.

" jen (p,p) Y
i3

és el sistema ortogonal desitjat.
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Repassem, ara, algunes propietats dels polinomig ortogonals

(Hochstadt, 1973).

i) Tots els zeros estan a T i sén simples.

ii) ®xisteix una fdrmula de recurrdncia:

Pn(x) = (x+un) Pn_l(x) + v, P (%)

n-2

amb
u = P Bt
n
(Pn-l’Pn—l)
v - (x Pn—l’Pn-2)
n
(Pn-Z’Pn—fE)

iii) ®ntre dos zeros de Pn existeix un dnic zero de Pn+1. ®ls altres

zeros estan, un per sobre i 1l°gltre per sota dels de Pn.

Les propietsts,que segueixen, fan referdncis a l°aproximacid
d“una funcid per un polinomi, perd abans, calen algunes puntuaglitza-

cions.

. .2 .
Sigui LW(I) (simplificant, L2) l’espai de les funcions reals

f(x) tals que les integrals

JI w(x) f(x) dx

j w(x) (£(x))? ax
I

2 . .
existeixen. I s’anomena espai de les funcions de quadrat integrable

en 1°interval T i respecte al pes w(x).
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si f£(x) i g(x) s6n de L2, llavors la desigualtat d°Schwarsz,

[ w0 200 80 axle ] w202 ax}? || w0 (6(2)? ax ]2
I I I

assegura 1‘existéncia de la integral

J w(x) f(x) g(x) dx
I

2 2
D”aquesta manera, fe+g el i rfel., per a tot reRe Agquestes operacions
2 5 : b oo
dénen a L una estructura d°espai vectorial real. També podem definir

un producte escalar, semblantment a com s“ha fet sbans:

(f,8) =J w(x) f(x) g(x) dx (2.4)
T

Aquesta definicié satisfis les propietats de producte escalar i defi-

. 2
neix una norma sobre L

e | = (£,0%2

Amb la distancia associada a aguesta norma, L2 és complet, i per tant,
té estructura d’espai de Hilbert (Kolmogérov-Fomin, 1975).

Prosseguim amb les propietats.

2
iv) Donada una funcié f(x) de L~ i una familia de polinomis ortogo-
nals P, Pis «es 5 P, existeix un polinomi P(x), de grau n, que fa

minim

| £x) - B
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per & tot polinomi P(x) de grau n. Aquest polinomi P(x), vé donat

per
P(x) = 2. o, P,(x)
1<n
amb
( £2,)

Gi B memieasp— (2- 5)
F,07,)

Aquest polinomi s’anomena "de millor aproximacié" de la funcié f(x),

o d‘aproximacié minimo-quadratica de f(x).

v) Una familia infinita de polinomis ortogonals, Po, i ,Pn, ool b
es diu que forma un sistema complet en L2 si donada una funcié fel,

es verifica

o= 2o, Pi”n':oo

i1<n

7ls coeficients ¢, sén els donats per {2.5)

Si I estd acotat, qualsevol familia infinita de polinomis or-
togonals forma un sistema complet.

Si I=R, els polinomis d“Hermite (que veurem posteriorment) sén
un sistema complet respecte él pes w(x)= e-x o Alxd significa que
qualsevol funcié de quadrat integrable en R, amb pes unitat (feLZ(R)),
pot expressar-se a partir de la base ortogonal de funcions de LZ(R)

que formz la familia

-X .
{Hi(x) e } 9 1-'-"0’1’0..,1'1,.-.

siguent Hi(x) el i-2ssim polinomi d“Hermite.
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Si I=R*(semirecta positiva), els polinomis de Laguerre gene-
ralitzats constitueixen un sistema complet respecte al pes w(x)=x“e-{
2, * 5
Per tant, qualsevol funcié de 1L (R ) seri expressable a partir de

la base ortogonal de funcions d’aquest espai,que forma lsg familia
{ L;(x) e X } p 3=0,1 5500 sDys5s

representant LZ(x) el i-®ssim polinomi de Laguerre generalitzat.

Aquesta cinquena propietat serd la que donard generalitat a

les FDD que trobarem.

Als polinomis ortogonals se“ls hi pot associar una funcié,
anomenada generatriu, que els caracteritza plenament. Considerant
la familia de polinomis ortogonals de sempre, la seva funcié gene-
ratriu associada es defineix com la s2rie entera de t, en un cert

domini D,

g(x,t) = :E: a Pn(x) t?

nzo

Donada g(x,t), els polinomis Pn(x) s6n ortogonals en 1l’inter-

val IcR, respecte al pes w(x) si,i només si,ls integral

J=J(t,s)=j w(x) g(x,t) e(x,s) dx (2.7)
T

depén, només, del producte ts.

Vegem~ho. Per (2.6) tenim,

J= jI w(x) :%2 anPn(x)tn :gz aum(x)sm dx = :Ez anamtnsm(Pn,Pm)

m n,m
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Tzl com estd escrit, &s evident que J=J(ts) si, i només si, es

verifica (Pn,Pm)=(), n{m, que és la definicié d’ortogonalitat.

8i en aquesta darrera série fem ts=y, en el cas de polinomig

ortogonals tindrem

I(y) = >, & (B,R) 5

nzo

i el coeficient de la pot2ncia n-2ssima de y ens permetri calcular

el valor de (Pn,Pn). #n efecte, si
2
bn = an (Pn,Pn)

aleshores,

<Pn’Pn) = = (2.8)

B8N

2.2 - Un cas particular d’aproximaciéd

®1 problema, que en el capitol que segueix haurem de resoldre,
es tracta, en el present apartat, de forma genersl.

Considerem una funcié f(x) = g(x) w(x), tal que w(x) compleixi
totes les propietats de funcié pes en I¢R i g(x) sigui de l°’espai

2
LW(I). Si es verifiquen n+l relacions de la forma

R = 5 Xm f(X) dx m=0,l,..-,n (209)
"o/

llavors, el polinomi P(x), de grau n, de millor aproximacié de g(x)

respecte al pes w(x), és, justament, el que compleix
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Rm = J Xm P(X) W(X) dx o m=0,1,...,n (201@)
I

Veurem, també, com es calcula P(x).

%n efecte, sigui | Pi} , iz0, la familia de polinomis ortogonals
respecte al pes w(x), en 1°interval I. N°hi haurd prou en veure, en
virtud de la propietat iv) de l°apartat 2.1, que el polinomi P(x) s

que satisfi (2.10), escrit en la forma
P(x) = Z ciPi(x) (2.11)

verifica

ci (Pi,Pi) = (g,Pi)

Calculem els coeficients °; per tal de que es compleixi (2.10).

Segons (2.3),
i3
Pi(x) = E Bj x

jei

o bé, invertint, ja que (B;) és regular,

¥ = Z Eg Pi(x) (2.12)

i<]

3 {1
siguent (Bg) = (B;) . Aixd equival a dir,

St ., (2.13)
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Llavors, substituint (2.11) i (2.12) a (2.10), tenim

Rm.= 5 ( :E: 5? Pj(x)) ( :gZGi Pi(x)) w(x) dx

I Jjzm isn
i tenint en compte 1°ortogonalitat dels polinomis Pi’

R = ZEIT’ c, (P.4P.) (2.14)
moot d03 3

Ara bé, substituint (2.12) a (2.9), tenint en compte que f=gw ,

=m
R - g,, By (e:7,) (2.15)

Igualant (2.14) i (2.15), multiplicant ambdés membres per Bi i

sumant segons m, tenim,

Z Bi ? E’;’ e, (Pj,Pj) - 2 Bi Z E;Z (e)?,)

Finalment, servint-nos de (2.13), arribem a

cl (Pl’Pl) = <g’Pl) ’ 1=0y¢0e9n

que és el que voliem demostrar.

4L més, per a calcular els coeficients o del polinomi P(x) a



(2.11), només cal invertir el sistema d’equacions, que constitueix

(2614) yper als diferents valors de my en efecte,

1 d .
C. & cmr—— B R 9 ,]=0,...,n (2016)
J (Pj’Pj) m<j B X

Aquest nou sistema tindri sempre solucié, ja que (Bi) és re -

gular i (Pj’Pj) és no nul per a tot jen.

Bn conclusié, donada la funcié

f(x) = g(x) w(x) (2.17)

sota les hipdtesis anteriors, i les relacions (2.9), el polinomi P(x),
aixl calculat, que satisfa (2.10), és tal que, en virtud de la pro -

pietat v) de l°apartat 2.1, verifica, quan el seu grau nww,
| £(x) = B(x) w(x)||—> o (2.18)

2
en l’espai de funcions L (I).
D‘aquesta manera, f queda expressada en funcié d’una base or-

togonal de funcions de quadrat integrable.

203 = Polinomis d“Hermite

Vegem-ne algunes propietats (Hochstadt, 1973). Tenen com a fun

cié generatriu

2
2xt-1t
g(x,t) = &
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Desenrotllant-las en s&rie de poténcies de t,

g(x,t)= 62Xte-t Z (ZX‘G) Z( Z (_1)k (2x)* JTrk

b T,k r! ki
i si fem r+2k=n, tenim,
g(x,t) = > H (x) L (2.19)
nzo
amb
n-2k
B (x) = ]pzo:(-l) o (_ZK)' (2x) (2.20)

(2.20) és la definicié del polinomi d*Hermite de grau n. Aquegta
familia de polinomis és ortogonal en I=R, respecte al pes e--x .

®n efecte, n°hi ha prou en estudiar la integral (2.7):

N 2xt £2 2xs 52 = 2ts B (x-1t s)2
J(tys) = j e e e dx = e J e dx =
-0 -0
Z_,\I— (ts)
nzo

gue només depén del producte ts. Bn conseqUéncia, la familia de po-
-x2
linomis {Hn(x)},neN, és ortogonal en R Tespecte al pes e . . A més

a més, tenint present (2.19), apliquem (2.8) i obtenim el valor de

e 2
(BB ) = j e * H (x) H_(x) ax =7 2% ni 5nm (2.21)

S 00
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De (2.20) es veu que Hn(x) t6 la paritat de n i que
n
H2n(®)=(-1) (2n)1
n!

Q)=
H2n+l( J=0

Finalment, recordem algunes alires propietats. A partir del
pes, les férmules de Rodrigues ens permeten obtenir els polinomis
ortogonals per derivacié successiva; en el cas d°Hermite, la férmu-~

la de Rodrigues és

Hn(x) = (-1)n er L_ 7%

n
dx
També es verifiquen les seglents relacions de recurréncia:

(x)

Hn(x) = 2n Hn_l

Hn+1(X) - 2x Hn(x) + 2n Hn—l(x) =0

%ls primers polinomis d‘Hermite sén

Ho(x) =1
Hl(x) = 2x
H_(x) = -2+4x2
2 (2.22)
3
H3(x) = =12x+8x
H4(x) = 2—-48x2+l6x4
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2.4 — Polinomis de Laguerre generalitzats

Aquest sistema de polinomis ortogonals presenta forga interés
per la generazlitat que suporta. D“ell, veurem que se’n pot deduir el
sistema de polinomis d’Hermite (encara que de forma menys natural
que com ho hem fet) i el de polinomis de Laguerre (Hochstadt, 1973).

Considerem la funcié generatriu

S&(Xst) = —?E:;saa e 1=

Desenrotllem-la en sd&rie entera de'poténcies de t per a [tl<1l.

Primer,la part exponencial,

k k
g“(x,t) = T N+ (-1)k 2 x t (-l)k X L
(1 t) kZO (l—t) g k! (l-t)o"rk*l

I usant el desenvolupament en sdrie de poténcies,

1 —Z (mej=1 2 ! tj (2. 23)

(l-t)m o (m=1)1 31

podem escriure,

ki)t
(d+k)! !

gfx(x’t) (
kzo

com per & |tl<«l la sdrie és absolutament convergent, podem canviar

d-ordre els sumatoris, i fent k+j=n, obtenim,
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L% (x)
8 (Xst) = Z ~ " (2.24)
nso 2!
amb
ch(x) = Z (—l)k n! (cek)! xk (2.25)
n k<n k! (n-k) ! (cxek) !

que és la definicié dd polinomi de Laguerre generalitzat L:(x), de
grau n.

Comprovem 1°ortogonalitat d‘aquests polinomis en lz semirecta
positiva R', respecte al pes x e ~,x>=l. La integral (2.7) seri, en

el cas present,

J(ty8) = J —L o 1=t _1 __ o I-s%F gy -

0 - (1+-—1L-+-—51- ) x
i =
J X e
)

((1-t) (1-8) ) ***

®serivint-ho amb el canvi de variables

t 8 l-ts
u = -(1+ + )x = b4
l-t 1l-s (1-t)(1-8)
queda,
i r
. —— o =U _ o+ 1
J(t’s) - (1—t8)a+"j ue du = -_(-i&:)-o-‘%

Finalment, si tornem a usar el desenvolupament (2.23) i ens servim

de la notacié,



¥

55

ol = [(ste1) , a>=1

podem escriure,

I(t,8) = Z_(z‘i'ﬁ'_ Fop)® (2.26)

n=o

gue només depédn del producte ts, i per tant, demostra 1°ortogonalitat
dels polinomis de Laguerre generalitzats en R* , respecte al pes

=X i .
e , amb la restriceib a>=1.

Tenint present (2.24), apliquem (2.8) i obtenim

o0
ol

(L) - j x%e™F 17(x) T(x) ax = nt (wen)t §__ (2.27)

o

0 bé, tornant a utilitzar la relacié («en)!=[(c+n+l), que valdrd

quan o no sigui enter,
o o
(Ln,Lm) = n! F(o:+n+1)émn (2.28)

®ls polinomis de Laguerre s“obtenen com un cas particular

d“aquests. A (2.25), fent =0, obtenim (denotant Lz(x)=Ln(x)),

S S enf _(@)? [k
L (x) = kézn (-1) 2 (o (2.29)

Seguidament, enunciem unes propietats:
Per derivacib successiva, la férmula de Rodrigues permet ob-

tenir els polinomis de Laguerre generalitzats,
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-2 x 0 neX =
L:(x) =x e .%1n (x" e %
X

®g verifiquen les seglients relacions de recurréncia:

Lzll(x)-(2n+d+1-x)LZ(x)+ n(n+a)L;;1(x) =0
nL”  (x)+L (x) = 1) (x)

d x o o .1
-+ Ln(x) nLn_l(x)

®ls polinomis de Laguerre generalitzats s que seran uti-

1/2

Y
n

litzats més endavant, es poden calcular a partis dels polinomis 4°

Hermite. Vegem aquesta relacid.

)
Considerem el polinomi Lﬁ(xz). Per (2.25), tenim

l/2, x2 - K k nt (n...‘/z)! x2k .
gl é Y s rY S ¥ e

Posant ml=[(mel) i emprant 1‘equivaldncis

221 [(m) [(me 1) - M(zm)

tenim

nt (ned )1 = M(nel) [(nel+1) =
2 2

= {x [(2ne2) 2'(2!1“'1) - \[TTQZn-e-lZ!

22n+1
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I anzlogament,

2k+l

i (el )1 = " (2kel)!
¢ 2

Substituint aquests resultats a (2.30), s‘arriba a

ﬂ&(xz) = :EE (_1)k (2nel)t 22k*1 x2k

n
k<n (n=k) 1 (2ke1) 12"

n+l
Multiplicant ambdés membres per 2 x4 arreglant-ho,

nel 2 x2 - )k (2nel)! 2kel
2™ x 1 (x) k%(1) =R e (2.31)

D altra banda, si escrivim (2.20) pel grau 2n+l,

B (x) = > ()7 (2nel)1  (py)2001-2]
vl j<n 31 (2nel=23)1 (

-k k
i fent n-j=k, si es té en compte que (-l)n = (-l)n’ "

B, (x) - (1) (<1)* __ (onel)t (o2
e 1%1: (n-k)!(2k+l)!(2 : (2. 32)

Comparant (2.31) i (2.32), obtenim la relacié buscada:

n 2Znel h, 2
H2n+l(x) = (-1) 2 x Ln(x ) (2.33)
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Seguint uns passos semblants, arribariem també a

B, (x) - ()" 22 if';(xz)

Aix1, els polinomis d“Hermite sén un cas particular dels polinomis

de Laguerre generzlitzats.

Com en el final de l’apartat anterior, escrivim alguns d‘’aquests

polinomis, després utilitzats.

®ls primers polinomis de Laguerre sén

Lo(x) = 1
Ll(x) = l-x (2.34)
2
Lg(x) = 2=4x+X
Pels polinomis L];q/z s tenim,
¥z
LO(X) =1
i _ 3
Ry ) o2 o (2.35)

% _15_ 2
Lz(x) .=y 5x+x



59

3 = Model per a la funcié de distribucibé a l’entorn del sol
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3.1 — Contribucidé als moments d‘ordre parell

En el primer capitol, hem comprovat que les relacions entre
moments d-ordre parell es poden aconseguir mitjangant ungﬁistribu—
ci6é d“Schwarzschild generalitzada, de la forma (1.40). 4l no donar
moments d-ordre imparell, era aconsellable prendre-la com (1.42).

Bn el present capitol ho posarem en practica.

Prendrem la FDD, segons (1.42), funcié de‘ﬂz*lzz i® . Aixi,
ﬂo i Zo seran nuls i, en general, @o no nul, lo qual convé.

La part de la FDD parella en ®-®o serd quadritica en les ve-
.locitats residuals, com (1.40). Fins fa pocs anys, aquesta part de
la FDD, hauria estat suficient per a resoldre el problems: Només
tindriem moments parells.

A la part parella, que donard les caracteristiques principals
de la distribucié, 1li superposarem una funcié imparella en @-—@o, que
donard explicacib de 1‘assimetria.

Més concretament, la forma de la FDD sers la seguent: La part
parsella consistird en el producte d”un polinomi per la funcié d°Sch-
warzschild. Si tots els coeficients del polinomi tendeixen a zero, a
excepcié del terme independent, només restard la FDD tradicional. La
part imparella serd el producte d una funcid quadridtica en velocitats
residuals per una que només dependrd de la segona component daqQues-—
tes. ®n la darrera funcié també hi intervindrd un polinomi. AixI,
els moments imparells es calcularan amb relative facilitat.

Treballar amb polinomis simplifica els c3lculs i manté més ge-
neralitat, doncs, si aquests polinomis es calculen a partir d‘una
bage de polinomis ortogonsls, cada moment de la distribucié deter =
mina un coceficient en l’expressié dels polinomis en la dita base, i

no altera per a res els ja calculats.



AQuest mdtode és una gran aventatge sobre la utilitzaci6 del
métode de cceficients indeterminats. Quan es coneguin moments d“or—
dre superior, només haurem d’afegir-hi nous coeficients i mantenir
els ja calculats.

Per a treballar amb comoditat i poder aplicar 1 aparell nmate-
mitic desenrotllat en l’anterior capftol suposarem que la FDD és de
quadrat integrable en R. Calcular la FDD a parfir dels moments seri,

basicament, aplicer 1°apartat 2.2.

Sigui

la segona component de la velocitat residual. Tal com hem dit al co-

mencar el capitol, prendrem la FDD de la forms

P (P2, 0) = g (1Pehz?,0) + @ mPehz’,0) (3.1)

on &P+ és una funcib parella en 9 (serd quadratica en les velocitats
residuals) i . és imparella en©.

D“aquesta forma, al avaluar els moments d“ordre parell només
hi contribuira LP"_. Als moments centrats imparells, només t,?__. A més,

per la formz de (3.1), es verificard, com haviem dit,“lTo=zo= o i,

generalment, ®o7( 0.

Bscrivim les integrals primeres, amb que comptem, de la segtent

forme:

T = Il- 13 =1r2+ @2+ 2 Ul(w)
J=I2=m’@ {3:2)
K=1. =2 20 (z)

= 3= ; 2
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Treballem, sempre, sota les hipdtesis que ens permeten disposar 4°
elles i tenim present que no considerem la dependéncia en el poten—
cial, ja que aquest el suposem funcib de la posicié i no de la ve -

locitat.

Com hem vist en el cas ¢) de 1l apartat 1.3y amb (3s1) podrem
obtenir la s2rie de dotze moments d’®rickson.

Determinarem, per separat, les parts parella i imparella de la

FDD.

Vegem la part parella i la contribucié als moments parells.

D’acord amb (1.47), sigui

9.=¢(@ , Q= ..1_2 (‘n2+|792+xzz) (3.3)

a

Recordant (1.44), (1.45) i (1.46), veiem que

(P*= \-E”(I-I-AK-Q-ZO(J-O-’%JZ) (3~4)

Y]=1+Pﬂ)‘2

«W

1 4-@3

I segons s“ha explicat,al comengar aquest tercer capitol, la

forma concreta d’aquesta part de la FDD és

1

@) = P(Q) e 2 (3-5)

on P(Q) &s un polinomi (que imposarem positiu per a tot Qz0).
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-Q/2

Bn realitat, segons 1-apartat 2.1, P(Q) e no és res més que

l‘expressié de q(Q) en la base de funcions de quadrat integrable

-Q/2

. o 4 e 4+
en la semirecta positiva R, prenent per pes e

Com s’ha vist, en aguest cas de distribucié quadritice en ve-

locitats residuals, es verifiquen les relacions

Fi1 =97V =A Fs3

2 2
Praaz =7 Fozeo = A Vaa33

i només haurem de preocupar-nos de normalitzar la FDD i obtenir els

moments Vll i Iillll'

La transformada de Mellin ?Ezp) de @(Q) serd, per (1.56),

w .
Vi) - J Pl e 2

4]

aQ (3.6)

Usant (1.58), anem a escriure les expressions corresponents a (1.61)

(1662) i (1+64). Per aixd, comparant (3.3) amb (1.47), tenim,

Aleshores, tindrem les seglents relacions,



63

3
2wa” T
= A Yo (3.7)
vV, o2
F11° %_Y—j & (3.8)

TTTaR 5 “ﬁﬂr;f;) ]“"11

2
o b8, si en aguesta expressib substituim el valor P’ll donat per

(3.8),

=—L-\}'r4 a.4 (3.9)
P11 5 v,

T (3.7)s (3.8) i (3.9) tot &s conegut excepte “_{fi, 1=0,2, 4.

Si les afllem, dbnen,

Y M—)— (3.10)

Yy <t Yo S
Y ;% M1 Yo (312)

Calcularem P(Q) per & que ¥(p) satisfaci (3.10), (3.11) i (3.12).

- Per a n=0,2944...,expressem (3.6) com

g

v Y(l’ﬁ) j 2 p@) /%6 2 ag



Amb el canvi de variables T = @/2, tenim,

oD

3 i
yo-272 5 /2 P(27) /25T am

(o]

i notant

tenim,

(= #]

R, = j /2 P(21) /2 &7 gn

n/2 =

o
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(3.13)

Amb aguestes transformacions, ens hem posat en la mateixa situacid

que teniem en (2,10), amb w(T) = T1/2 e-T i P(2T) el polinomi a

determinar. Com ja hem vist en 1l apartat 2.4, aquest pes és 1°asso-

1
ciat als polinomis de Laguerre generalitzats Ln/z(T) i , per tant,

cercarem P(2T) en funcié d’aquests.

1
Segons (2.11), expressem P(2T) en funcié de L {Z(T):

1/2
P(er) = 2, aiLi/ (T) (3.14)
i
I segons (2.16), els coeficients ai vénen donats per,
N . i n,.
T o2 Fope 0 3% (3.19)
(L?,L2) n
i"7i

on els coeficients B;/z s6n, comparant (2.35) amb (2.3), els de la

matriu,
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1 0 o
(Brll/z)s 3/2 -1 0 (3.16)
15/4 -5 1

Recordem que, com només calculem fins als moments de gquart ordre ,

n prén els valors 0, 2, 4.

Les solucions a (3.15) s6n, tenint en compte (2.28) pels pro-

v,
ductes (L?,Lz), les segtients:

Per a i=0, segons (3.13) i (3.16),

Yo

g = (3.17)
° 22 3y

Per a i=1, segons (3.11), (3.13) i (3.16)

= <l - ag ) (3018)

Per a i=2, segons (3.12), (3.13) i (3.16),

5% 6
% = <7 Qv ¢ Pl}lll - Fél +3)  (3.19)
292 [(1/2) * ®

Procedint aixi, es poden obtenir tots els coeficients que fa-
cin falta. Veiem que a, ene déna la normalitzacié de la FDD (ao que-—
da determinat perTY; i aguest, segons (3.10), per N ); &g col.labora
en l°obtencié del moment de segon ordre; a, contribueix al de quart
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ordre, i en genersl, si coneguéssim més moments, el coeficient a,
contribuiria al moment d“ordre 2n.

I3 - 2 3 s
®n particular, si a,=0, tenim Pllza sy que coincideix amb el

1
moment de segon ordre de la distribucié d“*Schwarzschild (1.67).

#s a dir, en aquest cas, tindriem una FDD amb desviacions tipiques
donades pels semieixos de 1°el.lipsoide de velocitats.

Comprovem, també, que si y11=a2, (3.19) es converteix en

_ > Yo ( Hii11

a, = 3)
2 29/2 r'(,?/z) ad

Si la distribucié és d’Schwarzschild, per (1.69), es verificari
rk1111=3a4, lo qual d6na, com ers d’ésperar, el valor a2=0.

Si només arribem fins als moments de quart ordre, pel que fa

a la part parella d‘’aquesta FDD es pot afirmar que, en cas de satis-

fer-se la relaciéd

“lell >3
H11

el polinomi P(Q), que apareix a (3.5),8s de grau superior a un en Q.

(Aquesta &s la situacié en que ens trobem al donar els valors d’@ricE

son als moments centrats). ®Wn efecte, fent, en (3.19), a2=0 (que co-

rrespondria al cas en que P(Q) fos de primer grau), tenim una expres-

sié equivalent a

4 2
Ja = 6py e gy =0

Només obtindrem solucié per a "a" si el discriminant d’aquesta equa-
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cié de segon grau és no negatiu, és a dir, si 36 Hfl-IZ }41111?-0.

Aixd equival a

lu'1111
—_— <
> 3
Flll
Acabem, doncs, de veure que, en cas de donar-se agquesta darrera rela-
cié, &s possible 1-anul.lacié d- a, i, per tant, que P(Q) sigui de
primer grau. ®n aquest cas, el valor d’a, que fins ara quedava lliu-

re, estaria absolutament determinat per la relacib entre els dos mo-

ments parells anteriors. Tanmgiteix, no és aguest el cas.

3.2 = Contribucié als moments d“ordre imparell

Considerem ls part imparella de la FDD de la forma (1.42),

@ = p(m2erz” ,0)

Recordem que els moments que ‘v ha d°explicar sén HOlO = 0, P’ZIO’
\’LOBO’ HOlZ « I en aquest cas, es satisfard, com sabem,
F2x0= * Horz (3200

Observem, en primer lloc, que $ no pot ser separable. bbviament, si
o+, 2 2 -
=9, (Merz) +'~f’2(8 )

amb "(3’2(6 ), una funcié imparella en ®, al calcular el moment f"’zm’
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per exemple, obtindriem una integral divergent.

Si quos de la forma
9= ¢ (e A2 § (@)

algin dels tres moments de tercer ordre seria nul. ®n efecte, sabem,

per propia definicié de moments centrats, que,

0=p 0= -;- jua p. du = -I%-” o t(; an dz jee ¢, (0)e®

Per a que es compleixi aquesta igualtat, podem distingir dos casos:

Primer, que fos

js t{;’{ anaz = 0
‘M2

®n aquesta situacié, per ls separabilitat de variables, tindriem,

t&mbé, = 0 ®

PLOSO

Segon, gque fos

e _(9) d® = 0
je {2

Aqui, per igual rabé que abans, tindriem F?A 0 = 0.

Ambdues possibilitats s6n inacceptables, amb lo gual gueda pro-

vat que qL és no separable.

La funcié, que permet explicar els moments imparells de forma

relativament senzilla, &s la segtient:



Sigui

.=, (ake’erz’) @ (o)
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(3.21)

W>;(0) és una funci6 imparella en ® i suposem que ¢ i ?; fan conver-

gents totes les integrals que apareixeran.

Considerem les integrals de la forma

G(pyq) = .;_5)5 (sz-u-kez-r)\ze)p ot Q. dwr de dz

Z

amb p=0,l,2,--. i q_=1,3’oco

Fem el canvi de variables

(52232 cung

=
1]

g =t IQ(Trzﬁzz),=_4\_"i”'
8(3,,t,x)

Z= /\‘V‘(L(s,—-k‘tz)l/2 sin ¢

Aix?,

2 2
S =77 + ko -l-/\Z

i podem distingir dos casos:

i) s e[0,%0) , si k=0.

ii) s ¢ [oeo] , si k<O.

Ara, havent integrat ja segons ¢, (3.22) es convertirl en

(3.22)
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0

S s® ?1(5) ds 5 £2 Wé(t) dt (3.23)

s 4

5w A%

G(p9 Q) =

La primera integral de (3.23) la representarem per

F(p) =J s¥ ‘h(s) ds (3.24)

posant atencié en l’interval de definicib, que varia segons ens tro-
bem en el cas i) o ii).

Quant a la segona integral de (3.23), veiem que es redueix a
la transformada de Mellin de la funcié ‘?é(t)‘ %n efecte, recordant
gue l‘exponent g és imparell i que LP;(t) és funcid imparella de t,

aquella integral s‘escriuri,

- o]

d(a) = 25 £ P (1) at (3.25)

Amb aguestes notacions, (3.23) seri,

-V
G(P9Q) = “)‘ :

F(») $(q) (3.26)

Vegem que G(p,q) ens d6na, fiacilment, els moments imparells
i les relacions entre ells.
Bn primer lloc, segons la definicié de G(pyq)s (3.22), veiem

que
G(O9Q) = P’oqo

o bé, utilitzant (3.26),
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H oo =2 #(0) $(a) (3.27)

Suposarem F(0) # O .
D’altra banda, també de (3.22) es desprén

lrq) = Pogo * ¥ Po(gs2)0 ”\l‘LOqz
Si apliquem (3.20),
Tlea) = B F?qo * K }lO(q+2)O

T atllant }L2q0 d’aquesta expressi6é i utilitzant (3.26) i (3.27),

tenim,

_1 (P
}‘quo T ( F(0) '/LOqO HO(qo-Z)O ) (3.28)
®n particular, per a g=1, (3.28) es converteix en
= =X
F210 = =5 Foso (3.29)

Per a que (3.29) satisfaci els valors que d6na Brickson, k ha
de valer, aproximadament, =2, doncs 11210 i 1L030 sén practicament

iguals. Com k és negatiu, haurem de considerar el cas ii) .

La relacié donada per (3.28) pot valer per a moments de cinqud

ordre o superiors; perd, fins que no es coneguin amb més exactitud
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no podrem aplicar-lae.

TIgualment, de (3.22), per a p més gran que un, se”n dedueixen
expressions en funcié de combinacions lineals de moments d’ordre su-—
perior a quatre. Aplicant convenientment (1.38) i (1.39), doncs la
forma de Q. ho permet, obtindriem relacions de 1l“estil (3.28) per

a altres moments d“ordre superior.

Com es veu, la part imparella de la FDD presa com (3.21), ens
explica, a partir de relacions sengzilles, les possibles relacions
entre moments imparells. ®scrivim-la en funcidé de les integrals pri-

meres.

Sigui S la forma quadratica, no necessariament definida posi-

tiva,

=_1.2. (72 &+ k6% + AZ%) (3.30)
[+
Llavors, escrivim (3.21) com

¢ = 97(s) p5(e) (3.31)

T tot seguit, usant les integrals primeres (3.2), veurem que (3.31)

és equivalent a una funcié de la forma

LY_=§1(I+,\K * 2477 +9’J2) -5( J ) (3-32)
amb
x° = 4£ o
d (3.33)
g =Xlp
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mantenint-se els valors de pi ﬁg donats per (1.45) i (1.46).

®n efecte,

2
I+AK+2l;«J+ k=1 (,»,J =T+ ®2+2U1+AZ2+2AU2+2-150<1ﬁ@+ k=1 f&w2®2 =

71 77 g
=T -l-(l-c-k'lpw)(@-l- C) + )Z + const.
n-1
on
k Aw
¢ o loo?
7‘1?

Utilitzant (1.45) i (1.46), tenim

1 4 k=18 - - -
+)7-1P k : c @o

Wn conseqldncia, considerant, només, la depende&ncia en les velocitats,

T +AK + 2077 + P‘JE = TFe kboe AZ°

Donguem, Jja, forma concreta a (P_.

Sigui
>0 (3.34)
%1 motiu de prendre ‘{?;; d’aquestsa forma és tan sols per a garantir la

. . #
convergéncia de les integrals. Fixem-nos en gque, a nosaltres, Wl no-

més ens serveix per a calecular F(0) , a partir de (3.24), gue inter—
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vé a (3.27). Seria diferent si uséssim (3.26) per a valors de p

superiors a un, o (3.28) amb g també més gran gue un.

Per altra part, sigui
s
5(®) = W(®) o a? (3.35)

on W(®) &s un polindmi que només conté termes imparells de P. amb

(3.35), veurem que Y_ queda expressada en funcié de la base orto-

2
gonal de funcions de quadrat integrable en R, esmentada en 1“apartat
2.1,

®ns cal determinar F(0) i @(q) per a aplicar (3.27). Calculem

F(0) segons (3.24). Tenint present (3.34),

o0

P(o) - ) (o%)P iy (%) a(o%) -

w k 5
) c2(p+l)j P oISl

(4

as

Usant que la funcié Gamma verifica (com es pot dedutr de (1.66) amb

un simple canvi de variables),

4

J sP e—'S'r as =2 (@)
° r r
tenim,
2(p+l)
P(p) = £ F(Pf) (3. 36)

i en particular,

2
O F(—if) (3.37)
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Calculem §(q). Segons (3.25) i tenint present (3.35), escriurem
o0 - 5_@_’;
$ (a) =j 6t w(®) e 2 av

per a q imparell. Fent el canvi

§2 2
Sz=v
tenim que
2 42
$ (a) = 2yl w( )
5'/2 i - y) e dy

Aleshores, emprant (3.27),

NHOqO a ya+l ) q a -.Vz
i Ly W o ay

o bé, notant,

", - _ﬁqe_ (<5 )‘1“1 (3.38)
Y F(O)

podem escriure el sistema

= 2
R, j ¥ n(%y) o ar =1y 3y s (3.39)

—D

D aquesta forma, tornem a estar en la situacié de (2.10) amb el po-
-y2
linomi W(-é-,%y) a determinar i w(y)=e Ve, Com sabem per 1’apartat 2.3,

aguest és el pes corresponent als polinomis d“Hermite.
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Com g recorre els imparells, per aplicar el métode exposat en
2.2y cal considerar que q pren gqualsevol valor natural, perd que per

a g=0y9290s¢ o8 coOmpleix Rq=0.

Llavors, segons (2.11) fem

W y) - El] b, H, () (3.40)

Per (2.16), els coeficients b, seran

i
1 i
b, = A Z Bq Rq (3.41)
i’7i7  qg<i

on els B; sén, comparant (2.22) amb (2.3), els de la matriu

1 0 0 0

3 0 2 0 0
B)= 1 o 4 o (3.42)

0 =12 0 8

Unicament considerem moments imparells fins a tercer ordre.

Les solucions a (3.41) s6n, recordant (2.21), les seglents:

Per a i = 042949e00 bi = 0 , ja que tots els termes del sumato-

ri sanul.len.

Per a i=1, com Rl és proporcional a , 1 aquest és nul per

Fo1o

definicié, tenim, també b1 = 0

Per & i =3, segons (3.38) i (3.42),

2
N
b. = QJ%&%O (3.43)
67 %) 5 r(0)



17

Llavors, usant (3.10), per a tenir-ho expressat en funcié de
‘E;, com en la part parella, i (2.17), podem escriure W en funcid

de b :

2 "
t}i", Poso ° H, (<-9) (3. 44)

w(e) =
. 7/1.ac2% r(%) 3'a

303 = Funcibé de distribucié completa

Bgerivim juntes les parts parella i imparellas de la FDD.

-1q -J-f'-z -Isl”
w = P(Q) e + W) e &% o (3.45)

Recordem que, expressant-ho en funcibé de les integrals primeres de

les equacions del moviment, d“acord amb (3.4) i (3.32), tenim,
T 2 = . N
@ (I+)AK,JT) = \%(Iw\Kc-Zo(Jq-FJ ) + ‘fl (I+AKe2« Jep'd )le(J)

Aquest tipus de FDD s suficient per a explicar la sadrie de
dotze moments, que ensg haviem proposat. Ara, sols queda comprovar
que aquesta FDD estd ben definida, 8s a dir, gue sigui sempre posi-
tiva (les altres condicions ja les satisfi).

Com P(Q) el prenem positiu per a tot Q>0, haurd de complir-se,

2
-1lg _5."2_2. ~Is|®
PQ) e 2 > |W(®)|e = e (3.46)
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doncs recordem que W(€) &s un polinomi imparell en P.

Relacionem S amb Q. De (3.3) i (3.30) veiem gue,

2 2
S =§E (Q—G'9 )
c

amb

®1 polinomi —_-]-'-— P(Q), adimensionzl, estd acotat inferiorment.
o

Sigui m aquesta cota. Llavors, dividint (3.45) en‘treﬁ{ i utilitzant

e

(3.44), per a que es compleixi (3.46) serd suficient que es verifi -

gui
2 2
] ] 2\|r
1 5 S il ..;a'_(Q_G’ﬁ)‘
Mo 2Q, Pojo 9 B(E0) | a2 1e2 |
- Yy ify

67 1 ac”i[@)
r r

Revisem elg parameires que queden per a determinar. Primera -
ment,vegem que § no pot ser qualsevol: Quan es dongui la igualtat

2 5 P .
Q=6¢t , la desigualtat anterior es converteix en

1 2 2 A'VZ 592
-=0F g (S ? -0 -—
Mmoo 2, |Hoxd BED | T2 (3.47)

v, ¢
6 nquzac2 % r(%)

1.6°
Multiplicant (3.47) per e e i definint un nou parametre T,
tal que compleixi
T 4 @
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tenim

2 J T
Boso d 3659 | =320

iz Yz 21 1 e

2
>

=

Veiem, dones, gue aixd només serd possible si el membre de

la dreta no divergeix, és a dir, si T és positiu, amb lo qual es

verifica
2 i
> Lca =-‘Z—2£-
2
Aleshores,, d H36?r9)| e @ serd un valor acotat ver a tot ¥,

—

la qual cota designarem per M i tindrem present que dependri de
Tid*a. Aix?, fent créixer c¢ el que faci falta, podrem assolir

la darrers desiguzltat sense dificultat. Ha de satisfer—se:

\

2 rho3o

iy
619 a1 )

r

Y
—
=

m (3.48)

E
i
o =

2
%n el cas Q #6® , aprofitant la discusié anterior, serd su-

ficient veure,

1 2 2 2\i T
e_ E(Q-G‘B ) e- ,%é(Q-W )l

> -1—111
8.02

Fem les segUents transformacions:
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amb lo qual, haurem de comprovar,

XM (%" - ¥)

2a.3

1 > (3.49)

Cal fer, perd, tres observacions:

Primers, la desigualtat (3.49) n°hi ha prou amb que sigui satis-
feta per a EZzO0.

Segona, és necessari que r sigui superior o igual a la unitat.

Tercera, per a r> 1, el valor de %[‘(%), que intervé dins M,
es manté, sempre, positiu i acotat, molt prdxim a l. Bfectivament,
fent x=1/r (lercco, lexéO),.% rc%) = x [(x) = [(x41), valor que va-
ria entre [(1) i [(2) i 4s prdxim a 1.

®n conclusié, haura de complir-se

K M ~(X"g" - &)
1 > max e (3.50)
2a3 570
Calculant el maxim, obtenim, per a (3.50),
=L
x M i-r
> =D X) (3.51)
3
2a

Desigualtat que és ficil d’aconseguir, dones, fent, per exemple,
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que substituint-ho & (3.51) resulta

T
g
15 6T e(r—l)(rX) T

T agquesta desigualtat es compleix sempre, dones:
si X>1, fent r-1, obtenim lve ;
si X =1, prenent r=2, obtenim 1>e-6;

si X<¢1, prenent r=1/% , obtenim 1>e_1.

Bn conclusif, en 1l°apartat 3.1 hem obtingut la part parella
de la FDD, que és la que déna contribucié als moments d’ordre parell
i que 1°hem presa quadrdtica en velocitats residuals, de la seglent
forma:

Ay - %4
0, =@ = > & T2 e 2, 10,12

i

amb &, segons (3.17), (3.18) i (3.19), i Q donat per (3.3).
®™n l%apartat 3.2, hem vist com podria ser la part imparella

de la FDD, proposant la seglient:
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2
amb S=-§§(Q-6€?) i b3 donat per (3.43).
c

Finalment, hem vist que la part imparella es mantenia, en va-
lor absolut, inferior a la part parella, la qual era positiva . Aixd
ersz possible amb J,r i S adequats i assegurava el caricter dominant

de la part parella de la FDD. La FDD és positiva a tot l7espai.

3e4 = Un mdtode general per a obtenir lg funcid de distribucié

Bn 1°apartat anterior, construfiem uns FDD per & explicar la
distribucié de les velocitats a 1°entorn del sol. La idea havia es-
tat pertorbar una distribucié d°Schwarzschild generalitzada, mitjan-
cant una nova funcié, que li superposavem.

®n el present apartat, veurem com obtenir una FDD, globalment,
és a dir, sense haver de recédrrer a la superposicié de dues funcions
basicament diferents.

D°entrada, podriem fer ds de la funcid caracteristica associa-
da a la distribucié de velocitats. Recordem-ne algunes propietats

(Rényi, 1976). Després veurem que no la podem fer servir.
Donada una FDD f(u), que suposarem normalitzada, es defineix

la seva funci6 caracteristica associada §(s), com la seva transfor-

mada de Fourier,

o(2) = j ol 22 p(yu)au ; u,eR> (3.52)
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Treballarem en dimensi6é itres, perd val per a qualsevol dimensié fi-

nita. La integral (3.52) sempre existeix, ja que f(u) és integrable
3 4 i s.u
aR i |e ==

= 1. La funci6 caracteristica ¢(s) és uniformement con

tinua a tot l’espai.

Si les integrals

(s) = J ufugu:; o 22 f(u)du ; DyqsT =0
u

c
Par

existeixen i ¢(§) 16 derivades continues, podem obtenir els moments

de la distribucié (treballant amb variables centrades) com

= 0 1¢]
P"pqr qu( )
i aleshores, es verifica,
Pa.T . PegeT . Pegel
DD D = =
123 dP(E) o * Cpqr@) —o : P'qu

i . o . . ;
( Dj significa derivar i-vegades respecte a la variable s. ).

Aleshores, si tots els moments s6n finits, la funcié caracte-

ristica admet el seglient desenvolupament en s@rie de McLaurin a 1°

entorn de 1‘origen,

$(s) = Z —Prar (isl)p(is2)q(is3)r (3.53)

1
P+QeT=n s

Aquest desenvolupament no es pot estendre sempre a tot R3. #s possi-



84

ble si la sdrie (Kendall-Stuart, 1977,P.114)

Z -1 _
(vgj)l/é‘a

320

és divergent, lo qual passa, en particular, si a partir d“un cert

ordre, els moments sén nuls.

A partir de ¢(s) podem obtenir f(u) mitjangant la transformada
inversa de Fourier:

Si ¢(s) és integrable a tot RB,

e@ -1 | o2 e (3.54)
2 "

determina de maners vnica la FDD.

Sembla, doncs, que & partir dels moments, podriem construir,
per (3.53), la funcié caracteristica, i després, amb (3.54), obtenir
la FDD. Perd, malhauradament, (3.54) no és sempre convergent. Aix?f,
per exemple, si tenim un nombre finit de moments, com en el nostre

is,,

cas, el desenvolupament (3.53) de ¢(§) és un polinomi en 510 8, 3

i per tant, ¢(g) no és integrable a R3: (3.54) no existeix.
®n conseqiidncia, a partir dels moments coneguts, no podem ob-

tenir la FDD usant la funcié caracteristica.
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Davant d’aquesta impossibilitat, adoptarem el mé&tode d“apro-
ximacié en norma quadrdtica a la FDD, explicat en el segon capitol
i utilitzat en els anteriors apartats del capftol present.

Tot el que &ll3 valia per a una dimensib, es generalitza, de
maners natural, a qualsevol dimensié finita. Calcularem lg FDD a
partir d’alguna base de l‘espai de funcions de quadrat integrable.
Per a aixd, fem un parell d’observacions (pel cas tridimensional,

que és el que usarem).

Donada una funcib pes

w(x) = wi(xl)wé(XZ)WB(x3)

1 2
ortogonals associat 4s el format per productes de la forma

definida en un intervel T.x I x 13 de R3, el sistema de polinomis

1 2 3 . . s
Pijk(z) = Pi(xl) Pj(xz) Pk(x_}) 3 i,jyk=0

m
on Pn(xm) és un polinomi de grau n de la familia de polinomis or-
togonals en la variable x respecte al pes wh(xm), en l°interval
ImER 3 m=1,2,3-

La demostracié d’aquesta afirmacié és senzilla. Calculem el
producte escalar

(P ) =

ijk’ Pi’j’k’

4}5 Pi(xl)P?(x2)Pi(x3)Pi,(xl)Pi,(xg)Pi,(x:s)wl(xl)wz(xz)w3(x3)dxldx2dx3

Per la separabilitat de w(x), tenim,
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(P, ) - (PLP )(PZ,P2 >( ) (3.55)

ijk’ P"j‘k'

S’entén que els productes escalars del membre de la dreta es referei-
xen, tan sols, a la variable que els hi pertoca.

Llavors, &s dbvi que (P k’Pl'J’k') 6s diferent de zero, només,
quan i=i‘, j=j°, k=k°, per l‘ortogonalitat dels P

La unicitat del sistema ortogonal { g }, i,jsk=0, vé garan-

ijk
tida, com en una dimensié, pel métode de Gram—=Schmidt de construccid

del dit sistems.

Finalment, com en el cas de dimensié un, si tenim un conjunt

de relacions donades per les integrals (en suposem la convergéncia)

R =j5$ 1y 2573 f(x)dx (3.56)
BaM, Ay yrxr. ¥ 2 3
2 3
amb m, 5m, 3 i f(x)=g(x)w(x), amb w(§)=wi(xl)w?(x2)w3(x3) complint
les propietats de funcié pes en I_x T x T, , llavors podem expressar

1 2 3
g(x) en funcié dels polinomis ortogonals P (3) respecte al pes i

interval anteriors, de formz que aguesta cpmbinaclo lineal de polino-
mis sigui la "millor aproximacié" de g(x).

' Com en el cas unidimensional, tindrem f(x) expressada en fun -

ci6 de la base de funcions de quadrat integrable en le I x7T_, cons-

2 3
tituida per

{P @ w@) s 15k00

La forma de calcular aquestas aproximacié és la mateixa que en el cas
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unidimensional i les relacions i conclusions obtingudes en aquell

cas s6n igualment valides ara, només que canviant els Indexs per
i

$ i i
multi-Indexs ( i~v111213) i usant la notacié x = xll x22 x33 .

Vegem algunes aplicacions:

a) Calculem la FDD prenent com a funcié pes

(Tr-‘rro ) 2--(@-@0) 2+(z-z0)2

w(Tr—TTO, ®-@, z—zo) = e a

2

pes que és, evidentment, separable i que correspon a producte de
pesos associats als polinomis 4°Hermite (apartat 2.3).

Considerem la FDD de la forma

f(W7@QZ) = P(TT"TTO’ @—@O’ Z—Zo) W(”"Tfoy @-@ov Z-ZO) (3.57)

on P representa un polinomi, que calcularem en funcié dels polino-

mis d‘Hermite, de la forma,

> oy, 5O @22 EEo) (5.58)

P(ﬁ_ﬂ'o’ @-@o’ z-Zo) g s And i
1’72’73

17273 "1 2 3

Les relacions a determinar seran els moments centrats

H paor

-IHBS m-no)p(@)-@o)q(z-zo)rf(ﬂ »0y7) dnd@dz

que fent el canvi de variables 1T-‘|T°=ax, ®-®o=ay, Z—Zo=az i usant
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(3.57) podem transformar en unes relacions equivalents,

N H T pPagr
A R 52 xyz Plax,ay,az) w(ax,ay,az) dxdydsz
ap+q+r+3

81 escrivim

R - .H;EEBEL. (3.59)

obtenim una expressi6 a l°estil de (3.56).

Llavors, a R3 tenim el sistema de polinomis ortogonals format
pels

P, ; (xys52) = B (08, (y)E,(2)

123 1 2 3

%ls coeficients s 5 4 de (3.58) vindran donats per 1°expressié
1723
(2.16) corresponent al cas tridimensional,

e
1 5123
i % S | g 313 Jy dqdANd
2 1¢2
i 2i3 111213 yJ27J3 3 3

®ii4 (p

amb J <i , k=1,2,3 1 R, , . segons (3.59). ®ls coeficients

k 'k
iiid 17273

1 2.3 s6n els de la matriu que expressa els productes H.(x)H_(y)Hi(z)
2 3 @ & 1 2 3
J 32 J
en funcié dels X %y Xy calculables a partir de (2.22).

Aix?, substituint aquests coeficients a (3.58) tindrem calculat el
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polinomi P i, per tant, la FDD de (3.57).

%n particular, z nosaltres ens interessard el cas en que es
verifiqui 1T0=Zo= 0 . Imposant que la FDD sigui parella en T7i Z
hem vist que es podia aconseguir el que voliem, i explicar la série
de dotze moments d’ﬁrickson(1975). Per tant, podrem comptar amb

una FDD com (3.57), perd amb TTO iZo nmals i

P(rr—ﬁo, @-@o, z-zo) = ?(ﬂz,@-®o, zz)

A més, donada la paritat de P en Ti Z, i recordant que els polinomis
d“Hermite ccnserven laz paritat de 1°Index, el sumatori de (3.58) cal=-
dra recérre’l per a il i 13 parells. Pel mateix motiu, Rp r donat

: Qq

per (3.59), serd diferent de zero només quan p i r siguin parells.

Aix¥, usant la igualtat 8=@p@g, la FDD podra ser escrita com,

2
_I +‘92+Z2
2 2, = 2 2
f=‘-€(“' 952 )= P(WQ’ByZ ) e & (3.61)
que, fent Ys de les integrals primeres, queds
_ . —-l-z(I-o-K-o-aJ)
f= Y(1,7,X) = P(I,J,K) e = (3.62)

amb 0('—‘-—2-@-9 e
w

Una FDD a 1’estil de (3.61), o la més general, (3.57), t6 1°
inconvenient,en front a 1l“obtinguda a 3.3, de no poder relacionar a
priori els moments. Per tant, ens veiem obligats & calcular tretze
coeficients del polinomi, a partir de (3.60) (un per a cada moment

i un altre per & la normalitzacié).
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Unaforma d°evitar, en part, aquest inconvenient, és postular,

d’entrada, una FDD de la forma segllent:

b) Considerem, altra vegada, el cas en que la FDD és parella en

T‘ i Z’ i per tant’ Tro=Z°=O-

Prenguem el pes de la forma

- “24-29 2-0-/\22

w(T,2,2) = e a?
i considerem la FDD
2 2 2 2
£=9(T +A2 5,9 ) = P(W )2 ,9) w(my¥,z) (3.63)

Aquesta forma de FDD ja ens results familiar, doncs és de 1l°estil
(1.42) que apareixia en el cas c¢c) de l’apartat l.3. Aix?, algunes

de les relacions entre els moments ja ens vindran fixades.

®ls moments a calcular seran

1 r ,2 2
,,qur = -N—jjjn‘peqz \?(TT +\Z 9% ) amdedz (3.64)

amb p i r parells.

La forma de (3.64) es correspon completament amb la que teniem
a.28). Amb el canvi de variables, gue ally feiem, aplicat al cas
present, podrem rescriure (3.64).

®n efecte,
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T =pcos §

W J ~¥%
Z =)/?-‘Dsiny !-él(:lgf;—:%, = ) £
o=t

I utilitzant els resultats que haviem obtingut,

- 22l pel T4ly o 0
V2 e rEhel L.

- r q 2, 6
Ppgr i e ?_2) cmf T ‘f(r C)fdfd?; (3.65)

i substituint LF s després d‘algunes modificacions, (3.65) es trans—

forma en
= T+l & 6 2 ‘7;2
vz @ rEgd 7, per , -2k
Wpor ™ H (p) 2 2 P(pst)e @ dgnz)d;
P oy [(@22)  ‘o’w
2

2 2 Y
Finalment, amb el canvi de variables p=a‘u, ;:avlv, tenim,

o0 =g

2
qu -_-55 ot v2 P(azu,anj%v) e-u e-v du dv (3.66)
C —an
amb
o - __P‘_;E’.., p i r parells
i
g+l r+l

p+T+2
R =R =2Nr( ;*)72>\2|*p

qr
o6

sq w Q ap*q+r+3 F(E‘l) ‘__(r‘.l (3 7)
2 2
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Tornem a estar en la situaci6 de (3.56), perd en un cas bidi-

mensional., Observant (3.66), veiem que e " as el pes associat als
2
. =V

polinomis de Laguerre (apartat 2.4). ¥n canvi, e torna a ser el

pes associat als polinomis d Hermite (apartat 2.3).

Bxpressarem el polinomi P de (3.63) com

P(azu, aj%v) = :E; ci 3 Li(u) Hi(v) (3.68)

11,12 172 1 2
Ja sabem que els polinomis
Pij(u,v) = Li(u) Hj(v)

formen un sistema ortogonal el R'x R .

®ls coeficients ° 3 de (3.68) seran, segons (2.16),

12
i i ’
RETE = lP ) Z lea'z Ry 3 (3.69)
172 i i i Jyod i%g 142
1112, 1112 1°"2
1112
camb ji< i, 32g12 ¢ Rj ; donat per (3.67) i Bj 3 els coefi-
1¥2 12
cients de la matriu que expressa els productes Li(u) Hi(v) en fun-
J, 3 1 2

1
ci6 dels u v £ , calculables a partir de (2.22) i (2.34).

Com aguest é€s un cas més interessant que 1l°anterior, explici-

tem el producte escalar dels polinomis

(P..+P

= H
157 ij) (Li,Li) (Hj, j)
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Segons (3.55) i per (2.21) i (2.28),
(Pij’Pij) = (i!)21r‘"2J g (3.70)

n resum, en el present cas, per a computar la FDD, amb els
moments de que disposem, calculem (3.67). Seguidament, servint-nos
de (2.22), (2.34) i (3.70), avaluem (3.69). D°aquesta forma, el po-
linomi (3.68) ens serd conegut i, consequentment la FDD (3.63).

Posant la FDD en funcié de les integrals primeres, tindrem,

_ ) - —1§(I+AK+2qJ+pJ2)
f=¢(Ie)K, J) = P(I4)K, J) o 2

amb £1if satisfent (1.45) i (1.46) .

Com f=§(I+MK,J), es verifiquen les relacions corresponents a

(1.38) i (1.39):

2=r
A 2

par Fiqp ’ P i r parells

-
L[}

Ma00 = 3) Hoo2

Per tant, soclament haurem de calcular els coeficients corres-

ponents als moments [, =1y Honor Hono? o107 Fozo? Moo Moo 1
}1040 . Hem reduit el problems al calcul de vuit coeficients i si,
semblantment a com s indicava en 1l’apartat 3.1, escollim "ag" i i
(ja que XA ja vé fixat) per a que els moments P 200 i rbzo, per exem-

ple, siguin els que donaria el pes w , considerat com a FDD (és

a dir, considerar els coeficients que contribueixen a aguests mo -
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ments nuls),ens estalviem calcular dos coeficients i,per tant, el

problema es soluciona determinant, només, sis coeficients.

®s podrien fer més variacions sobre squest mdtode, canviant
la forma de la funcié pes, perd els casos a) i b) semblen els que
més lliguen amb el problema que estem tractant. #s a dir, matemiti-
cament, gqualsevol funcié pes es valida per a resoldre el problema,
encara que no tingui res a veure amb la funcid d’Schwarzschild, perd,
sembla que la usada en el cas b) és la que redueix més el cidlcul de

coeficients, donades les caracteristiques del problema.

Seguint aquest m&tode, hem obtingut una FDD expressada en fun-
cié duna base ortogonal de funcions de 1l°espai L2, que com s’ha vist
a (2.18), tendeix en norma quadratica a la FDD associada a la distri-
bucié de moments, a mesura que augmenta el nombre de moments cone -
guts. ¥n aquest sentit, també cal dir que, utilitzant aquesta forma
d“aproximacid, només es potassegurar que la FDD és positiva si teninm
molts moments per a calcular-la (és g dir, assegurant la validesa de
1°aproximacidé). ®n cas de conéixer pocs valors dels moments, és més
satisfactdria 1’aproximacié per superposicid de dues funcions de
paritat diferent, que hem calculat en els apartats anteriors d‘aquest

capitol. Alla, sI que ens asseguravem de la positivitat de la FDD.
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