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Tema 1 - Matrius i determinants 1

1 Matrius i determinants

1. Calculeu, en el cas en que sigui possible, la matriu suma A + B i la matriu producte AB de les
segiients matrius:

1 0 -1 -1 11
(@) A= 2 -1 1 ],B=| 0 21
-1 2 0 1 -1 0
1 0 -1 -1 1
b)yA=| 2 -1 1 |,B=| 0 2
-1 2 0 1 -1
1 0 -1 1
) A= -1 -1 |,B=| 0 2
2 0 1 -1
0 -1 11
d A=| -1 -1 |,B=| 0 21
2 0 1 -1 0

2. Siguin A, B i C matrius quadrades. Digueu si les segiients propietats sén certes o no. En cas
afirmatiu, demostreu-ho. En cas contrari, doneu un contraexemple.

(a) AB=DBA

(b) Si AB =0, aleshores A =00 B =0.

(¢) Si AB = AC, aleshores A=00bé B =_C.
(d) A2—B*=(A+ B)(A-B).

(A+ B)? = A + B + 2AB.

3. Sigui J la matriu n X n que té tots els seus elements iguals a 1. Per a cada natural k > 1 calculeu
la matriu J*.

4. Calculeu el determinant de les segiients matrius:
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7T 2 3 1 2 7
(a) 5 =3 2 |, 1 -3 5
3 1 1 1 1 3
1 0 -3 -4 1 0 2 7 0
00 5 0 3 2 -3 6 3
(b) , 2 0 1 8 0
70 9 4
1 2 1 1 0o 0 0 5 0
-8 0 8 -9 2
-5 1 —4 1 1 2 6 -1
() 1 4 -1 5 1 01 3
Yl -4 1 8 -1 "0 30 2
3 2 6 2 0 1 2 0
1 1 1 b+c a a
(d) b+c a+c a+b |, b a+c b
be ac ab c c a+b
1—n 1 1 1
1 1—-n --- 1 1
(e) L , matriu quadrada d’ordre n.
1 1 v 1—n 1
1 1 1 1—n

Donades les matrius A = ( ? :1)) >, B = ( :52, _? ) iC = < 71 _? >, calculeu el determinant
de C"*ACBA~.
Sigui A = (a;;) la matriu 3 x 3 definida per a;; = 2¢7. Calculeu el seu determinant.

Sigui A = (C1,Co,C3) una matriu 3 x 3, on Cq, Ca, C5 sén les seves columnes. Sabent que el
determinant de la matriu A val 2, calculeu el determinant de la matriu B donada per:

(a) B:(Cl+202,01,01+02+03).
(b) B:(Cl+02,01,01+02+203).
(C) B = (C1 +Cy+ C5,Cp + Co,Cy + 03).

Sigui A = (C4, Cq,C3) una matriu 3 x 3, on Cq, Co, Cs sén les seves columnes. Si A és invertible
demostreu que, aleshores, també ho és la matriu B donada per:

(a) B = (01,02 +4C1,C5 4+ 2C5 + 801)
(b) B = (Cl, Cy +9C,,C3 4+ 3Cs + 2701).

Calculeu el rang de les matrius:

s s 5 o 1 -1 -11 8 9
L3 o1 1 1 -3 2 5
e A N T G A 3|

1 2 1 -1 3

Calculeu les inverses de les matrius:

2 2 3
(a) 1 0 0
5 -1 -1
1 3
v (i )
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_ o = O N
AN Ot g~
— =

—4
-5
8

(f)

0
1
1
1 1
3
)
)

W N = =

11.

Calculeu la inversa de la matriu:
1 1425 1
247 2 0
-7 2—5 —1+j

12. Resoleu els segiients sistemes per Gauss:

—4
=5

-3z
“+z

r +y
2¢  +y

(a)

3z

2x
T
T

{x
o\
ok

r +y +=z
-y +=z
—z

+y
-y
+2y
—3y
+2y
-y
+3y
+5y

r +y

+5z

+z
—5z
+62
—z
+z
+2z
—4z

+t
—t
+t

=6
=7
=2
=9
+3t
—2t

+t
—t

—+u
—u
—u

13. Resoleu els segiients sistemes:
=0

z +(1+2j))y +=
2+ i) +2y = 145

—jzr +(2—-35y +(-1+j)z =0
—1+3j)x —2
=J
=0

—(1+3j)y +3z
5r +by +2z
-z +2+5)y

14. Resoleu els sistemes d’equacions segiients en funcié dels valors del parametre real a:

ax +2z=0

a) ay—z=a
r+3y+z2z=>5
{ 2r+y=3

—zr+2y=1
3z +4y=a
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r+2y+2=0
2c +y+az=0
r—3y—2z=1

()

15. Discutiu el segiient sistema segons els valors del parametre a € C:

a’r  +y +z =3
r +a’y +z =4—a
z +y +a%z =2+a

16. Discutiu els segiients sistemes segons els valors dels parametres reals a, b, k i m:

a’x +y

(a)
r 4y
+y
r +ay
r +y
T +y

ax

r —2y
T -y
mx  +ky
kx +my

x
(I1+m)x
2z

()

x +a2y +z

=3
=4—a
=2+a’

“+z

—|—a22

+z +t
“+z
“+az

+z

=3(k+m)
=2(k+m)+1
=m?—k?-6
=k2-m?2+6
+y A+ -m)z
—y +2z

—-my +3z

=m+2
=0
=m+2

17. Resoleu les segiients equacions matricials A X = B, on:

10 1 3
wa-(37)r=(31)

11 1 -5
by A= -1 o |,B=| -1 3

2 -3 2 0

11 1 -5
e A= -1 o |,B=| -1 3

2 -3 2 1

1 1 2 1 -5
A= -1 0 -1 |,B=| -1 3

2 -3 -1 2 0
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Solucions
0 1 0 -2 2 1
L A+B=|2 1 2 |,aB= -1 -1 1
0 1 0 1 3 1
—2 2
(b) A+ B no es pot calcular, AB=| -1 1
1 3
0 1
(c) A+ B=| -1 1 |, AB no es pot calcular.
3 -1
(d) No es pot calcular ni A+ B ni AB.
1 0 0 1
2. (a) Fals. Per exemple: A= < 0 0 ) i B= < 0 0 )
1 0 0 0
(b) Fals. Per exemple: A= < 0 0 ) i B= < 0 1 )
10 0 0. 0 0
(c) Fals. Per exemple: A= ( 0 0 ), B= ( 0 1 ) icC ( 1 0
10 0 1
(d) Fals. Per exemple: A= < 0 0 ) i B= < 0 0 )
1 0 0 1
(e) Fals. Per exemple: A= < 0 0 ) i B= < 0 0 )
0 1 0
(f) Fals. Per exemple: A= ( 00 ) 1Bf< 0 )
(g) Es cert. Val en tot grup.
10 -1 0
(h) Fals. Per exemple: A= ( 0 1 ) i B= ( 0 _1 )
. 10 0 0
(i) Fals. Per exemple: A= < 0 0 ) i B= < 0 1 )
. 1 0 0 0
(j) Fals. Per exemple: A= < 0 0 ) i B= < 11 )
(k) Fals. Per exemple: A= ( (1) (1) )
10 0
(1) Fals. Per exemple: A= ( 0 1 ) ( 1 )
(m) Fals. Per exemple: A= < (1) (1) )

3. JF=nF
. (a) 9, 18.

(b) 320,—60
(c) —264, 22.
(d) (a—0b)(a—c)(b—c), dabe.
() 0

5. El determinant val -11.
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. det(A) = 2'93.
(a) det(B) = —4.
(b) det(B) = —4.
(c) det(B) =2.

. Ambdues tenen rang dos.

0 1 0
(a) -1 17 -3
1 -12 2
5 3
o (% 1)
17 17
1 -1 0
© | -5 1 3
_7 o _1
8 4 8
2 -2 -1
(d) 0 % 0
-1 -1
1 1 -1
(e) -3 -2 2
-3 -2 3
2 16 -6 4
) L 22 41 —-30 -1
B —10 —44 30 -2

4 —13 6 -1

24345 40—45] —16+ 18;
CTE | 15-35) 10425 25-10j
58 — 29j 0 —29 — 58

(a) Sistema compatible indeterminat. Solucié: x =1 — 4z, y = 3+ 7z.

(b)

(c) Sistema compatible determinat. Solucié: z =2, y=—1,z=1,t=3.
)

(d

Sistema incompatible.

Sistema compatible indeterminat. Solucié: x =1/2+u, y=—-1/2—u—t, z=1—u.

(a) Sistema compatible determinat. Solucié: x = 40 — 453, y = 10 + 255, z = 0.

135 —14 — 35
(b) Sistema compatible determinat. Solucié: x = 6 +10 3J, y= 10 3J, z=2-2j.
(a) Per a = 0 és un sistema compatible indeterminat. Per a = —1 sistema incompatible. Per a # 0,1

sistema compatible determinat.

(b) Per a =7 és un sistema compatible determinat. Per a # 7 sistema incompatible.

(c) Per a # 1 és un sistema compatible determinat. Per a = 1 sistema incompatible.

. Sia#+1,+v/25, aleshores el sistema és compatible determinat.
Si a = 1, aleshores el sistema és compatible indeterminat.
Si a = —1,4++/2}, aleshores el sistema és incompatible.

(a) Sia # =£1, aleshores el sistema és compatible determinat.
Si a = 1, aleshores el sistema és compatible indeterminat.
Si a = —1, aleshores el sistema és incompatible.
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(b)

Si a # 1,—3, aleshores per a tot b el sistema és compatible determinat.

Sia=11b=1, aleshores el sistema és compatible indeterminat.
Sia=11b# 1, aleshores el sistema és incompatible.

Sia=—31ib= —1, aleshores el sistema és compatible indeterminat.
Sia=—-31ib=# —1, aleshores el sistema és incompatible.
Si k=61 m = —6, aleshores el sistema és compatible determinat.

En cas contrari, el sistema és incompatible.

Sim # 0,+2, aleshores el sistema és compatible determinat.

Sim =0 o m = —2, aleshores el sistema és compatible indeterminat.
Si m = 2, aleshores el sistema és incompatible.

Té solucid tnica X = ( (1) 72 )

AR 1 -
Té solucié unica X = ( 0 73 )
No té solucid.
l—-a -3-0
Té infinites solucions. La solucié general és X = —a —2-b
a b

,ona,beR.
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2 Espais vectorials

10.

. Digueu quines de les segiients proposicions sén certes, (per K entenem R o C):

(a) El conjunt {(z,y, z) € K? tals que x + y + z = 0} és subespai vectorial de K3.
(b) El conjunt {(A+ p, A, 1) € K2 amb A\, u € K} és subespai vectorial de K2,
(c) El conjunt {(A+2,\, u) € K> amb A\, u € K} és subespai vectorial de K.

(

(

o,

(

(e
(f
(g

El conjunt {(z1,xs, 3, z4) € K* tals que 23 + 224 = 7} és subespai vectorial de K*.

)
)
) El conjunt {(z1, 22,21, 72) € R?* tals que x1, x5 € Z} és subespai vectorial de R*.
)
) El conjunt {(z1,...,z,) € R™ tals que x1 < z2} és subespai vectorial de R".

)

El conjunt de les solucions d’un sistema compatible Az = b de m equacions i n incognites amb
coeficients en K, és un subespai vectorial de K".

En R3 considerem el subespai vectorial U = ((1,2,1),(3,1,5)) i el subespai vectorial V generat
pels vectors (1,2,1), (3,1,5) i (3, —4,7). Defineixen U i V el mateix subespai de R3?

Considerem el subespai vectorial F = ((2,1,—1),(8,-5,1),(1,—4,2)) de R®. Trobeu una base
d’aquest subespai i amplieu-la a una base de R3.

En R* considerem el subespai vectorial F' generat pels vectors (1,2,1,3) 1 (2,0,3,2), i el subespai
G generat per (—1,6,-3,5), (0,4,—1,4)1 (3,2,1,—1). Comproveu que F' C G, i amplieu una base
de F' fins a obtenir una base de G.

Doneu la dimensié i una base del subespai vectorial definit per F = {(x,y,2) € R3 tals que
r—y+z=x—-2y=y+z2=0}

Sigui {u1, ug, usz} una base de K3. Considerem els vectors v; = u1, va = aus+us i vy = w1 +us+bus,
on a,b € K soén escalars. Calculeu la base i la dimensié del subespai vectorial generat per vy, ve i
v3. Per a quins escalars a, b el conjunt de vectors {vi, v2,v3} és també una base de l'espai K3?

Considerem, en R%, els vectors v = (10,1,6,—2), u; = (1,-3,-2,5), uz = (3,-2,—4,9), ug =
(4,-7,2,3). Pertany v al subespai generat per {ui,us,u3z}? Es {u1,u2,us} una base d’aquest
subespai? En cas afirmatiu, trobeu la relacié de dependéncia en {v, uy, ua, us}.

En C3 considerem els subespais F' i G, on F' = ((0,4,1),(0,1,5)), i on G és el subespai generat per
(1—24,1+24,1)1per (5,—3 +4j,1 + 25). s cert que C> = F & G?

Determineu per a quins valors del parametre a els subespais vectorials F' = {(x,y, z) € C? tals que
ir+(1+)y=1—-j)x—jy+(1+aj)z=0}iG={(r,y,2) € C? tals que x +ay + (a+j)z = 0}
de C? tenen interseccié nul.la.

Considerem els subespais F = ((1,1,—1,2), (0,1,1,1)) i G = {(1,2,-3,2), (1,—1,0,1)) de R*.
Trobeu les coordenades del vector v = (4,2,0,8) en una base de F'+ GG. Determineu quins vectors
f € Figée€ G compleixen f+ g =wv. Raoneu perque f i g no sén unics.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Sigui By = {u1,u2,u3} una base de R®. Comproveu que By = {u,u; + u2,u1 + ug + uz} també
és una base de R3. Si un vector té coordenades (a, b, c) en la base By, quines coordenades té en la
base By?

Demostreu que el conjunt de vectors {uy, uz,us} és una base de C3, i trobeu les components del
vector v en aquesta base, on u1, us, us, v son:

(a’) Uy = (1724’]77])5 U2 = (1 +2j72527‘7>5 usz = (170571 +])7 v = (73+6j73+4.77973‘7>
(b) w1 =(1,24,—34), us = (2,14 4,1), ug = (-1,1,—j), v = (1,2,0).

En R? considerem les bases By = {(2,1,1),(1,2,1),(1,1,2)} i By = {(1,0,1),(0,1,1),(1,1,0)}.

Sigui v € R3 un vector amb coordenades (z,y, z) en la base By, i amb coordenades (2,7, 2’) en
la base Bs. Expresseu z, y i z en funcié de 2/, ' 1 2/.

Sigui u, v, w una base de R3. Si les coordenades dels vectors (1,1,2), (2,0,3) i (1,1,0) en aquesta
base sén, respectivament, (2,1,0), (2,0,2) i (1,1, —2), calculeu quins sén els vectors u, v i w.

En R* es consideren les families de vectors B = {uy,us,u3,us} i B’ = {v1,v2,v3,v4}, on uy =
(0, 1, 1,0), Uy = (—1,0,0, —1), Uz = (2,0, 1,0), Uy = (0,0, 1, 1), v1 = 2uq + Uo, Vo = —Uy + U3z + Uy,
V3 = Uy — 2’[L37 i Vg4 = 3’U,4.

(a) Demostreu que B i B’ sén bases de R%.

(b) Sigui x € R* el vector que té components (—1,0, 1,0) en la base B. Trobeu les seves components
en la base B’ i en la base canonica de R*.

(c) Sigui e; el primer vector de la base canonica de R*. Trobeu les coordenades de e; en la base
B ien la base B'.

Considerem les families de vectors By = {(1,—1,0),(2,1,3)} i B2 = {(1,5,6),(1,2,3)} de R3.

(a) Demostreu que el subespai vectorial generat per la familia de vectors B; coincideix amb el
subespai vectorial que genera la familia Bs.

(b) Sigui F el subespai de lapartat anterior. Trobeu, en 'espai vectorial F', la matriu de canvi de
base de la base By a la base Bs.

(c) Trobeu les coordenades del vector v = (—5,—7,—12) € F' en la base Bj i en la base Bs.

El servei d’espionatge de Sildavia ha aconseguit robar un planol secret del govern de Borduria.
En el planol hi apareixen la seu del Ministeri d’Industria de Bordiria, la muntanya més alta del
pais (el pic de Montalt), i un petit poble anomenat Blackadder. Amb gran desesperaci els espies
veuen, pero, que no hi apareix el seu objectiu: la mundialment famosa fabrica secreta.

Després d’interceptar i desxifrar missatges per radio dels bordurs els espies sildaus saben que: en
cert sistema de referencia que té com origen la seu del ministeri, les coordenades del pic de Montalt
sén (3.5,2.1), les coordenades de la placa gran de Blackadder sén (1.9,0.7), i les coordenades de la
fabrica secreta sén (5,-2.1). Amb aquestes dades, i desconeixent el sistema de referéncia emprat
pels bordurs, els espies sildaus poden localitzar la fabrica en el planol. Com?

Digueu quines de les segiients proposicions sén certes, (per K entenem R o C):

(a) El conjunt { ( (Z Zc) Zj:g ) amb a,b,c € (C} és un subespai vectorial de May3(C).

(b) El conjunt {A € M, (K) amb tr(A) = 0} és un subespai vectorial de M, (K).
(c) El conjunt {A € M,,x,(K) amb det(A) = 0} és un subespai vectorial de M, x,(K).

(d) El conjunt {A € M,,xn(K) tals que AM = M A}, on M € M, x,(K) és una matriu fixada, és
un subespai vectorial de M, (K).
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19.

20.

21.

22.

23.

24.
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(e) El conjunt dels polinomis reals de grau més gran que 4 és un subespai vectorial de Rx].

(f) El conjunt {p € C[z] tals que p(1 + j) = 0} és un subespai vectorial de Clx].
-3 2

i) ee(E)ie=(50)

siguin linealment dependents. Trobeu la relacié de dependencia.
Trobeu una base i la dimensié del subespai vectorial F' de E definit per

2 3
1 5

9 a

Trobeu a,b € R de manera que les matrius A = 3

Sigui FE = MQ)(Q(R).

G

b
Sigui E el R-espai vectorial de les funcions reals de variable real. Trobeu la dimensié i una base
dels subespais vectorials de E generats per les funcions:

_Z ) amb a,b € R}, i determineu un subespai G C E de manera que F = F & G.

axr

, Te
e®, e ", coshx.
1, cos 2z, sin? z.

ell$

et 320t

cos z, sin x.

e’ cosx,e " sinx.

Demostreu que {1+ 23, 22 + 322, 1 — 22,  + 22%} és una base de R3[z] i trobeu les coordenades
de 1+ 5z + 1022 4 222 en aquesta base.

Pels segiients valors de la matriu A, trobeu les bases dels quatre subespais associats, Col(A), Col(AT),
Nul(A) i Nul(AT).

)

4
8

4
<b>( 8)
4 1 0 O 01 2 3 4
(c) 6 |=[11 0 000 1 2
2 0 1 1 0O 0 0 0 O

— O W OFEFk N =N

SO W O NN
—_— O W = ke Ww

()

G m OO0 oo NM+= N+

Justifiqueu que si la matriu A € M, «,, és de rang r i existeix un vector no nul b € R™ pel que el
sistema Ax = b és incompatible, llavors el sistema ATy = 0 admet alguna solucié no trivial.
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Solucions

A S o

) Certa.
) Certa.
) Falsa.
d) Falsa.
) Falsa.
) Falsa.

(g) Certa només en el cas homogeni.

U i V defineixen el mateix subespai vectorial de R3.

Una base de F és {(2,1,—1), (1, —4,2)} i el vector (0,0,1) completa aquesta base a una de R>.
G=1{((1,2,1,3),(2,0,3,2),(3,2,1, —1)).

Es un subespai de dimensi6 1. Una base és (—2, —1,1).

La dimensié val 2 si a,b € K sén tals que ab = 1 i, en aquest cas, els vectors vy, v2 determinen una base
del subespai. La dimensié val 3 si a,b € K sén tals que ab # 1 i, en aquest cas, els vectors v, v2, vs
determinen una base del subespai. Per tant els vectors vi,v2,vs determinen una base de l'espai E si, i
només si, ab # 1.

Si, v pertany a aquest subespai. Si, {u1,u2,us} és una base del subespai que generen aquests vectors. Les
components de v en aquesta base sén (—7, 3, 2).

8. Si.
9. FNG = {0} siinoméssia## 1.

10.

11.
12.

13.
14.
15.

16.

17.

18.

El vector v té coordenades (2,2,2) en la base {(1,1,-1,2), (0,1,1,1), (1,-1,0,1)} de F + G. Es té que
f=1(2,4,0,6) —X(2,1,-3,3)ig=(2,—-2,0,2) + A(2,1,-3,3) per a tot A € R.

(a—b,b—c¢,c).
(a) Les components de v en la base u1, uz2, ug sén (4,2 + j, —3).
(b) Les components de v en la base ui, uz, us sén ((—4 — 75)/15, (12 4 5)/15, (1 — 5)/3).
v=0" -y +2)/2, y=(-2"+y' +2)/2, 2 = (&' +y' - 2)/2.
uw=(2,0,1), v =(-3,1,0), w=(-1,0,1/2).
(a) —
(b) Les components de x en la base B' sén (0, 1,0, —1/3) i en la base canonica x té components (2, —1, 0, 0).
(¢c) e1=(0,-1/3,1/3,-1/3)p = (—1/12,—-1/6,—1/4,—-1/18) 5.
(a) —
o (T, s )
v=(3,—4)p, = (1,—6)B,-
Els espies sildaus han estudiat algebra lineal i dominen perfectament els canvis de base. Les coordenades

de la fabrica sén (-4.86,11.59) en la base e; = OA, e2 = OB, on O és el ministeri, A és el pic de Montalt,
i B és la placa gran de Blackadder.

(a) Falsa.

(b) Certa.

(c) Falsa.
)

(d) Certa.



12

19.

20.

21.

22.
23.

24.
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(e) Falsa.
(f) Certa.
A, B i C sén linealment dependents si i només si a = 33 1 b = 48. Aleshores: 34 +9B — C = 0.

1 . —1 . . ., .
Els vectors < 0 (1) ) i ( ? 0 ) formen una base de I’ que té, doncs, dimensi6é 2. Podem considerar

0 0 0 0
o=((10)(5 1))
(a) La dimensi6 és 2. El conjunt {e®*, ze®”} és una base.

(b) La dimensié és 2. El conjunt {e®,e™"} és una base.

¢) La dimensié és 2. El conjunt {1, cos 2z} és una base.

)

(c)

(d) La dimensié és 3. El sistema de generadors donat és una base.
)
)

e) La dimensié és 2. El sistema de generadors donat és una base.

(
(f) La dimensi6 és 2. El sistema de generadors donat és una base.

Les coordenades sén (2,1, -1, 3).

(a) Col(AT) = ((1,2,4)); Col(A) = ((1,2)); Nul(4) = ((~2,1,0), (=4,0,1)); Nul(A”) = (-2, 1)).

(b) Col(A™) =((1,2,4),(2,5,8)); Col(A) = ((1,2),(2,5)); Nul(4) = ((=4,0,1)); Nul(A") = ((0,0)).

(c) Col(A™) =((0,1,2,3,4),(0,0,0,1,2)); Col(A) = ((1,1,0), (3,4, 1));
Nul(4) = ((1,0,0,0,0), (0,2, —1,0,0), (0,2,0, —2,1)); Nul(AT) = {(1, -1, 1)).

(d) Col(AT) = ((0,3,3,3),(0,1,0,1)); Col(A) = ((3,0,1),(3,0,0)); Nul(4) = ((1,0,0,0), (0, —1,0,1)));
Nul(AT) = ((0, 1, )).

(e) COI(A ) = ((1)); Col(A) = ((1,4,5)); Nul(A) = ((0)); Nul(AT) =((—4,1,0),(-5,0,1)).

Ha de complir-se 7 < m. La dimensié de Nul(AT) és precisament m — r; per tant, 'espai nul per ’esquerra
té algun vector no nul.
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3 Espai euclidia

1. Donats dos vectors x = (x1,72) i y = (y1,%2), de R?, determineu si defineix un producte escalar
Poperacié x -y = 2x1y1 + Z1y2 + x2y1 + 4x2ys.

2. Six = (21,22, ,Zn) iy = (Y1,Y2,---,Yn) € R, determineu quines de les segiients aplicacions
f:R” x R®™ — R defineixen un producte escalar:
CYCUR o8 [ oM RNCEEVES SERRERD SRS o)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
(©) fla,y) = |ziwil- () f(z,y) = 2191 — w292,y € R%.
i=1

3. Determineu quines de les segiients matrius sén la matriu (respecte de la base canonica) d’algun
producte escalar de R3:

3 1 2 1 -1 1 6 -3 5
101/, -1 1 -1 |, -3 2 -2
2 1 2 1 -1 1 5 -2 6

4. Calculeu la matriu del producte escalar habitual de R3 en la base
{(1,2,-1),(-2,3,-2),(1,1,2)}

5. Considereu a R3 el producte escalar tal que la seva matriu en la base canonica és

34 —-12 5
G = —12 41 5
) 5 2

Trobeu la matriu d’aquest producte escalar en la base {(2,—1,1),(0,1,2),(3,1,0)}.

6. Calculeu 'angle entre els vectors u = (2, —1,0) i v = (2,0, 1) en 'espai euclidia R* amb el producte

2
2
5)
2

(G280 \VRN W]

5
escalar que en la base canonica té matriu G = | 2
2

7. Sigui (E,-) un espai euclidia, on - representa un producte escalar. Siguin u,v,w vectors de E
tals que ||ul| = ||v]] = 1, |Jw|| = 2, ang(u,w) = ang(v,w) = 7/3 i ang(u,v) = 7/2. Calculeu
(u4v)- (v+w).

8. Sigui B = {(1,1),(0,1)} una base ortogonal de R? i (1,0) i (0,2) dos vectors unitaris, tots donats
en la base canonica. Determineu la matriu de producte escalar en la base B i en la base canonica.
Calculeu ’angle entre (—1,0) i (0, 2).



14

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Tema 3 - Espai euclidia

Trobeu una base ortonormal de l’espai euclidiad R3 respecte del producte escalar que en la base
canonica té matriu

2 1
G=|1 2
11

DO = =

Considereu I’espai euclidid R* amb el producte escalar habitual. Trobeu una base ortonormal del
subespai F' = ((1,2,-1,0),(2,3,2,1),(1,0,1,0)).

Sigui {u1, u2, us} una base ortonormal d’un espai euclidia de dimensié 3. Trobeu els valors de « i
[ reals tals que els vectors v1 = aug + Sus, va = aus + Suy i v3 = auy + Pus sén unitaris i que
dos a dos formen un angle de /3.

(a) Existeix algun producte escalar a R3 tal que {(1,2,1),(—1,0,2),(0,1,—1)} sigui una base
ortonormal?
(b

En cas afirmatiu, és unic?

d
(e

Donat el subespai vectorial de I'espai euclidia R®, W = ((1,2,3, —1,2),(2,4,7,2,—1)), trobeu una
base del seu complement ortogonal.

)

(c) Es aquesta 1'inica base ortonormal d’aquest espai euclidia?

(d) Trobeu la matriu d’aquest producte escalar en la base canonica.
)

Calculeu (0,2,3) - (0,3,2).

A Tespai euclidia R*, amb el producte escalar habitual:
(a) Trobeu unes equacions que defineixin H+, on H el subespai definit per les equacions

2:61 +x9 +3SC3 —T4 =0
3:61 +2SC2 72564 = 0

(b) Trobeu una base de F*, on F és el subespai generat pels vectors (1,0,2,1) 1 (0,1, —2,1).

A Tespai euclidia R*, amb el producte escalar habitual, trobeu la projeccié ortogonal i la component
ortogonal del vector x respecte del subespai H, si:

(a) z=(4,—1,-3,4)i H=((1,1,1,1),(1,2,2,-1),(1,0,0,3)).
(b) @ =(7,—4,—1,2) i H és el subespai definit per les equacions
2¢7 4wz  4x3  +3x4 =0

2x1 +2x9 +2x3 4x4 =0
X1 +2x0 +2x3 —9x4 =0

Sigui F un espai euclidia i sigui B = {ey, e2, e3} una base ortonormal. Trobeu la distancia minima
dev=(6,0,4)piF={(1,1,1)5,(1,0,3)5)

Sigui I’espai euclidia R? amb el producte escalar que a la base canonica té matriu G =

3

S =N

0
0
1

?1:'@[\')01

F={((1,-1,0))iv=(2,1,1). Trobeu el vector v; € F que fa minima la distancia d(v,
també aquesta distancia.

). Doneu
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Trobeu els valors de x,y, z que fan minim l'error del sistema sobredeterminat:

r 4+ y 4+ =z = 10
2z + 3y + = 5
r 4+ 2y 4+ 2z = 1
r + dy + 2z =
e — y — 2z = -1

Les mesures, preses en un laboratori, d’una certa magnitud m al llarg del temps ¢ vénen donades
per la taula segiient:

-3

10
25
40

@m%wwu‘w
—_

Se sap que la magnitud m(t) segueix una llei quadratica, és a dir, m(t) = at? + bt + c. Trobeu els
valors de a, b, c que proporcionen ’error quadratic minim de les mesures.

Determineu si 'espai vectorial de les funcions reals continues a l'interval unitat admet estructura
d’espai euclidia amb el producte f - g = fol etf(t)g(t)dt.

(a) Trobeu una base ortonormal de Ro[z] respecte de la metrica f - g = fol f@)g(x)dx.

(b) Donats f(z) =x+2 i g(x) = 2% — 2z —3, calculeu f-g i la norma de f, respecte de la metrica
anterior.

Sigui E un espai euclidia i siguin z,y € F tals que d(z,y) = 3, d(x,2y) =51 ||z|| = |ly||. Trobeu

x-y

Considereu l'espai euclidia format per les funcions integrables a l'interval (—1,1). Sigui el producte

escalar definit per

fg= / 2 f(2)g(z) da

-1
Es demana:
(a) Tot aplicant el metode de Gramm-Schmidt al conjunt de polinomis {1, x, 2%}, trobeu una base

ortonormal del subespai de polinomis de grau més petit o igual a 2.

(b) Sigui f(x) definida per:
[2 0<z<1

-1<z<0
Aproximeu f(z) a l'interval (—1,1) amb una combinacié lineal de la base trobada a l'apartat

anterior.

A Tespai vectorial de funcions continues a l'interval [—1, 1] considerem el producte escalar definit
per f-g = fil f(@)g(z)dx i el conjunt de funcions B = {sinnz,sin27x,sin37x}. Sigui F el
subespai generat per B. Es demana:

(a) Proveu que els elements de B son ortogonals respecte el producte escalar donat

(b) Trobeu la funcié de F' que millor aproxima la funcié f(x) = x respecte la metrica donada.
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Solucions
1. Si, és un producte escalar.
2. Es producte escalar I'aplicacié de I'apartat (b).
3. Només la tercera matriu correspon a un producte escalar.
6 6 1
4. 6 17 -3
1 -3 6
237 —46 195
5. —46 69 45
195 45 275
6. L’angle entre u i v és aproximadament 0.707 radians.
7. 3.
8. Gp = ( 3(/)4 1(/)4 ), GB, = ( 711/4 _11/514 ) on By representa la base canonica. L’angle és 7/3.
9. Una base ortonormal és u; = %(1 0,0),u \}6(71,2,0),11,3 = \/%(71,71,3).
10. {ﬁ(l@ ~1,0), 24 (1,1,3,1), (2, 1,0, - )}
1. a=f=+7.
12. (a) Si
(b) Si, és tnic
(¢) No és I'inica base ortonormal per aquest producte
29 -13 7
(d) La matriu del producte escalar en la base candnica és % -13 1 -4
7T —4 6
(e) 2.
13. (2,-1,0,0,0), (13,0, —4,1,0), (—17,0,5,0, 1).
14. (a) Unes equacions que defineixen H* sén 61 79;2 ;zz i 8 }
(b) El vectors (—2,2,1,0) i (—=1,—1,0,1) sén una base de F*.
15. (a) La projeccié ortogonal de z sobre H és (1,—1,—1,5), i la seva component ortogonal és (3,0, —2, —1).
(b) La projeccié ortogonal de z sobre H és (0, —3/2,3/2,0), i la seva component ortogonal és (7, —5/2, —5/2, 2).
17. vi = 1(1,-1,0), d(v, F) = \/11/2.
18. x=1,y=1/5,z=2.
19. a = 1.95, b = —4.54, ¢ = —2.30.
20. Si, és un espai euclidia.
21. (a) {1,v3(—1+22),V5(1 — 6z + 627)}.
(b) —37/4; 1/19/3.
22. 2.
23.

(8) {y/3 /32, Y (527 - 3)}.
(
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4 Aplicacions lineals

1. Digueu quines de les segiients aplicacions sén lineals, (per K entenem R o C):

(a) f:R? - R, on f(z,y) =z +y.

(b) f:R?2 =R, on f(z,y) = xy.

(c) f:R? — R? on f(z, y) = (0,0).

(d) f:R* = R? on f(z,y) = (7,7 +y).

(e) f: K3—>K2,onf( Y, 2 ) (x 4+ 3y, x —y+ 2).

(f) f: K2 = K3 on f(z,y) = (x+y,z —y,z+ 2y).
(g) f:K2—=K?% on f(x,y)=(x+y+3,x —y+3).

(h) f:K® = K3 on f(z,y,2) = (x +y,x + 2,0 — y + 22).
(i) f:C* > C% on f(z,y) = (jz, (1 + )z + (2+34)y).
(G) f:C° = C% on f(z,y,2) = (jz, |yl, 7).

2. Per a cada una de les segiients aplicacions K-lineals f de K™ en K™: doneu la matriu associada
a f en les bases canoniques; digueu si f és injectiva, exhaustiva o bijectiva; calculeu la dimensié i
una base del nucli i de la imatge de f; i determineu 1’aplicacié inversa f~! en cas que existeixi.

(a) f:R2 = R? on f(x,y) = (x +y,—y).

(b) f:R? = R3 on f(z,y) = (z—y,2z+3y,3$+2y)-

(¢) f:R®* = R3 on f(x = Bz, —y,2x +y + 2).

( (z
(
(z

)

)

c)

d) f:C2—=C2 on f ((1+j):c+2y,x+(1—j)y)-
)
)

7

e) f:C° = C%on f(z,y,2) = (z+jy+ (1+j)z,jz —y — (1 —j)z).

(

3. Per a les segiients aplicacions K-lineals fi; i fo, digueu si l'aplicacié composiciéo f = fo o f1 és
injectiva, exhaustiva o bijectiva.

Y
Y
Y,z
:Y)
Y,z
Y, 2

f) f:C>—=C3 onf

(a) fi:R* =5 R3 fo:R* = R2 on fi(z,y,2,t) = (x+t,y+t,z+1), fa(x,9,2) = (x + 2,y + 2).
() f1:R3 =R fo:R3 = R% on fi(x,y,2) = (x+y,z,2+Yy), falw,y,2) = (x + 2,y + 2).

) f1:R2 = R3 fo: R = RY on fi(z,y) = (z,2+y,x—y), f2(2,9,2) = (v, 02—y, 2+y+2,2—2).
d) f1:C*=C° f:C° = C% on fi(z,y) = (jy, —jz,x +y), folz,y,2) = (x+2,jy + jz,y + 2).
) f1:C = C% f,:C° = C? on fi(z,y) = (2,2 +y,5y), f2(2,9,2) = (¥ +jy,y + j2)-

) f1:C = C? f2:C* = C? on fi(z,y) = (z+3y,4,9), fo(z,y,2) = (¥ —y — 2,y — 2).

4. Demostreu que f2 = f, on f és 'endomorfisme de R? definit per f(x,y) = (z/2 +y,x/4 + y/2).
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5.

10.

11.

12.

13.

14.
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Siguin f1 i f2 els endomorfismes de R? definits per fi(x,y,2) = (x+y+22,20+y+ 2,0+ 2y+2) i
fa(x,y,2) = 2y + z,2 + 3y + 2,2 + y). Donar bases del nucli i de la imatge de f; — f2. Existeixen
vectors no nuls v € R3 tals que f1(v) = f2(v)? En cas afirmatiu, determineu-los.

Considerem, per a cada valor del parametre real ¢ € R, 'endomorfisme f, de R?® definit per
falz,y,2) = ((a —2)x —y + 22, 22+ (1 —a)y + (a + 1)z, ax — 3y + 2az). Per a quins valors del
parametre a I’endomorfimsme f, és un epimorfisme, un monomorfisme o un isomorfisme?

Sigui @ € R. Considerem I’aplicaci6 lineal f, : R® — R3 on f,(z,y,2) = (ax — 2, z +y + 2, 2y).

(a) Trobeu la dimensié i una base del nucli i de la imatge de f,, segons els valors de a. Per a quins
valors a € R ’endomorfisme f, és un monomorfisme, un epimorfisme o un isomorfisme?

(b) Siguin S, S’ C R3 els subespais vectorials definits per S = {(z,y, z) € R? tals que 2x+y+2z = 0}
i85 =((1,-1,2),(—1,—1,6)). Determineu els valors de a per als quals f,(S) = 5.

Es considera, en R3, 'endomorfisme f, definit per f.(z,y,2) = (z + az, ay + z, z + ay), on a és
un parametre real.

(a) Trobeu la dimensié i una base del nucli i de la imatge de f, segons els valors de a. Per a quins
valors a € R ’endomorfisme f, és un monomorfisme, un epimorfisme o un isomorfisme?

(b) Sigui F el subespai de R? definit per F' = {(z,y,2) € R3 tals que * + y + z = 0}. Per a
quins valors de a es té que dim f,(F) = 1? Quan f,(F) = F? Quan f,(F) + F = R?*? Quan
fu(F) @ F = R3?

Sigui f Pendomorfisme de R? donat per f(z,y,2) = (z —y + 2,0,2 — z). Demostreu que els
vectors v1 = (1,1,1), va = (1,-2,3), v3 = (2,0, —1) determinen una base de R?, i trobeu la matriu
associada a f en aquesta base. Determineu un vector w € R? tal que f(w) = 14vy + Tvg — 4vs.

Sigui f Pendomorfisme de C3 donat per f(z,y,2) = (82 — 9y + 252,2y — 5z, —2x + 3y — 8z2).
Demostreu que els vectors v1 = (—1434,5,2—75), va = (—1—34,5,2+7), v3 = (3,2,0) determinen
una base de C3, i trobeu la matriu associada a f en aquesta base. Calculeu f(—jv1 + jva + %1}3).

Sigui {u1,u2,u3} una base de R3. Sigui f ’endomorfisme de R? donat per f(u1) = uy + ug + us,
fluz2) = 2us — us, f(ug) = f(ur — uz). Comproveu que els vectors v1 = u1 — uz, vz = Uz + us,
v3 = 2u; — uz determinen una base de R3, i doneu la matriu associada a f en aquesta base.

Sigui {u1,u2,u3} una base de C3. Sigui f un C-endomorfisme de C? del qual sabem que f(u1) =
uy + ug, que f(us) = juy, i que Ker f = (u; + uz). Comproveu que els vectors v; = uy + ug,
v = (1 + j)us + ua, v3 = juj + jus determinen una base de C3, i doneu la matriu associada a f
en aquesta base.

Sigui {v1,ve,v3} una base de K2, i sigui {e1, e2, €3, e4} una base de K*.

(a) Trobeu la dimensié i una base del nucli i de la imatge de I’aplicaci6 lineal f : K* — K? definida
per f(e1) =v1 +2v2 + v, f(e2) = v2 + v, f(ez) = v1 +v2, flea) = v1 —va.

(b) Comproveu que els vectors u; = e1+eq, uz = e1+e€3, ug = €1 +ea, ug = €1 — ez —es determinen
una base de K*, i que els vectors wy = f(u1), we = f(us), w3 = f(u3) determinen una base
de K3. Doneu la matriu associada a f en aquestes bases.

Trobeu la matriu en base canonica d’un endomorfisme de R? que a cada punt del pla li fa corre-
spondre el seu simetric respecte la recta y = ax. Per fer-ho frobeu primer dos punts dels quals
sigui facil trobar les seves imatges.
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Solucions

=
—
o

Lineal.

—
=3

No lineal.

Lineal.

E/‘\

No lineal.
Lineal.

)
)
)
)
)
f) Lineal.
)
)
)
)
)

)

—_

No lineal.

~ o~

No lineal.
Lineal.

No lineal.

2. (a) Matriu: ( (1) _1 ) Es isomorfisme amb inversa f~(z,y) = (z + y, —y).
1 -1
(b) Matriu: 2 3 |. Es monomorfisme, pero no és epimorfisme. La imatge té dimensi6 2 i una base
3 2
és {(17 2, 3)7 (_17 37 2)}
3 0 0
(¢) Matriu: 1 —1 0 |.Esisomorfisme amb inversa f~*(z,y,2) = (2/3,2/3 —y, —x +y + 2).
2 1 1
. 14 2 . .. .. S s L.
(d) Matriu: 1 1—j ) No és monomorfisme, ni epimorfisme, ni isomorfisme. El nucli té dimensié

11 una base és {(—1+j,1)}. La imatge té dimensié 1 i una base és {(1+ j,1)}.

1 14
dimensi6 2 i una base és {(—4,1,0),(—=1 —4,0,1)}. La imatge té dimensié 1 i una base és {(1,7)}.

142 0 0

(e) Matriu: ( ; J T+ ) No és monomorfisme, ni epimorfisme, ni isomorfisme. El nucli té

(f) Matriu: 0 —j 0 . Bs isomorfisme i £~ (z,y,2) = (1 — 2)z/5, jy, (1 + 25)z/5).
3. (a) Noés monomo(;ﬁsme. %s ;p;rr?cj)r sme. No és isomorfisme.
(b) No és monomorfisme. Es epimorfisme. No és isomorfisme.
(c) Es monomorfisme. No és epimorfisme. No és isomorfisme.
(d) Es monomorfisme. No és epimorfisme. No és isomorfisme.
(e) Es monomorfisme. Es epimorfisme. Es isomorfisme.
(f) No és monomorfisme. No és epimorfisme. No és isomorfisme.
4., —
5. {v € R3 tals que fi(v) = fo(v)} = ((=2,—1,1)).
6. L’endomorfisme f, és bijectiu si i només si a # —1,3. Si a = —1,3, aleshores f, no és ni epimorfisme ni
monomorfisme.
7. (a) Sia# —1, aleshores f és un automorfisme. Si a = —1, aleshores rang f_1 = 2. En aquest cas el nucli
és el subespai generat pel vector (1,0, —1), i la imatge és el subespai generat pels vectors (0,1,2) i
(=1,1,0).

(b) fa(S) # S’ per a qualsevol valor de a.



20

8.

Tema 4 - Aplicacions lineals

(a) Sia = 0, aleshores dimIm f, = 2 i dimKer f, = 1, amb {(0,1,0)} base del nucli i amb {(1,1,0),
(0,0,1)} base de la imatge. Si a = —1, aleshores dimIm f, = 2 i dimKer f, = 1, amb {(1,1,1)}
base del nucli i amb {(1,1,0), (0,—1,—1)} base de la imatge. En aquest cas no és monomorfisme,
ni epimorfisme, ni isomorfisme. Si a # 0, —1, aleshores dimIm f, = 3 i dim Ker f, = 0. Per tant:
Ker f, = {0} no té base; Im f, = R® amb base la base canonica de R?; i, en aquest cas, f, és
automorfisme.

(b) Per a cap valor de a. Siinomés sia=1. Siinoméssia# 1. Per a cap valor de a.

1 2 4 14
9. E 1 2 7 |, w=1(26,0,—13)
5 36 —4
i 0 0
10. 0 —j 0 |, f(—jv1+jv2 + 3vs) = (1,12,4).
0 0 2
1 1 1 1
11. 3 4 4 4
-2 1 4
0 0 O
12. 1 0 0
0 1 0
13. (a) dimIm f =3, Im f = E3, dimKer f = 1, Ker f = (e1 — e2 — e3).
1 0 0 0
m [o 1 0 0
0 01 0
1 1—a® 2a
M e ( 2a  a*-1
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5 Diagonalitzacié d’endomorfismes

1. Trobeu els valors i vectors propis de les segiients matrius. Digueu quines d’elles son diagonalitzables
i, si ho s6n, determineu una base on la matriu tingui forma diagonal.

@ (o )
o (1)

2 0 0
© | -3 -1 3
3 3 -1
—2 4 5
@ [ -3 5 5
00 1
—2 20 4
(e) 0 -3 0
1 7 2
9 —2 1
® 1 31
0 1 2
0 20
(@ | -1 01
0 -2 0
~16+j 35 —24
(h) 0 i 0
12 26 18+
0 -4 0 -1
o 2 0o o
Olo o o o
4 8 —12 4

2. Determineu els valors dels parametres per als quals les segiients matrius sén diagonalitzables i, en
aquest cas, doneu la seva forma diagonal.

cosa —sina
(a) ( sina cosa )
1 0 0
(b)y | a 1 0
b ¢ 2
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5 0 0
(c) 0 —1 b
3 0 a
3 0 -1
(d) 1 4 a
1 0 5
—2a+3 —4a-+5 4a—9
(e) 0 -1 0
—a+1 —2a+2 2a-—3
—2a+3 3a—3 —-8a—b+10
() —2a+2 3a—2 —-8a-+20+7
0 0 b

Trobeu una matriu A € Mjx3(R) que tingui vectors propis (1,2,—1), (1,0,1) i (0,1, —2) amb
valors propis —2, 1 i 2 respectivament.

a 1 p
Sabent que (1,1,0), (—=1,0,2) i (0,1, —1) sén vectors propis de la matriu | b 2 q |, deter-
c —1 r

mineu a, b, ¢, p, q, r i els valors propis de la matriu.

Considerem I'endomorfisme f,;, de R? definit per f,;(z,y,2) = (z + ay + bz, 3y, bz + 2). Deter-
mineu per a quins valors dels parametres reals a,b € R I'endomorfisme f, ; és diagonalitzable i té,
exactament, dos valors propis diferents.

Sigui a € C, i sigui f, € Endc(C?) 'endomorfisme definit per f.(z,y,2) = (2y,a’z + az, —2ay).
Per a quins valors del parametre a el subespai vectorial F' = {(x,y,2) € C? tals que z + z = 0} és
un subespai invariant per f,?

Sigui a € R, i sigui f, 'endomorfisme de R? definit per f,(z,y,2) = (r+ay+az, —z+y—2z,2+22).

(a) Determineu els valors de a per als quals 'endomorfisme f, és diagonalitzable. Per a aquests
valors del parametre a doneu una base respecte de la qual la matriu tingui forma diagonal.

(b) Sigui F = {(z,y,2) € R3 tals que x + 2y + 3z = 0}. Determineu els valors del parametre real
a per als quals el subespai F' és invariant per I’endomorfisme f,.

Siguin f i g els endomorfismes de R3 definits per f(z,y,2) = (z+y+2,2r+5y+22, —22— 5y —22),
i per g(z,y,2) = (—2y — 22,0, 2y + 22). Determineu una base {vi,v2,v3} de R? respecte de la qual
les matrius associades als endomorfismes f i g siguin diagonalitzables.

.. s . . 2
Trobeu una base ortonormal de vectors propis i la matriu diagonal associats a la matriu ( ; a ) .

Per a les segiients matrius, calculeu una matriu ortogonal C tal que D = CT A C és diagonal.
0

1

3 4

4 -3

1

1

)

O = =W

—_ =
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

Considereu 'endomorfisme 7' de R? definit per la matriu A = M (T, B.) =

N O =
I
oo
— O N

(a) Justifiqueu que T és diagonalitzable.
(b) Trobeu una base ortonormal de vectors propis de 7.

(c) Escriviu la matriu T en la base de apartat anterior.

Diagonalitzeu les matrius simetriques segiients i trobeu una base ortonormal de vectors propis:

0 1 1
) | 1 01
1 1 0
1 0 0
(b) 0 0 -1
0 -1 0
0 1 1
(c) 1 0 -1
1 -1 0
8 4 -1
(d) 4 -7 4
-1 4 8
6 —2 -2
@ -2 5 o
-2 0 7
1 1 1
Considereu la matriu A = 1 1 1
1 1 1

(a) Diagonalitzeu aquesta matriu, indicant la matriu diagonal D i la matriu C de canvi de base
corresponent.

b) Diagonalitzeu ortogonalment la matriu A, indicant la matriu diagonal D i la matriu ortogonal
g g g g
P de canvi de base.

Donada la matriu A, trobeu la matriu regular C tal que D = CT A C és diagonal, en els casos:

3 0 4
(a) A=1 0 1 0
4 0 -3
3 40
(by A= 4 3 0
0 0 1
b 0 0
Determineu els valors del parametre b que fan diagonalitzable la matriu A= 0 0 b
0 b 0

Si b # 0, determineu una base ortogonal de vectors propis de A i els respectius valors propis.

Un endomorfisme simetric f de R? satisfa f(u) = 3u per a tot vector u € ((0,1,—1),(—1,0,1)) i el
seu determinant val 18. Trobeu la matriu de f en la base canonica.
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17. D’un endomorfisme f de R? sabem que tots els vectors del pla x 4 2y + 2z = 0 sén propis de valor
propi 2 i que els ortogonals a ells s6n propis de valor propi —1. Determineu una base ortonormal
positiva de R en la qual la matriu associada a f sigui diagonal.

18. Si T és un endomorfisme de R? tal que els vectors del pla = 4y — z = 0 sén propis de valor propi
11 els de la recta perpendicular a aquest pla sén propis de valor propi 2, determineu la matriu de
T en la base canonica.

19. Calculeu els valors singulars de les seglients matrius:
-5 0
@ (o)

0 (4 2)

20. Trobeu la descomposicié en valors i vectors singulars de les seglients matrius quadrades:

(3 )
o (% )

21. Trobeu la descomposicié en valors singulars de les segiients matrius rectangulars:

W N otO -

)

22. Trobeu la descomposicié com a suma de matrius de rang 1 de les matrius del problema anterior.

0 1 1
23. Calculeu els valors singulars de la matriu A = 1 1 0 |. En la descomposicié de A com a
0 00

suma de matrius de rang 1, quina és la matriu del primer terme?

24. A partir dels valors i vectors singulars calculeu la matriu pseudoinversa AT de A =

O = = O
— O NN
NN O =

Amb ella, calculeu la millor aproximacié del sistema A% = (0,0,0,1)%.



Tema 5 - Diagonalitzacié d’endomorfismes 25

Solucions

1.

(a)

(b)

Els valors propis sén 11 2. Els vectors propis de valor propi 1 sén ((1,0)), i els de valor propi 2 sén
((—1,1)). La matriu és R-diagonalitzable i C-diagonalitzable. T¢ forma diagonal Diag(1,2) respecte
de la base {(1,0), (—1,1)}.

No té valors propis reals. No té vectors propis reals. No és R-diagonalitzable.

Sobre C els valors propis sén 1+ j i 1 — j. Els vectors propis de valor propi 1 + 7 sén ((1, —7)), i els
de valor propi 1 — j sén ((1,7)). La matriu és C-diagonalitzable. T¢ forma diagonal Diag(1+ 7,1 — j)
respecte de la base {(1, —j), (1,7)}.

Els valors propis sén 2 i —4. Els vectors propis de valor propi 2 sén ((1,0,1),(0,1,1)), i els de valor
propi —4 sén ((0,1,—1)). La matriu és R-diagonalitzable i C-diagonalitzable. Té forma diagonal
Diag(2, 2, —4) respecte de la base {(1,0,1),(0,1,1),(0,1,—1)}.

Els valors propis sén 1 i 2. Els vectors propis de valor propi 1 sén ((5,0,3),(0,5,—4)), i els de
valor propi 2 sén ((1,1,0)). La matriu és R-diagonalitzable i C-diagonalitzable. Té forma diagonal
Diag(1,1,2) respecte de la base {(5,0, 3), (0,5, —4), (1,1,0)}.

Els valors propis sén 0 i —3. Els vectors propis de valor propi 0 sén ((2,0,1)), i els de valor propi —3
sén ((—8,1,—3)). La matriu no és ni R-diagonalitzable ni C-diagonalitzable.

En R té un tnic valor propi: 3. Els vectors propis de valor propi 3 sén ((—1,1,1)). La matriu no és
R-diagonalitzable.

En C els valors propis sé6n 3, 2 + j, 2 — j. Els vectors propis de valor propi 3 sén ((—1,1,1)), els
de valor propi 2 + j sén ((—2 — j,7,1)), i els de valor propi 2 — j sén ((—2 + j,—j,1)). La matriu
és C-diagonalitzable i té forma diagonal Diag(3,2 + 7,2 — j) respecte de la base {(—1,1,1), (-2 —
j7j7 1)7 (_2 + j7 _j7 1)}

En R té un unic valor propi: 0. Els vectors propis de valor propi 0 sén ((1,0,1)). La matriu no és
R-diagonalitzable.

En C té valors propis 0, 2j, —2j. Els vectors propis de valor propi 0 sén {(1,0, 1)), els de valor propi
27 s6n ((1,7,—1)), i els de —27 sén ((1, —j, —1)). La matriu és C-diagonalitzable i té forma diagonal
Diag(0, 27, —2j) respecte de la base {(1,0,1), (1,7, —1),(1,—7,—1)}.

Té dos valors propis ¢, 2 4+ j. Els vectors propis de valor propi ¢ sén ((—3,0,2)), i els de valor propi
2+ j s6n ((—4,0,3)). La matriu no és C-diagonalitzable.

Els valors propis sén 0 i 2. Els vectors propis de valor propi 0 sén ((3,0,1,0)), i els de valor propi 2
sén {(1,0,0,—2),(0,1,0,—4)). La matriu no és ni R-diagonalitzable ni C-diagonalitzable.

En R diagonalitza si i només si a = kw amb k € Z. En aquest cas, té forma diagonal Diag(+1, £1).
En C diagonalitza per a tot valor del parametre a € R. Té forma diagonal Diag(cosa + j sina, cos a —
jsina).

Si a = 0, aleshores la matriu és diagonalitzable per a tot valor de b i c¢. La seva forma diagonal és
Diag(1,1,2).

Si a # 0, aleshores la matriu no és diagonalitzable.

Si a # —1,5, aleshores la matriu és diagonalitzable per a tot valor de b. La seva forma diagonal és

Diag(—1,5, a).

Si a = 5, aleshores la matriu no és diagonalitzable.

Sia = —11b=0, aleshores la matriu és diagonalitzable. La seva forma diagonal és Diag(—1, —1,5).
Sia=—11b#0, aleshores la matriu no és diagonalitzable.

Mai és diagonalitzable.

Si a > 0, aleshores és R-diagonalitzable i C-diagonalitzable. En aquest cas té forma diagonal
Diag(_17 +\/E/7 _\/a)

Si a = 0, aleshores no és ni R-diagonalitzable ni C-diagonalitzable.

Si a < 0, aleshores és C-diagonalitzable peré no és R-diagonalitzable. Sobre C té forma diagonal

Diag(—1,+jv—a, —jv/—a).
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(f) Diagonalitza si i només si a # b. En aquest cas, té forma diagonal Diag(1, a, b).

) 5/2 -3 =3/2
Es la matriu 4 —6 —4
—7/2 5 9/2
a=2b=c=1,p=1,¢g=1r =1/2, 1els valors propis de (1,1,0), (—1,0,2), (0,1,—1) sén 3,0,3/2
respectivament.

5. Perab=01ia € R arbitrari. Perab=2ia=0. Perab=—-2ia=0.

6. a=1.

7. (a) L’endomorfisme és diagonalitzable si i només si @ = 0. En aquest cas els valors propis sén 11 2,

10.

11.

12.

els vectors propis de valor propi 1 sén ((1,0,—1),(0,1,0)), i els de valor propi 2 sén ((0,1,—1)).
L’endomorfisme té forma diagonal Diag(1,1,2) en la base (1,0, —1),(0,1,0), (0,1, —1).

(b) a=2.
En la base v1 = (—1,0,1), v2 = (1,—1,1), v3 = (0,—1,1) els endomorfismes f i g sén diagonalitzables. En
aquesta base f té forma diagonal Diag(0,1,3) i g té forma diagonal Diag(2,0,0).

B:{%(Ln,%(fl,l)};D:( a+§ g )

Q
|

. (1 -1 o~ (40
(a)C’—ﬁ<1 1),D_C AC_<0 72).
. (1 -1 o~ (1 0
(b)C’—\/E<1 1),D_C AC_<0 _1).
a2 -1 o~ (B 0
(C)Cfﬁ(1 2),D70A07<0 _5)
o 11 o (00
@e-g( b ) pocrac— (9 0)
(a) Tota matriu simetrica diagonalitza.
(b) B={(0,1,0), %(1707 -1), %(1707 D}
-1 0 0
(c) D= M(T,B) = 0 -1 0
0 0 3
-1 0 0
(a) B=1{(1,-1,0),(1,1,-2),(1,1,1)}; D = 0 -1 0
0 0 2
10 0
(b) B=1{(1,0,0),(0,1,-1),(0,1,1)}; D= 0 1 0
00 -1
1 0 0
() B={75(1,1,0), 7=(1,-1,2),5(-L,1,)}; D=( 0 1 0
0 0 -2
9 0 0
(d) B={7(-1,0,1),5(212), 4L, -4)} D= 0 9 0
0 0 -9
3 00
(e) B={3(2,2,1),5(1,-2,2),3(-2,1,2); D=| 0 6 0
0 0 9
0 00 111
(2 D=0 0 0 |,c=[ -1 0 1
0 0 3 0 -1 1
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00 0 V31 V2
1
(b)) D=( 0 0 0 |,P=—=| —V3 1 V2
0 0 3 0 -2 V2
0 2 1 1 0 0
4. ) C=>%| V5 0 0 ]),D=|0 5 0 |
0 1 -2 00 -5
01 1 1 00
(b) C= 01 -1 |,b=[0 -1 0 |.
V2 0 0 0 0 7

27

15. Com A és simetrica, és diagonalitzable per a tot b € R. B = {(1,0,0),(0,1,1),(0,1,—1)} és una base de
vectors propis de A per a quasevol b € R. Si b # 0, els valors propis sén b (doble) i —b (simple). Si b= 0,

aquest és valor propi triple.

o N O

N OO
v

8 —-1 -1
16. M(f,Bo)=%| -1 8 -1
-1 -1 8
-1
17. B={3(1,2,2), 2(0,1,-1), 2(~4,1,1)}; M(f,B) = 0
0
4 1 -1
18. M(T,B.) = % 1 4 -1
-1 -1 4
19. (a) 01:570'2:0.
(b) 01 2370'2214
(C) 01—370'2—2
(d) 0’1—4,0’2—1
20. (a) g1 = 3,0’2 = 1; H1 = (071)7172 (1,0); ﬁ1 = (0,—1)717:2 = (1,0),
0 1 3 0 0 1
v=( 95 ) (e V)V o)
(b) 01 =3,02=2; _‘1:%
No1( V3 VEZY(3 V2 V3
s\UVv2 -8 0 V3 V2
1 1 0 3v/10 0 /3
2. (a) A= (0 0 V2 0 V10 %(1
1 -1 0 0 0
1

2 1 1 -2
22. (a) A=3[0 0 |+ 0 o0
2 1 -
1
1

1
= 1
2
23. 01 =V3,00=1,03 = 0; ( % 1
0 0

24. AT =21 24 10 —-10 22

I
—
o
>
ot
>
ot

|
ot
N

N~ s O NI=N=

(\/57 \/§)7 g = %(\/gy *\/5); 1
0
2

= 2 (V3,VD), % = % (V3 —V3)

\
RS
~

W=
%.:s.
W



