
R. Amer i F. Carreras 167

B
Polinomis

Un monomiés una expressió de la formaaxm, on el coeficienta és un nombre real o complex,
x és una indeterminada im és un nombre natural o zero. Unpolinomi és una suma finita de
monomis, que escrivim com

p(x) = a0 + a1x + a2x2
+ · · · + anxn ,

amb an 6= 0 si n > 0. Es diu quen és elgrau de p(x). Els polinomis de grau 0, també
anomenatsconstants, s’identifiquen amb els nombres. Els polinomis es poden sumar, restar i
multiplicar seguint les lleis ordiǹaries de l’̀algebra, i noḿes tenen invers els polinomis constants
no nuls.

Divisió entera. Donats dos polinomisp(x) i d(x) 6= 0, existeixen dośunics polinomisq(x)
(quocient) i r (x) (residu) tals que:

(1) p(x) = d(x)q(x)+ r (x).

(2) r (x) és 0 o de grau ḿes petit que el grau ded(x).

La demostracío és senzilla, per inducció sobre el grau dep(x). Sens dubte, el lector també
coneix laregla de Ruffini, que esquematitza la divisió d’un polinomi p(x) perx − α.

Quanr (x) = 0 la divisió ésexacta, i es diu qued(x) és undivisor de p(x) o bé quep(x) és un
múltiple ded(x).
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168 R. Amer i F. Carreras Polinomis

Si α és un nombre real o complex, elvalor num̀eric d’un polinomi p(x) quanx = α és

p(α) = a0 + a1α + a2α
2
+ · · · + anα

n ,

i α és unaarrel de p(x) si p(α) = 0.

Proposició B.1 (a) (Teorema del residu.) El residu de la divisió d’un polinomi p(x) per x − α

és el valor numèric p(α).

(b) (Teorema del factor.) Un nombre α és arrel d’un polinomi p(x) si, i només si, x − α és un
divisor de p(x).

DEMOSTRACIÓ. (a) La divisío de p(x) per x − α dóna p(x) = (x − α)q(x) + r, i substituint
arreux = α quedap(α) = r .

(b) Es una conseqüència immediata de (a).

Exemples B.2(a) Els valors num̀erics d’un polinomi es poden calcular amb la regla de Ruffini.
Per exemple, si volem trobarp(

√
2) quanp(x) = x3

+ 2x2
− 3x + 1, fem

1 2 −3 1
√

2
√

2 2+ 2
√

2 4−
√

2

1 2+
√

2 −1 + 2
√

2 5 −
√

2

i tenim quep(
√

2) = 5 −
√

2.

(b) Segons el teorema del factor, siα és una arrel dep(x) tenim

p(x) = (x − α)q(x) .

Si β és una arrel deq(x) resultaq(x) = (x − β)r (x), i per tant

p(x) = (x − α)(x − β)r (x) .

Si continuem aquest procés de descomposició, i tenim en compte el comportament del grau
davant de la multiplicació de polinomis, observem que el darrer quocient serà de grau zero, i per
tantun polinomi de grau n > 0 pot tenir, com a màxim, n arrels diferents.
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tantun polinomi de grau n > 0 pot tenir, com a màxim, n arrels diferents.
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D’altra banda, una arrel pot aparèixer ḿes d’una vegada durant aquesta descomposició d’un
polinomi p(x) com a producte de factors de primer grau, per tantés convenient introduir la
noció seg̈uent: es diu queα és una arrel dep(x) ambmultiplicitat m si

p(x) = (x − α)mq(x) amb q(α) 6= 0 .

Aix ı́, direm queα éssimplesi m = 1, i múltiple (doble, triple, ...) si m> 1.

Per completar l’estudi de les arrels i la descomposició dels polinomis en factors, serà útil dis-
tingir entre els polinomis de coeficients reals, el conjunt dels quals representarem perR[x], i
els polinomis de coeficients complexos, que formaran el conjunt denotat perC[x]. Com que es
pot considerarR ⊂ C, tamb́e tenim queR[x] ⊂ C[x]. El motiu de la distincío és el seg̈uent:
mentre que molts polinomis de coeficients reals no tenen arrels reals (x2

+ 1 n’és l’exemple ḿes
senzill), o no tantes com indica el seu grau encara que comptem les multiplicitats, la situació és
totalment diferent en el cas de coeficients complexos. El resultat següent permet afirmar que els
complexos representen la culminació de les ampliacions de la idea de nombre.

Teorema B.3 (Teorema fonamental de l’àlgebra.) Tot polinomi no constant de coeficients com-
plexos té alguna arrel complexa.

DEMOSTRACIÓ. Gauss va donar cinc demostracions diferents d’aquesta propietat. Lamentable-
ment, cap d’elleśes prou elemental per incloure–la aquı́.

Corol.lari B.4 Tot polinomi no constant p(x) de coeficients complexos es descompon totalment
dins de C[x] en producte de factors de primer grau:

p(x) = an(x − α1)(x − α2) · · · (x − αn)

o, agrupant les arrels segons les seves multiplicitats,

p(x) = an(x − α1)
m1(x − α2)

m2 · · · (x − αr )
mr .

En particular, tot polinomi no constant té, comptant les multiplicitats, tantes arrels com indica el
seu grau:

m1 + m2 + · · · + mr = n .

DEMOSTRACIÓ. Només cal aplicar reiteradament el teorema fonamental de l’àlgebra i el teore-
ma del factor.
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170 R. Amer i F. Carreras Polinomis

El teorema de Gauss també d́ona informacío sobre els polinomis de coeficients reals, i ens ocu-
parem immediatament d’aquesta qüestío.

Lema B.5 Si tenim un polinomi no constant p(x) ∈ R[x], i α ∈ C és una arrel de p(x) amb
multiplicitat m, el complex conjugat α també és una arrel de p(x), i amb la mateixa multiplicitat
m.

DEMOSTRACIÓ. La conjugacío, és a dir, l’aplicacío

α = u + i v 7→ α = u − i v ,

conserva les quatre operacions aritmètiques. Denotarem perq(x) el polinomi que resulta de
conjugar els coeficientes deq(x). Conjugant les relacions

p(x) = (x − α)mq(x) i q(α) 6= 0

obtenim les corresponents aα,

p(x) = (x − α)mq(x) i q(α) 6= 0 ,

i per tantα és una arrel dep(x) amb multiplicitatm.

Corol.lari B.6 Tot polinomi no constant p(x) de coeficients reals es descompon totalment dins
de R[x] en producte de factors de primer grau o de segon grau amb discriminant negatiu:

p(x) = an(x − α1)
m1 · · · (x − αr )

mr (x2
+ b1x + c1)

n1 · · · (x2
+ bsx + cs)

ns ,

amb α1, . . . , αr ,b1, c1, . . . ,bs, cs ∈ R i bj
2
− 4cj < 0 per a j = 1, . . . , s.

DEMOSTRACIÓ. Si β = u + i v i β = u − i v són arrels complexes conjugades dep(x), podem
agrupar els factors corresponents aixı́:

(x − β)(x − β) = (x − u − i v)(x − u + i v) = (x − u)2 + v2

= x2
− 2ux + (u2

+ v2) = x2
+ bx + c ,

on b = −2u, c = u2
+ v2 i b2

− 4c < 0. Partim ara de la descomposició de p(x) a C[x], que
segons el lema anterior serà de la forma

p(x) = an(x − α1)
m1 · · · (x − αr )

mr (x − β1)
n1(x − β1)

n1 · · · (x − βs)
ns(x − βs)

ns ,

ambα1, . . . , αr ∈ R i β1, . . . , βs /∈ R. Agrupant de la manera indicada abans cada arrel com-
plexa amb la seva conjugada resulta la descomposició de p(x) dins deR[x].
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Un aspecte b̀asic dels polinomiśes la seva interpretació com a funcions. Cada polinomip(x)
defineix una funcío, denotada perp, que assigna a cadaα el valor num̀eric p(α). El domini de
la funció p pot serR o C segons convingui; el recorregut, sempre dins deC, es trobar̀a dins de
R o no depenent del domini escollit i del tipus de coeficients del polinomi (tots reals o algun
complex). Es important notar que sip és la funcío nul·la aleshoresp(x) és el polinomi 0; per
tant, polinomis diferents defineixen funcions diferents. Els polinomis de grau 0 s’anomenen
constantsperqùe ho śon les funcions associades.

Si p(x) ∈ R[x], habitualment es considerap : R −→ R. Aquestafunció polinòmicaés cont́ınua
i, de fet, infinitament derivable.

Exemples B.7 (a) Tot polinomi p(x) ∈ R[x] de grau senar té alguna arrel real. Aix̀o és con-
seq̈uència de l’aparellament d’arrels conjugades, però tamb́e es pot demostrar considerant la
funció polinòmica p. Suposantan > 0 observem que

lim
t→−∞

p(t) = −∞ i lim
t→+∞

p(t) = +∞ ,

perqùe el grau dep(x) és senar. Per tant, existeixen nombrest0 i t1 tals quep(t0) < 0 i p(t1) > 0.
Aplicant el teorema de Bolzano, es dedueix quep(α) = 0 per a algunα ∈ (t0, t1).

(b) α és una arrel del polinomip(x) amb multiplicitatm si, i noḿes si,

p(α) = Dp(α) = D2 p(α) = · · · = Dm−1 p(α) = 0 per̀o Dm p(α) 6= 0 ,

on Di p(α) representa lai –èssima derivada de la funció p en el puntα. La demostracío d’aquesta
propietat́es senzilla, observant que siα és una arrel dep(x) amb multiplicitatm aleshores tamb́e
ho és deDp(x) amb multiplicitatm − 1.

Càlcul elemental d’arrels. Recordarem alguns criteris senzills per a l’obtenció d’arrels de po-
linomis. En primer lloc, sip(x) és un polinomi de coeficients enters, les arrels enteres dep(x)
són divisors del terme independenta0. Això suposa un nombre finit de proves amb la regla de
Ruffini. Les arrels racionals dep(x) són tals que, escrites en forma irreductibler/s, el numera-
dorr ha de ser un divisor del terme independenta0 i el denominadors ha de ser–ho del coeficient
principalan; per tant, tamb́e en aquest cas el nombre de provesés finit.

Si p(x) és un polinomi de coeficients racionals,és f̀acil trobar un polinomi de coeficients en-
ters amb les mateixes arrels quep(x), al qual podrem aplicar les idees anteriors: només cal
multiplicar p(x) pel denominador coḿu de tots els seus coeficients.

Per al c̀alcul d’arrels irracionals, esmentem només el m̀etode de les aproximacions successives
basat en el teorema de Bolzano (siés possible, conv́e fer primer un esboç de la gràfica dep).
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