POLINOMIS

Un monomiés una expresside la formaax™, on el coeficient €s un nombre real o complex,
X és una indeterminadan és un nombre natural o zero. Uolinomiés una suma finita de
monomis, que escrivim com

P(X) = ap + X + ax? 4 - - - + apx",

amba, # 0sin > 0. Es diu quen és elgrau de p(x). Els polinomis de grau 0, tarab
anomenatgonstants s’'identifiguen amb els nombres. Els polinomis es poden sumar, restar i
multiplicar seguint les lleis ordaries de lalgebra, i noras tenen invers els polinomis constants
no nuls.

Divisio entera Donats dos polinomip(x) i d(x) # 0, existeixen dosinics polinomisq(x)
(quocienyir (x) (residy tals que:

(1) p(x) =d)q(x) +r(x).

(2) r(x) és 0 o de grau &s petit que el grau dixx).
La demostrad@ és senzilla, per induagisobre el grau dg(x). Sens dubte, el lector tarab

coneix laregla de Ruffinique esquematitza la divisd’'un polinomip(x) perx — «.

Quanr (x) = 0 la divisio ésexacta i es diu qued(x) &s undivisorde p(x) 0 bé quep(x) és un
mdltiple ded(x).
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Si«a s un nombre real o complex,\&lor nuneric d’'un polinomi p(x) quanx = a és
P(a) = ag + awor + ape + - -+ + ana”,

i  €s unaarrel de p(x) si p(e) = 0.

Proposicio B.1 (a) (Teorema del resid EI residu de la divisié d’un polinomi p(X) per X — «
és el valor numéric p(w).

(b) (Teorema del factoy Un nombre o és arrel d’un polinomi p(X) si, i només si, X — « és un
divisor de p(X).

DEMOSTRACIO. () La divisb de p(x) perx — « donap(x) = (X — a)q(X) + r, i substituint
arreux = o quedap(a) =r.

(b) Es una conségncia immediata de (a). O
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Exemples B.2(a) Els valors nurérics d’un polinomi es poden calcular amb la regla de Ruffini.
Per exemple, si volem trobam(+/2) quanp(x) = x3 + 2x2 — 3x + 1, fem

1 2 -3 1
NZ) V2 242V2 4—2

1 2442 —1+42J2 | 5-42

i tenim quep(v/2) = 5 — /2.
(b) Segons el teorema del factorpsés una arrel d@(x) tenim
P(X) = (X —a)q(x) .
Si B8 és una arrel dg(x) resultaq(x) = (x — B)r (x), i per tant
PX) = (X —a)(X = B)r(x).

Si continuem aquest prés de descomposii tenim en compte el comportament del grau
davant de la multiplicaéide polinomis, observem que el darrer quociera skergrau zero, i per
tantun polinomi de grau n > 0 pot tenir, com a maxim, N arrels diferents.
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Teorema B.3 (Teorema fonamental dealgebra) Tot polinomi no constant de coeficients com-
plexos té alguna arrel complexa.

DEMOSTRACIO. Gauss va donar cinc demostracions diferents d’aquesta propietat. Lamentable-
ment, cap d’ellegs prou elemental per incloure—la aqu O

Corolari B.4 Tot polinomi no constant p(X) de coeficients complexos es descompon totalment
dins de C[X] en producte de factors de primer grau:

P(X) = an(X —a)(X — o) -+ - (X — atn)
o0, agrupant les arrels segons les seves multiplicitats,
PX) = an(X —a)™(X —a)™ - (X — o)™ .

En particular, tot polinomi no constant té, comptant les multiplicitats, tantes arrels com indica el
seu grau:

M+ M+ 4+m =n.

DEMOSTRACIO. Nomeés cal aplicar reiteradament el teorema fonamentakdigebra i el teore-
ma del factor. 0
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El teorema de Gauss taflbna informaad sobre els polinomis de coeficients reals, i ens ocu-
parem immediatament d’aquestaegtd.

Lema B.5 Si tenim un polinomi no constant p(X) € R[X], i @ € C és una arrel de p(X) amb
multiplicitat m, el complex conjugat o també és una arrel de p(X), i amb la mateixa multiplicitat
m.

DEMOSTRACIO. La conjugadd, és a dir, I'aplicacd

a=U+iv —» w=U—iv,

conserva les quatre operacions agtigues. Denotarem p@(x) el polinomi que resulta de
conjugar els coeficientes dgx). Conjugant les relacions

px) = x—a)™q(x) i qa)#0
obtenim les corresponentsa
p(x) = (X —@)"q(x) i g(e) #0,

i per tantx és una arrel d@(x) amb multiplicitatm. O
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Corollari B.6 Tot polinomi no constant p(X) de coeficients reals es descompon totalment dins
de R[X] en producte de factors de primer grau o de segon grau amb discriminant negatiu:

P(X) = an(X —a)™ - (X — o)™ (X2 4+ byX + €)™ - - - (X2 + bsX + C5)™,

ambal,...,ar,bl,cl,...,bs,cseRibj2—4cj <Operaj=1,...,s

DEMOSTRACIO. Sig =u+ivip =u—ivson arrels complexes conjugadespie), podem
agrupar els factors corresponentsiaix

X—B)(X—B)=(X—Uu—iv)(X—U+iv) = (X —u)’+v?
= X% —2ux+ (U +v?) = x>+ bx+c,

onb = —2u, c = u? +v?i b? — 4c < 0. Partim ara de la descomposide p(x) aC[x], que
segons el lema anterior sede la forma

PO) = an (X —an)™ - (X — o)™ (X = B (X = B)™ - (X — B)"* (X — B,

ambasy, ..., € Ri B1,...,B8s ¢ R. Agrupant de la manera indicada abans cada arrel com-
plexa amb la seva conjugada resulta la descomg@ogd&p(x) dins deR[x]. O
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Si p(x) € R[x], habitualment es considepa: R — R. Aquestguncid polinobmicaés coninua
i, de fet, infinitament derivable.

Exemples B.7 (a) Tot polinomip(x) € R[x] de grau senartalguna arrel real. Aixés con-
sediencia de I'aparellament d’arrels conjugades,op@mte es pot demostrar considerant la
funcib polindbmicap. Suposana, > 0 observem que

dm p =00 i po = oo

pergie el grau dep(x) €s senar. Per tant, existeixen nomliges; tals quep(ty) < 0i p(ty) > 0.
Aplicant el teorema de Bolzano, es dedueix gue) = 0 per a algurr € (fo, ty).

(b) @ &s una arrel del polinonp(x) amb multiplicitatm si, i nonmés si,
p(@) = Dp(@) = D*p(@) = --- = D™ 'p(@) =0 ped D™p(a) # O,

on D' p(«) representa la-essima derivada de la furlicp en el puntr. La demostrad d’aquesta
propietates senzilla, observant quessés una arrel d@(x) amb multiplicitatm aleshores tanib
ho és deDp(x) amb multiplicitatm — 1.
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