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Introduccio

Aquest llibre recull l'experiencia docent dels autors durant els darrers anys com a professors d’algebra
lineal a I'Escola Tecnica Superior d’Enginyeries Industrial i Aeronautica de Terrassa.

El nou pla destudis d'aquest centre, implantat a partir del curs 93-94, ha reduit considerablement
el nombre d’hores de classe destinades a aquesta assignatura. Aixo ha exigit, més que retallar el
programa, exposar-lo d’'una forma diferent que pot provocar distorsions en I'adquisicié d’habits
cientifics indispensables per a un tecnic.

Aixi doncs, hem cregut convenient proporcionar a I'alumne un text ajustat al programa oficial.
Pensem que l'ajudara a assimilar els conceptes i resultats i ens permetra dedicar les classes més a
la discussié d’idees que no pas a la pura transcripcié dapunts.

Hem volgut posar de manifest els aspectes formatius de I'algebra lineal i la utilitat de les seves
aplicacions practiques. El temari inclou, d'una banda, els fonaments: sistemes dequacions lineals,
calcul matricial, determinants, espais vectorials i transformacions lineals. De l’altra, aplicacions
de caire geomeétric: producte escalar i nocions derivades, teoria de la diagonalitzacid, tensors i
lestudi analitic de les figures de primer i segon grau en el pla i a lespai tridimensional.

Fem constar que no hem inclos exercicis. Les referéncies [1] i [2] contenen col-leccions de pro-
blemes, resolts i proposats respectivament, ajustades al nostre temari. En canvi, ens ha semblat
oportu afegir, al final, un diccionari amb tots els termes definits en el llibre per facilitar-ne la
localitzacio.

Assumim la responsabilitat exclusiva dels errors que, malgrat les revisions successives, romanen



encara en el text. Dit aix0, agraim els comentaris constructius de diversos companys de la Seccié
de Terrassa del Departament de Matematica Aplicada II.

Esperem que aquesta obra sigui ttil als estudiants. Que els estalvii el temps i lesfor¢ necessaris
per cercar cada tema en una bibliografia heterogenia quant a nomenclatura, notacio, contingut i
punts de vista. I que, després d'aquesta primera funcio, es converteixi en un llibre de prestatge,
és a dir, sempre a ma, per trobar amb facilitat aquella idea o aquell procediment que, ai las!, tan
sovint sescapen de la memoria.

Setembre de 1997 Rafel Amer i Francesc Carreras
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Sistemes d’equacions | matrius

Les glestions plantejades pealgebra lineal i les seves aplicacions es formulen sovint en llen-
guatge matricial; sovint, tangy condueixen a I'estudi de sistemes d’equacions lineals. La pri-
mera secd d’'aquest cajpol recull les definicions &siques sobre sistemes i una de &Eniques
principals per resoldre’ls: el @iode de Gauss, automatitzat per la regla del pivot, amb la variant
anomenada gtode de Gauss-Jordan (I'altre procediment habitual, basat ércel de deter-
minants, s'exposa en el dapl 2). La segona sedties dedica a les nocions fonamentals sobre
matrius i @lcul matricial.

1.1 Sistemes d’equacions lineals

Un sistema d’equacions lineaés una colecci6 d’equacions de la forma

apXy +apXo + -+ apXe = by
ApiXy 4+ aXo + -+ anXn = by

amiX1 + amaX2 + -+ + @mnXn = b

on elscoeficients g, els termes independents i, . .., by i els valors que han de prendre les
incognites X, X, ..., X, SON nombres reals (0, & en general, complexos). El primer Budex
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de cada coeficient indica I'equé@adn apareix, i el segon la ibgnita a la que multiplica, mentre
gue el suindex de cada terme independent es refereix a I'eQudgil sistema anteriogs un
sistema amb m equacions i n dgniteso, simplement, un sistemma x n.

Un sistemascompatiblesi admet alguna soluzi(luna o n&s), iésincompatiblesi no n’admet

cap. Un sistema compatibésdeterminatsi nonés admet una soluwii ésindeterminatsi en &

més d’'una (aix voldra dir que ené infinites). Resoldreun sistema compatible significa, en el
cas determinat, donar el valanic de cada in@gnita; en el cas indeterminat, donar una expéessi
explicita de les inognites en fund@ de certparametres lliuregque habitualment coincideixen
amb algunes de les mateixes dgoites), de manera que assignant valors arbitraris a aquests
parametres es trobin totes les solucions.

Dos sistemes amb les mateixesdgnites (ped potser amb diferent nombre d’equaciongh s
equivalentsi admeten les mateixes solucions (que poden ser cap, uia d’'ona).

Proposicid 1.1 (Operacions elementajsLes operacions segiients transformen un sistema en un
altre sistema equivalent:

(a) Sumar o restar una equacio a una altra.
(b) Multiplicar o dividir una equacio per un nombre diferent de zero.
(c) Intercanviar dues equacions.

(d) Canviar I’ordre de les incognites en el sistema.

DEMOSTRACIO. Tot és de comprovadiimmediata. O

Metode de Gauss Tot sistema d’equacions lineals es pot transformar, mitjangant operacions
elementals, en un sistema equivaléetforma triangularés a dir, tal que el primer coeficient no

nul de cada equaticorrespongui a una ingnita posterior a la del primer coeficient no nul de
I'equacb anterior. El nétode de Gauss s’aplica a cegues, sense saber de quiggiplsistema
abans de comencar elalculs. En el cajtol 3, el teorema de RouéhFrobenius estabéirels
criteris per classificar a priori un sistema. D’altra banda, el nombre @fjimtes que queden
lliures en resoldre un sistema indeterminat nogtege la manera d’aplicar elgtode de Gauss

(o un altre procediment): aixquedaa demostrat tanten el cafiol 3 i permeta anomenar-lo

el nombre de graus de llibertat del sisteména sistematitza6i dels @lculs que comporta el
metode de Gauss, forgadil a la prctica, s’exposa tot seguit.

Proposicio 1.2 (Regla del pivap Si a;; # 0 és un coeficient tal que an = Operatoth < j,ies
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canvien els coeficients i el terme independent d’una altra equacio, la K-éssima, prenent

A = Ajake — & pera L=12....n,
by = ajbx — ayjbi

resulta un sistema equivalent a I’original (es diu que &;; ha estat el pivotd’aquesta transformacio).
Aplicant reiteradament aquesta idea s’arriba a un sistema de forma triangular.

DEMOSTRACIO. Només cal observar que els canvis proposats equivalen a multiplicar I'equa-
Cio k-essima peg;; i restar-li 'equacd i-essima multiplicada pedy;, que els zeros obtinguts
previament en columnds < j es conserven i que, ara, el coeficient de lagrstax; a 'equacd
k-éssima jaés tamig zero. O

Metode de Gauss-JordanTransformant amb la regla del pivot no nesres equacions poste-

riors sirb tamke les precedents, tot sistema d’equacions lineals es converteix en un sistema equi-
valentde forma diagonalés a dir, on tots els coeficients de les columnes dels pivots (excepte
ells mateixos) siguin zero. Aixens estalvia la progressiva substitude les inognites ja deter-
minades en les equacions precedents del sistema triangular.

Exemples 1.3(a) Considerem el sistema

X+4y+3z=1
2X+5y+4z=4
X—2y—2z=3

Escrivint nongés, conés habitual, els coeficients i els termes independents en la dispfilsist
columnes que s endavant denominarem matriu, i aplicant repetidament operacions elementals
seguint el netode de Gauss, tenim la succése sistemes equivalents segt:

1 4 3|1 1 4 3|1 1 4 3 1
2 5 4/4|~]10 -3 2|2 ]|~|0 3 2| -2
1 -2 -2|3 0 6 5|2 0 0 3 6

En el darrer sistemaresulta, de la tercera equack 2; substituint al'equaéianterior, ¥+4 =
—2,és adiry = —2; i substituint, finalment, a la primera,— 8 + 6 = 1, d'onx = 3. Per tant,

x=3, y=-2, z=2

és la solud (Unica) del sistema original.
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Si volem aplicar el matode de Gauss-Jordan (fent tandis de la regla del pivot), la successie
sistemes, on marquem els pivots que fem seggigra la sdgent:

4 31 1 4 311
2 5 4|4|~|o0[=3] —2|2]|=x
1 -2 —21|3 0 6 -5|2

-3 0 -1]-11 -9 0 0| -27
0 -3 -2| 2]~ o -9 0| 18
0 0 6 0O 0 3| 6

Aixiobtenim—9x = —27,—9y =18, Z =6,donx =3,y = —-2iz= 2.

(b) Resoldrem ara el sistema

X+y+z=0
2X+3y—22=0
X+2y—-3z=0
Aplicant novament el @tode de Gauss tenim
11 1|0 11 1|0 11 1|0
23 2|0)~|01 -4|0)~|01 -4]0
12 -3|0 01 —4|0 00 0|0

De la segona equdxdel sistema final sust = 4z, i substituint a la primera queda+-4z+z = 0,
d'onx = —5z. Les expressions

X=-52, y=4z, z=12

donen lasolucb generaldel sistema original, en la que la bgnitaz fa el paper simultani de
pametre lliure: donant valorszaobtenim les infinites solucions del sistema.

Fent servir el mtode de Gauss-Jordan i la regla del pivot com a I'exemple anterior, tenim

1] 1 1|0 1 1 1/0 10 5|0
2 3 -2|0]~[o 1] -4j0]~|01-4]0
1 2 -3]0 0 1 —4|0 00 0|0

De les equacions+5z = 0i y — 4z = O resulta novament = —5zi y = 4z (z = z, paametre
lliure).

(c) Estudiem finalment el sistema

X+y+z=1
X+2y+z=3
2X+3y+22=3
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Aplicant el metode de Gauss obtenim

1111 11 1)1 111 1
12 1{3|~|010|2]|~|010 2
2 3 2|3 010|1 0 0 0|-1
La darrera equaoidel sistema finaés 0= —1, per tant aquest sisterga incompatible i I'origi-

nal tamie.

Es diu que un sistem@shomogensi
by=b,=---=by,=0.

Tot sistema homogeigis compatible, ja que admet la solu¢anomenadaolucb trivial)
Xp=Xp="--=%Xy=0.

Els sistemes homogenis seran els que haurem de resoldre @srftediencia, i els rnés interes-
sants én evidentment els indeterminatsiltim resultat d’aquesta seécestableix una propietat
basica dels sistemes homogenis.

Teorema 1.4 Tot sistema homogeni amb més incognites que equacions és indeterminat.

DEMOSTRACIO. Sin > m, el nombre de pivots necessaris per a triangular el sistenaa ser
r <m < n, per tant, al menys una iognita passara ser parmetre lliure. O

1.2 Glcul matricial

Unamatriu de m files i n columnes amb coeficients réalsina fund
A:{1,2,....mx{L2...,n — R,

que assigna a cada paréll j) un nombre reak;; (la definicb per a matrius amb coeficients
complexoss amloga).Es habitual representar una matriu A com

a1 a2 -+ A
A— b1 a2 on
dm1 Am2 Amn

posant el coeficiers;; a la filai i la columnaj. Es diu queA &s unamatriu del tipus mx n.
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Atenent a la definid, cal observar que una matrAidel tipusm x n i una matriuB del tipus

p x g soniguals (escriuremA = B) si, i només siim = p,n = q i a; = bjj per atoti i

tot j. El conjunt de totes les matrius del tiposx n amb coeficients reals es representa per
Mmxn(R) (i per Mmxn(C) el de les de coeficients complexos)YrSespecialment frégnts les
matrius columndtipusm x 1), lesmatrius fila(tipus 1x n) i les matrius quadradegtipusn x n

o d’ordre n).

En cada un dels conjuntd,.n(R) es defineixen dues operacions internessuma on S =

A+ B és la matriu donada psf = &; + bjj, i el producte per un nombre readbn P =tAésla
matriu donada pep;j = ta;, ambt € R. Les propietats essencials d’aquestes operacions, totes
facils de comprovara les segents:

(a) Associativa de lasuma& + (B+C) = (A+ B) +C.

(b) Commutativa de lasumaA+ B = B + A.

(c) Neutre de la suma: existeix una matriu O tal ue- O = A per a totaA.

(d) Oposats per ala suma: per a cada maiiexisteix una matriv- Atal queA+(—A) = 0.
(e) Distributiva del producte per a la suma de matri#s + B) = tA + tB.

() Distributiva del producte per a la suma de nombrest: S)A=tA+sA

(g) Associativitat dels productesgts) A = t(sA).

Es defineix ladiferenciade dues matrius.i BcomA—B = A+ (—B). Les propietats d’aquesta
operach sHn les derivades de (a)—(Q).

La tercera operaoifonamental del &cul matricialés lamultiplicaci6: si A € Mpxn(R) i
B € Mnp(R), el seuproducteés la matriuP = AB € Mn,»(R) definida per lesGrmules

n
pi =) akby.
k=1

Fem notar que el nombre de columnesAlba de coincidir amb el de files d& que la matriu
resultantA B té tantes files com i tantes columnes coi i, finalment, que I'operaéiconsisteix
en multiplicar “escalarment” les files deper les columnes dB.

Exemples 1.5(a) Tot sistema d’equacions lineals es pot representar matricialment en la forma

&1 &2 -+ an X1 by
a1 axp - A X2l | b
am @mz - amn Xi Bm

és adir, comAX = B.
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(b) Si es defineix per a cada catlka matriu unitat |, com la matriu quadradax n de coeficients

{1 sii = j
Sij = o
0 sii #j

és immediat comprovar qug,A = A = Al, per a totaA € My«n(R): es diu que les matrius
unitat $n semineutres lateralger al producte.

(c) Considerem les matrius

(3) ee( ) ee(2)

Amb elles podem ilustrar dos “defectes” de la multiplicacde matrius que cal afegir al fet que

no semprees possible multiplicar (de vegades es pot calcAlBrperd no B A). En primer lloc,

AB # BA, iaix0 ens diu que no es compleix, en general, la propietat commutativa. D’altra
banda,AC = 0, tot i queA # 0i C # 0; per tant, d'una reladidel tipusAX = AY no es pot
deduir queX =Y, encara que siguh # 0i A(X —Y) =0.

Proposicid 1.6 Quan sén factibles els productes que hi intervenen, es compleixen les propietats
segiients:

(a) Associativa: A(BC) = (AB)C.
(b) Distributives: A(B+C) = AB+ AC, (B+C)A=BA+CA
(c) Compatibilitat: (1 A)B = t(AB) = A(B).

DEMOSTRACIO. Ens limitarem a justificar la part (a) com diilstracb. Observem que A és
del tipusm x n, B ha de ser del tipus x pi C ha de sep x . Si posemP = BC, Q = AP,

R = ABi S = RC, cald@a provar queQ = S. En primer lloc, tantQ com S sbn matrius del
mateix tipusm x g. A més, els coeficients corresponents coincideixen:

n n p n p
N ST o (z bekck,-) Y by
(=1 =1 k=1

(=1 k=1

n

p /n p
Z & obucyj = Z (Z aiebzk> Cj = Zrikckj =sj. O
=1 k=1

p
k=1 ¢=1 k=1

Latransposadal’una matriuA € My,h(R) s la matriuA' € Mp,.m(R) de coeficienta}j = ai.
Es obvi quet At = A, i el lector pot demostrar, aplicant kdnica de la proposigianterior, les
relacions

(A+ B)t' = A' + B!, (AA'=21A" i (AB)!'=B'A".
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Matrius quadrades

Ens concentrarem ara en el conjunt de les matrius quadiMgggR). En primer lloc, aqu
sempregs possible fer el produci#B, i el resultates intern. La matriu unitdt, (que denotarem
per| quan no hi hagi confugisobren) és I'element neutre —bilateral— del product&l =
A = | A per a totaA.

Una matriu quadrada éssimetricasi A' = A, i ortogonalsi A'A = | . Les matrius siratriques
i les ortogonals @n les nis interessants en les aplicacions, i seran estudiades amb detall m
endavant.

Una matriu quadrada ésregular (o invertible) si existeixB tal queAB = | = BA. De fet, si
AB =1 = CAtenim que
B=IB=CAB=CIl =C,

per tant, siA és regular existeix unanica matriu, escritad~* i denominadanversade A, tal
queAA™l =| = A-1A A partir d’aix0 és obvi queA~! és regular i qué A—1)~! = A. Tamte
és immediat provar que #ii B son regulars tamdhoés AB, i (AB)™! = B~1A~1. A més,
tota matriu regulai éssimplificable en el sentit que de la rel&cAB = AC (i analogament de
BA=CA) es dedueix qud = C, ja que

AY(AB) = AY(AC), (AtA)B = (A1AC, IB=IC

i per tantB = C.
Exemple 1.7 Una matriu del tipus & 2

A= (5 a)
és regular si, i nois si,ad — bc # 0. En aquest cas, la seva inveésa
1 _
A= e )
En efecte: si busquem una matiual queAB = | plantejarem
(a c)(x z)_(l 0)
b d y t) \0 1)”

gue condueix a dos sistemes2 amb els mateixos coeficients (els de la ma&jul'un per a
X,y il'altre per az, t:

ax+cy=1 az+ct=0
bx+dy=0 bz+dt=1]"
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Resolent-los per reduccarribem a les relacions

(ad—box =d, (ad — bo)y = —b, (ad—boz=-c i (ad—bot=a,

d’on es dedueix que sid — bc # 0 existeix undinica matriuB que compleixXAB =1, i és
1 _
B=—F— d —c .
ad—bc\—-b a
A més, es pot comprovaatilment queBA = |, &s a dir,B és la inversa dé.

En canvi, siad — bc = 0, la matriu

*=(5 %)

compleix AB = 0, i aix0 és suficient per veure queno & inversa.

El fet que certes matrius no nléls no tinguin inversa (matriugngularg és el darrer “defecte”
gue cal fer notar abans de comentar que, en generallogil enatricial presenta moltes analogies
amb el @lcul ordinari amb nombres reals (i complexos) que el lector ja deu haver notat.

Calcul de la inversa per Gauss—Jordan Generalitzant I'exemple anterior, considerem el pro-
blema de trobar (si existeix) la inversa d'una matriu quadrada M;,,(R). Busquem una
matriu B tal que AB = |; aquesta igualtat condueixrasistemean x n, tots ells amb els
mateixos coeficients (els de la matriu A) pefectant cada sistema némals elements d’'una
columna deB —com a indgnites— i als de la corresponent columna de la matriicom a ter-
mes independents—. Es pot fer un estudi simultaninisistemes: nogs cal aplicar el mtode

de Gauss-Jordan, operant amb la regla del pivot sobre les files de la atriobtinguda per
juxtaposico.

Si hem troban pivots, haurem obtingut una matriy B i tindrem queAB = I: en el caftol

sedient veurem que aquesta reaghplica queA és regular B és la inversa dé. En canvi, si
han aparegut menys aepivots, algun dels sistemés incompatible i la matrid no &€ inversa.

Exemples 1.8(a) Busquem la inversa de la matriu

1 2 4
A=12 1 4
11 3
Aplicant el metode de Gauss-Jordan a la ma#iul tenim
2 41100 1 2 4] 100
2 14|01 0|~|0[=3] -4 (|-210
1 131|001 0O -1 -1 |-1 01
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-3 0 -4 1 -2 0 30 013 6 -12
~ 0 -3 -4 -2 1 O0O|]~|03 0|6 3 -12
o o|-1] | 1 1 -3 00 -1]11 -3
100 1 2 -4
~(0 10 2 1 -4
001|-1 -1 3
Per tantA és regular i
1 2 -4
Al=| 2 1 -4 ].
-1 -1 3
(b) Estudiem ara la matriu
1 2 3
A=[11 2].
2 35
Aplicant el metode de Gauss-Jordan a la ma#il tenim
23100 1 2 3] 100
1 12(010|~|0][-1] -1 [-1 10
2 355|001 0O -1 -1 |-2 01

12

-1 0 -1 1 -2 O
0-1-1-12 1 0],
0O 0 O 1 1 -1

i la manca d’un tercer pivot (aparé&cd’una fila de zeros) ens diu qéeno és regular.
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Determinants

El concepte de determina@as un instrument de gran ingsrtéric i practic per a lalgebra lineal.
Tot i la seva aparent complexitat formal, representa una alternativa als procedimeatsutie ¢
basats en el Btode de Gauss, als quals supera sovint erantgg i profunditat.

Farem servir en aquest dagd algunes nocions i resultats sobre permutacions, que hem preferit
recollir en un altre lloc (a¢ndix A). Per fer benitida la notadd, sea convenient escriure com

al el coeficient situat a la filai la columnaj d’'una matriu gearicaA € My,n(R), i posar, quan
sigui necessari especificar les filesAe

A=(Ar A - A).

2.1 Definicib i propietats

Donada una matriu quadradac M,n(R),

1 2 n
al al al
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es defineix el sedeterminantom el nombre real

detm)=| % % =N eo)aliag A,
R =
al & - o

de manera que dgd) és la suma da! termes, cada un dels qudls el producte de coeficients
de la matriu (un de cada fila i, al mateix temps, un de cada columna) amb urisigre En
els casos = 2 i n = 3 fem servir aquesta definidirectament; a partir de = 4 cal re®rrer a
procediments indirectes que deduirem de les propietats del determinant.

Exemples 2.1(a) Quann = 2 només hi ha dues permutacions, la identitat i la transposici

7 = (1, 2). Per tant, el determinant d’'una matri22 és
a a

& &

_ ala2 2,1

(b) (Regla de Sarruy.Per an = 3 hi ha sis permutacions, tres amb signe positiu,
id=(,279)), (2,3, 1), 3, 1,2,
i tres amb signe negatiu,
3,21, 2,1,3), (1,3, 2).

Per tant, el determinant d’'una matriux33 és

al a2 a}
1 2 3 1,243 2,341 3,142 34241 2,143 1,342
al a5 a | =ajaja; +ajaya; + ajayas — ajasag — ajaya; — a1a5a;3 .

& &y

Una manera de recordar aquests tergmbesquema ségnt:
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(c) Si una matriuA té una fila de zeros, dgt) = 0. En efecte: si la fila és tota nula, el terme
corresponent a cadae P, coné el factora” = 0, per tant tots els termeérs nuls.

(d) Si A és una matrigriangular inferior, és a dir, siaij = 0 quani < j, el seu determinaréts
el producte dels elements dedmgonal principal
detA) = aja3---ai.

En efecte: per tal que el terme corresponent aair@a P, no contingui cap dels zeros situats
sobre la diagonal principal, ha de sar= 1, o, = 2, i aiXi successivament fins@® = n; en
definitiva, nonés pot ser el terme de = id, i d'aqui el valor de detA). En particular, ai
tamke és \alid si A és una matriwdiagonal és a dir, sia' = 0 quani # j. Per exemple,
det(l,) = 1 per aton.

Teorema 2.2 (a) El determinant és una funcié multilineal de les files, és a dir:
(1) Siuna fila es descompon en una suma, A; = B; 4+ C;, aleshores
det(Ar-- A - A) =det(Ar---Bi--- Ay) +det(A---Ci --- Ay
(2) Si en una fila es treu un factor comu, A; = tBj, aleshores
det(Ay--- A ---Ay) =tdet(A---Bi--- Ap).

(b) El determinant és una funcio alternada de Ies files, €s a dir, si dues files son iguals, Ay = A,
el determinant és zero:
det(Ar--- A ---Aj---A) =0.

DEMOSTRACIO. (a) Com queA; = B, + C;, tenim quea,-j = bij + cij per a qualsevoj =
1,2...,n;pertanta” = b + ¢ per a tota permutadio. Aplicant ai>o a cada terme arribem
immediatament a obtenir la propietat (1). El raonament per a lag(2)aleg.

(b) Sit = (i, j) sabem quer — ot transforma biuivocament el conjunP; de totes les
permutacions de signe positiu en el conj@it de totes les permutacions de signe negatiu.
Tenint, a nés, en compte que‘ = a}‘ per a totk, resulta:

det(Ag-- A - A - Ay =

= Z I:e(o')a;l .. ai”i .. afi coeain 4+ e(gf)a:(l‘”)l .. ai(‘”)i .. aj(ar)i .. .ar(;”)n]

oePt

= Z [e(o-)ail...ai“i ...ajaj ...agn_e(o-)azl...aioj ...aj”i ...agn]

oePy

= Ze(o-)l:ail...ai“i...ajffj...a:n_ai’l...aiaj...a_j“i...agn]zo' O

oePT
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Corollari 2.3 (a) Si permutem dues files d’'una matriu A, el determinant canvia de signe:
det( A A - A - Ay = —det(Ag--- A - A - A
(b) Més en general, per a qualsevol permutacié o,
det(A,, A, - Ay) =€) detAr A - Ay).
(c) Si a una fila Ii sumem o restem un multiple d’una altra fila, el determinant no varia:

det(Ag-- A +EA - A - Ay =det(Ar - A A - A

DEMOSTRACIO. (a) Partint de la reladi
dettAr---A+A---A+A---A)=0
i aplicant la multilinealitat, tenim que
det(Ap--- A - A Ay +det(Ap- - A - A - A+
+det(Ay-- A A Ay det(Ag- A - A - A =0,

és adir,
det(Ar - A - A Ay = —det(Ar- - A A A,

ja que els altres dos determinants suls.

(b) Com que tota permutaris producte de transposiciors,= 1172 - - 1p, i €(0) = (—1)P,
posantA, = (A,, A,, - - A,,) podem escriure

det(A,) = detAqry.y) = (~D) det(Ay,.q) = - = (~1)P det(A) = e(0) det(A) .

(c) Aplicant novament el teorema anterior,
det(Ag-- A +tA - A Ay =
=det Ay A A - A Fdet(Ag- - tA A - A
=det(A1---Ai---Aj---An)+td61(A1---Aj---Aj---An)
=detA;---A - A A). O

Teorema 2.4 det(A) = det(A). En consegiiéncia, totes les propietats del determinant enuncia-
des per files s6n valides també per a columnes.
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DEMOSTRACIO. Si a1-j és el coeficient gaaric deA i bij el deA', sabem qubij = a}. Aleshores
det A = Z €(o)bbg? - - - an .
o €Pn

Reordenant els factors de cada un dels termes segons dhslgxetenim que

det(A) = > e(o)bl, b2, bl

1 0772
o €Pn

-1 -1 -1
=Y o e g,

o €Pn

ja quee(o) = e(o™1). Posemr = o~1. Com que el sumatori anterior consta delgermes
corresponents a totes les possibles permutacions, podem escriure

det(A) = > e(r)aftay’---ay =det(A). O

T€Pn

Teorema 2.5 (Formula del producte.det{ AB) = det(A) det(B).

DEMOSTRACIO. SiC = AB = (C; C, --- C,), cada una d’aquestes files es pot escriure

com ]
C = Z alBy
k=1

és a dir, les files d&\B son el que s’anomena “combinacions lineals” de les fileBd&epre-
sentem pefR,, el conjunt de totes les permutacions amb repetie 1 2, ..., n. Aleshores

detAB) =det(C; C, --- Cp)
n n n
=det<Za‘1‘Bk Za;Bk ZaﬁBk> .
k=1 k=1 k=1

Aplicant la multilinealitat del determinant queda

det(AB) = ) det@'B, a?B, --- arB,)

reRn

= Z a;lagz-‘-a;n deKBrl Brz"' Brn).

reRn

Dels determinants que intervenen en aquest sumatori, podem eliminar tots els que tenen alguna
fila repetida, i deixar nogs aquells per als qual€s una permutagisense repeticiongs a dir,
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r € P,. Per tant,

det(AB) = ) aj'ay?---ardetB, B, - B)

reRn

= Y e(naay --ardetB, B --- By =detA)deiB). O
rePn

2.2 (Clcul de determinants

Quann > 4, el nombre de termes del sumatori que defineix el determiemmies gran o
igual que 24 i creix moltapidament, fent impracticable larimula original. Estudiarem ara dos
procediments deadcul alternatius.

M etode de GaussOperant per files es pot arribar sempre a una matriu triangular, el determinant
de la qualés, segons hem vist, el producte dels coeficients de la diagonal principabshain
tenir en compte tres punts:

(a) Intercanviar dues files canvia el signe del determinant.

(b) Cada vegada que fem servir la regla del pivot per transformar una fila, cal dividir el deter-
minant resultant pel pivot utilitzat.

(c) Siapareix una fila de zeros no cal seguir, pérgudeterminant val zero.

Exemple 2.6 Calcul del determinant

2 1 -3 2
3 -2 1 4
2 -3 1 -2
2 -1 0 1

Marcant els pivots tenim

1 -3 2 2 1 -3 2 2 1 -3 2
3 -2 1 4|_1ljo[-7] 112 2|_11j0 -7 11 2
2 -3 1 2| 2|0 -4 4 —4| 27|0 0 |16 36
2 -1 0 1 0 -2 3 -1 0 0 1 11

2 1 -3 2

1110 -7 11 2| 2-(-7)-16-140
=2716|0 0 16 36|° 27216 2O
0 0 0 140
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Donada una matritA € Myn(R) i fixat un coeficientaij, denotarem peAij__ la submatriu
d'ordren — 1 que s'obg eliminant la filai i la columnaj de la matriuA. Anomenarenadjunt
dea/ al determinant d’aquesta submatriu multiplicat pef)'*:

A = (=)' detAlD).

Es facil recordar el signe corresponent a cada coeficient amb I'ajut de I'esquetemseg

Lema 2.7 Si tots els coeficients de la filai diferents de aij son zero, aleshores

det(A) = aﬁ AJ .

DEMOSTRACIO. Fenti — 1 canvis de filaij — 1 canvis de columna podem situar el coeficient
a1-J a la posiod (1, 1), conservant la fila, que passa a ser la primera, i la colunjpgue tamp
passa a ser-ho. En aquest @eda filai i la columnaj s’hauran desordenat:

al & ... a .. & a 0 .. 0 0
al a2 ... a .. a al a ... a™t al
Al | | R [ .
o0 .. & 0 al , &, ... a7y a',
a%ag ....... a{%aﬂ arlla% ....... é;%;.l ........ aﬂ

Sirepresentem pekrij els coeficients de la matriB, podem escriure

det(A) = (=)' det(B) = (-1 > e(o)b'bZ? - - b

o€Pn

El primer coeficient de cada ternas zero, excepte sy = 1. Per tant,

det(B) = > " e(0)b*b?---by" = bi Y e(o)bg?---bY",
o€Pn 0€Pn-1
o1=1
ja que les permutacions € P, tals ques; = 1 sOn les permutacions dels elementS2 .., n.
Draltra bandaB~; = A/, per tant,

det(A) = (—1)'* det(B) = (—1)'*IblBl =a' Al . O
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Teorema 2.8 (Regla de Laplace.Fixada una filai qualsevol d’una matriu A, es compleix que

det(A) = a'Al +a?A? 4 ... +aAl.

DEMOSTRACIO. Expressem la fila com a suma da files:
A=@0---0+08 ...0+--+00---a)=A +A,+-+ A,
Aplicant ara la multilinealitat del determinant i el lema anterior resulta que
detA) =dettA; A; --- A -+ A
=detlA --- A, - Ay +detlA - A, - AD+

oot detA - AL o A

n

=g A+ A+ +aAL O

Observacions 2.9(a) La regla de Laplaces I'altre procediment habitual per a calcular deter-
minants. Tenint en compte que hi ha una regla de Laplac@dga” per columnes, es parla en
general dalesenvolupament d’'un determinant pels coeficients d'uni |

(b) Si es multipliquen els coeficients d'una fila (o columna) pels adjunts d’una altra el résultat
zero, ja que correspon ahlcul d’'un determinant amb dues files (o0 columnes) iguals:4k,
alAl +a?Al+ .. +a"Al =0,

i aix0 sem d'utilitat més endavant per justificar larimula del @lcul de la inversa.

Exemple 2.10 En el determinant que hem calculat abans pétade de Gauss, una vegada
obtinguts els zeros de la primera columna podem aplicar la regla de Laplace, que redueix el
calcul a aplicar la regla de Sarrus:

2 1 -3 2 2 1 -3 2

3 -2 1 4| _1jo -7 11 2_}2:1 12 _f _ 0
2 -3 1 -2\72/0 -4 4 41727 o | '
2 -1 0 1 0 -2 3 -1

2.3 Matrius regulars i sistemes d’equacions

Dedicarem la primera part d'aquesta séaicaracteritzar les matrius regulars i a donar un pro-
cediment per al@cul de la inversa ques una alternativa al @ode de Gauss-Jordan. A conti-
nuacbd, aplicarem els determinants i les matrius regulars a la reéaliets sistemes d’equacions
lineals.
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Si A € Mhin(R), Aad representar lamatriu adjuntade A, que resulta de substituir cada coefi-
cienta’ de A pel seu adjunty .

Teorema 2.11 Una matriu A és regular si, i només si, det(A) # 0. En aquest cas

AL !

_ adyt
~ det(A) (AT

DEMOSTRACIO. (=) Si A és regular, aplicant lfmula del producte a la reldacAA1 = I,
resulta que dé®) det A1) = 1. Per tant, deé®) # 01, a nés,

1

det A ™Y = ET

(<) Aplicant la regla de Laplace i la segona de les observacions gque la segueixen, tenim
A(A = det(A) | = (A2 A;

per tant, si dgtA) # 0 podem dividir per d€®d) i apareix, efectivament, la inversa deque
proposa I'enunciat. O

Exemples 2.12Considerem les dues matrius que hem estudiat al final débtapterior.

(a) La matriu

és regular perqudet A) = —1. Aplicant la Bbrmula de la inversa, tenim que

1 (-1 -2 4 1 2 -4
Al=—|-2 -1 4]|=| 2 1 -4
-1\ 1 1 3 1 -1 3
(b) La matriu
12 3
B=(1 1 2
2 35

no és regular perqudetB) = 0, &€s a dir,B no t& inversa.
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Un sistema d’equacions lineads unsistema de Cramesi té tantes equacions com gnites
i la matriu dels coeficientss regular. Tenint en compte que un sistema d’equacions lineals pot
expressar-se matricialment pAiX = B, on X &s la matriu columna de les ibgnites iB la
dels termes independents, es dedueix que tot sistema de Gaomnpatible determinat, ja que
I tnica soludd és
X=A"B.

Una forma alternativa d’obtenir aquesta sotues la segent.

Teorema 2.13 (Regla de Cramej Si AX = B és un sistema de Cramer i A%, A%, ..., A" sén
les columnes de la matriu A € Mpxn(R), Ia solucié del sistema ve donada per les formules

det Al A?2...B ... A"

Xi:del(Al A2 ... Al ... AN pera i=12...,n.

DEMOSTRACIO. La solucd Unica del sistema esformada pels coeficients de la refaci
B = x1 Al + X A2 + .. X, A

Aleshores, pera cada= 1, 2, ..., ntenim que
L n L
deT(Al AZBAH)ZZdeT(Al A2"'XkAk"'An)
k=1

= x det Al A% ... Al ... A",

d’on es dedueix que
detAl A2...B ... A"

- : . O
detAl A2 ... Al ... A

Xi

Exemples 2.14(a) Estudiem novament un sistema que en eltohpnterior haiem resolt pel

metode de Gauss:
X+4y+3z=1

2X+5y+4z=4
X—2y—2z=3

L'escriurem matricialment posant

1 1
2 5 al|ly]|=|(4
1 3
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El determinant de la matriu dels coeficielts detA) = 3, per tant es tracta d'un sistema de
Cramer. La seva solutis

1 4 3 11 3 1 41

4 5 4 2 4 4 2 5 4

3 2 2| 13 2| 1 -2 3|
X=—7"—% = YT/ T/ = 3 -

(b) (Interpolacb polinomica) Aquestés un problema amb cert ingey pactic: donats punts
del pla d’abcisses diferents

(ala bl)a (a27 bZ), L] (an, bn) )

es planteja el problema de determinar un polinomi de grau menor o igual guei, per tant,
ambn coeficients indeterminats,

f(X) = Ag+ AX + Apx® + -+ + Ap_x" L

la grafica del qual passi pefspunts donats. Imposant les condicions obtenim un sistenma de
eguacions amh incognites

Ag+ A +aAy+---+al AL = by
A0+32A1+a§A2+---+ag_lAn—1 = by

Ao+ anAr+a2A+---+a A = by

El determinant de la matriu dels coeficients d’aquest sistesn@negut com determinant de
Vandermondg és funco deay, a, ..., a,:

1 3.12 c a1”*1

1 a, a? a," 1
V(ag, a,...,a) = 2 % 2

1 an an2 ann—l

Demostrem per inducsique aquest determinais el producte de les difemcies entre elg;, és
adir,
V(ag, ag, ..., a0 =] [(a —a).
i<j

El casn = 2 és trivial. Considerem el polinomi

gX) =V(ag, a, ..., a1, X)
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gue,Obviament, s'anula perax = a;, X = ap, ..., X = a,_1 i €s de graun — 1, i per tantées
de la forma

gX) =A(X—ap(X —ag) -~ (X — an-1) .

Com quex és el coeficient de"~1, coincideix ambV (ay, a, .. ., an_1), que per hiptesi d’in-
duccb és
[] @-a.
i<j<n
Per tant

V(ag, @, ....8) =0g(@) = (@ —a)@ —a) - (@ —a-1) []| @ -a)=[]@ —a).

i<j<n i<j

L'expressd obtinguda per al determinant de Vandermonde ens dilvgag ay, ..., a,) # 0,
de manera que el sistema d’equaciéagle Cramer i el problema de la interpotapolinomica
admet sempre unanica soluab.

Pretenem ara generalitzar la filosofia de la regla de Cramer i resoldre sistemes d’equacions lineals
arbitraris. Nongs necessitem introduir les nocions de menor d’una matriu i ifictiesmenors.

Un menor d’ordre rd’una matriuA € Mpn(R) és el determinant d’'una submatriu formada per
la intersecd der files ir columnes deA escollides arbitiriament. (Per dks de llenguatge,
s'anomena tamomenor a la grpia submatriu.) Direm que un menkl’ coné a un menoM si

les files i columnes que determin&h formen part, respectivament, de les files i columnes que
determinenMvl’.

Si AX = B és un sistema d’equacions lineatsx n representat matricialment, direm que la
matriu A2 = A| B, obtinguda per juxtaposigide la columna dels termes independeéass|a
matriu ampliadadel sistema.

Suposem qu#& &€s un menor regularaxim deA, és a dir, que no el coatap altre menor regular

de A. En el cajfitol 3, veurem que sM tamke és un menor regular &axim de A? aleshores el
sistemaés compatible. Suposem-hofaiposem queM sigui d’'ordrer. Veurem tamb que, si

r < m, totes les equacions que no interveneM &bn redundants i poden, per tant, suprimir—

se, de manera que podem supasar m. Ara, sir = n el sistemaés de Cramer i sabem com
resoldre’l. Sir < n, primer passarem a formar part dels termes independents de les equacions els
termes de les imignites que no intervenenM, les quals faran dparametres lliures Resolent

el sistema de Cramer resultant obtindremrléscognites principals en fungide lesn — r que

hem deixat com a pametres.
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Exemple 2.15Considerem el sistema

2X4+y—z+t=1
X+y—z4+2t=3
3X+2y—z4+3t=6
6x +4y — 3z+ 6t =10

Preparem simudtniament la matriu dels coeficients i la matriu ampliada:

21 -1 1 1
11 -12] 3
32 -13| 6
6 4 -3 6 10
Com que el menor

2 1 -1
M=|1 1 -1

3 2 -1

és diferent de zero i els cinc menors 4 de la matriuA? son nuls,M &s un menor regular axim
de Ai de A?, i per tant el sistemas compatible indeterminat. Suprimint la darrera ecquaci
passant a la dreta els termes de Kignitat, queda el sistema de Cramer (respectg, z)

21 -1 X 1-t
11 -1 y |=|3-2 ],
32 -1 z 6— 3t

que, resolt per la regla de Cramer®ihvertint la matriuM, ens @na com a soluéigeneral del
sistema original, en fungide la in®gnitat com a paametre lliure,

X=-2+t, y=7-3t, z=2, t=t.
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Espais vectorials

Aquest captol i el sedient —i, de fet, tots els altres— tracten essencialment dels espaésinam
R", prototipus dels espais vectorials de dimérigiita, i dels seus subespais. El punt cerisal
el concepte de dimertsidel qual deriva la no6ide rang que apareix constantment a kcpca.

3.1 L’espai vectorial nungric R"

Recordem que les propietats d’orderaimital i completitud del conjunk dels nombres reals
permeten representar-los biuacament com a punts d’una recta —una vegada escollits en ella
I'origen i la unitat de longitud—, @ per la qual aquests nombres s'anomenen segcalars

n
El simbolR" representarel producte carteBR xR x - - - x R. Un element geric d’aquest con-

junt, des d’'ara uwvectordeR", &s de la forma = (Xq, X2, ..., Xp). Els nombrexy, X,, ..., X,
sbn lescomponentslel vectoru, i recordem que, Qi = (Y1, Y2, - . ., Yn), €S compleix que = v
si,inoméssix =y perai =1,2,...,n.

Es defineixen dues operaciorssigues. Laumade dos vectors, v € R" és el vectou + v =

(X1 + Y1, X2 + Yo, ..., X0 + Yn). El producted’un vectoru € R" per un escalatr € R és el
vectortu = (txg, txp, ..., tX,). Les propietats fonamentals d’aguestes operacions —totes de
facil comprovad— son les segents:
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(a) Associativa de la sumau + v) + w = u + (v + w).

(b) Commutativa de la sumat+ v = v + u.

(c) Neutre de la suma: existeix un vector O tal que Q = u per a totu € R".

(d) Oposats per la suma: per a cada veatexisteix un vector-u tal queu + (—u) = 0.
(e) Distributiva del producte per a la suma de vectots:+ v) = tu + tv.

(f) Distributiva del producte per a la suma d’escal@tst s)u = tu + su.

(g) Associativitat dels productes(su) = (ts)u.

(h) Unitat: u = u.

Es diu queR", dotat amb les dues operacions descrites que compleixen aquestes prasetats,
un espai vectorial, 8spai vectorial numric de dimengi n. En general:

Definici6 3.1 Tot conjunt provist d’'una suma interna i un producte per escalars que compleixen
les propietats (a)—(I§s unespai vectorial real

Els conjunts de matrius d’un mateix tipus, &,.n(R), tamke Hn espais vectorials reals. De
fet, podem identificalR" amb My,.n(R) 0 My,1(R), segons escrivim els vectors en fila o en
columna.

Si el producte estdefinit per a tot € C (conjunt dels nombres complexos), es parlesgai
vectorial complexaquest seria, per exemple, el caseo M (C).

Observacions 3.2(a) Tornant d&R", la diferénciade dos vectors i v es defineix conu — v =
u+ (—v), i el quocientd’'un vectoru per un escalar # 0 com

u 1

t ot
Les propietats d'aquestes dues operacions secigsddn les derivades de (a)—(h).

(b) R? sed anomenat simplemest pla, i R3 'espai. Aquests dos espais vectorials admeten
la representabigrafica habitual, una vegada escollits I'origen, la unitat de longitud i uns eixos
perpendiculars entre si. D’aquesta manera, I'espai, per exemple, coincideixeapai ldels
vectors lliuresusual en la Bica: hom pot identificar els vectofs, 0, 0), (0, 1,0) i (0, 0, 1) de

R3 ambi, j i k respectivament, i escriure

U= (X1, X2, X3) = XaT + X2 + X3K.

La suma correspon, ge@tmicament, a la regla del paflalogram, i el producte per escalars a la
prolongacd proporcional dels vectors en un sentit o I'altre segons el signe del factor escalar.
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Un subconjuntS ¢ R" és unsubespai vectorialle R" si compleix les condicions sagnts:
Q) 0es

2)uveS=—u+vesS

(3) ue S=— tu € Speratott € R.

La condicd (1) expressa qu8 # @. Les altres dues garanteixen que la suma i la multiplecaci
per escalars restringidesSason operacions internes d& Com que les propietats (a)—(h) ro-
manen alides dins deS, aquest conjunés, per ell mateix, un espai vectorial real. Per tant, les
definicions i els resultats que d’ara endavant s’estableixen per a espais vectoriagisables

no norrés aR" sinb tamle als seus subespais.

Exemples 3.3(a) {0} i R" sbn els anomenaubespais trivialsleR".

(b) Cada vectoe # 0 deR" defineix el subespdie) = {te; Vt € R }, anomenatecta engen-
dradapere. En el cas del pl&?, aquesés I'nic tipus possible de subespai no trivial.

(c) Tota equadi lineal homo@niaaix; + axXz + - - - + anX, = 0 defineix un subespai d&",
format pels vectorsl = (Xg, X2, ..., Xn) que la satisfan. Ks en generaks igualmentdcil
veure que el conjunt de les solucions de qualsevol sistema d’equacions linealssha@sa@mb

n incognitesés un subespai d&". Aquestaés una de les dues maneres habituals de descriure un
subespai: donant—ne leguacions imptites

3.2 Depenéncia lineal

Sigui E un espai vectorial real (per fixar idees, el lector pot suposarfqésR", o qualsevol
dels seus subespais).

Un vectorv éscombinacd lineal dels vectorsiy, us, ..., Uy Si existeixen escalats, to, . . ., tm
tals que

tiug +toup + - - +tyUm = v..

El vector 0, per exemplé&s combinadi lineal de qualsevol conjunt de vectors.

Els vectorsuy, U, ..., Uy sOn linealment dependents existeix alguna combinatilineal no
trivial (és a dir, amb algun coeficient no nul) d'aquests vectors gna 8. Per tant, direm que
Uy, Up, ..., Uy SOnlinealment independents

tiup+toup+ -4+ thup=0 — t=th=---=t,=0.
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Observacions 3.4(a) Estudiar si un vector € R" és combinadi lineal deus, u,, ..., Uy
condueix a discutir un sistema desquacions lineals: les idgnites énty, to, ..., ty, €ls seus
coeficients 8n les components dels vectarg u,, ..., Uy escrites en columna i els termes in-
dependents@ les components de. La respostés afirmativa si, i nois si, el sistemés
compatible.

(b) Analogament, per saberisi, u,, ..., Uy, son linealment independents es planteja un sistema
gue coincideix amb I'anterior excepte en els termes independents, gudadots nuls. Ara, els
vectors &n linealment independents si, i némsi, el sistema (homogeni i, per tant, compatible)
és determinat.

Proposicid 3.5 Els vectors Us, Uy, . . ., Uy son linealment dependents si, i només si, algun d’ells
és combinacio lineal dels restants.
DEMOSTRACIO. (=) Si sn linealment dependents, exigtitnarelacio de depenéncia

tius +toup + -+ - + tu =0

amb algun coeficient no nul. Sense perdre generalitat podem suposate4Qealeshores tenim
que

ty 1
i aixo demostra qua; &€s combinadi lineal dels restants.

(<) Si, per exempley; = SUs + - - - + SyUm, apareix la relad

Uy —SUp — -+ — SpUm =0,
on almenys el coeficient dg noés nul. Pertanyy, u,, ..., Uy SOn linealment dependents[]
De manera equivalent, es pot enuncigs: vectors Uy, Uy, ..., Uy son linealment independents

si, i només si, cap d’ells és combinacié lineal dels altres.

Proposicio 3.6 Si el vector v és combinaci6 lineal dels vectors Uy, Uy, ..., Uy, ho és de forma
tnica si, i només si, Uy, Uy, . .., Uy son linealment independents.

DEMOSTRACIO. (=) Suposem que s'expressa de manefmica com a combinagilineal
dels vectorsiy, Uy, ..., Un:

vV=8U; +SUz+ -+ SpUm.
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Aleshores, si
tius + touz + - - - + tum = 0,

sumant les dues igualtats tindrem que

v=(t +s)us + (2 +S)Uz2 + - - - + (tm + Sm)Um,

i de la unicitat de I'expreséidev es dedueix qug +s = s peratoti = 1,2,..., m. Pertant,
tp =t =--- =ty =0ielsvectoray, Uy, ..., Uy sOn linealment independents.
(<) Si

V=38§U; + Uz + -+ Splm

son dues expressions decom a combinadi lineal deuy, Uy, ..., Uy, en restar-les obtenim

(t1 —spuy + (I = s)Uz + - - - + (tm — Sm)Um = 0.

La indepenéncia lineal d’'aquests vectors implicadue s =0perai =1,2,..., m, és adir,
v s’expressa de manet@ica com a combinagilineal deuy, up, ..., Uny. O
Proposicid 3.7 Si Up, és combinacid lineal de Uy, Us, ..., Um_1, aleshores tot vector que sigui
combinacio lineal de Uy, Uy, ..., Uy també ho és de Uy, Uy, ..., Un_1.

DEMOSTRACIO. Suposem qué, = SjUy + SUp + - - + Sp_1Um_1. Si
v =14Uus +thus + - - - + tUm,
només cal substituir en aquesta refatexpressd anterior deu,, per obtenir
v= (i + sitm)Us + (2 + Stm)Uz + - - - + (tn-1 + Sn-1tm)Um-1. 0

Un conjunt{uy, Uy, ..., Uyn} de vectors d& és unsistema de generadod® E si tots els vectors
d’aquest espai® combinad lineal deuy, Uy, ..., Um.

Unabasede E és un sistema de generadors linealment independeriEs 8ehem escollit una
baseB = {e, &, ..., e,} deE, cada vectou € E s’escriu de formdinica com

U= X161 + X262 + -+ - + Xn€h .

Els coeficientxy, xo, . . ., X, d’aquesta combinagilineal $n lescomponents de u en la base
B. Habitualment, les bases —i per tant les llistes de components dels vectors— es consideren
ordenades.
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Exemples 3.8(a) Labase cannicadeR" és la formada pels vectors

el=(1707"'70)7 e2=(0715"'70)5 AR ] en=(0705"'71)9
i es representa pdd.. Les components d'un vector= (X, Xz, ..., X,) €n aquesta baseérs,
precisamentxy, Xo, ..., Xn.

(b) Generalitzant la idea de recta engendrada per un vector, obtindrem la segona manera habitual
de descriure un subespai. Donatsuy, ..., Uy, € R", es defineix esubespai engendrater
aguests vectors com el conjunt de totes les seves combinacions lgsaldir,

(u17u27"'9um):{t1u1+t2u2+'.'+tmum; ththv"'vtmeR}

(el lector comprovar que ai® és, efectivament, un subespaljs clar que{uy, Uy, . . ., Un} €s

un sistema de generadors d’aquest subespai. Si els veatoliasalment independents, formen

una base del subespai; si no limsla proposid@ anterior ens @na un procediment recursiu

per eliminar vectors d’aquest sistema fins a obtenir-ne un subconjunt de generadors linealment
independents que, aleshores,asena base del subespai: nesncal suprimir els vectors que
siguin combinad lineal dels anteriors.

Teorema 3.9 Suposem que U1, Uy, ..., Uk son vectors linealment independents de E, i que
€1, &, ..., &y formen un sistema de generadors del mateix espai. Aleshores, K < m.
DEMOSTRACIO. Com queey, &, ..., ey generen 'espak, els vectorsiy, Uy, . . ., U SON com-

binacb lineal d’ells:
Uy = 1€ + a21€ + - - - + 8m1€m,

Uz = @12€1 + 8226 + - - - + 8mz€n,

Uk = a1k + ax€ + - - - + 8mkem -

En substituir aquestes expressions a la comhirawal
tiug + touz + - - - + teUg
i agrupar els coeficients dg, e, . .., e, obtenim

(@11ty + agoty + - - - + At €1+
+(Q1ty + agoty + - - - 4+ axty) e+
+ oo+ (@mits + amato + - - + amidi) Em -
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Aleshores, sk > m el sistema d’equacions

it +apt+---+atk = 0
apity +agpty +---+axty = 0

amits +amta+---+amtk = 0

gue €m equacions k incognites s indeterminags a dir, & solucions diferents de la trivial, les
guals compleixen que
tiug + toup + - - - +tug = 0.

Aix 0 és una contradicoi ja que els vectons,, Uy, . .., Uk son linealment independents. Per tant,
ha de sek < m. O
En particular, siB = {e1, &, ..., €,} €s una base dg, k vectors deE ambk > n no poden ser

linealment independentskivectors deE ambk < n no poden formar sistema de generadors de
E. Una consegencia fonamentads el resultat segent.

Teorema 3.10 (Teorema de les basgsTotes les bases d’un espai vectorial E tenen el mateix
nombre de vectors.

DEMOSTRACIO. SiguinB = {ey, e, ...,e}i B ={€e, €, ..., €} duesbasesdé. Sim < n,
B’ noés un sistema de generadors,linsi n, els vectors d&’ no 9n linealment independents.
Per tantm = n. O

Observacions 3.11Suposem qué = {ey, &, ..., &} €s una base de.

(a) (Teorema de SteinifzSiuy, Uo, .. ., Ux SON vectors linealment independentskgees poden
escollirn — k vectors de la basB que juntament amby, u,, ..., ux formin una base d&.

El raonamengés recurrent, comencant pel fet que algun vector de la Baseés combinad

lineal deuq, uy, ..., Uk i, per tant, es pot afegir a ells sense perdre’s la indepesid lineal.
(b) Si{uy, Uy, ..., un} sbn vectors linealment independents Heaquests vectors formen base
deE.

Observem que si no fossin generadorddexistiria algun vectou, . ; de E que no seria combi-
nacb lineal d’ells,és a dir, tindiemn + 1 vectorsu,, Uy, . .., Un, Uy41 linealment independents,
en contradic@ amb I'exiséncia del sistema de generadsts
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(c) Si{uy, uy, ..., uy} €s un sistema de generadorstjaleshores aquests vectors t@ftrmen
base deE.
En efecte: si els vectong,, u,, ..., U, no fossin linealment independents, algun d’ells seria

combinacd lineal dels altres, i eliminant-lo obtiriém un sistema de generadors Heamb
n — 1 vectors. Una altra contradiécamb I'exiséncia des.

3.3 Dimenso i rang

En aquesta sedziretrobarem idees que estaven latents en els dos primeitslsdapjue ara
podem establir amb rigor.

Definici6 3.12 La dimensd d’'un espai vectoriaés el nombre de vectors de qualsevol de les
seves bases. Evidentment, aquesta defimjueda justificada pel teorema de les bases.

El rang d’'un conjunt de vectorss la dimengi del subespai que generen: sitibament

rang{us, Us, ..., Un} = dim(uy, U, ..., Um) .

Exemples 3.13(a)©bviament, dindR") = n. I, per conveni, es pren dif@l} = 0.
(b) Sie # 0, dim(e) = 1. SiSés el subespai d& definit per 'equad 3x — 2y — z = 0, tenim
que dim'S) = 2, perqe els vectors d& es poden escriure en la forma

X, ¥,2)=(X,y,3x —2y) =x(1,0,3) + y(0, 1, —2).

En general, unaectaés un subespai de dimeasl, unpla és un subespai de dimeas, i un
hiperpladeR" &s un subespai de dimeasi — 1.

(c) Algunes vegades cal fer servir queSsés un subespai dg, i dim(S) = dim(E), aleshores
S=E.

(d) I semprees bo tenir present que la dimemés el nombre de pametres lliures que cal donar
per determinar un vector de I'espai considerainibre de graus de llibertat Aixi veiem, per
exemple, sense necessitat d’explicitar una base, que

dim Mpxn(R) = mn.

El rang d’'una matriu Ae Mnn(R) &s el rang del conjunt de les seves columissa dir, la
dimensb del subespai generat per lesolumnes déA interpretades com a vectors BE.
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De vegades es distingeix entre el rang que acabem de definir, que s’an@megmeer colum-
nesde A, escrit rang(A), i el concepte adleg derang per filesde A, escrit rang (A), és a
dir, la dimensb del subespai generat per lesfiles de A interpretades com a vectors Bé.
Demostrarem en aquesta mateixa seqeie rang(A) = rang:- (A) per a tota matritA.

Sigui A una matriu quadrada x n, i us, Uy, ..., U, € R" els vectors que, escrits en la base
carbnica, formen les columnes de Recollim en el resultat ségnt les diverses caracteritzaci-
ons de les matrius regulars.

Teorema 3.14 Son equivalents:
(a) Aésregular.

(b) det(A) £ 0.
(c) La triangulacio de A déna lloc a n pivots.
(d) Uy, Uy, ..., Uy sén linealment independents (és a dir, formen base de R").

(e) rang A) = n.
DEMOSTRACIO. (a) i (b) $n equivalents segons hem vist en elital@nterior, i (d) i (€) ho&n
per la definicd de rang d’'una matriu. La demostracjuedaa completa veient que

(b) = (d) = (c) = (b).

(b) = (d) Si considerem el sistema homogeni que permet estudiar la indapgadineal de
Ug, Uy, ..., Upn, la condicd det{A) # 0 ens diu que es tracta d’'un sistema de Cramer i, per tant,
compatible determinat: aixsignifica queus, Uo, ..., U, son linealment independents.

(d) = (c) Si els vectors@n linealment independents, la triangufadiel sistema anterior ha de
donar lloc an pivots, per tal que sigui determinat.

(c) = (b) La trianguladd de la matriuA només modifica d&tA) segons un factor de proporci-
onalitat no nul; si han aparegafpivots, el determinant sediferent de zero. O

A continuaco, estudiarem dos procediments per calcular el rang d’'una matriuzaidik <
Mmxn(R), I'un pel metode de Gauss i I'altre per determinants.

Proposicid 3.15 El nombre de pivots que apareixen en triangular una matriu A coincideix amb
el seu rang i, per tant, és independent del cami seguit per triangular-Ia.
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DEMOSTRACIO. Considerem el sistema homogeni que permet estudiar la depeiadineal
entre les columnesy, u,, ..., Uy de la matriuA. Una vegada triangulat, hauran aparegut, di-
guem,r pivots. Aix0 significa que les columnes on figuren aquests pivotmdinealment
independents, per@uel sistema homogeni corresponéstcompatible determinat. | que cada
una de les restants combinad lineal d’elles, pergé el sistema que tradueix aquesteestd

és compatible. En definitiva,= rang A). O

Lema 3.16 El rang d’una matriu A ésI si, i només si, existeix un menor regular maxim d’ordre
r.

DEMOSTRACIO. Posemr’ = rang A). En primer llocr < r’, perq®e si hi ha un menor re-
gular d’ordrer les seves subcolumnes, i per tant les columnes senceres que hi intenéggnen, s
linealment independents.

D’altra banday’ < r, perqwe si hi har’ columnes linealment independents en podem extreure,
aplicant la proposié anterior, un menor regular d’ordré O

Corollari 3.17 Per a qualsevol matriu A es compleix que rang A) = rang A'), és a dir, rang: (A) =
rang-(A).

DEMOSTRACIO. Esimmediata a partir de la caracteritzadel rang donada pel lema anterior i
del fet que el determinant de tota matriu coincideix amb el de la seva transposada. [

Proposicio 3.18 El rang d’una matriu A ésr si, i només si, existeix algun menor regular d’ordre
I i tots els menors d’ordrer + 1 que el contenen sén nuls.

DEMOSTRACIO. (=) Només cal aplicar el lema anterior.

(<) Suposem ques, Uy, ..., U, son les columnes que defineixen el menor regular. Beom
cal veure que qualsevol altra columnaés combinad lineal d’aquestes. Segons una de les
propietats caractestiques de les matrius regulars, el rang per files de la matriu definida per
Uug, Uz, ..., Ur, Uj ésr. Pel corol.lari anterior, el rang (per columnes) d’aquesta matriué&asb

r, i aixo vol dir queu; és combinadi lineal deuy, Uy, ..., U;. O
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Teorema 3.19 (Teorema de RouéhFrobenius) (a) El sistema d’equacions lineals AX = B és
compatible si, i només si, rang(A) = rang A?).

(b) Si és compatible, el sistema €s determinat si, i només si, rang A) = n, on n és el nombre
d’incognites del sistema.

DEMOSTRACIO. (a) SiAl, A% ..., A" son les columnes d@, la condicb de compatibilitaés
equivalent a que
Be (AL, A% ... A",

és adir,
(AL, A2 ... AN = (AL, A% ... A" B),

i aix0 és equivalent a que ra(Wy) = rang A?).

(b) Suposant satisfeta la condi@nterior, el fet que el sistema sigui determinat equival aRjue
sigui combinad lineal(inica deAt, A% ..., A", iaix0 passa si, i no&s si, aquests vectorérs
linealment independentés a dir, si, i noraés si, rangA) = n. O

Observacions 3.20(a) Cal destacar que I'estudi del rang d’'una makians permet escollir un
conjunt maxim de columnes (o files) linealment independents.

(1) Siapliquem el ltode de Gauss, seran aquelles on hagin aparegut els pivots.

(2) Sifem servir determinants, seran aquelles que intervenen en el menor regxilar. Aixo
justifica el procediment de resolaaile sistemes que hem exposat al final deltoag.

(b) Quan es tracta de discutir el tipus d'un sistema d’equacions lineals amb coeficients que de-
penen d’'un o ras paametres, es convenient fes del teorema de RoughFrobenius i seguir la
regla pactica segent: igualar a 0 un menor d’ordreaxim de la matriu ampliada?.

3.4 Subespais vectorials d&

Hi ha dues formesdsiques de descriure un subespaie R": donant un sistema de generadors

0 bé donant un sistema d’equacions lineals hoemigs que caracteritzen els vectorsSjdes
anomenadesquacions imptitesdel subespai. En primer lloc ens ocuparem de veure com es
passa d’'una forma a l'altra i com es troba una base i la diroefedisubespai.

(a) DonatS = (ug, Uy, ..., Un), €l calcul d’'una base d& és equivalent alacul del rang de
la matriu A formada per les components d’aquests vectors escrites en columna, el gual ser
dimenso del subespai.
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Si apliguem el mtode de Gauss triangulant la matAula dimensd deSés el nombre de pivots
gue en resulten, i els vectors corresponents a les columnes on apareixen aquests pivots formen
una base dé.

Si operem amb determinants, la diménde S és el tamany del menor regulaaxim deA, i els
vectors corresponents a les columnes involucrades en aquest menor formen unadase de

(b) Per obtenir les equacions inngtes d'un subespds a partir d’'una bas¢u,, u,, ..., u,} de

S, hem d'imposar a un vector genic v = (X1, Xo, ..., X,) que sigui combinadi lineal dels
anteriors. A la pactica, preparem la matriu ampliadd que resulta d’afegir @ la columna de
les components dei imposem la condi@ rang A?) =r.

Si apliquem el ietode de Gauss, deggrde triangulaA anul.larem els coeficients de la columna
nova que donarien un pivot addicional; si fem servir determinants, una vegada localitzat el menor
gue indica el rang dé anul.larem els menors d’ordre+ 1 que el contenen i es formen afegint

part de la columna nova.

(c) Finalment, donades les equacions itipgs d’'un subespds, cal resoldre el sistema (pel
metode de Gauss, per determinants o per qualsevol altre procediment) per obtenir una base del
subespai. Notem que, en aquest cas, si el rang de la matriu del sistemia dimensd del
subespa ésn —r, és a dir, el nombre de graus de llibertat del sistema.

Exemples 3.21(a) Calcul de la dimengi, una base i les equacions irgites del subespai de
R% S=((1,2,-1,0),(1,3,2,1),(1,4,5,2), (1, 2,0, 4)).

Triangulem la matriu ampliada

N
PN WR
N oD R
hONBR
- N < X

Aix0 ens permelr seleccionar una base d’entre els generadoiS dereixer la dimens del
subespai i, finalment, obtenir—ne les equacionsiicitpk.

1] 1 1 1|x 1] 1 11 X
2 34 2/y|l_|o [1] 2 o] —2x+y
-1 250z 0o 3 61| x+z
0 1 2 4|t 0 1 2 4 t
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1 1 1 X 11 1 X
~| 0 2 0| —-2x+y 0 2 0 —2X+y
"1 0o o0 o 7X—3y+z 0 0 O X —-3y+z
0 0 0 4| 2x—y+t 0O 0 0 0| —26x+11ly—4z+t

D’aqui resulta que dintS) = 3, que els vectorél, 2, —1,0), (1, 3,2,1)i (1, 2,0, 4) formen una
base deSi que I'equacd implicita d’aquest subespas

—26x+11ly—-4z+t =0.

(b) Calcul d’'una base del subesgde R* definit per les equacions

X+y+z—-t=0
X+2y—z+1t=0
3X+5y—-—z+t=0

Operarem amb determinants. La matriu del sistéma

11 1-1|0
12 -1 1|0
3 5-1 1|0

Un menor regular gaxim és

11
1 2|
i aixd ens diu que el rang del sisteraa 2 i, per tant, difS) = 4 — 2 = 2. A més, podem
suprimir la tercera equati guardarx i y com a in@gnites principals. Queda, doncs, un sistema

de Cramer respecte d’'aquestes duedgnites,

X+y=-z+t
X+2y=z—-1t

la solucd general del quats
X=-3243t, y=2z2—-2t, z=12 t=t.

El vector

u=(—-3z+3t,2z—2t,z,t) =2(-3,2,1,0) +t(3,—2,0, 1),
onzit son els paametres lliuresés I'element geéric del subespasb. Els vectorg—3, 2, 1, 0)
i (3,—2,0,1) formen una base d8.

Recomanem al lector que torni a resoldre aquests dos exemples, operant en el primer cas per
determinants i en el segon peétode de Gauss.
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La resta d’aquesta se6aés dedica a I'estudi de les operacions habituals amb subespiis de

Laintersecod de dos subespalBi T és tamk un subespai, que es representa$@erT. Natu-
ralment, la manera &s directa de descriuredks reunir en un sol sistema les equacionsiicitels
deSilesdeT.

La sumade dos subespaés el subespai representat Ser T i format per totes les sumes de la
formau + v, onu € Si v € T. La manera ras directa de descriuregs reunir en un sol conjunt
un sistema de generadors 8é un deT, la qual cosa ens@ha un sistema de generadors de
S+T. En general, toti prenent bases de cadascun dels subespais, es pot perdre laéndepend
lineal quan les ajuntem. Aixmotiva la definidd segdjient.

Es diu que la suma de dos subesisT ésdirecta i s’escriuS® T, si cada vector de la suma
s’escriu de maneranica com a suma d’un vector & un vector deT . Es facil veure que aix
equival a que

Uu+v=0,ueS veT = u=v=0.

Donades dues basésde Si B deT, S+ T és directa si, i no®s si,3 U B’ €s un conjunt
linealment independent, i aque&ts, potser, la caracteritzaainesitil a la practica. Finalment,
la condicb de suma directa tardlés equivalenta quN T = {0}.

Totes les definicions i resultats anteriors (anilmica excepdi del criteri de la interseagique
acabem d’exposar per a la suma directa) es generalitzen immediatament al cas die dos
subespais.

Es diu que dos subespdts T son suplementarisi S® T = R". Els subespaif0} i R" son
suplementaris. Per a qualsevol altre sube§p@s fcil trobar un suplementari: ampliant una

base{us, uy, ..., u;} de Sfins a obtenir una badei;, Uy, ..., Ur, Ur41, ..., Uy} deR", és &cil
veure que el subespdi= (U1, ..., Uy) €S un suplementari d&

Teorema 3.22 (Férmula de GrassmannSiguin Si T subespais de R".
(a) Quan SN'T = {0}, diM(S® T) = dim(S) + dim(T).

(b) En general, dim(S+ T) = dim(S) + dim(T) — dim(SN T).

DEMOSTRACIO. (a) Es dedueix immediatament de la caracteritzdei suma directa per redni
de bases.

(b) Escollim un suplementafs, de SN T respecte &, de manera qu& = S @ (SN T).
Analogament, escollint; tal queT = T; & (SN T). Ara noés dificil comprovar ques;, SN'T
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i T, formen suma directa i que
SEeSNT)®T1=S+T.
Aplicant la formula de I'apartat (a) resulta que

dim(S+ T) =dim(S) +dim(SN T) + dim(Ty)
=dim(S) + dim(T) —dim(SNT). O

3.5 Canvis de base

Dedicarem aquesta darrera sécai plantejar i resoldre el problema del canvi de base,a ser
suficient iHustrar—lo aR". Considerem dues bases,

B={e,e,...,6e} i B ={€,6,...,€e}.

Per fixar idees, direm quB és labase vella B’ és labase nova Cada vectou € R" queda
determinat tant per les seves componérisxo, ..., X,) en la base3, que $n els coeficients
de la combinadi lineal

U= X1€ + X2€ + - + Xn€n,

com per les seves componerx$, X, ..., X;,) en la basés’, que $n els coeficients de
U= Xie] + X8+ + X6

Es tracta de trobar la rela@centre unes components i les altres. Per a,aiecessitem caixer
com s’expressen els vectors nous en fargls vellsés a dir, les relacions

n
e}:Za”e. pera j=12...,n.
i1

Substituint aquestes relacions i calculant, obtenim

n n n n
D oxe=u=) xg=> () ae)=
i=1 j=1 j=1 i=1

j=1i=1 i=1

n n n n
=Y ake =3 (Lax)e.
j=1
i, comparant els extrems d’aguestes igualtats,

Xi=) ajx perai=212..,n.

n

j=1
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Aquestes relacions resolen laastd, peb é€s convenient expressar—les en forma matricial.

Denotarem el canvi de base que estem considerant per

®R"B) — = R",B),

i anomenarenmatriu del canvi de base d& a B a la matriu

a1 a2 ... a5 ... Qn
A1 A ... Aj ... an
&1 @2 ... & ... an
41 @2 ... @ ... am

que ens @na, per columnes, les components de cadascun dels vectors nous en la base dels vectors
vells.

Si X i X’ representen, respectivament, les matrius columna formades amb les components de
en les baseB i B/, tenim, com a expregsimatricial de les relacions entre components que hem
deduit anteriorment,

X=CX,

gue és la formula matricial del canvi de baseexpressa les components velles d'un vector
arbitrari en fundd de les noves.

Pel teorema de caracteritzadie les matrius regulars vist a la séc@ d’'aquest cdol, sa-
bem que la matrilC és regular. Per tant, si volem calcular les components noves d’un vector
coneixent les velles, farem servir la relaanversa,

X =CX,

observant que&C—! és precisament la matriu del canvi de base3da 3. Resumim tota la
informacb obtinguda en el resultat siegnt.

Teorema 3.23 (a) Si C és la matriu del canvi de base de B’ a BB, que descriu per columnes els
vectors de la base B’ en funcié de la base B, la relacio

X=CX
expressa les components d’un vector en la base B en funcié de les seves components en la base

B

(b) C~1 és la matriu del canvi de base invers:

® B — S L R.B)., X =CIX. O
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Exemples 3.24(a) Els vector®; = (1,1,1),€, = (1,1, 2) i & = (0, 1, 1) formen una basg’
deRR3. SiB; denota la base canica, el canvi de base natural i la seva matéio s
. 110
R, B) ———> R%B), C=|111
121
La relach entre les components a@amiques(x, Yy, z) d’'un vector arbitraru deR® i les compo-
nents(x’, y’, Z’) del mateix vectou en la basds’ sbn

X 110 NG x=x+y
yl=1111 y |, ésadir, {y=x+y+7
z 121 z z=x+2y+7.
La matriu inversa d€ és
1 1 -1
cl= 0o -1 1],
-1 1 0

expressa els vectoes, e, 3 de la base camica en fund dels def3’,
e =€ — €, & =€ —6+€, &=—-€+6,

i permet invertir la relad entre les components dels vectors:

X’ 1 1 -1 X X'=X+y-z
y | = 0o -1 1 y |, ésadir, {y=-y+z
z -1 1 O z Z=-x+y.

En el cas que es vulgui transformar I'equadiun subespai, i carixer, per exemple, I'equati
que tindria en la base nova el pla que en la basertaa es descriu pex2-y+z = 0, nongs cal
substituir a I'equa@ donada les expressions xley i z que ens dna el canvi de base original.
Aixi doncs,

2X'+yY) =X +y +2Z)+ (X' +2y +2) =0,
ésadir, ' 4+ 3y = 0, és I'equadd del pla en la basB'.
(b) En algunes situacions no es coneix d’entrada la i@lawcire les dues bases, palisposem

de la seva relabiamb la base camica. Suposem quB’ i B” son les bases, i que sabem les
matrius de canvi a la base carica per a cada una:

R B) — S R"B) i (R".B) —2 5 R"B).

Si volem determinar la matriu del canvi denotat per

®R"B) — S R"B),
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nonmés cal observar que de les relacidhX’ = X = Q X” es dedueix que
X/ — P—lQ X// ,

per tant la matriu buscadzs
C=P1Q.

Per exemple, si tenim la ba# de I'exemple anterior, i la bad®’ formada pels vectors

€=1212, €=(001 i &=(-112),

resulta
110 10 -1 0 -1 -2
P=[111], Q=|10 1], c=PQ=[1 1 1
121 21 2 0 0 2
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L'estructura euclidiana deR"

El producte escalags la tercera operatibasica amb vectors dR". D’ell deriven conceptes
metrics com l'ortogonalitat, la norma i I'angle, que obren el canmiltiples aplicacions ge-
ometriques i fsiques de Rlgebra lineal. Aix, el metode dels fimims quadrats que presentem
a la tercera seagino és nés que I'aplicad de la idea de projedziortogonal a I'estudi dels
sistemes sobredeterminats.

4.1 El producte escalar

El producte escalade dos vectors, v € R" és el nombre real
U-v=2Xy1+XY2+ -+ Xa¥n,
suposant qua = (X1, X2, ..., Xn) i v = (Y1, Y2, . . ., Yn).

Es immediat comprovar que aquesta opérasi
(a) definida positivau - u > 0 peratotu # 0;
(b) simetrica (commutativa)u - v =v - u;

(c) compatible amb el producte per escaldtsl) - v =t(u-v) =u- (tv);
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(d) distributiva respecte de la suma: (v+w)=Uu-v+U-w.

Sempre que, a &s de les operacions lineals, es considera el producte egsalabitual deno-
minar aR" I espai euclidh de dimendi n.

Es diu que dos vectors v son ortogonals(o perpendiculary i s’escriuu L v, siu-v = 0. De
manera similar, es diu que dos subes®ii§ sonortogonalssiu L v = 0 per atotu € Si tot
veT.

Proposicio 4.1 (a) Vectors no nuls ortogonals dos a dos sén linealment independents.
(b) Subespais ortogonals dos a dos formen suma directa.

DEMOSTRACIO. La ideaés kasicament la mateixa, per tant provarem @erfiapartat (a). Si
tenim una relaé

tiu; +toup + -+ - +teug =0

entre vectors no nuls ortogonals dos a dos, fent el producte escalar per qualsesalta que

ti(ui-u)) =0
i per tantt; = 0, i aixd ens diu quely, U, ... , Ux SOn linealment independents. O
Teorema 4.2 (Métode d’ortogonalitzaé de Gram-Schmidt Si u;, Uz, ..., Uy sén vectors
linealment independents, existeixen vectors vy, vz, . .. , Uy ortogonals dos a dos tals que
(Ul,Uz,...,Uj)Z(vl,Uz,...,UJ‘) per a j:l,2,...,m.

DEMOSTRACIO. Prenemv; = u;. El segon vector sarde la formav, = u, — tyvy, i aixo
assegura quéus, U ) = (vy, vp); cal, peD, imposar que, L vy, i aquesta condibidetermina

t1:
v1 - Up

U1-U2=0, vl'Uz—tll)l'Ul:O, t1 = .
U1+ U1

Suposem obtinguts,, v,,. .., vk que satisfan les condicions; prenem ara
Vk1 = Uky1 — (fvg + oo + - - - + ki),
expressd que garanteix la segona de les igualtatsieats:

(ulv"'v uka uk+l>:<vla"'v vka uk-i-l):(vla"'v Uka Uk+l>'
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L'ortogonalitat devy 1 ambuv; perai =1, 2, ...,k dona
v - u
v - kg1 =0, Vi - Uk — v -v =0, f = — 1
Vi -V
i aquests coeficients, to, .. ., tx determinervy, ;. O

Corollari 4.3 (a) Tot subespai S # {0} de R" admet bases ortogonals.
(b) Els vectors ortogonals a (tots els vectors de) S formen un subespai S*, anomenat suplemen-
tari ortogonal de S perqué compleix que

SeSt=R" i (SHt=s.

DEMOSTRACIO. Ampliem una base qualsevplii, U,, ..., u, } de Sfins a obtenir una base
{up,uz,..., U, Uy, ..., Uy} deR". Aplicant el netode de Gram-Schmidt a aquest conjunt
resulta una base ortogonal ®&: { vy, vs,..., vr, Vr41, ..., vn}. COmque, segons el teorema,

(Ul,Uz,... ,Ur> = (Ul,vz,... ,Ur>,
els vectorsvy , vy, ... , vy formen una base ortogonal &ei aixd0 demostra I'apartat (a).
D’altra bandags facil veure quéuv, 1, ..., vy) = St, de manera quég St = R". Finalment,

S c (SH*, pew per dimensions veiem que aquesta in@@ési una igualtat, i aiqueda provat
I'apartat (b). O

Exemples 4.4(a) Calcul d’'una base ortogonal del subesBak (U1, Uo, uz) deRR*, on
uu=(,101, u,=(0,011 i uz=(20,-10).
Aplicant el netode Gram-Schmidtay , u,, uz tenim:
vn=u=(1,101);

V1 - U 1
vp = Uy — tvg, on t = =

V1 - V1 o 3 ’
i per tant podem prendne = u, — 1/3v; = (1, 1, —3, —2), ja que els factors lineals no afecten
la independncia lineal ni I'ortogonalitat; finalment,

V1 - U3 2 V2 - U3 1
vz = Uz — (tvy + Svy), on t= = —, S = —,
V1 - VU1 3 U2+ V2 3
i quedavs = uz — 23v; — 3v, = (1,-1,0,0). En definitiva, els vectorgl, 1, 0, 1),
1,1,-3,2)i (1, -1, 0, 0) formen una base ortogonal &

(b) SiSés un pla d&R® d'equacd Ax+ By+ Cz =0, posenw = (A, B,C)iu = (X,Y, 2).
L'equacb del pla diu, simplement, que - u = O, per tanu € Ssi, i només si,u L w, i resulta,
doncs, quest = (w).
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4.2 Norma, angle i projec@ ortogonal

La norma(modul o longitud) d’un vectoru € R" es defineix com

Jull =VUu-u=/x2+x24+---+x2,

onu = (Xg, X, .. ., Xn).

Proposicio 4.5 La norma compleix les propietats segiients:
(@) |ull > Osiu#0.
(b) ltu]l =|t||Ju]l peratott € R.
) lu+vl|?=lull>+ | v]|?si, i només si, u L v (teorema de Pégores.
(d) [u-v|<]ullllv]| (desigualtat de Schwayz
e lut+v]| <|lull+ |lv]| (desigualtat triangulay.

DEMOSTRACIO. (a) Per definid.

(b) [[tul = W) - (W) = Vt2u-u=[t[Ju-u=|[t||u].
(c) En general es compleix que

lu+viP=u+v) - U+ =lulP+lvi*+2u-v,
per tant el teorema de Biores resulta evident.

(d) Siv = 0 es produeix la igualtat; suposem que 0 i considerem els vectors

/ : ” ’ u-v
U=tv i U=u-U, on t=—.
Vv
Evidentmenu = u’ 4+ u” i, amés,u’ L u”, jaque
. u-v (u-v)?
u-u=@ty-Uu—tvy=—U-v)— —=(w-v) =0;
v-v (v-v)?

aleshores, aplicant el teorema deaBdres tindrem qugpu || > || U’ ||, s a dir,

|U-v| |[U-v| ;
lull = o [v][=——— 0obe |u-v[=]|ullv].

vl
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(e) Aplicant la igualtat que hem fet servir a (c) i la desigualtat de Schwarz tenim que
lu+v[>=llul®+2u-v+[v|?
<full®+2fulllvll+IvI*=dull+ v,
pertantju+uv | < ull+[v]. O

Es diu que un vectar ésunitari si || u || = 1. Normalitzarun vectoru # 0 &s substituir-lo per
u = L
flull

vector quedbviamentés unitari i conserva les relacions d’indepéendia i ortogonalitat del

amb altres vectors. Una base formada per vectors unitaris i ortogonals dos a dos esé&diu que
unabase ortonormal La base cabtnica deR" n’és I'exemple rés senzill. De fet, qualsevol
subespai d®" admet bases ortonormals: nesxcal fer unitaris els vectors d’'una base ortogonal
del subespai.

Proposicio 4.6 Si B = {uy, Uy, ..., Uy} és una base de R", i C és la matriu de canvi de base de
B a la base canonica,

B és base ortonormal <<=  C és ortogonal .

DEMOSTRACIO. Nomeés cal observar que els coeficieptsde la matriuC'C son els productes
escalars dels vectors deentre ells,

Pij = Ui -uj,

i recordar les nocions de vector unitari i vectors ortogonals. O

Observacb 4.7 La comprovad de que una matriG és ortogonal equival, segons aquest resul-
tat, a veure que

n
Z Cij 2-1 per atot | (columnes undries)
i=1
n
Z Gjck =0 guan j #Kk (columnes ortogonals dos a dos)
i=1

El lector pot comprovar d’aquesta manera que les matriligesgg $n ortogonals:

10 0 1 2 2
%(i _g), 00 -1], % 2 1 -2
01 0 2 2 1
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L’ angle(no orientat) entre dos vectors no nulsv deRR" es defineix com

(U, v) = arcco .
ulfffoll

Per justificar aquesta definigiobservem que, segons la desigualtat de Schwarz,

u-v
1< <
Fufifvll

9

i, com que la fund cos : [Q 7] — [—1, 1] és bijectiva per ser decreixent, existeix wumc

anglex € [0, ] tal que
u-v

cosg = —.
Fufifoll

Aquest anglex és el que hem pres convdu, v). De la definicd resulta, doncs, que(u, v) =
a(v, u). A més,es immediat comprovar les propietats isegts:

(@ 0<a(u,v)<m.
(b) ui v sbn linealment dependents si, i némsi,a(u, v) =006 7.
(c) u L vsi,inomés sia(u, v) = 7/2.

(d) Sit,seR,
a(u, v) si ts>0

a(tu, sv) = .
7 —a(u,v) Si ts<O0.

Tamke recuperem, d’aquesta manerdpianula chssica del producte escalageneralitzada ara
aR"
u-v=|ulllvllcose(u,v)

(siu=0o0v =0, cosx(u, v) no esh definit, ped es preru - v = 0).

Exemples 4.8(a) SiB = {e, &, ..., €,} €s una base ortonormal &8 i
U= X161 + Xo€ + - - - + Xn€y,

es compleixques = u-g = ||u| cosej, One; = a(u, ) perai =1, 2, ..., n; els coeficients
cosa; son elscosinus directorsleu en la basés, i es pot escriure

n n
u=|ulj Z(cos«xi)e. . amb Zco§ai =1.
i1 i=1

(b) No semprees el millor carn fer servir una base ortonormal com a refecia. Suposem
gue volem determinar les longituds de les diagonals d'un gelram, del qual coneixem les
longituds dels costats, 2 i 8, i I'angle agut que formert,. 6Brenem com a base del pla dos
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vectorsu i v que representen els costats no pleisl. Aleshores les diagonals corresponen als
vectorsu + v i u — v, i tenint en compte que

u-u=ful®?=4, v-v=|v|?=64,
U-v=|ullllv]cosa(u,v)=2-8-cos 60 =8,

resulta .
lutvl?=+v) Ut =[ulP+2u-v+|v|*=84 i

lu—viP=u-v)-U-v)=lul®-2u-v+]v|*=52,
per tant les longituds de les diagonad®1s/84 i v/52.

Teorema 4.9 (Teorema de la projecoiortogonal) Donat un subespai H de R", per a cada
vector U € R" existeix un tnic vector U € H tal que u — U L H. La norma ||[u — U’ | és Ia
minima distancia entre U i els vectors de H. Es diu que U’ és la projeccb ortogonal de u sobre
H.

DEMOSTRACIO. Escollida una base ortogonBl = {ey, &, ..., & } de H, i donat el vector
u € R", es tracta de determinar un vectdr= t,e; + t,e, +--- +t,&. Lacondicou —u L H
estradueixenqual—u’) - =0pera =1,2,...,r,idaqu obtenim que

u-eg

t =
& -6

Aix0 demostra I'exigtncia i unicitat del vectow’. Ara, siv’ € H, i v’ # U/, tenim que

pera i=12...,r.

u—v=u—-u)+ U —=v);

aplicant el teorema de Riores,

2 2
|

fu—v [P=u—u2+u—v %> lu-u|?,

ipertantju—v'| > Ju—Uu]|. O

Observacions 4.10(a) El fet que||u — u’ || sigui minima s’expressa dient que ésla millor
aproximaco a u dins de Hi aquestas la propietat ies(til de la projecad ortogonal.

(b) El vectoru” = u — U’ és la projecd ortogonal deu sobre el subespail~. En algun cas
és nes facil calcular primen” i obtenir despesu’ = u — u”. Larelacbu = U + u” és la
descomposidi inica deu segons la suma directh @ H+ = R".
(c) El simetric de u respecte a Hs el vector

U'=u-u=u—-20"=2u—u.

Es immediat comprovar queu* || = |Jul,iqueu+ u* =2u’ € H.
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Exemples 4.11(a) La projecdd ortogonal d'un vectou € R" sobre una rectdd = (w) €s,

segons el teorema,

u-w

u = w.
w-w

(b) SiH és un pla d&®3, definit per una equaiAx + By + Cz = 0 en la base camica —o en
qualsevol base ortonormal—, sabem diie = (w ), onw = (A, B, C); per tant, donai € R3

tenim

u-w , B u-w

u” = w, U=u-u=u———w.
w-w w-w

(c) El simetric d’'un vectomu € R" respecte al subespd} ésu* = —u. El simetric deu respecte
aunarectd = (w) és

u=2——w — U.
w - w

Finalment, el simatric d’un vectoru e R3 respecte a un plel = (w)* és

u-w

u=u- 2 w.

w-w
4.3 El metode dels rmims quadrats

El criteri dels minims quadrat&s un dels ras habituals a nivell cietiic i tecnic. Com a exemple
elemental d’aplica@ d’aquest principi, revisarem en primer lloc la niodie mitjana aritrética.
Considerem unagsie de dadesg, X, ..., X, | interpretem—les com els resultats Wlenesura-
ments d’'una magnituk. Qualsevol quantitax pot ser un valor de centralitzacde la &rie
de dades, sempre que satisfaci alguna cobdiei “proximitat” a totes elles com a conjunt. Si
prenem com a mesura de desvialexpressd

5(¥) = (X —x1)? + (X = x)% + -+ + (X = Xn)?,
obtindrem el valox que minimitza aquesta furicderivant i igualant a zero:
8/ (X) =2(X — X)) +2(X —X2) + -+ -+ 2(X — X,) = 0.

La solucb Unica d’aquesta equdxes

o XX+ o+ Xy
X=X= ,
n

expressd que coneixem com iitjana aritneticade les dadeg,, Xo, ..., X,. La funcib § pre-
senta efectivament unimm absolut en aquest punt, peégia seva gaficaés una pabola i el
coeficient principaés positiu.
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Per tant, la mitjana aritaticaés el valor de centralitzaique minimitza la suma dels quadrats

de les desviacions de les dades. Es pot arribar al mateix resultat aplicant la teoria de ladprojecci
ortogonal i projectant el vector = (X, X, ..., X,) Sobre la recta engendrada pel veatoe=
(1,1,...,1): el resultates el vectoXw, onX €s la mitjana aritratica.

Generalitzant aquesta idea, considerem ara un sistemaedeacions lineals ambincognites

C11X1 + C12Xo + - - - + CipnXp = dl
Co1X1 + CooXp + -+ - + ConXn = o

, o matricialment Cx=d.
CmiX1 + Cmz2X2 + - - - + CmnXn = Om

El sistemaés compatible si, i nods si, existeix algun vector € R" tal que||Cx —d | = 0.
Si és incompatible (de vegadés diu quees unsistema sobredeterminatl criteri dels ninims
quadrats indica que cal considerar cospaucb aproximadagualsevol vectok que faci minim
I"error quadratic, és a dire = ||[Cx —d||.

Sicy, Gy, ..., C, SON les columnes de la matrl, el sistemaes equivalent a la relati

X1C1 + XoCo + - - - + XpCh = d.

La incompatibilitat equival a dir que ¢ H = (¢, Cy, ..., Cn), | per tant cal trobar la projedi
ortogonald ' ded sobreH i despgés resoldre

X1Cp + XoCp + - -+ + XpCph = d’

(aquest enfocament inclou, i per tant generalitza, el cas de compatibilitat, en el’gzadl).
Aix 0 resol conceptualment el problema, éstil i senzill sistematitzar elsadculs necessaris.

Teorema 4.12 En les condicions anteriors:
(a) Cx=d’ si, i només si, AX=Db, on A= C!Cib=C'd.

(b) X és tinic si, i només si, rangC) = n; en aquest cas, A és regular.

DEMOSTRACIO. (a) Cx = d’ significa queCx — d L H. Per tant, el producte escalar de
cada generador dd (columnac; de la matriuC) perCx — d ha de ser zero. Matricialment,
I'anul-laci6 d'aquests productes escalars s'expressa per

CY(Cx—d) =0, C!'Cx = C'd, Ax=Dh.

(b) Segons el teorema de RoéeRrobenius, ran@) = n és equivalent a que el sister@x =
d’, que sabem qués compatible, sigui determinat. | aies equivalent a dir que la matriu
guadradaA sigui regular. O
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Exemples 4.13(a) (Regress lineal.) El problema pactic potser réas fredientés el de trobar
'equach de la recta que s’ajusta millor a una distriliudie punts del plarécta de regres$).
Sense obtenirGrmules siste@tiques (tasca &s poOpia d'un curs d’estddtica), resoldrem un
exemple concret aplicant el teorema anterior.

Suposem que es tracta d’ajustar una recta als punts de coordéba@e&, 1) i (4, 1). Larecta
seay = ax+ b, iles condicions

b=0 0 1 . 0
2a+b=1;, obé Cx=d, on C=|2 1], x:(b) i d=1]1
da+b=1 4 1 1

El sistemaésobviament incompatible, el rarégs 2 i, multiplicant per la matriG*, obtenim

20 6 ay) (6 a)_ 1 3 -6 6\ (Va
6 3 b))~ \2)" b ) 24\-6 20/)\2 ) \Y )"
La recta buscadas
_x 1
y - 4 6 )
gue no passa per cap dels tres punt® peinimitza I'error quadtic £: concretamentx =
(@, b) = (Y4, ¥6), Cx = (Y6, %3, "/e) i d = (0, 1, 1), per tant
6
e=|Cx—d] =%.

(Si el lector ha dibuixat els tres punts i cau en la temptal@ creure ras adequada la recta
horitzontaly = 1, observaa que I'error quaditic corresponent a aquesta reesal > v6/5.)

(b) (Regres<i quaditica) Un problema aaleg a I'anteriorés el de trobar I'equagide la
pam@bola gue s’ajusta millor a una distribaale punts del pla (I'elecéidel tipus de fund en un
problema de regressdepen de diversos factors, un dels quals pot ser la disfgogebngtrica
del punts). Com a dlustracb, determinarem el polinomi de regrassjuadatica dels punts
(-1,2),(0,1), (1, —1)i (2,0). Lequach seay = ax? + bx + ¢, i les condicions

at+tb—-c=2
c=1 )

, obé Cx=d,

at+b+c=-1

da+2b+c=0

on

1 -1 1 2
0 0 1 a 1
C=111’X=2'°'=—1
4 21 0



R. Amer i F. Carreras 61

El sistemaés incompatible, el rang de és 3 i, aplicant novament el procediment indicat en el
teorema anterior, obtenim el sistema

18 8 6 a 1
8 6 2 b |=1-3].
6 2 4 c 2

la solucd del qualesa = /2, b = -13/1gi ¢ = 2/5. Per tant, el polinomi de regreésijuadatica
dels quatre punts donats

1
= —(5x*> — 13x + 4),
Y =15 +4)

2.5

i 'error quadiatic conese = 5

(c) Considerem finalment el sistema 8egt, en el qual ran@) =2in = 3:

X+y+4z=2 1 4 X 12
2x +3y+5z=5" 2 3 5 3; =15
4 6 10 0

4% 4+ 6y 4+ 10z =0

Multiplicant per la transposada resulta el sistema

22 33 55 X 15
33 50 81 y |=1|23],
55 81 142 z 36
gueés compatible indeterminaté per solud general
9
X=—-72——
11
y=3z+1

Val la pena observar que en el cas d'un sistema indeterminat, cémduuestptes les solucions
donen el mateix error quadtic, ja que aquest err@ss = || d’'—d || i aquesta expressno deggn
de quin vectox ens ddnaCx = d’. Aqui, fent, per exemplez = 0, surtd’ = 1/11(13, 2, 15, 30)

i un error quacdtic
, 10+/33
e=d —d| = 11

4.4 Orientaco i producte vectorial

Es defineix una reladid’equivakncia entre les bases ordenade®bfelient que

B ~ B si,inoméssi, deC) >0,
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on C és la matriu del canvi de base Béa 5. Aquesta relad és d’equivakncia i classifica les
bases d&R" en dos tipus.Orientar R" és escollir un dels dos tipus: es diu que les seves bases
sonpositivesi que les bases de I'altre tipursnegatives En algunes gestions (angle orientat,
producte vectorial, girs, rotacions$ indispensable haver fixat una orienbacel criteri habitual

és prendre com a positives la basedrdoa deR" i les del seu tipus.

La interpretad fisica de la relaéi d’equivaknciaés la sefjent. En el pla: si anem del primer
vector de la base al segon pel damés curt, o seguim el sentit horari o I'antihorari, i aquesta
és la classificaél. Es habitual prendre com a positives les bases de satitiorari. A I'espai:
girant un tornais segons el canmés curt del primer vector al segon, I'estri es n&en el sentit

del tercer vector o en sentit contrafis habitual prendre com a positives les bases ortogonals
en les quals el tornds segueix el sentit del tercer vectoedla del torna¥s) i les equivalents a
elles.

Exemples 4.14(a) SiB i B’ son bases ortonormals &' i C la matriu (ortogonal) de canvi de
baseB i B’ son del mateix tipus si, i noés si, detC) = 1.

(b) SiB = {e1, &} és una base positiva @, {e,, e;} &s negativa. AR3, I'efecte de permutar
els vectors d'una base dap del signe de la permutaci Aixi, si B = {e, &, e3} és positiva,
{e3, €1, &} tamie hoés, ped {ey, &, &} és negativa.

(c) (Angle orientat en el plad Recordem que, donats dos vectors no muls € R?, a(u, v) €
[0, 7] representa I'angle no orientat entidé v. Suposem ara orient®?. Donats dos vectors
linealment independentsi v, definim I'angle orientat de u @ com

a(u, v) si {u, v} és base positiva
at(u,v) = . .
—a(u,v) =27 —a(u,v) Si{u, v} és base negativa
Siui v son diferents de zero pe@tinealment dependents, les dues opcions ens dohan v) =
a(u, v), ja quea(u, v) és 00 =. Notem que linterval de variagidea™ (u, v) és d’amplitud
2. Es immediat comprovar que™ (v, u) = —a™(u, v), i que, si{e;, &} és la base camica,
at(er, &) ="/

(d) (Coordenades polars Siguiu = (x,y) # 0 un vector arbitrari del pla orientat. Com ja
hem vist, si poseny = «a(u,€1), B = a(U,&),ir = | ul, tenimx = r cosx, y = r COSp,
amb co$a + cog B = 1, per tant, cog = =+ sina. Definim I'argumentdel vectoru com

¢ = at(e, u). Com que el determinant de la matriu del canvi{dg u} a {e;, &} val y, i
sine > 0 perqe « € [0, 7], tenim: en els quadrants primer i segon,yor 0, ¢ = « i COSB =
sina = sing; en els quadrants tercer i quart, pr< 0, ¢ = —a i C0SB = — sina = sing. Per
tant,

X =TI COSp, y=rsing  Yu=(x,y) # 0deR?.
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El modulr i I'argumentg sbn lescoordenades polardel vectoru.

(e) (Orientacb de plans a I'espa) La nocb d'orientacd per a subespais d&" és amloga a

la que hem descrit perR". Limitant—nos ara &2, cal observar que l'orientatide I'espai no
determina una orientatien els seus plans, i @ixeflecteix el fet que un observador pot situar—

se a qualsevol dels dos costats d'un pla. El procediment per orientar i gial’'espaiés

el sedlent: escollim un dels dos sentits possibles dels vectors ortogonals al pla (recordem que
dimH+ = 1), seleccionant un vector concretL H; llavors orientem el plad prenent com a
positives les basgsl, v} de H tals que{u, v, w} és positiva &3.

Considerem, com a-lustracb, el pla d’equad@ x — 2y + z = 0. L'orientem escollint el vector
ortogonalw = (1, —2, 1). Donada una base del pla, per exem{glz 1, 0), (0, 1, 2)}, podem

classificar—la com a positiva perghoés aR? la base{(2, 1, 0), (0, 1, 2), (1, —2, 1)}, ja que la

matriu del canvi a la base camica i el seu determinanbs

2 0 1
c=|11-2] i detC)=10>0.
02 1

Considerem I'espaR? orientat de la forma habitual. Introduirem el producte vectorial d'una
manera constructiva que poaate manifest les seves propietats caréstigues.

Teorema 4.15 Donats dos vectors linealment independents U, v € R3, existeix un tnic vector
w € R3 tal que:

(@A w Luiw L v.
@) lwl =1lulllv|sine, ona = a(u,v).

(c) {u, v, w} és una base positiva de RS,

DEMOSTRACIO. Escrivimu = (X1, X2, X3), v = (Y1, Y2, Y3) | w = (21, Z», Z3). La condicb (a)
déna lloc al sistema ségnt:

X1Z1 + X2Zp + X323 = 0
Vizi+ ¥oZo + V323 =0
La solucb general d’'aquest sistergéa

Z1 = Aqt

X1 X
Z, = Aot , on A= ! 2

Yi Y2

X2 X3
Y2 VY3

X3 X1
Y3 1

= A3= .

’

73 = A3t
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De la condicd (b) obtenim
lwl>=[ul?lvl?sifa=[ul?|v]|?Q—-cosa)=[ul?lv]*—(u-v).
Substituint les components dev i w resulta
(A2 + AS+ AY = O + X5 + XD (Y2 + Y5 + ¥5) — (Xay1 + XaY2 + XaYs)”

= (X1Y2 — X2Y1)? + (X2Y3 — X3¥2)? + (XaY1 — X1Y3)?
= A2+ A5+ A3,

id'agui t = £1. Aplicant, finalment, la condi6i(c), tenim que

X1 X2 X3
O<| yi Yo y3|=t(A2+AZ4 A%,
tAT tA tA;3

i es dedueix que = 1. Per tant, queda determinatiumic vectorw = (Az, Ao, Az) que compleix
les tres condicions de I'enunciat. O

El vectorw determinat pel teorema anteriés elproducte vectoriade u i v, escrit des d’'ara
u A v. Una regla mnemaetnica per recordar la seva expréssipicita és la sefent:

€& €& 6
UADV=|X1 Xo X3

Y1 Y2 V3

on {ey, &, €3} és la base camica deR3. Aix0 permet estendre la definical cas en que i v
son linealment dependents, posant v = 0 en concordncia amb el determinant formal.

Es immediat comprovar que el producte vectaggmlina operacidistributiva respecte a la suma,
compatible amb el producte per escalars i anticommutativau = —u A v. A més, si{u, v} és
un conjunt ortonormalu, v, u A v} s una base ortonormal positivaligz La propietat segent,
atil en alguns contextog&s nés complexa.

Proposicio 4.16 (Doble producte vectorial Siu, v, w € RS,
UA@Aw)=U-wv—U-v)w.

DEMOSTRACIO. Per tal de simplificar al @xim els @lculs, escollim (semprées possible) una

base ortonormal positivig,, e, e3} tal que

u=ae, v=be +ce i w = pe +Jqe +re;.
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Aleshores tenim, fent les operacions,

uA (v Aw)=—a(bq—cpe — abres
(U-w)v — (U-v)w = ap(be + cey) — ab(pe, +qe +res),

i &€s evident que els dos resultats coincideixen. O

Una primera aplica6i del producte vectorigds la segjent. Donada una baga, v} d’'un pla,

u A v és un generador de la recta ortogonal al pla. Dit d'una altra manera igualtitesit una
recta esi definida com a interseéde dos plans, el producte vectorial dels vectors formats amb
els coeficients de les equacions dels piesisn generador de la recta.

Finalment, eproducte mixde tres vectors, v, w € R3 es defineix comu - (v A w), i per tant
coincideix amb el determinant de la matriu de les components dels tres vectors:

X1 Xo X3

Uu-WAw)=|y1 Y2 Y3
Z, Zp Z3

En particulary - (v A w) = 0 si, i nones si,u, v, w son linealment dependentsyi (v A w) =
(UAD) - w.
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Transformacions lineals

Molts processos mateatics, georatrics, fsics, qimics i ecommics $n representables, sién

no en primera aproximatj per relacions lineals entre les variables que hi intervenen. Aquesta
evidencia, juntament ambifitima connex entre les transformacions lineals i aleul matricial,
concedeix un paper molt especial a aquesttohpel segient.

5.1 Definicions i exemples

Observem en primer lloc que, de la mateixa maneraé&subabitual descriure una fubcf :
R — R per una dbrmula comf (x) = x? + 3x, o per 'equad equivalenty = x? + 3x, una
transformadd entre dos espais euclidians, per exempleR® — R?, es pot definir per una
formula com

T(X.¥,2) = (Xy—2,x+y+37),

0 per les equacions corresponents
X =xy—2
Yy =x+y+32.

Recordem tamd la nomenclatura relativa a les aplicacions en general. SiguiA — B
una aplicad entre dos conjunts arbitraris. $(a) = b, direm queb és laimatgede a per la
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transformad T i quea és unaantiimatgedeb. D’altra banda, es diu quUE ésinjectivasia # a
implicaT (a) # T(&'). Es diu queT ésexhaustivasi per a qualsevd) € B existeix algura € A
tal queT (a) = b. Es diu queT éshijectivasi és injectiva i exhaustiva. Ji és bijectiva, cada
elementb € B té una sola antiimatge € A, i escrivintT ~1(b) = a definim una nova aplicagi
T-1:B — A, anomenadanversadeT. Més en general, elmbol T~1(b) denota el conjunt
de totes les antiimatges de I'elemént B, encara qué no sigui bijectiva. Finalment, donades
dues aplicacion§ : A— Bi S: B — C, podem formar la&composicd de Si T, queés
I'aplicacid So T : A — C definida perSo T)(a) = S(T (a)).

Definicio 5.1 Una transformad& T : R" — R™ éslineal si compleix les condicions
@TU4+UW) =T +TW)
(b) T(tu) =tT(u)

per a qualssevdl € R, u,u’ € R". De les propietats (a) i (b) es dedueix immediatament que

T(0) =0,queT(u—u")=T()— TW)ique, engeneral,

T(teug +toup + - - - +tel) =t T(U) + T (U2) + - - - + 4T (Uy) .

Una transformadéi lineal T : R" — R" s’anomena urndomorfismeeR", i aquests el cas
gue tractarem amb @s frediencia.

Teorema 5.2 (Caracteritzacd matricial.) Una transformacié T : R" — R™ és lineal si, i
només si, es pot representar matricialment per

Y = AX.
DEMOSTRACIO. (=) Donades les basé®s= {ui, Uy, ..., Uy} deR" i B’ = {vy, vy, ..., vm} de
R™, siguin
X1 Y1 a1 @ -+
X — X'Z ’ v=| Y i A | @1 32 - an
Xn Ym dni Am2 - Amn

les columnes de components d’un vector arbittae R" i un vector arbitrariv € R™ en les
bases respectives i la matriu obtinguda de les relacions

m
Tu) =) aju pera j=12....n,
i=1
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gue expressen les imatges dels vectors de la primera base com a combinacions lineals dels vectors
de la segona. Aplicant la linealitat deal calcul de la imatge del vector

u= Xn:XjUj
j=1

obtenim que
n n n m
TW=T (D) _xu)=>_xTu)=> % (> aju)
j=1 j=1 j=1 i—1
n m m n
= Zaﬂxlvi:Z(Za‘JXJ)v'
]:l i=1 i=1 j:l

3

i, comparant amb = Z Yyivi, resulta que la relagiintrinseca
i—1

v=T(U)
es tradueix en components per
n
yi=> a;x perai=212..m,
j=1

0, matricialment,
Y = AX.

(<) Si T est definida respecte a dues basesYper AX, on A &s una matriu arbiéiriam x n,
és evident que, 8f; = AXy, Yo = AX;it € R, aleshores

AX1+ X)) =AX1 + A =Y14+ Y, i AtX) =tAX; =tYq,

i per tantT és lineal. O

Observacions 5.3Podem extreure &s informaadd d’aquest teorema.

(a) Les components de les imatgegu;), T(Uyp), ..., T(uy) enla basdv,, vy, ..., vym} formen
les columnes de la matrid, que rep el nom dmatriu de T relativa a les dues bases

a1 12 -+ Qi
A— D1 822 on
am1 am2 Amn

Simbolitzarem aquesta relécéscrivintA = M(T, B, B).
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(b) Agquestes imatges determiné&ni, a més, poden ser escollides arbitament.Es a dir, una
vegada fixades bases dels dos espaia, matriu A del tipus mx n descriu una transformagi
lineal T.

(c) A efectes pactics, coné notar quees caractéstic d’'una transformadilineal el fet que les
seves equacions vinguin donades pdacions lineals homdgniesentre els dos conjunts de
variables. Amb aquest criteri, el lector pot observar que I'exemple de transférpagiosat a
I'inici d’aquest cajitol no és, en absolut, lineal.

(d) En el cas d’'un endomorfisme, emprarem Bsrana base de retercia. La matriu s@rqua-
drada, i escriurem simplemeAt= M(T, B). Les columnes d& ens donaran les components
de les imatged (uy), T(uy), ..., T(uy) en funcd dels vectorsiy, Uy, ..., Up.

Exemples 5.4(a) Es facil comprovar que les funcions lineals: R —> R son les de la forma

y = f(x) = ax (notem I'analogia formal amb el cas general, on tenim la rélacatricial

Y = T(X) = AX). Comeés ben sabut, amb funcions lineals descrivim, entre molts altres
processos, costos, interessos, descomptesyees...

(b) (Equacions d'un gir en el pla orientgt Un gir d’angle « € [0, 27) al voltant de I'ori-
gen del pla orientaR? és la transformatiG : R? — R? que conserva el odul dels vec-
tors i incrementa els arguments en un anglePer tant,G(0,0) = (0,0) i, siu = (X,y) =

(r cosgp, r sing), iv=G(u) = (X, ¥), tenim les relacions

X' =rcoj¢+a), y =rsin(p +a),

gue, introduint les variables, y, ens condueixen a unes equacidpg&cament lineals segons el
teorema de caracteritzaci

X' = X cosa — ysina be X' cosay —Sina X
. 0 = _ .
y = X sina + y cosa y' sine  cosu y
Aixi doncs, tot giiG del pla orientaés un endomorfisme, i la seva matriu en la basewmiaaés

CoOSxy —Sin
A=M(G, Bo) = ( sina cosg )

(c) (Equacions d’una simetria axial en el pjaConsiderem la simetri@ : R> — R? respecte a
la rectax = 3y (eix de simetria Suposant ara comprovades —per exemple gdooament—
les condicions de linealitat, ndra calda trobar les imatges dels dos vectors de la baseniea

per determinar la matriu. Aplicant l&fmula del cafiol anterior,

S(u)=2u'—ww - u,
w-w
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i tenint en compte que un vector director de I'eix de simedsa per exemplew = (3, 1),
obtenimS(1,0) = (45, 35) i S(0,1) = (3/5, —4/5). Per tant, 'equad matricial d’aquesta
simetria axial en la base camicaés

()=5(G2)0)-

En aquest exemple hem fet servir el teorema de caractetiteace! sentit reiproc del de I'e-
xemple anterior: suposant justificada a priori la linealitat, I'aprofitem per trobar amimehm
esforc les equacions generals de la transfortmaci

5.2 Canvis de base

Tot i queés habitual —i sovint convenient— treballar amb la matriu d’'una transfofmianaal
relativa a les bases camiques,es important cogixer els efectes dels canvis de base. Per fixar
idees, considerarem amb detall nesrel cas dels endomorfismes.

Teorema 5.5 (Férmula del canvi de basgConsiderem un endomorfisme T : R" — R" i dues
bases, BiB'. Si A= M(T,B), A = M(T, B), i C és la matriu del canvi de base de B’ a B3,
aleshores

A =C!AC.

DEMOSTRACIO. Larelacbu = T(v) es tradueix pe¥ = AX en la bases, i perY' = A'’X’ en
la base'. El pas deX’ aY’ es pot obtenir tamiben tres fases: (a) passem el vectde B’ a B5;
(b) transformem el vectar env = T (u); (c) passem el vectarde B a B’. Matricialment,

(@ X —» X=CX
(b) X > Y =AX=ACX
©Y —» Y=C1ly=ClACX.
Com que aquesta era la transforn@egue duia a terme la matridd, deduim que
A=Cc'AC. O
Observacb 5.6 El lector no hauria de tenir dificultat en generalitzar el resultat anterior per a

una transformadilineal qualsevoll : R" — R™ aplicant un canvi de base a cada espai3:Si
i B} son bases d&", i B, i B, son bases d&™, la relacd entre les matrius

A= M(T, By, By) i A = M(T, By, By)
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és

A =DAC,
on C és la matriu del canvi de base en el primer espal3da 31, i D és la matriu del canvi de
base en el segon, d& a B,.

Exemples 5.7(a) SiB’ és una base ortogonal positiva del pla orientat, formada per dos vectors
de la mateixa longitudgj = (a,b) i € = (—b, a), la matriu del gir d’anglex en la base3’
coincideix amb la matriu del gir en la base oaita, ja que tenim

C=<a —b>, A=<°950‘ —sma)
b a sino CcOoSu

AN — CIAC — 1 a b cosx — Sinua a —-b _ ( cosa —sina
a2+ \-b a sine  cosu b a sine  cosx ) °

(b) Considerem la simetria axial estudiada a la geaaterior. Amb el vector director de I'eix
€, = (3,1) i el vector ortogonak, = (—1, 3) podem formar una base adaptada a la simetria,
B’ = {€], &}. Es evident qu&(€)) = €, S(€)) = —€, i, per tant, la matriu de la simetria axial
en aguesta bags ben simple:
, (1 0
A= (0 0 ) .

Si ara volem calcular la matriu d&en la base camica, nonés cal desfer el can’ = C1AC,
obtenint
A=CAC™.

Aplicant aguesta nova reldcresulta
3 -1 , 1 0 . 1/4 3
C=<1 3)’ A_(o —1) ' A_S(s —4)'

(c) El determinant de la matriu d’un endomorfisme no varia en fer un canvi de base. En efecte:
aplicant determinants a lafmula del canvi resulta

det(A') = detC*AC) = detC 1) det(A) detC) = det(A) detC) = det(A).

1
det(C)

(d) Suposem que un endomorfisifie R> — R? queda definit de la manera smsmt:

T(@1,2) =(51), T(-2,1)=(4,3).
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Per trobarA = M(T, B.) nonés cal observar que tenim una nova basdormada pels vectors
€ = (1,2 i€, = (-2 1), iconsiderar les matrius ségnts:

1 -2 . , . _ , _ (5 4
C=<2 1)(canwdeBch) i B_M(T,B,Bc)_<1 3).

Aplicant un raonament similar al del teorema del canvi de base resulta

1/-3 14
— -1_ =
)

5.3 Nucli, imatge i rang

Considerem una transformadineal arbitariaT : R" — R™. Es defineix ehuclide T com
el subespai format per les antiimatges del vector O: &liodment

Nuc(T) =T 30) = {ueR": T(u) = 0}.
Es defineix lamatgede T com el subespai format per totes les imatges dels vectdrs:de
MM ={veR":v=T(U), ueR"}.

(El lector hauria de comprovar que, efectivament, NOd Im(T) sbn subespais.) Finalment, el
rangdeT es defineix per
rangT) = dimIm(T).

Teorema 5.8 (a) Si B = {Uy, Uy, ..., Uy} és una base de R", {T (u1), T(Up), ..., T(Up)} és un
sistema de generadors del subespai Im(T). Per tant, rangT) és el rang de qualsevol matriu A
que representia T.

(b) dim NudT) + dim Im(T) = n.

DEMOSTRACIO. (@) Siv € Im(T), sabem qua = T(u) per a algunu € R". Com que
u = tiu; + tbus + - - - + thu,, resulta

v=TMU) =TMus +Luz+--- +thup) =t T U) + T U2) +--- + 1, T (Up) .

Com que les columnes de la matdurepresenten, doncs, un sistema de generadors @& Jm
gueda establerta taralia identitat entre els rangs.

(b) El sistema d’equacions descrit matricialment pe¢ = 0 defineix el nucli. Per tant,

dim NugT) =n—rangA) =n—dim Im(T). O
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Corol{ari 5.9 (a) T és una transformacio exhaustiva si, i només si, rang’T) = m.
(b) T és injectiva si, i només si, Nuc(T) = {0}, és a dir, si, i només si, rangT) = n.

(¢) Un endomorfisme T de R" és bijectiu si, i només si, rangT) = n, és a dir, det(A) # 0, on A
és qualsevol matriu que representia T.

DEMOSTRACIO. (@) T és exhaustiva si, i no@s si, I{T) = R™, i aix0 és equivalent a que
rangT) = m.

(b) SiT és injectivapbviament ha de ser NGE) = {0}. Redprocament, si Nu@) = {0}, de
la igualtatT (u) = T(u') resultaT (u — u’) = 0, és a diru — u" € Nuc(T) i, per tantu = u”:
aixo significa qUET és injectiva. La segona equiegiciaés una conségncia immediata de la
formula de les dimensions del teorema anterior.

(c) Es despen dels dos apartats anteriors. O

Exemples 5.10(a) Considerem la projedtiortogonal deR" sobre un subespéi, és a dir, la
transformad P : R" — R" tal queP(u) = u’, projeccd ortogonal dais sobreH. Es facil
veure queP és lineal, i per tant un endomorfisme e, i tamke que

Nuc(P) = H+, Im(P) = H i rang(P) = dim(H) .

(b) Aquest exemple tanéypermet illustrar una drmula general per aldcul d’antiimatges que
ésutil en alguns contextos i el lector pot justificar com a exercici: si T (u), aleshores

T 1) = u+ Nuc(T),

és a dir, coneguda una antiimatge concvedig v, totes les antiimatges d’aquest vector s’'obtenen
sumant au un vector arbitrari del nucli de la transformaci

(c) Considerem ara, tareaR", la simetria respecte a un subespiiés a dir, la transformadi

S: R" — R"tal queS(u) = u*, simetric deu respecte &dH. Si H = {0} és diu queS és la

simetria central si H és una rect& és unasimetria axial i si H &s un plaS és unasimetria

plana Tamle és fcil veure quesS és lineal, i per tant un endomorfisme B8, pe® en aquest
cas resulta

Nuc(S) = {0}, Im(S) =R" i rang(S) = n,

de manera qué és una transformatibijectiva.
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5.4 Operacions

Com en el cas dels canvis de base, en aquestadsatsilimitarem a considerar operacions amb
endomorfismes, deixant al lector la senzilla tasca de generalitzar la major part de les idees i els
resultats a transformacions lineals entre espais diferents.

Sit € R, i T i Sson endomorfismes dR", &€s immediat comprovar que les transformacions de
R" en si mateix definides per

(T+S)(u) =T + S(u) i AT)(u) =tT(w Yu e R"
son lineals. | establir les corresponents relacions matricials:
M(T + S, B) = M(T, B) + M(S, B) [ MIT, B) =tM(T, B).

Analogamentés facil veure que la transformaccomposté&o T €s lineal, i correspon al producte
de matrius:
M(SoT,B) = M(S, BIM(T, B).

Finalment, recordem que, 8 = M(T, B), T és bijectiu si, i noras si, A és regular. Seguint
la mateixa &cnica que en els casos anteriors, es pot provar que, en aquesit, Jup' tamke és
lineal i

M(T™1,B) = M(T,B) .

Es important esmentar I'exécia, per a cada, de I'endomorfisme anomeniaentitat denotat
perl : R" — R" i definit perl (u) = u per atotu € R". La matriu d’aquest endomorfisme en
gualsevol basés la matriu unitat, i d’aqui I'abls de notad que fem. Les relacions deamb
les dues darreres operacios des sefents:

Tol=T=10T

i, si T és bijectiu,
ToTl=1=T"10T.

5.5 Endomorfismes i producte escalar

Estudiarem ara diversos tipus d’endomorfismes de I'eRfajue $n interessants per la seva
connexd amb l'estructura euclidiana, fent especial irsisia en els casos del pla i de I'espai.
Aquests tipus de transformacion@nsles projeccions ortogonals i les denominades isometries
(transformacionsigides), entre les quals cal destacar les simetries i, sobre tot, els girs del pla i
les rotacions de I'espai.



76 R. Ameri F. Carreras Transformacions lineals

Recordem que, donat un subesphide R", denotem pelP i S, respectivament, la projecci
ortogonal sobréH i la simetria respecte H. Les relacions ségents 6n clares:

P2= P, = i S=2P 1.

Les matrius deP i Srelatives a una bag#’ adaptada a la suma diredta® H+ son, respectiva-
ment,

|
o
Il

A/

Aquestes matriug\' i B’ sbn sinetriques, par tamke ho $n les matrius respectiveési B en la
base cabnicaB3;. En efecte, suposant ortonormal la b&da matriuC del canvi de base d#&
aB. és ortogonal, perta@ ' = C', A= CAC!|

Al = (CACH' =CAC'= A,

i un argument aaleg serveix per a la matriB. A més, la matriuB és ortogonal, perguB! = B
i B2= 1, de maneraquB'B = |.

Abans de discutir la nodigeneral d’'isometria, passem als girs del pla i les rotacions de I'espai.
La descripad dels girs en el pla orientat s’ha dut a terme amb tota generalitat en la primeia secci
d’aquest cajtol, i ser (til per a I'estudi de les rotacions.

Donats un angle < [0, 2) i un vector unitariw de I'espaiR? orientat, considerarem el pk =
(w)* orientat pew, i definirem larotacio d’angle« al voltant del vectorw com I'endomorfisme
R:R® — RS descrit de la forma ségnt en termes de la suma direBth= (w) @ H:

u siu € (w)
R(u) =
G(u) siueH

on G és el gir d’anglex en el plaH orientat perw. Com que qualsevol vector e R® s’escriu
de formalnica comu = U’ + u”, ambu’ € H i U” € (w), tenim, per linealitat,

Ru) = RW) + RU") = GW) +u”.
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Evidentment, sfu, v} &s una base ortonormal positivaldela matriu deR en la base ortonormal
positiva{w, u, v} deR® és

1 0 0

0 cosx —sina

0 sina cosx

El resultat segent dna unadrmula de alcul directe d’imatges per a les rotacions.

Proposicib 5.11 Si R és la rotacié d’angle « al voltant del vector unitari w € R3,

R(u) = ucosx + (1 — cosa)(U- w)w + (w AU)Sine  VYu e R3.

DEMOSTRACIO. Escrivimu = u' 4+ u”. Siu = 0 aleshoress = u”, i la formula na,
efectivamentR(u) = R(U”) = u”. Siu’ # 0, {U, w A U’} &s una base ortogonal positiva e
amb||u’|| = ||lw A U'||. Per tant,

R(U) = U’ cosa + (w A U) sina .
A més,RUu”) =u’" = (u-w)w, jaque|w| = 1. Finalmentw A U = w A u. Aixi doncs,

Ru) = R(U) + R(U") = U cosa + (w AU) Sina + (U - w)w =
=ucosx + (1 —cosa)(U- w)w + (w Au)Sine. [

Exemple 5.12 Calculem la imatge del vectar = (1, 0, 1) segons la rota6ide 90 al voltant
del vectorw = (1, 1, 1). La rotacd esh ben definida perguel vectorw precisa ekentitde I'eix
de rotacd, peo a la Hrmula calda fer servir el vector normalitzaés a dirw = 1//3(1, 1, 1).
Els clculs parcials principals i el resultdirs

2 1
Uu-w=— wAU=—

. 1
Nk ﬁ(l,o,—n i R(u)_§(2+x/§,2,2—«/§).

Les isometries formen una classe important d’'endomorfismes de I'espai auéidiles trans-
formacions tgides,és a dir, aquelles que no deformen les figures de I'espai. Intuitivament, la
rigidesa equival a la conservadie les longituds dels vectors i dels angles entre ells; com que
aguests dos conceptes estan estretament lligats al producte écakyral donar la definii
sedlent.

Un endomorfismd& : R" — R" &s unasometriade R" si conserva el producte escalar dels
vectors,es a dir, si
TWw -Tw)=u-v Yu,v € R".
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(Aquesta condid és tan forta que es pot demostrar que tota transfomfaciR" — R" que
conserva el producte escalar ha de ser lineal.) A partir de la défiegiimmediat comprovar
gue tota isometrid

(a) conserva l'ortogonalitat: &i L v, T(u) L T(v);
(b) conservala normatT (u)|| = |lull Yu e R";
(c) conserva els angles no orientatsusi: # 0, (T (u), T(v)) = a(u, v);

(d) és bijectiva.

Proposicid 5.13 Si A és la matriu d’un endomorfisme T : R" — R" relativa a una base
ortonormal (per exemple, la base canonica),

T ésisometria <= A és ortogonal .

DEMOSTRACIO. (=) Si T és una isometria ha de conservar els productes escalars entre els
vectors de la base ortonormal de réfecia, condid que es tradueix en la rel@cA'A = 1.

(<) Redprocament, la condioi A'tA = | expressa que es conserven els productes escalars
entre els vectors de la base i, per tant, tarab conserva el producte escalar de qualsevol parell
de vectors. O

Exemples 5.14(a) Aplicant aguesta caracteritzagnatricial de les isometrigss facil compro-
var, a partir de les matrius corresponents, que totes les simetries, els girs del pla i les rotacions
de I'espai &n isometries, mentre que les projeccions ortogonals n@ho s

(b) De la mateixa manera, o directament per la definies demostra que la identitgtla inversa
de qualsevol isometria i la compogiail'isometries tamd Hn isometries.

(c) Tenint en compte que el determinant de la matriu d’'un endomorfisme Bo defda base a la
qual esa referida, les isometries es poden classificar en dos tipus. Les isordetraesson les

gue compleixen que deb) = 1, i evidentment conserven l'orientaaie I'espai vectorial i, per
tant, $n realitzablesisicament: els girs del pla i les rotacions de I'espaij aom la identitat

(gir o rotacd de 0), la simetria central del pla (gir de 180 les simetries axials de I'espai
(rotacions de 180 sbn isometries directes. Les isometriegersesson les que compleixen
gue detA) = —1 i, per tant, inverteixen l'orienta@ide I'espai vectorial i no@ realitzables
fisicament: les simetries axials del pla i la simetria central i les simetries planes de I@spai s
isometries inverses.
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Una dlestb Obvia en aquest puis la segient; hem esgotat, amb els exemples precedents, el
catileg d'isometries? La resposta es dénan el poxim captol, aplicant parcialment la teoria

de la diagonalitzadi de matrius, i proviga un criteri per classificar una isometria a partir de la
seva matriu en una base ortonormal (la bas@®wci@a, per fixar idees). Limitarem I'estudi als
casos del pla i I'espai, els@s interessants des del punt de vigsecf
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Diagonalitzacd de matrius

D’entre els procediments de reducae matrius a formes senzilles, la diagonalitases un

dels nés (tils de cara a les aplicacionsgatiques del @alcul matricial. A difeencia d'altres
situacions, en aquestéiestd s’obtenen millors resultats en el cas complex que en el cas real, ja
que un punt cruciads la descompositidel polinomi caractéstic i aix0 fa intervenir el teorema
fonamental de Blgebra (vegeu I'andix B). Exposarem la teoria en el cas real, tot remarcant
els punts on s dels nombres complexos suposa variacions. | encara que el marc natural de
la diagonalitzad és el dels endomorfismes, &aonvenient traduir les nocions i els resultats al
llenguatge de les matrius quadrades, gsi#habitual de lagcnica.

6.1 Endomorfismes diagonalitzables

Hem vist en el cajpol anterior que les matrius de la simetria axal R> — R? respecte a la
rectax = 3y, enlabase camicaien la base adaptaa= {(3, 1), (—1, 3)}, son respectivament

174 3 1 0
5\3 -4 0o -1)°
Observem que la segona matriu permet fer una concisa deéadipdiactuadh de S: (a) deixa

invariants els vectora de I'eix de simetria; (b) canvia de signe els vectonserpendiculars a
I'eix; (c) converteix qualsevol altre vector del pla, quessée la formau + v, enu — v.
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Més en general, tanethem comprovat la simplicitat de les matrius de les simetries i les projec-
cions ortogonals &" quan sabem escollir una base adequada.

Recordem que una matriu quadrafla= (a;) ésdiagonalsiaj = 0 quani # j.

Un endomorfismél : R" — R" ésdiagonalitzablesi la seva matriu en alguna baséés
diagonal:
oy
o2

Qn

Per diagonalitzar un endomorfisme cal, doncs, trobaectorsel, €,, .. ., €, linealment inde-
pendents tals qué(e) = o€ perai =1, 2,...,n. Aixo suggereix les definicions sggnts.

Un vectore € R" &s unvector propid’'un endomorfismé si
T(e) =ae

per a algure € R. En particular, el vector @s un vector propi amb qualsewnle R. Per tant,
només direm que un nombte e R és unvalor propide T si existeix algun vectoe = 0 tal que
T (e) = ae. Cada vector prope £ 0 esh associat a utinic valor propi, perqé

pe=TEe=0e — PB-a)e=0 — aoa=384.

La condicb de vector propi es pot escriure en la forffla— «1)(e) = 0, i aix0 &s equivalent a
dir que
ee Nuc(T —al).

Ara podem tornar a la definigiinicial, i dir queT és diagonalitzable si, i noes si, existeix una
base d&R" formada per vectors propis de | com que la condidie € Nuc(T — «l) dona una
descripod operativa dels vectors propis de valor prapens ocuparem en primer lloc de veure
com podem obtenir tots els valors propisTtde

Proposicid 6.1 « és un valor propi de T si, i només si, defwl — T) = 0.

DEMOSTRACIO. Recordem que un endomorfism riucli no nul si, i noras si, el seu de-
terminantés zero; per tant, existeixen vect@s# 0 dins de Nu¢T — «l) si, i només si,
def(T — «l) = 0, i aix0 és equivalent a dir que datl — T) = 0. O
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Introduirem, doncs, una variablei calcularem degix| — T), és a dir, detx| — A), on A és
gualsevol matriu que representlalvegeu la primera de les observacionsigeys). El resultat
és un polinomi de la forma

detxl —T) =x"— ApxX" 24+ AXx" 2 — ... + (=D)"A,,

gue s’anomenaolinomi caractefrstic de T. Les seves arrels, cada una amb la multiplicitat
corresponent, @ els valors propis d&. Per a cada arret, el subespai Nu@ — «l) est
format per tots els vectors propis @leamb valor propix.

Observacions 6.2(a) El polinomi caractéstic no degn, com a determinant d’'un endomorfisme,
de la matriu a partir de la qual es calcula. En efectéd BIA’ son dues matrius d&, i C és la
matriu de canvi de base que erisd A’ = C~1AC, tenim

det(x] — A') = detCxIC — C"*AC) = det(C %{x| — A}C)
= detlC 1) detx| — A)detC) = det(x| — A).
(b) A més del @lcul directe del polinomi caractstic, &€s interessant céixer un netode alter-
natiu. Cada coeficierd; de la ormula de deix| — T) és la suma delsmenors diagonald’ordre
i de la matriuA, és a dir, menors d’ordreque tenen la seva diagonal principal situada en la
diagonal principal deA. Per a cada hi ha (7) menors diagonals d'ordiie En particular,Ay
s'anomena la&racade A (suma dels coeficients de la diagonal principal), mentreAgues el de-

terminant deA. Tot i que una demostratigeneral d'aquestadfmulaés complicada de notdxgi
comprovar—la per a = 2 i n = 3 &s un bon exercici d'aplicatidel clcul de determinants.

6.2 Condicions de diagonalitzagi
Sigui T un endomorfisme di&".

Lema 6.3 Si a1, ay, . .., ax son valors propis diferents de T, la suma dels subespais de vectors
propis corresponents és directa.

DEMOSTRACIO. Aplicarem inducad sobre el nombre de valors propis, k.
Si k=1, no hi ha res a demostrar.

Suposem quk > 2 i que I'enunciags cert per & — 1, és a dir, que la suma déts— 1 primers
subespais de vectors projgis directa:

Nuc(T —a1l) @ Nuc(T —oa2l) @ --- @ Nuc(T — ag-1l).
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Per demostrar que la suma dklsubespaigs directa, hem de veure quessie Nuc(T — «; 1)
perai =1,2,...,Kk, nonésés possible la igualtat

e+e+ - +a=0

guan cada = 0 (queés una de les condicions de suma directa).

Aplicant T a aquesta igualtat tenim que
1€ + a2 + -+ k& =0,
mentre que multiplicant-la pes, obtenim
ke + o€ + -+ ok = 0.
Restant aguestes dues igualtats resulta que
(ak —a1)€ + (ak —@2)& + - -+ + (ak — ak-1)&-1 = 0.

Com que els coeficients d’aquesta surba diferents de zero, i la suma déds— 1 primers
subespaigs directa, podem assegurar gde= & = --- = g_1 = 0 i, en conse@encia,

De vegades, I'enunciat d’aquest lema s’expressa —sense massabpredisint que “vectors
propis de valors propis diferentérslinealment independents”.

Lema 6.4 Si o és un valor propi de T de multiplicitat m, i d = dim NudT — «l), aleshores
l<d<m

DEMOSTRACIO. Es evident quel > 1, ja que la defini@ de valor propi garanteix I'exighcia
d’algune # 0 dins de Nu€T — «l).

Prenem ara una bade;, e, ..., e} de NudT — «l) i 'ampliem fins a obtenir una base
{er,€,...,€64,€441,...,6} deR". Laspecte de la matriu d€ en aquesta bass

o
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de manera que desenvolupant(@ét— T) per les primered columnes queda
detxl — T) = (x — a)? detx| — B).

Aix 0 assegura que la multiplicitat de I'arkelesm > d. O

Teorema 6.5 (Condicb necesaria i suficient de diagonalitzadi) Un endomorfisme T de R"
és diagonalitzable si, i només si, compleix les dues condicions segiients:

(a) EI polinomi caracteristic es descompon totalment en factors de primer grau:
detxl = T) =X —a)™X —a2)™ - (X —ay)™.
(b) La dimensi6 de cada nucli coincideix amb la multiplicitat del valor propi corresponent:

d=m pera i=1...Kk.

DEMOSTRACIO. (=) Si T és diagonalitzable, la suma directa dels nuclis coincideix amb tot
I'espaiR", pergwe els vectors propis que formen la base en la que la matrili @& diagonal
surten necessiament d’aquests nuclis. Aidoncs, la matriu diagonal de

o1
- My

oy
a2
- M2

a3
(043
- Mk

ok

dbna directamentdet] — T) = (X — )™ (X — ap)™ - - - (X — ax)™. D'altra banda, tenim que
di < m; per atoti segons el lema precedent; &sn

di+dp+---+dc=n
perge la suma directa dels nucksR"; finalment,
m+my+---+Mg=n
segons resulta de calcular el grau del polinomi carestier De tot aiX es dedueix que

d=m pera i=1...,k.
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(<) Si T compleix les condicions (a) i (b), la suma directa dels n&diR", ja que

dim[Nuc(T —a11) @ -+ - @ Nuc(T — g l)] =
k k k

= dimNugT —al)=> d=> m=n,
i=1 i=1 i=1

Per tant, prenent una base adaptada a la suma directa tindrem unalRé$erdeda per vectors
propis deT, el qual sed en conseigncia un endomorfisme diagonalitzable. O

Corollari 6.6 (Una condico suficient) Si un endomorfisme T de R" té n valors propis diferents,
T és diagonalitzable.

DEMOSTRACIO. En aquest cas, detl — T) es descompon totalment en productendactors
de primer grau:
detxl = T)=X—a)X—a2) - (X —ap) .

Com que cadan; ésigual a 1, el segon dels lemes previs assegurdigael = m; per a cada
i =1,...,n, pertantT és diagonalitzable. O

Observacions 6.7(a) Si considerem endomorfism&s: C" — C" (espai vectorial nugric
complex de dimenéin), la condicd necesaria i suficient de diagonalitzaces redueix a I'apar-
tat (b) del teorema, ja que, segons el teorema fonamentalldelira, la condiéi (a) sempre es
complira.

(b) Tant el teorema com el corlari permeten determinar si un endomorfisesediagonalitzable
sense trobar els vectors propja que, una vegada descompost el polinomi carestiero ke &

n arrels diferents, od&nores cal calcular els rangs de— «;| i comprovar si es compleix la
igualtat

m =n—rangT —a;l) pera i=1,...,k.

(De fet, nonés cal comprovar-la quan; > 1.)

Exemples 6.8(a) Ni els girs en el pla ni les rotacions a I'espai admeten vectors propis si I'angle
ésa # 0, r; per tant no 6n endomorfismes diagonalitzables.

(b) Si la matriu d’'un endomorfismE deR? en la base camicaés singtrica, T és diagonalitza-
ble. El lector pot comprovar directament aquesta propietatequa cas particular del teorema
espectral que demostrarem a continaci
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Un endomorfismd deR" éssimetric si compleix que

TW-v=u-TW) per a qualssevol u, v € R".

Si A és la matriu dg en la base camica (0 en qualsevol base ortonormal)és singtric si, i
nomes si, A és sinetrica. En efecte: sK i Y sbn les columnes de les componentsudiev en
aguesta base, la condiaile simetrigés equivalent a que

(AX)'Y = X'AY, eésadir, X'AlY = X'AY,

i aix0 és cert per a qualssevali Y si, i només si,A' = A,

Lema 6.9 Vectors propis d’un endomorfisme simétric corresponents a valors propis diferents
son ortogonals.

DEMOSTRACIO. SiT(e) = aei T(€) = B€, amba # B, aplicant la condié de simetria
tenim que
a(e-€)=TEe)-€ =e-T(€)=p(e-€),

i d’aqui es dedueix quéx — B)(e- €) =0, i per tante- € = 0 ja quex — B # 0. O

Teorema 6.10(Teorema espectral Tot endomorfisme simétric de R" és diagonalitzable, i admet
una base ortonormal de vectors propis.

DEMOSTRACIO. Sigui T 'endomorfisme iA la seva matriu (simtrica) en la base canica.

En primer lloc veurem que detl — T) es descompon totalment solike Considerem I'endo-
morfismeT* : C" — C" definit per la matriuA en la base camica deC". Es obvi que
detx| — T) = detx| — T*), i sabem que sk € C &s una arrel amb multiplicitah d'aquest
polinomi amb coeficients reals tamhboés el seu conjuga.

Per veure que ha de tenir la part imagaria nulla, escollim un vector propi € C" de I'endo-
morfismeT* amb valor prope. Com queA té tots els coeficients realg,tamke &s un vector
propi deT* amb valor propix. Aleshores, s és la matriu columna de les componentaude
tenim quel U &s un nombre real i positiu, per tdotU = (U'U)t = UtU. Pel mateix motiu,
U'AU = (U'AU)t = UtAU i, en conseiéncia,

—t

@U'U=U'aU =U'AU = U'AU = U'aU = qU'U =aU U,

d’'on es desmn quex = & i per tanto € R.



88 R. Amer i F. Carreras Diagonalitzacié de matrius

Finalment, comprovarem per induéaobren que existeix una base ortonormal de vectors propis
deT. Sin = 1, no hi ha res a dir. Sil'enunciét cert per al cas — 1, seleccionem un vector
propi unitarie, de T amb valor propix i escrivim

R"=H® (en),
onH = (g,)*. Siu € H es compleix qud (u) € H, perq®
TWw-eb=u-T(egy) =au-e,=0.

Per tant, T es restringeix a un endomorfisme, encaraésiio, deH. Com queH és un espai
vectorial de dimensin — 1, per hiptesi d’inducod existeix una base ortonormal &g diguem

{el, e, ..., e_1}, formada per vectors propis de
Araésevidentquée;, e, ..., e,_1, €,} €s una base ortonormal ®8 formada per vectors propis
deT, que per tanés diagonalitzable. O

Exemple 6.11Estudiem I'endomorfism& deRR? definit en la base camica per la matriu

A=

R RN

1
2
1

N PR

Pel teorema espectrdl, és diagonalitzable. El polinomi caradtgic és
detxl — A) =x3—6x2+ 9 —4= (X — D*x — 4),
i els valors propis@n 1 (doble) i 4 (simple). Els subespais de vectors prdpis s
Nuc(T —1)=((1,0,-1), (0,1, -1)) i Nuc(T —-41)=((1,11)).

El vectorus = (1, 1, 1) és ortogonal als vectotg = (1,0, —1) i u, = (0, 1, —1), com assegura
el lema previ al teorema espectral, pequests doéltims no ho én entre ells i cal aplicar el
metode de Gram-Schmidt, prenant= u i

Uq - Uo . 1

Ul'Ul_Z’

v = Uy — tvg, amb t=

ésadiry, = 2u, — u; = (—1, 2 — 1) per evitar fraccions. Afeginis = us, els vectors
1=01,0-1, vr=(-12-1) i vsz=(,112

formen una base ortogonal de vectors propi§ délormalitzant-los obtenim els vectors

1 1 1
w1 = _2(15 09 _1) ) w2 = =

= —(-1,2-1) i ws=
NG 76 ) hwe=4

(1,11,



R. Amer i F. Carreras 89

que formen una base ortonornizilde vectors propis d€. La matriu del canves

L[ V3 -1 V2
C=%l| 0 2 V2
°\-v3 -1 2
(ortogonal:C~! = C!), i la matriu de 'endomorfism& en la basé8’ és
1
A =C'AC=C'AC= 1

6.3 Diagonalitzacd de matrius

Traduirem ara la teoria de diagonalitzaei llenguatge matricial. Es diu que una matriu quadra-
da A ésdiagonalitzablesi existeix una matriu reguld® tal que A’ = C~*AC sigui diagonal.

De cara a la fctica, cal notar que les columnes@seran els vectors propis de I'endomorfisme
representat peA, i la diagonal deA’ estad ocupada pels valors propis disposats en el mateix
ordre que s’hagi assignat als vectors propis.

Si la matriuA és de coeficients reals, aezonvenient distingir dos casos. (1) Direm qués
diagonalitzable sobre els nombres realpodem escollir com a matriu de caiZuna matriu de
coeficients reals (i per ta#t tamke ho sea). (2) Direm, en canvi, quA ésdiagonalitzable sobre
els nombres complexseshem de prendr€ (i per tantA’) amb coeficients en general complexos.
En les aplicacions, aquesta segona oppaitser norés sed admissible en determinats contextos.

Finalment, observem que Bi &s una matriiconjugadade A, és a dir, siB = D"'AD ambD
regular, i A és diagonalitzable, aleshorBstamke ho sea, ja queA i B representen un mateix
endomorfisme en bases diferents.

Exemples 6.12(a) El polinomi caractéstic de la matriu
100

A=|1 10
0 0 2

és detx| — A) = (x — 1)?(x — 2). Tot i que aquest polinomi es descompon totalment, la matriu
no és diagonalitzable, pergu

A-1I = , rangA—-1)=2

OO
[eNeNe]
= O O
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i, pertantm; =2 pebd; =3 —-rangA— 1) = 1.

(b) El polinomi caractéstic de la matriu

oOor o
OoON PO
NODNO

ésdetxl — B) = (x — 1)(X + 1)(x — 2)2. Per saber si la matrigs diagonalitzable, noes cal
trobar rangB — 21): com que

3 000
1 -1 1 2

B-2l=1 17 00 o0l"
0 00O

tenimqueran@B — 21) =2id, =4 — 2 =2 = m,. Per tantB és diagonalitzable.

(c) En el cas de la matriu

@)

|
P o w
P OO
P OO

apliquem el corolari perqe
detixl —C) =x(x—1(x —3),
i per tant hi ha tres valors propis diferents, conglgificient per afirmar qué és diagonalitzable.

(d) El polinomi caractéstic de la matriu

00 O
D=0 0 -1
01 O

és defxl — D) = x3 4+ x = x(x —i)(x +i). Aquesta matriu n@s diagonalitzable sobi®,
perqwe el polinomi caractéstic no es descompon totalment en factors de primer grau, mentre
queés diagonalitzable sobfe perqle presenta tres valors propis diferents.

(e) (Teorema espectral generalitzat Tota matriu simétrica és diagonalitzable amb un canvi
ortogonal.
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En efecte: podem suposar que la matriu representa un endomorfistfieedda base camica,

i aplicar el teorema espectral original. Com que la base de vectors propis es pot escollir orto-
normal, la matriuC del canvi de base seortogonalgés a dir, compli& queC'C = | (fins i tot
podem fer que dé€) = 1 si volem que el canvi conservi I'orientégi Per tant tenim

A =CtAC =C!'AC.

Aquest resultais fonamental per a I'estudi de tensors, formes qataylres, oniques i gadriques.

Exemple 6.13(Calcul de les patncies d’una matriu diagonalitzab)eSi A &s una matriu qua-
drada, les seves paicies natural$\™ seguiran una llei de recudmcia que, en generads molt

dificil de trobar directament. En el cas glesigui diagonalitzable, disposem d’uretode alter-
natiu passant per la matriu diagonal conjug@da= C"1AC. En efecte: si

(0%}
A 2
Un

(ambay, ay, . . ., a, No necesdriament diferentsgs immediat comprovar que

Ollm

nm __ a2
(A)" = ) per a totm e N.

™
D’altra banda, de la rela@iA’ = C~1AC obtenim
A=CAC™t,
A>=CACCACt=CcA)c?

i en general, per inducj
A™ = C(A)Ct,

formula que resoldrla dqiestd. Com a illustracb, considerem la matriu

2 2
—(22)
El polinomi caractdstic és detx] — A) = (x — 1)(x — 4), i per tantA és diagonalitzable.
Calculant una base de vectors propis, obtenim

, (10 . (21
A_(o 4) ! C_<—1 1)’
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i aplicant la brmula de retorn tenim que
AT _ 2 1 1 0)\1/1 -1
-1 1 0 4" /J3\1 2
1/ 2+44™ —242.4m 1/ 2 =2 amn 12
6.4 Classificadd de les isometries

Al final del captol anterior hem deixat pendent I'estudi general de les isometries, que ara podem
dur a terme aplicant, en part, la teoria de la diagonalitzad la primera part de la secxi
classificarem les isometries del pla, i a la segona les de 'espai.

Isometries del pla

En el pla, lestniques isometries possiblednsels girs i les simetries axials (la identitat i la
simetria central@n, de fet, girs d’angles respectius 8). A més, el determinant les classifica:
una isometrial €s un gir si daflT) = 1, i €s una simetria axial si ddt) = —1. Suposarem el
pla orientat per tal de descriure els girdwotament.

Sigui T una isometria del pla orient® definida en la base canica per la matriu
a c
A= (25).
Aquesta matriu compleix qua' = A1, on
a b 1 d —c
Al = Al _—
<c d)’ det(A)(—b a)

i det(A) = £1. Estudiem aquests dos casos per separat.
Cas 1.Sidef(A) = 1, I'anterior igualtags

a b\ (d —c d'on d=a

cd/) \-b a)’ =_b.
Aleshores la matriés de la forma

_ a —b 2 2
A_<b a) amb a“+b°=1
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i, en consegencia, existeix uttinica € [0, 27) tal quea = cosa i b = sina. En definitiva, la
matriu deT en la base camicaés

cosa —Sina

sino CcOSu

i T ésungirdanglea.

Com a casos particulars tenimitkentitat T = | quana = 0 i la simetria central T= —| quan
o =T.

Cas 2.Side(A) = —1, tenim que
a by (-d ¢ d'on d=-a
c d) b —a )/’ c=Dh.

_(a b 2 2
A_(b —a) amb a“+b°=1.

Aquesta matries singtrica i, per tant, diagonalitzable en una base ortonofthal {e; , &,}. El
seu polinomi caractestic és de¢x| — A) = x? — 1 = (x — 1)(x + 1), de manera que la matriu

deT enla bas&’ és
, (1 0
w-(32).

(&) =Nuc(T —1).

Aleshores

T és, doncs, laimetria axiald’eix

Observacions 6.14(a) Tamle podem distingir els girs de les simetries a partir delisagfet:
si la matriu A és singtrica, T és la identitat, una simetria axial o la simetria centralAgio és
simetrica, T &s un gir.

(b) Els girs tals que: # 0, = sbn lestniques isometries del pla que no tenen vectors propis.

Isometries de I'espai
Estudiem ara les isometries de I'espai oriefitét A diferéncia de les isometries del pla, les de

I'espai sempre tenen vectors propis, ja que el seu polinomi caistiteen ser de grau & tom
a minim una arrel real. El resultat ségnt ens dna nés informaadb.

Lema 6.15 Sigui T és una isometria de R®.
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(a) Sidet(T) =1, T admet el valor propi 1.
(b) Sidet(T) = —1, T admet el valor propi —1.

DEMOSTRACIO. Sigui A la matriu deT en la base camica.

(a) La matriuA — | compleix que
A—l=A-AA=(l — AYA,

i per tant

detA— 1) =det(| — A)detA) = det(l — A) = —detA— 1),
ja que aquests determinantngd’ordre 3. Aix doncs, datA — |) = 0i T admet el valor propi
1.

(b) La matriuA + | compleix que
A+l =A+AA=(l + AHA,

de forma que
detA+ 1) =det(l + A)det(A) = —det(l + A).

Per tant, detA+ 1) = 0i T admet el valor propi-1. O

Tal com hem fet en el pla, distingirem dos casos segons el determinant de la isometria.

Cas 1.Si T és una isometria d&® amb determinant 1, sigu un vector no nul amb valor propi
1, i considerem la descompogide I'espai

RE=(w)®H, on H=(w).

Siue H,tenimqueT(u) - w=TW)-T(w)=u-w =0,eésadir,T(u) € H, ilarestricco de
T aH és unaisometria plana. D’altra banda, el veetadetermina una orientatisobre el pla
H i, com que aquesta restriécho pot ser una simetria pergel determinant d& és 1, ha de
ser un gir d'anglex. Aleshores, s{u, v} és una base ortonormal positiva He la matriu deT
en labas& = {w, u, v} deR® és

1 0 0
0 cosx —sina ,
0 sina cosx

i T és unaotacid d’'anglea al voltant del vectonw.
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Observacions 6.16(a) Langlea depen deT, de 'orientacd de I'espai i del sentit del vector
propi w escollit. En particular, la rotagid’anglex al voltant dew coincideix amb la rotadi
d'angle—« al voltant de—w.

(b) Com a casos particulars tenimiteentitat T = | quana = 0 i la simetria axialrespecte a la
recta(w) = Nuc(T — |) quana = .

Cas 2. Si T és una isometria dB3 amb determinant-1, siguiw un vector no nul amb valor
propi —1, i considerem la descompogidie I'espai

RE=(w)®H, on H=(w).

El mateix raonament d’abans ens permet assegurar que la résthectia H tamke és un gir
d'anglea. Aleshores, s{u, v} és una base ortonormal positiva e la matriu deT en la base
B = {w, u, v} és
-1 0 0
0 cosyx —sSina ,
0 sina cosux

i T és lacomposiad de la rotacd d'anglea al voltant del vectorw amb la simetria plana
respecte a HA més, aquesta compogic@scommutativai cal notar que I'eix de rotadii el pla
de simetria én ortogonals.

Observacb 6.17 Com a casos particulars tenimdanetria central T= —1 quana = 7 i la
simetria planarespecte al subespli = Nuc(T — I) quana = 0.

Podem resumir els resultats obtinguts en aquest apartat amb I'esquema de cld@sséiaci.
Si la matriu A representa la isometrié en la base camica o en qualsevol base ortonormal
positiva deR?, aleshores:

Exemples 6.18(a) Considerem la isometrib deR® que en la base canica ve definida per la
matriu

Es immediat comprovar que agquesta maésuortogonal, no sigtrica, que detd) = 1 i que
Nuc(T — 1) = ((1, 1, 1)). Per tant, es tracta d'umatacio al voltant del vector1, 1, 1).

Per obtenir 'anglex de rotach hem de calcular sim i cosa. Apliquem la brmula

T(u) =ucosa + (1 —cosx)(u-w)w + (w A U) Sina
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A
det(A s
A simetrica T
1 Si Identitat
: Simetria axial respecte al subespai Nlie- |)
1 No Rotacb al voltant del vectow € Nuc(T — I)
1 si —ldentitat o simetria central
- ! Simetria plana respecte al subespai Nue- 1)
1 N Composicd d'una rotadd al voltant dew € Nuc(T + )
— 0 . . .
i una simetria plana respecte al subegpaj*

Taula 6.1: Classificatide les isometries a I'espai

_ 1 [ .
ambw = £(1,1,1) i u=(1,0,0):

(0,1,0) = (1,0, 0) cosx + (1 — cosux 1,11+ %(O, 1, —-1)sina.

L1
33 73

Igualant les components tenim les relacions

1— cosux
cose + ——— =0
3
1—COSa+Sina_1
3 J3 - ’
1 — cosu sinoz_0
3 V3 -

amb les quals determinem les raons trigogtnques de I'angle: buscat:
CoOSw = —— [ Sine = — .
2 2

Per tant, T és la rotadd de 120 al voltant del vector(1, 1, 1): aquests &@n els dos elements
geonetrics de la isometria.

Hi ha un netode alternatiu per determinar I'angled’una rotacd. Es basa en el fet que la traca
de la matriu d’'un endomorfismis invariant pels canvis de base, p&rés un coeficient del
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polinomi caractdstic. Comparant la matrié que tenim amb la matriu de la rotaan una base
adaptada a I'eix resulta la reléci

1+ 2cosx =1tr(A).
Quan cosr # +1, aquesta equariadmet dues solucions, a; € [0, 2r7), tals que
O<ai<m i T <o <21,
Si w és el vector que defineix el sentit de I'eix de rofaascollim un vector no nul 1L w,
calculem la seva imatge = T (u) i considerem la basfw, u, v}: si &€s positivag = «3; Siés
negativap = a. (Sicose = £1,« = 0 6 7 sense ambigjtat.)
A I'exemple que acabem d’estudiar tenim

1+2cosx =0,

cosa = —1/7i, per tanta; = 120° i ap = 240°. Prenentw = (1,1, 1) i u = (1, —1, 0) resulta
v=T(u) =(0,1,—-1). Comque

1 1 O
1 -1 1(=3>0
1 0 -1

deduim quexr = a1 = 120.

(b) Considerem ara I'endomorfisnSxde R® definit per

B=M(S, B =

[N o]
o or
= O O

B és ortogonal i siratrica peo de{B) = —1, per tantS és una simetria plana. El pla de simetria
és el subespai N@8& — 1), definit pel sistema d’equacions

-1 10 X 0
0O 0O z 0

que es redueix a I'equack — y = 0. Aquestés el pla de simetria, ilinic element geo#tric
gue cal determinar en aquest cas.
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6.5 Sistemes d’equacions diferencials lineals

Una aplicadd interessant de la diagonalitzacie matriugs la resolud de sistemes d’equacions
diferencials lineals de primer ordre amb coeficients constants.

Unaequacd diferencial de primer ordre en forma norméas una relad
y="fxy
entre una variable independeqtuna variabley queés funco dex i la derivada corresponent

, _dy
y_dx'

El problema consisteix a trobar Isslucions és a dir, les funciony = y(x) que satisfan la
relacH anterior per a tox d'un cert interval.

Exigint condicions a la funGi f apareixen diversos tipus d’equacions diferencials. Si es demana
que f siguilineal en y, ens trobem ambé&quaco diferencial lineal

y'=PXy+QX).

Si P(X) = a és una constant tenimelquaco diferencial lineal de primer ordre amb coeficient
constant

y =ay+ Q(X),

on suposarem qu@ és una fun@ almenys contua en un interval C R. Si, anes,Q(x) =0,
resulta 'anomenada equadiomognia

y =ay,

la més senzilla de totes pgetamte la nés fredjient en les primeres aplicacionsptiques.

Teorema 6.19 (a) Les solucions de I’equacié homogénia de primer ordre
y =ay
son totes les funcions de la forma

yx) =Ce&* amb CecR.

(b) Una solucié particular de I’equacié completa

y =ay+ Q(X)
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és la funcio

Yp(X) = e"‘X/ Q(x)e **dx.
(c) La soluci6 general de I’equacié completa és
y=Yp(X)+Ce&* amb CeR.
DEMOSTRACIO. (a) Representem ped I'accio de derivar. La condioi D(y) = ay implica

que
D(ye ™) = D(y)e** —aye ™ =0,

de manera que la furitiye ** €s constant sobi® i resulta
ye“* =C, obe yx)=Ce&* amb CeR.

Redprocament, tota funéid’aquesta formaés soluadb de I'equadd homogenia.

(b) Provem una funéide la forma
Yp(X) = C(x)e™

com a solud de I'equadd completa, suposaft(x) derivable (netode de variad de les cons-
tantg. Derivant,
Yp(X) = C' (0™ 4+ aC(x)e™,

i substituint a I'equad@ completa i simplificant resulta
C'(x)e"* = Q(X), ésadir, C(x) = / Q(x)e**dx,
express que ens dna la solud particulary,(x) indicada a I'enunciat.

(c) Siy = y(x) és una soludi de I'equadd completay — y, hoés de 'homognia, per tant
y—y,=Ce&” [ y(X) = yp(X) + Ce&* amb CeR.
Redprocament, tota funéid’aquesta formés soluadd de I'equacd completa. O
Exemple 6.20(Condicions inicials) La constant arbitriaC que apareix en la solutigeneral

d’'una equad de primer ordre es determina imposant a la faisalucbd una condid addicional,
gue acostuma a ser del tipus

y=Yo quan X=Xo,

on X i Yo sOn dadesés fredlent prendre, = 0, i d’agui ve el nom de “condicions inicials”).
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Com a itlustracb, resoldrem I'equadidiferencial
y =2y +Xx

amb les condicions inicialg = 1/2 quanx = 0.
(a) Lequacd homogenia associadasy’ = 2y, i la seva solu@ generaly = Ce?, ambC e R.
(b) Una soluadd particular de 'equadi completa ser de la formay, = C(x)e*, on

_ —2X _ i 1‘ —2X
C(x)_/xe dx = <2+4>e

i per tant

(c) La solucd general de I'equadiproposadé&s la fanilia
x 1
=Ce® -2 = b CeR.
y 5712 am €

(d) Imposant les condicions inicials exigides,

1 1 3
Z=Cc-Z, c==:>
2 4 4
i queda com a solugitnica del problema la fun@i
_ > —2x—1
y= 2 .

Un sistema d’equacions diferencials de primer orger a dues variables y que depenen d’'una
variable independerttés un parell d’equacions de la forma

X = X—F(x t)
Codt Y
. dy

=—==G t
Y=t (X, y,1)

Les solucionsseran parelles de funcions = x(t), y = y(t) que amb les seves derivades
satisfacin les dues equacions per atétun cert interval.

Es pot donar a la variabteel significat de temps, i entendxé y com les coordenades d'un punt
mobil del pla: en aquesta interpreta@inenatica del sistema, el vector velocitat= (X, y) est
relacionat amb la posigi(x, y) i el tempst.
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El sistemaéslineal si les funcionsF i G ho $n respecte i y conjuntament, i amboeficients
constantssi ho $n els d’aquestes variables, qguedant de la forma

X=ax+cy+ f()

y=bx+dy+gt) |’

on suposem qué i g sbn almenys combues en un intervadl ¢ R. Si les funcionsf i g sbn
nul-les, el sistem&shomogeni

Matricialment, un sistema d’equacions diferencials lineals amb coeficients constants es pot re-
presentar per
X=AX+H(t),

(X . (X _(a c . (M
<) G e G8) v sl

Teorema 6.21 Si la matriu A és diagonalitzable (sobre R o sobre C), el sistema d’equacions
diferencials

on

X = AX+ H(t)

es pot resoldre fent el canvi de variables X = CU que diagonalitza A, ja que condueix a un
sistema format per dues equacions lineals de primer ordre resolubles separadament.

DEMOSTRACIO. Com queA és diagonalitzable (sobf@ si és necessari), exisiiuna matriu
C tal queD = C~'AC se& diagonal. Introduint el vector de noves variableslefinit per
X = CU, tenim que

U=C1X, U=Cc1Xx i c'A=DC™!.
Aleshores

U=CIX=CYAX+H®)]=DCIX+CH({t)=DU+CIH{).

_ (v _ (@ : -1 _ (M
u=(V). o=(",) i crmo=(40).

aguest sistema s’escriu

Si posem

v=PBv+y¥(@)

Una vegada resoltes separadament aquestes dues equacions i obtingudes les saiuaigins
i v = v(t), desfent el canvi peX = CU tindrem la solud general del sistema original, donada
perx = x(t)iy=y(). O

U=au+ge(t) }
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Exemples 6.22(a) Considerem el sistema smgt i la matriu que el defineix:

X=x+2y—4t-3| . A_(l 2)
y=2x+y-—-2t—1 \2 1)°

El polinomi caractestic &s defx| — A) = x> — 2x — 3, i els valors propis 341. Calculant els
vectors propis obtenim la matriu del canvi que diagonaltZ&| sistema en les noves variables:

1 1 . U=3u—-3t-2
C= i ] .
1 -1 v=—v—-t-1
Resolent per separat les equacions del nou sistema i desfent el canvi trobem fagehecal
del sistema original:

u=Ae" +t+1 x\_ (1 1\(Ae+t+1
v=Be' -t ’ y) \1 -1 Bet —t

X(t)= Ae® + Bet+1 }

i, finalment,
yt)=Ae* —Be'+2t+1
(b) (Condicions inicials) Les condicions inicials habituals per a un sistema d’equacions diferen-
cials de primer ordret de la forma
X=X I Y=Y quan t=tg,

0N Xg, Yo i tp (sovintésty = 0) sHn dades. Aik permet determinar les constants que apareixen
en la soluadd general i escollir la soludiadequada.

Com a iHustracb, considerem un obil del pla que a l'instant = 0 es troba en el pun®, 0) i
en tot moment es regeix per les equacions diferencials de I'exemple (a).

Imposant les condicions inicials, tenim g@e= 0 i B = 1, constants que defineixen la sofuci
Unica o trajediria del nobil

x=e'+1, y=—e'+2t+1.

(c) Un fluid que es mou en pla s’anomeestacionariquan la velocitat de cada patla no
depen nés que de la posigi(i no del temps): altrament dit, si en passar per cada punt totes
les paricules porten la mateixa velocitat, donada ¢eehp vectoriaue assigna a cada punt un
vector. Les solucions d’un tal sistema

X=F(x,y)
y=GX.Y)



R. Amer i F. Carreras 103

son trajecbriesx = x(t), y = y(t) que en cada punt tenen un vector tangent prefixat.

X=Y
y=-—x|"

A cada punt, el camp vectoriéls ortogonal al vector de podici de la mateixa longitud: la
descripcd grafica suggereix que les pamtles del fluid seguiradrbites tancades al voltant de
I'origen en sentit negatiu (el de les agulles del rellotge). La resbldel sistema ho confirmar

Considerem per exemple el sistema

La matriu que defineix el sistema i el seu polinomi carastieron
01 , 2 , .
A= 1 0 i detxl —A)=x"+1=XX-DX+1i),

per tantes necessari diagonalitzar sofitela matriu del canvi i el nou sistemars

() i)

Resolent aquest nou sistema i desfent el canvi surt la $ofjesieral complexa del sistema ori-
ginal: ' _ '
u= Ad' ] _ x = Ad' + Be"!

i

o it ambA,BeC.
y=iA€e' —iBe™

v=Be
Imposant que i y tinguin valors reals per a totsurt B = A, i escrivint A = C + Di queda,
incloent els signes en les constants,

X = Ccost + D sint

) ambC,D eR.
y = D cost — Csint

Afegint ara com a condicions inicials=r i y = 0 quant = 0, resultaqué&C =r i D = 0.
Aleshores, les equacions de la trage@ del fluid, que confirmen la prediécfeta al principi a
partir del camp vectorial &

X =T cost, y = —r sint,

i representen circumfencies de centre I'origen i radirecorregudes en el sentit de les agulles
del rellotge.

Molt probablement, el lector ja haumnotat que el concepte de sistema lineal de primer ordre
amb coeficients constants i el teorema de resolsim obviament generalitzables sé&sde dues
variables dependents tle
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Tensors | formes quaditiques

Pensant en les aplicacions aikid¢a i al @lcul infinitesimal, dediquem aquest émpa I'exemple
més interessant dedlgebra tensorial: els tensors covariantsetiins de segon ordre —que aqu
anomenarem simplement tensors— i les formes ciapres associades.

7.1 Introduccio

Abans de donar la definizciformal de les dues nocionagiques que volem considerar, proposa-
rem per a cada una d’elles una sitiagn es presenta de manera natural.

Exemple 7.1 (La forma hessiana d’'una funi) Considerem una fungireal de dues variables
z= f(X,y)iunpuntp = (Xg, Yo) del seu domini. Denotem les derivades parcials segones de
f en el puntp per

32 f 92 f 32 f . 32 f
a=\(-—=]) . b= = i c=(==) -
X2/, dyax /) , Ixay /), ayz/,
L'aplicacio g : R2 — R que a cada vectar = (X, y) —interpretat com un increment a partir
del puntp— li assigna

q(u) = q(x, y) = ax? + 2bxy+ cy?
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és I'hessianale la funco f en el puntp. El seu estudi condueix a un criteri per seleccionar els
extrems locals de la fun@if d’entre els seus punts estacionaris (vegeu la darrersbsdiacjuest
captol).

En general, unforma quadatica és una aplicadiq : R" — R definida per una expressi
polinomica homognia de segon grau en les variabtesx,, . . ., Xn:

n
Q(U) = q(Xe, X, s X)) = ) &)X
ij=1
(on sempre es pot suposar, iiaho farem, ques;; = a;). Observem que sA = (a;) i
X = (X X2 --- Xp)! tenim que
q(u) = q(Xe, Xa, . .., Xn) = X'AX.

Es immediat de comprovar qugtu) = t2q(u).

Exemple 7.2 (El tensor d’irércia.) Suposem que una panila de massm es mou a I'espai fent
una rotadd al voltant de I'eix(w) amb velocitat angulaf w ||. Sir és el vector de posigide la
parfcula, sabem que la seva velociésty = w A r.

Es defineix emoment cibtic de la paricula a cada posioir per

Mw)=mrAv=mraA (wAr).

La transformad M és un endomorfisme sitric deRR3. Definim eltensor d’irercia de la
parficula a la posi@r per
TUu,v)=u-M(®).

T dona la mateixa informadiqueM, peid és nestil en determinadesigestions. Per exemple,
I'energia ciretica de la paftula es pot escriure com

1 1
E= 5m|| v = ET(w, w) .

(En el cas d'unglid rigid compost per un continu de pariles, cal introduir a tot arreu dhsbol
d’integracd.)

En general, urtensor(un tensor covariant siatric de segon ordre, per ser precisés)una
aplicacb bilineal sinetricaT : R" x R" — R. Bilineal vol dir lineal respecte a cada una de
les dues variables vectorials, i aigignifica que tenim

TUu+U,v) =T, v)+TW,v) [ T(tu,v) =tT(u, v)

i dues relacions arlogues quan fixemn en comptes de. Simetrica vol dir que T (u, v) =
T (v, u).
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Teorema 7.3 (Caracteritzacd dels tensorg Una aplicacio T : R" x R" — R és un tensor si,
i només si, es pot representar matricialment per

T(u,v) = X'AY,

on A €s una matriu simétrica.

DEMOSTRACIO. El raonamenés molt semblant al del teorema de caracteritzdei les trans-
formacions lineals del cdjol 5, aixk que el deixarem com a exercici per al lector interessat.

Observacions 7.4(a) A la demostradi anterior es comprova que,[8i= {e;, &, ..., €,} &suna
base deR", els escalars

aj=T(e,g)

determinen totalmenk, poden ser escollits arbétriament sempre que; = a;; (Simetria) i ¥n

els coeficients de la matri@y, queés lamatriu de T en la basg. Simbolitzarem aquestdtima
relacb perA = M(T, B). Aixi doncs, siX i Y son les columnes respectives de components de
uivenlabasds, tenim que

n
T v)=XAY =) ajxy.
ij=1

En general, els coeficients diagonals s'anomenercomponents principalgel tensor, i els
coeficients no diagonaks; components secuades En el cas del tensor d’elasticitat (origen
del mottenso) es parla, respectivament, de “tensions normals” i “tensions tangencials”.

(b) (Forma quadatica associadg Donat el tensof, definim laforma quadatica associada
T com I'aplicacb q : R" — R donada per

qu) =T(u,u).
Amb les notacions de I'observdcanterior tenim que
q(u) = X'AX,

i és immediat comprovar la propietat segt, ditaigualtat de polaritzadd, que permet afirmar
que tota forma quadticaq est associada a ulmic tensofT :

qu+v) =q) +q@) + 2T, v).
(c) (Férmula del canvi de baseSi B’ és una altra base @&, A’ = M(T, B') i C &s la matriu

del canvi de base d&8' a3, aleshores es compleix la relaci

A =C'AC.
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(Novament, deixem la comprovacha les mans del lector, que pot inspirar—se en el cas dels
endomorfismes tractat en el ¢agh5.) Des del punt de vistadic, és habitual pensar en un tensor
com un ens descrit a cada base per una matrietsica A que, en fer un canvi de base, varia
seguint la érmula anterior. Escrita en components,denfiula s’expressa per

n
a = chia@kckj pera i,j=12,...,n.
K0=1

(d) (Restriccd d’'un tensor a un subespaiSuposem qué& és un tensor definit sobi", 5 és
una base d&®" i A = M(T, B). Suposem tantbhqueH &s un subespai del qual hem escollit
una basé?’ = {uy, Uy, ..., Uk}, i que D és la matriu (de tamany x k) que relaciond3’ ambB.
Aleshores, laestriccidb de T al subespaH, que es defineix de manebavia, queda descrita en
la bases’ per la matriu

A = D'AD,
perqwe aquest producte matricial calcula els coeficief)ts= T (uj, u;) de la matriuA’. Com a
il -lustracb, restringirem el tensoF deR® definit per

6 2 4
A=M(T,By=|2 -2 -2
4 -2 0

al pla d’equad 2x + 3y — z = 0. Una base d’'aquest pdsB’ = {(1, 0, 2), (0, 1, 3)}, i la matriu
6 2 4 1
A’:DtAD:(l 0 2) 2 -2 -2 0

de la restricdd deT en aquesta bass
. (22 10)
013/{, 5 5/\,3 10 -14

La tecnica de restricoiesutil per a I'estudi dels extrems condicionats de les funcions de diverses
variables.

Exemples 7.5(a) Si la posiad d’una paricula de massen referida a una base ortonormal posi-
tiva de I'espaiésr = (X, y, 2), la matriu del tensor d'iércia de la partula en aquesta posici
és
y2+272  —xy —XZz
A=m| —xy xX+72 -—yz
—Xz —yz X4y

En el cas d'un sistema format per un nombre finit deipalés de masses, i posicions respec-
tivesry = (X, Yk, Z), la matriués

DYoMK HZ) - MYk — ) M
K K K
A=l Do moye YomOE+z) - Moy
K K
=D Mz =Y Mz Y M+ )
k k

k
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Els coeficients de la diagonal principdlrselsmoments d'idrcia, i els restants s'anomenen
productes d'ircia

(b) La presentadi geongtrica de la teoria de la relativitat restringida fa servir un espai vectorial
real, I'espai-temp€, = Vi & Ty, on V3 és I'espai ordinari (de les posicions)li és I'eix
temporal. La formulad de la teoria es fonamenta entehsor de Minkowskigue en una base

{i, j, k, h} adaptada a la suma directa queda definit per la matriu

1

—c?

onc és la velocitat de la llum. L'equatie la forma quadtica associada al tensor de Minkowski
en la mateixa bases

qu) =q(x,y,z,t) = x? + y? + 22 — c%t?,

i la cinematica de la relativitat restringida equival essencialment a I'estudi de les “isometries”de
E4, endomorfismes que deixen invariant el tensor de Minkowski i reben el nom de transformaci-
ons de Lorentz.

La mea@nica relativista dels medis continus demostra que el tensor de I'energiamicsed’'un
fluid perfecteés un nlltiple escalar del tensor de Minkowski.

7.2 Diagonalitzacd de tensors i formes
Exposarem ara un dels processos de diagonalitzictensors i formes quadigues.

Teorema 7.6 Si T és un tensor arbitrari sobre R", existeixen bases 3’ de R" on la matriu de T
és diagonal i, per tant, la forma quadratica associada ( s’expressa com a combinacid lineal de
quadrats:

o1
A=MT,B)= i QX Xy s XD) = g (X)) 24aa(Xp) 2+ - an(X))?.

On

DEMOSTRACIO. La matriu A de T en una basé de R" és sinetrica. Aplicant el teorema
espectral generalitzat, existeix una matriu ortogonal de canvi debtdaue

A =C'AC=C'AC

és diagonal. 0
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Observacions 7.7(a) Si nonés considerem bases ortonorméis & dir, fem canvis ortogonals),
el resultat final del prags —la matriuA'— ésunic llevat de I'ordre en geidisposem els valors
propis. L'equad corresponent per a la forma quatica associada,

A(Xps Xgs -+ -5 X0) = a1 (X% + a2(Xp)? + - - - + an(X})?,

s’anomena Expres euclidiana cadnicadeq.

(b) A efectes pactics, recordem que els coeficients de la diagon@'d@én els valors propis de
la matriuA, i que les columnes de la matriu de ca@vson els vectors propis ortonormals éde
escrits en el mateix ordre que els valors propis.

Exemple 7.8 Considerem un culigid i homogeni, de costat 1 i densitat 12, que gira al voltant
d’'un eix que passa per un dels se@stexs, i suposem que els vectors de la base ortonormal
positiva de refegncial3 segueixen les direccions de les arestes del cub. Aleshores, la matriu del
tensor d'irercia del 8lid en la basés és

8 -3 -3
A= -3 8 -3
-3 -3 8

El polinomi caractdstic és det] — A) = t3 — 24t2 + 165 — 242, i els valors propists 2
(simple) i 11 (doble). Escollim com a vectors propis respectius

1 1 1
u=_(1a191)’ U = — e
T3 2T 2 NG

En la base ortonormal positival = {uy, U», Uz}, la matriu del tensor d’iércia del cukes

1,-1,0 i wus 1,1, -2).

2
A= 11
11

Els valors propis & elsmoments principals d’i@rcia del cub, i les direccions definides pels
vectorsug, Up, Uz son elseixos principals d’iercia. Si I'eix de rotacd és un d'aquests eixos
aleshores no hi ha productes @mgia, i a0 significa que la figura es troba equilibri dinamic
L'expressb euclidiana cabnica de la forma quaética associades

qx,y,7) = 2x? + 11y + 1172

Si la figura gira, per exemple, al voltant del vector= u; + 2u, + 2uz, amb velocitat angular
3, la seva energia aitica en qualsevol momeas

1
E =3q(12.2) = 45.
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Aplicant factors correctors adequats als vectors de la base on un Tedsagonalitza, sempre
podem fer que els coeficients de la matriu diagonal dgguin exclusivament 1-1 6 0. A
I'exemple anterior, si prenem com a base

1 1 1
V1 = _(17 15 1)7 V2 = _(1’ _17 O) I V3 = _(17 1’ _2)
N 2T V22 VT
gueda com a matriu del tensor
1
A = 1 ,
1

i com a expresside la forma quadttica associada
ax,y.2) =x*+y*+ 2%

Observem gue hem sacrificat la normalitzedels vectors.

7.3 indexs d'inercia i classificach de formes

Hem vist que, donat un tensdr sobreR", existeixen bases on la matriu deés diagonal,

i apareixenr coeficients positiuss coeficients negatiusti = n — r — s zeros a la diagonal
principal. De fet, hi ha altres procediments de diagonalitzaicho condueixen a un mateix
resultat.

Exemple 7.9 Considerem la forma quaatica definida per
q(X, Y, z) = 6x% + 4xy — 2y? + 2xz+ 2yz.
En la base formada pels vectors
1
V6

la matriu del tensor associes

1

1,0, 0), U, =
( ) 2 N

Uy = (1,-3,0) i us=(-1,1,4

-1 ,
0

mentre que els valors propiérs2+ /22, 2— +/22 i 0. No importa la manera com hem obtingut
els vectoray, Uy, uz: la qiiestd és que existeixen diferents matrius diagonals d’'un mateix tensor.
Aleshores, el resultat segnt esde® essencial.
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Teorema 7.10 (Llei d'inércia de Sylvester Els nombres r i S no depenen de la base escollida
per diagonalitzar el tensor T .

DEMOSTRACIO. Sigui B = {U1,..., U, v1,..., Vs, W1, ..., wy} Una base on la matriu d&
és diagonal, i suposem que, a la diagonal, els primexeficients 8n positius, els sedients
negatius i els finals zeros. Ai® ens @na una descomposicde I'espai en suma directa:

R'"=P ®Ns® R,
onT(u, v) = 0siui v pertanyen a subespais diferents i, @sm
qu) >0 VYueP, qw) <0 YveNs | qw)=0 VweR.
Sigui B’ una altra base on la matriu deés diagonal, ordenada de formaboga. D’entrada,
R={UueR": T(uv)=0VveR"} =R,
pertantt =t'ir +r'=s+¢.
Comprovem ara que la projeéciieR" sobreP, parallelament aNs @ R &s injectiva quan es

restringeix aP/,. En efecte: siG4 x € P/, tenimx =u+v+wambue B,ve Nsiw e R;
si fosu = 0, resultaria que

0<aqx) =q@+w) =09 +qw) +2T (v, w) =q(v) <0,

absurd. Aix doncsy’ <r. Per la simetria del raonament=r’, i per tanttambs = s'. O

Els nombres i s son elsindexs d'irerciadeT (i deq). La llei d'inércia ens diu que I'expressi
d’'una forma quadatica en qualsevol base on la matriu sigui diagonal amb coeficient$ L0
éslnica, i queda justificat denominar—la&xXpressd cardnica af de la forma. Una manera de
calcular eldndexs d'irércia, i d’escriure per tant I'expregstaronica af de la formags comptar
els signes dels valors propis. El teorema de Descartes (vegéndligB) sembla fet a mida per
a aquesta finalitat, ja que per ser &inica la matriuA que representa® sabema priori que el
seu polinomi caractéstic t totes les arrels reals, i podem determiailinentr i s.

Exemple 7.11Considerem la forma quagtica de I'exemple anterior:
q(X, Y, z) = 6x% + 4xy — 2y? + 2xz+ 2yz.

El polinomi caracteistic és degt| — A) = t3 — 4t> — 18t = 0. Aqui hi ha una variad de signe,
i per tant uninic valor propi positiu; com que &s un valor propi simple, hi ha un tercer valor
propi negatiu. L'expres6icarbnica af deq és

2

qx,y,z) =x?—y?.
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Es diu que una forma quaaticaq ésdefinida positiva(respectivamentgefinida negativasi
g(u) > 0 (resp.q(u) < 0) per atotu # 0. Es diu queg éssemidefinida positivai q(u) > 0
per a totu € R" (amb alguru tal queq(u) > 0) pe existeix algurv # 0 tal queq(v) = 0 —el
lector provéra la definico de semidefinida negativaFinalment,q ésno definidasi existeixen
u,v € R"tals queq(u) > 0iq(v) < 0. L'Gnica forma quadttica que escapa, doncs, a aguesta
classificadd és laforma nulla. A continuacd donem diversos criteris per classificar una forma

guadatica arbitaria.

Teorema 7.12 Els indexs d’inérciar i S d’una forma quadratica q definida sobre R", calcula-

bles a partir dels valors propis A1, Az, ..., An, permeten classificar—la segons I’esquema de la
taula 7.1.
TotA; >0 r=n s=0 definida positiva
TotA; <O r=0 s=n definida negativa
TotA; > 0, algunig > 0 e .
ialguni; = 0 O<r <n s=0 semidefinida positiva
Tot )“ii jg%nai\l?tf%k <0 r=0 O<s<n semidefinida negativa
Algun; >0 -
ia%unxlj -0 r>o0 s>0 no definida
TotA; =0 r=20 s=0 forma nulla

DEMOSTRACIO. Només cal pensar en I'expreésiardnica af deq, amb la qual es fan paleses
les sis possibilitats, i en la rel@centre elsndexs d'irercia i els signes dels valors propis. O

Exemples 7.13(a) El tensor d’iercia d’'una partula dbna sempre una forma quatica semide-

Taula 7.1: Classificabide formes quadtiques
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finida positiva, pergél el polinomi caractéstic és
t3—2mrt? + mr4t =0,
onr? = x? + y2 4+ 72, i els valors propis@ mr? (doble) i O (simple).

(b) En canvi, si tenim tres pacules de masses respectives 2, 1 i 1, situades a les posicions
(2,1,0), (1,0,1)i (0,1,1), la matriu del tensor ditia del sistemas

5 -2 -1
A=| -2 5 -1
-1 -1 6

El polinomi caractestic és deftl — A) = t3 — 16t2 + 7% — 112, de manera que la forma
quadatica associadas definitiva positiva pergur = 3is = 0.

Teorema 7.14 (Criteri de Sylveste)y Si A és la matriu del tensor T en alguna base, i els nombres
D4, Dy, ..., Dy son els menors diagonals creixentls la matriu A = (&), és a dir,

Dk = det(Ay) , on Ac=(a&j) pera 1<i,j <Kk,

aleshores:
(a) q és definida positiva si, i només si, D1, D», ..., Dy > 0.

(b) q és definida negativa si, i només si, Dy > 0 quan K és parell i Dy < 0 quan K és senar.

DEMOSTRACIO. (a) Denotem peB = {e, &, ..., &} la base on la matriu d€ esA.

(=) Peracadk = 1,2,...,n, la restricco deq al subespai ey, e, ..., &) és definida
positiva i la matrivés Ay; en alguna base d’aquest subespai la matria dixgonal,

5]
A= amb t,..., 4 >0,
ti

de manera que de,) > 0 i, per la brmula del canvi de bas®y = det(Ay) > 0.

(<) Suposem queg no és definida positiva i considerem eEmpetit dels subespald, =
(e1,e,...,6) on larestricdd deq no és definida positiva. Aquesta restrizcadiagonalitza en
una bas€ €, €, ..., g ) de H, amb matriuA, i no tots elsty, ... ., ty poden ser positius. Ara
bé, si existissirti, tj < 0, la restricad deq al pla(€, € ) seria definida (o semidefinida) negativa
o nulla, en contradicd amb el fet qué €, eJ/ Y N He_1 # {0}. Per tant, existeix ufinict; < 0,

i Dx = det(Ax) < 0 en contradicd amb les hiptesis.
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(b) El raonamenés molt semblant en els dos casos.

(=) La diagonal deA, constaa dety, ..., tx < 0, de manera quBy, = det(Ay) > 0 sik és
parell i Dy = det(Ax) < 0 sik és senar.

(<) Aqui q no seria definida negativa en algtt i, ardlogament al cas (a), resultaria que
Dy < O sik és parell oD, > 0 sik és senar, en contradiécamb les hiptesis. O

Coroldari 7.15 Sin = 2, considerem la matriu del tensor associat T, aixi com el determinant i
la traga d’aquesta matriu:

A:(E 2) D—detA)—ac—b> i T=tr(A=a+c.
Aleshores tenim el criteri de classificacio segiient:

D>0 a>0 definida positiva

D>0 a<0 definida negativa

D=0 T>0 semidefinida positiva

D=0 T<0 semidefinida negativa

D<O no definida

D=0 T=0 forma nulla

Taula 7.2: Classificadide formes quadtiques § = 2)

DEMOSTRACIO. SiD > 0, ha de sea # 0, i podem aplicar el criteri de Sylvester. Bi= 0,
un valor propiés 0O i I'altre T, i apliquem el criteri dels valors propis. FinalmentDsi< O els
valors propis én de signe diferent i fem servir el mateix criteri. O

7.4 Extrems locals de les funcions de diverses variables

Aquesta sec6 es dedica a una aplicécinteressant de la classificaale formes. Suposem
que el lector ha seguit —o @sseguint— un curs deafcul infinitesimal que proporciona els
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coneixements sobre diferenciabilitat dels que fafesm

Sigui f : D — R una funco real de diverses variables definida en un dorbinc R" i de
classeC? en algun entorJ d’'un puntp e D, entorn que podem suposar una bola oberta de
centrep.

Es diu quef té unmaxim (respectivamentyinim) local en el puntp si f(p) > f(x) (resp.,
f(p) < f(x)) peratotx d'un cert entorn dg. En tots dos casos direm gtdi¢é unextrem local

ap.
Si f té un extrem local @, éscondicb necesaria que s’anuli la diferencial en aquell punt,

0, equivalentment, que totes les derivades parcialf ee el puntp siguin nulles:
of .
(—) =0 perai=12...,n
9% p

(es diu quep és unpunt estacionarde f).

D’altra banda, ldormula de Tayloraplicada af en el puntp, amb terme complementari de
segon graués

f(p+t) = f(p)Jr(df)p(t)Jr%(de)q (t, t)
per at € R" suficientment petit en norma per tal gpe-t € U, i esseng un punt del segment
que uneixp ambp + t. Aixi comdf és uncampque en cada punt, diguep) dona unaorma
lineal (d f), —és a dir, una transformarlineal deR" aR—, d?f és uncamp tensoriatie segon
ordre, que en cada puptdona un tenso(d? f ), (simetric pel teorema de Schwartz), ja que els
coeficients de la matriu d’aquest tensor en la baserdaa $n les derivades parcials segones de

f en el punt:
(o7
& = 3Xi3Xj P

Escrivint la ormula de Taylor en termes de les derivades parcials tenim

f<p+t>—f<p>+2nj(8f) - —Z( 82f) -
— \ 9, X 9% kR

ont = (ty, ..., ty).

Sisuposem qué satist la condicd necesaria d’extrem local en el purg, la formula es redueix
a
1o 1 [ 92 f
Fp+0 - f(p) =3t =5 (5 - qtit,-.

5o 3Xi3Xj
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Per a obtenicondicions suficientd’extrem localés necessari estudiar el signe d’aquest incre-
ment prop del punp. El resultat se@ent dna un criteri forgaitil, i per justificar-lo nonés
necessitem observar que la condi€? exigida af assegura que les derivades parcials segones
son contnues.

Teorema 7.16 (Condicions suficients d’extrem locpalSigui f : D — R una funcié definida
en un domini D C R" i de classe C? en un entorn U d’un punt p € D. Suposem que (df), = 0.
Aleshores:

(a) Si(d?f )p €s definida positiva, f té un minim local en el punt p.
(b) Si(d?f )p €s definida negativa, f té un maxim local en el punt p.

(c) Si(d?f )p és no definida, f no té extrem local en el punt p.

DEMOSTRACIO. (a) Si(d?f), és definida positiva, per les condicions que reflecteixen aquest
fet —desigualtats, &sicament— i la contiritat de les derivades parcials segoned déd? f ),
seguia essent definida positiva en tot un entorngje retornant a ladrmula de l'increment
escrita abans d’'aquest teorema arribem a la corictyse f (p +t) — f(p) > O per a tot punt

p + t de I'entorn; per tantf presenta un imim local en el pungp.

(b) Largumentés,mutatis mutandisidentic.

(c) Si(d?f), és no definida, existeixen vectarsv € R" tals que
(@ f)pu,u) >0 i (d*f)p(v,v) <O.
Considerant la funéig(1) = f(p + Au) resulta que
gO=dHpw=0 i g0 =@*Fpuw>0

i, per tant,f té, segons la direagideu, un minim local en el punfp; ped un racnament aeg
peralafundh(x) = f(p+Av) ensdiu quef té& un maxim local en el punp segons la direcoi
dev. En definitiva, f no & extrem local en el pur. O

Observem que s(ldzf)p és semidefinida o nuh, el teorema anterior nes aplicable, i cal fer
un estudi basat en altresetodes. | tamé que per classificafd? f), podem ferls, segons
convingui, de qualsevol dels criteris establerts a la $eaaierior.

Exemples 7.17(a) Considerent (x, y) = x?> — y2. Busquem els punts que satisfan la cortlici
necesariadf = 0, és a dir,
of of

% dy y
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i trobemp = (0, 0). La matriu hessiana —matriu de les derivades parcials segones en aquest

punt—eés
2 0
H(O,O)=<0 _2).

Es evident, doncs, qt(elzf)p és no definida i, per tanf, no t& extrem local en el puri, 0): es
diu que hi ha urpunt de sellgmaxim en una direcéi, quanx = 0, i minim en una altra, quan

y = 0).

(b) Considerem ara la furicz = f(x,y) = (X2 + y? — 2X)(x? + y? — 6x). Seguint el mateix
procediment, tenim com a condiciones neaess

of
o = (X - 8)(x2 4 y?) —16x2+24x =0

g—;:4y(x2+y2—4x):0

De la segona equakiesulta qugy = 0 0 ke x? + y? — 4x = 0. (1) Siy = 0, la primera equaoi
es converteix enxX(x? — 6x + 6) = 0, d’on

X =0, Xx=3++v3 6 x=3-+3.

(2) Six2+y?—4x = 0, tenim quex? + y? = 4x i la primera equadi es transforma ea8x = 0,
pertantx =0iy =0.

Resumint, caldx estudiar la matriu hessiana en els punts

a=(0,0), b=@3++3,0 i c=(3-+30).

Les derivades parcials segonesfdson

92 f 32 f 02 f

" = 12(x2 — 4AX + 2) + 4y? = = -2
X2 (X X+2)+4y7, 0Xdy  dyox By(x=2) !
o = A(3y? + x% — 4x)

ay2 y '

En el puntb, la matriu hessianas

H (b) = (24(‘/3’“) &% ) ,

i per tantf presenta uminim local d’altura—36 — 24/3.
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En el puntc, la matriu hessianas

H(c) = (24(15‘/‘7”) _8‘)@ ) ,

i per tantf presenta umaxim local d’altura—36+ 24/3.

Hem deixat el puna per al final, ja que
24 0
H@ = ( 0 o )

i el teorema no decideix per§H (a) é€s semidefinida positiva. Cal dur a terme un estudi par-
ticular, que en aquest cas queda resolt de la formaeseg El primer factor s’anud& sobre la
circumfeenciax? 4+ y?> — 2x = 0, de centrg1, 0) i radi 1, mentre que el segon ho fa sobre la
circumfe@nciax?+y?—6x = 0, de centrg3, 0) i radi 3. A qualsevol entorn del pud®, 0) hi ha
punts dels interiors de les dues circungfecies, en els qualé prenda valors positius, i tan

punts interiors a una p&exteriors a l'altra, orf prenda valors negatius. Tenint en compte que
f (0, 0) = 0, s’arriba a la concluéique f no presenta extrem local en el puft 0).
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Geometria lineal

La percepd primaria del ndn real es fonamenta en els punts i les figures que amb ells es for-
men, i no pas en els vectors. Bdris de coordenades per determinar la pésigls punts, i

per tant d’equacions per descriure les figures elementals, converteix la geometticeagalun

camp de fecunda aplicacde I'algebra lineal. En aquest dég estudiarem les figures lineals,

és a dir, les definides per equacions de primer grau. Com que el lector ja coneix segurament
alguns dels conceptestidniques que apareixen, aprofitarem la seva iritiliei seva expeéncia

previa per estalviar-li un exas de formalisme ariéic. Presentarem la teoria n@sper a I'espai
tridimensional; les reféncies al pla es reduiran a aquells aspectes en els quals I'analogia reque-
reix algun comentari. (D’altra banda, no sembla op@mn aquest context fer distincions entre
geometria estrictamentidafgeometria nétrica.)

8.1 L'espai euclida puntual tridimensional

La primera definid estableix les relacionsabiques entre punts i vectors que cal prendre com a
punt de partida.

Definicid 8.1 L'espai euclida puntual tridimensionaés una tern&s = (Ps, Vs, +), on P; és
un conjunt d’elements anomenatents Vs és I'espai vectorial euclidi tridimensional —que
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suposarem orientat sempre que convingui— i hi ha definida una opel@ta forma
P3 X V3 i) P3
(P, V) —> p+7u

gue assigna un pumt+ v a cada parell format per un pupt un vectorv (en aquest cdl i el
sedlent els vectors duran fletxa). Es demana que es compleixin els axioniesitseg

(a) Associativitat:(p+ v) + w = p+ (V + w).
(b) Determinacd: donatsp, q € P; existeix uninicv € Vs tal quep + v = q.

D'ara endavant representarem aquest vectoriper pg, i direm queq és I'extremde ¥ quan
I'origenés p; amb aquesta nova notéci

P+Pa=q.

El lector probablement et —i aixd &s positiu— que aquesta defiriciepresenta en certa
manera la construcziredproca del proes de formad dels vectors lliures que ha vist en els
seus estudis anteriors.

Un exemple —sense connotacionafigues si no es vol-és el segent: P; és elconjuntR?, V3
és l'espai vectorial euclidi R? i 'operacid + és la suma ordiria component a componerés
immediat comprovar que es compleixen els axiomes.

Proposicio 8.2 Per a qualssevol p, q,r € P3 es compleix que:
() Pp=0.
(b) b= —Pa.
(c) PG+ qf = PF.

DEMOSTRACIO. (@) Existeix uninic vectory tal quep + v = p; per tant
P+@+1)=(p+V)+v=p+7v,
i d'aqui resulta que + v = v, és a diry = 0.
(b) Aplicant I'associativitat, tenim que
P+ (PG+dp = (p+ PO +qp=q+ap=p.
i aixd implica quept + qp = 0, per tantgp = — pa.
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(c) Novament per I'associativitat,

p+(PG+afH) = (p+po +qf =q+af =r,
es a dir,pg + qf = pr. O

Unareferéncia cartesianale Ez €s una quatern® = {0; &, &, &}, ono € P; &s un punt
escollit arbitariament, anomenarigende la refeéncia, iB = {€;, &, €} &s una base dés.

Es diu que la ref@nciaésrectangularsi B és una base ortonormal, que suposarem sempre
positiva. Farem servir sempre ref@acies rectangulars, tot i que molts resultats —els que no
depenen del producte escalar ni de conceptes derivats d’'élrexgrapolables a refencies de
gualsevol mena.

Donada una refénciaRk, cada punip de P; es pot descriure pel sexector de posid respecte
a l'origen de coordenades:

O_bz P161 + P2& + P3s.

Els coeficientq p1, p2, p3) son lescoordenadeslel puntp en la refeénciaR, i el determinen
univocament i sense restriccions: qualsevol teqma p,, ps) defineix un punt, concretament

P =0+ P&+ P& + Psbs.
Es important traduir a coordenades dels punts i components dels vectors les dues operacions
basiques definides entre ells: donats

P=(P1, P2. P3). O=1(0u.02.03) i U =011 + 028 + v3& = (v1, V2, V3),

tenim les relacions

T=p0 < p+i=q < p+v =0 perai=123.

Exemples 8.3(a) Considerant les relacions entre coordenades i compo®@eritamediat com-
provar lapropietat del paralelogram

pg=78  si,inoméssi, Ppfr=Qs.

(b) El punt miteede p i q es defineix com

1
m= p+éﬁﬁ.
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L'aparent asimetria de la definicidesapareix en observar que les coordenaden den les
semisumes de les corresponents coordenades ded’on resulta que

1
m=q+§q_|’o.

(c) Analogament, ebaricentrede tres punt, q i r es defineix com
2
g=r 4 =rm,
3
onm és el punt mith dep i g; aqu trobem que les coordenadesgighn les mitjanes aritétiques

de les coordenades corresponentgpdgq i r, i per tant els papers dg, q i r en aquesta cons-
truccid son permutables.

Formula del canvi de referencia Sigui R’ = {o;; Uy, Uy, Uz} una altra refegncia, i suposem
conegudes tant la posicdel nou origen com la depegidcia de la nova base:

00, = 18 + 0,8 + b | O =Cy& +Cy& +C3& pera j=1,23.

La relacd entre les coordenades velles y, z) i les noves(x’, y', Z') d’'un punt gegric p € P;
resulta simplement de la igualtat

op = 00, + 01 p
i és
X = by + C11X" + €12y + €137
Yy = by + CoiX' + Coy +Cp3Z ¢, o bé X=B+CX,
Z = bs + C31X’ + Cz2y’ + C33Z
on
X X' by Ci1 Ci2 Ci3
X=1y |, X=1y |. B=| b [ C=]cCa Cn Cx
z V4 bs C31 C32 Cs3

La matriuC és regular (de€ # 0) perqe descriu un canvi de base, ortogor@tt = C!) si
les dues ref@mcies én rectangulars i amb d&) = 1 si les bases de les re#ecies tenen la
mateixa orientadi. Dins d’aquest model generafirsfredients dues situacionsas simples: (a)
siC = I, la formula quedaX = B + X' i es diu que hem fet un@ansllacio d’'eixos (b) si
B =0, la formulaés X = C X' i parlem derotaci6é d’'eixos
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8.2 Varietats lineals
En la resta del cdml suposarem donada una réfecia rectangulaR = {o; €;, &, &}. Cada
punt quedax identificat per les seves coordenades i cada vector per les seves components:

p=(X.Y,2, U= (a,b,0).

Unavarietat linealde I'espaiEs &s un conjunt de punts de la forrha= p+ D, onp € Ps

i D C V3 és un subespai vectorial, anomerdatccio de L. Segons sigui difD) = 1 o
dim(D) = 2, es diu quel és unarecta 0 unpla, mentre que els punt®s les varietats de
dimenso O.

Equacions d'una recta Donada una recta
R: po+Di=po+(U)
es diu quei és unvector directorde R. Qualsevol punt d& és de la forma
Pt = po +ti amb teR,

i aixo és l'equacd paranetrica vectorialde la rectaR. Si referim aR el punt geeric p; =
(X, Y, z) i tambke pg = (X0, Yo, Z0) i U = (a, b, ¢), 'equacb origina lesequacions paragtriques
(escalars)

X = Xpo+ at
Y = Yo+ bt
Zz=17p+cCt

de les quals, eliminant el pametret, passem a

X=X Y=Y _Z-2%
a b ¢’

gueés I'equacd coninuade la rectaR.

Equacions d'un pla. Donat un pla
P: po+D2=po+ (U, v)
gualsevol dels seus purés de la forma
p=po+ti+svt amb t,seR,

i aix0 és I'equaco paranetrica vectorialdel pla. Els paametres s’eliminen escrivint la reléci
equivalent cequaco implicita
det(pop, i, 7) =0.
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Referint aR el punt geRric p = (X, Y, 2) i també po = (Xo, Yo, Zo), U = (U, Up, Ug) | =
(v1, vz, v3) resulta

X—Xpo U1 v

Y=Y Uz v |=0,

Z—2Zp Uz 3

gue una vegada desenvolupada adopta la forma

AX—Xo)+B(y—Vyo9)+C(z—2) =0, obe Ax+By+Cz+ D =0.
Observacions 8.4(a) Notem que I'equadiconinua d’una recta condueix a un sistema de dues
equacions lineals de rang 2 (equaciémgplicitesde la recta) i que, régrocament, un tal sis-
tema defineix una recta, ja que la seva sdugneral ens@ha les equacions paratniques.
Geongtricament, donar el sistema significa expressar la recta com a intérslecdos plans.
Tamke es posa de manifest que els plans i les redirgpgecisament les figures definides per

equacions lineals, lesé@s senzilles, doncs, segons el criteri del graw pamke les nés usuals
a la pactica.

Aixi, donada la recta definida per

X+y+22-6=0
X+y+z—4=0]"

resolem aquest sistema i obtenim, prenertt com a variable lliure,
X=t, y=2+4t, z2=2-2t,

gue $n les equacions paratmiques; I'equad@ coninua sea

X—0 y—-2 z-2
1 1 =2

(b) Es convenient recordar que els coeficietit i C de I'equacd d’un pla satisfan la propor-
cionalitat derivada del seu origen,
A B C

U v2
Uz vs3

k)l

us vs3
ur v

ur v
u v2

de manera que la direécdel plaésD, = (w)*, onw =G A v = (A, B, C), i la seva equadi
implicita en la basé& = {&;, &, €} de Vs s'obté senzillament suprimint el terme independent
de I'equach de P:

Ax+By+Cz=0.
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(c) En el pla euclich puntualE, = (P,, V,, +) lesUniques varietats lineals no trivialérs les
rectes, que comparteixen caragdéques de les rectes de I'espai (dirécde dimen$ 1) i dels
plans (direcd de dimeng n — 1), i per tant admeten tres tipus d’equacions:

(1) paranetricas  py = po + td,

—X _¥Y—Y
=5

(3) implicitax: Ax+ By+C =0,

a més d'altres tamb usuals que suposem conegudes pel lector, cexpicita y = mx+no
I'equach punt-pendent y yg = m(X — Xo).

(2) confnua

8.3 Posicions relatives de les varietats lineals

Estudiarem en aquest apartat el pdalime, la intersecéii la perpendicularitat de varietats,

donant condicions operatives. Inclourem té@ntlequaco del feix de plans que passen per una

recta.

Dues varietats lineals i L', de direccions respectivési D’, son paral-leles i s’escriul || L’,
siDc D'oD’ c D.

En particular, dos plans (o dues rectesh parallels si, i nonés si, tenen la mateixa diredci
—per dimensions—, mentre que una recta i un pla garallels si la direcad de la recta eat
continguda en la del pla. Esquatitament tenim:

[ R P’
R a_b_c .
a b ¢
A B C
P Aa+ Bb+Cc=0 - ==
+ + A B C

Taula 8.1: Parakelisme de varietats lineals

oni = (a, b, ¢) &s un vector director dB, v = (&', b/, ¢’) hoés deR’, Ax+ By+Cz+D =0
és I'equaadd implicita deP i Ax + B'y + C'z+ D’ = 0és ladeP’.
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Analitzem ara les possibles situacionswdidencia(intersecad) entre varietats.

(A) Donades dues rectes
R: po+td i R : qo+sv,

la primera possibilitags que siguiparal-leles quant i v son proporcionals; en particular, seran
coincidentssiqp € R.

En cas contrari, els vectotsi v son linealment independents, de manera gue si existeix un punt
comu p € RN R ésdnic (rectesecants vegem que ai& &€s equivalent a que

det(Polo, T, v) = 0.

En efecte: sip € RN R tindrem quepodo = Pop + Pt = tii — S per a certs, s €
R, depenéncia lineal que andé el determinant; réprocament, spoQo, U i v son linealment
dependents, existiruna relad de la forma

Podo =t — sv,
i prenentp = po + tu resulta que
P=po+tl=po+ Poto+SV=0o+sv € R,

ipertantpe RN R

Finalment, quan
det(Podo, . ) # 0,

les rectes no@n paralleles ni secants, i es diu qgé&encreuer(possibilitat que no existeix entre
rectes del pla).

(B) Donats una recta i un pla,
R: po+td [ P: Ax+By+Cz+D=0,
els possibles punts de@ N P s’obtindran en substituir les equacions pagémgues de la recta
X = X + at, Y = Yo + bt, zZ=127y+ct
a I'equaco del pla: aix dona
(Aa+ Bb+Cot+ (A + By +Cz+ D) =0.

Si Aa+ Bb+ Cc = 0, el vector director de la rectd, pertany a la direc6idel pla,D,, i les
varietats én paral-leles si, a neés, Axg + Byg + Cz + D = 0, el puntpg i tota la rectaR es
troben dins el pla, i es diu que passa per R queR est inclosa en el pla.
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L'alternativaés que siguAa+ Bb+ Cc # 0: aleshores hi ha uinic puntconi p e RN P, i
es diu que les varietat$ secants

Si la recta ve donada per les seves equaciondditgs, formem amb elles i I'equaxtel pla un

sistema 3x 3:
AX + Bly+C12+ D=0

AoX + Bzy+C22+ D,=0
Ax+By+Cz+ D=0
Si els rangs de la matriu dels coeficients i la matriu amplidaa 3 r’, tenim tres possibilitats:
(@) sir =r’ = 3, larecta i el pla&n secants (solugilnica); (b) sir = 2, pebr’ = 3, Hn
parallels sense incluéi (incompatibilitat); (c) st = r’ = 2, el pla passa per la recta (infinites
solucions amb un grau de llibertat).

(C) Donats dos plans

Pr: AX+By+Ciz+D;=0 [ P, i AxX+ By+Coz+ D=0,

considerem els rangsi r’ del sistema que formen. Hi ha tattres casos: si = 1, els plans
sbn paral-lels, coincidentssir’ = 1 i diferents sr’ = 2; sir =r’ = 2, Hnsecantsi els punts
comuns formen una recta com ja hem dit en una obséndeia sec@ anterior. Com que la
refeenciaés rectangular, el vector director de la recta conegigy A w,, onwy = (A, By, Cy)

i 12)2 = (Az, Bz, Cz)

Feix de plans Aquestaés la denominabidel conjunt de plans que passen per una recta deter-
minadaR. Suposem qu® est definida com a interseécde dos plans

P1: Aix+Biy+Ciz+D;=0 i P, : Axx+ Byy+Cyz+ D, =0.

Com hem vist a I'apartat (B) d'inci&hcia, la condi@ necesaria i suficient per tal que un pla
arbitrari P passi perR és que afegint la seva equa@dx + By + Cz+ D = 0 al sistema format
per les altres dues no cdhnel conjunt de solucions (els punts & aixo significa que I'equadi
de P sea combinad lineal de les altres dues, i per tant

a(ArX + By + C1Zz+ D) + B(Axx + By + C2z+ Do) =0,

variante, B € R, és I'equadd (de tots els plans) del feix que passa per Una expres$i
equivalent, en la que naes perdenP;,, resulta de dividir pew # 0 i prendrex = /a:

(AX 4+ Bry 4+ C12+ D7) + A(AxX + Boy + Coz+ Do) = 0.

Exemple 8.5 Busquem I'equadi del pla que passa pel pupt= (1, 1, 3) i per larecta

2X+y+z=0
X+y—-3z=1
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Preparem I'equadidel feix que passa per aquesta recta:
2X4+y+2+A(x+y—3z—1)=0.

Imposant que un pla d’aquesta forma passipeateterminem

3
6+i(-8=0, A=

i, per tant, el pla sé&r(2x + y + z) + 3/a(x + y — 3z — 1) = 0 o, equivalentment,
42X+y+2)+3(x+y—32—-1) =0, és adir, 1x+7y—5z—3=0.
Dues varietats linealk i L', de direccions respectivd3 i D’, son perpendicularsi s’escriu

LLL,siD*c D oD c D"

Esquenaticament tenim:

1 R P’

R aa +bb+cd=0 _

P a_b_c¢ AA + BB +CC =0
A B C o

Taula 8.2: Perpendicularitat de varietats lineals

onl = (a, b, ¢) &s un vector director dR, v = (@', b/, ¢’) hoés deR', Ax+ By+Cz+D =0
és I'equadd implicita deP i Ax + B'y+ C'z4+ D’ = 0és ladeP’.

Teorema 8.6 Considerem un punt p i una varietat lineal L = po + D. Aleshores:
(a) Existeix un tnic punt q € L tal Hﬁ 1 D.

(b) Existeix un tinic punt S tal que q és el punt mitjade pisS.

DEMOSTRACIO. (@) El puntg ha de ser de la formag + v, ambv € D. La condicd de
perpendicularitaés
Pop—LD,
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és a dir,s ha de ser la projecgiortogonal del vectop, p sobre el subespdd. El teorema de
la projeccd ortogonal assegura I'exétcia i unicitat d’aquest vector, per tant el pgnueda
univocament determinat.

(b) Es facil veure ques = p + 2pg és el punt que compleix la condicile I'enunciat. O

Es diu quey és laprojeccb ortogonalde p sobre la varietak i s el simetric de p respecte &..

Exemples 8.7(a) SiR és la rectapy + (i ), la projeccd ortogonal depg p sobre el subespaii )
és

_ popeii
vV=-——1U,
G2
per tant la projecé de p sobreR és el punt
Pop - U _
q=po+ u.
G2

Aquest punt tamb es pot obtenir fent la intersebale la rectaR i el pla perpendicular que passa
per p.

(b) Si P és el plapy + ( )+, la projeccd ortogonal depop sobre el subespaiw )+ és

5 = Bob - 75 Popi

w |2
per tant la projecé de p sobreP és el punt

_b—p—‘)iﬁ—"z”a)— Pop- i o
w

4= Po+ Po e

Analogament al cas anterior, podem obtenir aquest punt com a intérsed@laP i la recta
perpendicular que passa pper Com a illustracb, donats el punp = (5,3, -2) i el pla P
d'equacd 2x + y — z+ 3= 0 busqueny i s.

La recta que passa ppramb vector directoi = (2, 1, —1), ortogonal aP, és
X=5+2t, y=3+t, z=-—-2-—1,
i fent la intersec@ amb el pla resulta
264+2)+ B+t)—(-2-t)+3=0, 6t +18=0, t=-3,

de manera que obtenim la projezcirtogonal dep sobreP, queésq = (—1, 0, 1). Finalment,
consideranpg = (—6, —3, 3) i fent

s=p+2pg=(5,3,—2) +2(—6, —3,3) = (-7, =3, 4),

trobem el singtric dep respecte &®.
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8.4 Angles, disincies,arees i volums

Tots elsangles(no orientats) entre varietats es redueixen a angles entre vectors. En efecte:
(a) I'angle entre dues rectés el que formen els respectius vectors directors,d aiglou la
possibilitat d’'obtenir—-ne un o el seu suplementari; (b) I'angle entre una recta i @&s plaque

forma la recta amb la seva projegartogonal sobre el pla (0 98i sHn perpendiculars), per
aquest angle coincideix amb el complementari de I'angle entre la recta i les perpendiculars al pla;
(c) 'angle entre dos plarnss el que formen sengles perpendiculars tracades dins de cada un a la
recta intersecoi (o 0" si n plans paralels), peb coincideix amb el que forma qualsevol parell

de rectes perpendiculars respectivament a cada pla. Com es pot observargbangiiant per
parallelisme.

Exemple 8.8 Per calcular I'angle entre el pl&3- 4y + 12z — 1 =0 i larecta

x—1 y+2 z-3
20 -21 0’

considerem el vector perpendicular al pla i el vector director de la recta:
w=(3,-4,12 [ u=(20,-210).

L'angle entre aquests vectas

- -

w-u 144
— = arccos—— = 6732,
lw il ull 13-29

B = arcco
i 'angle entre larecta i el plas

a =90 — 6732 =22°28 .

La distancia entre dos punts ipg de P; €s la norma del vector que defineixen:

d(p,q) = pall.

Les propietats de la déshcia resulten de traduir les de la norma {t&pt), i per tant én de
comprovaadd immediata:

(@) d(p, p) =0;d(p.q) > 0sip #q.
(b) d(p, o) =d(g, p).
(c) Desigualtat triangulard(p, r) < d(p,q) +d(q,r).
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(d) Teorema de Pitgores si p, g, r son els \ertexs d’'un triangle rectangle@ és a dir,
qp.L qr, aleshores
d(p,r)? =d(p,q)*+d(q,r)?.

La distancia entre dues varietats linealsilL’ és el mnim de les disincies entre punts de I'una
i de I'altra:
d(L,L) =min{d(p,q): peL,qgel’}.

Aquesta definid de dishncia exigeix que comprovem en cada cas I'&xista del nmim. Ana-
litzarem seguidament tots els casos possibles.

Teorema 8.9 La distancia d’un punt p a una varietat lineal L és la del punt a la seva projeccio
ortogonal sobre L.

DEMOSTRACIO. Siq és la projecd ortogonal dep sobrel i py # g &s un punt qualsevol de
L, aplicant el teorema de Rgores al triangle deavtexspo, g i p, rectangle &, tenim

d(po, P)* = d(po. ) + d(q, p)*,
de manera qud(pg, p) > d(q, p) i per tantd(p, L) = d(p, q). O

Exemple 8.10Si p = (Xo, Yo, 20) | P és el plad’equabi Ax+ By+ Cz+ D =0,
| A+ By +C2z%+ D
AZ+BZ+C2

d(p, P) =

En efecte: siv = (A, B, C), la projeccod ortogonalq del puntp sobreP és la intersecéide la
rectap + (w ), d'equacions

X = Xp + At, Yy = Yo+ Bt, z=172+Ct,
amb el pla: substituint trobem

_Ax+Byw+Cz%+D

A At)+ B Bt)+C Ch+D=0 t=
(Xo + At + B(yo + BY) + C(z0 + Ct) + ) N1 BIyC?

Finalment, recordant quew |2 = A2 + B2 + C?,

1A% +By+Czx+D)|
d(p,P) =d(p,q) = |tw] = .
(p, P) =d(p,a) = |[tiD | o

Aquesta brmulaés aprofitable per al pla: la disicia del punp = (Xo, Yo) ala rectaR d’equaco
Ax+By+C=0és
| Ao+ By + C|

SRt B

d(p, R) =
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La definicb de dishncia implica quda distancia entre varietats secanés nulla. Queden,
doncs, quatre casos possibles. En els tres refevitgiatats paralleles Li L’ (dues rectes, dos
plans o recta i pla), amb direccions respectilesc D/, la diséinciaés la de qualsevol punt
p e L al’. En efecte: sq és la projecd ortogonal dep sobreL’i p; € L i gy € L’ sbn punts

arbitraris,
P10h = P1p + PO+ ath = PG+ (Prp + Ach) .

i, pel teorema de Rigores,
d(pl» Ql) Z d(pv q) 5

ésadird(L, L") =d(p, L") peraqualsevop € L.

La darrera situaéirequereix un estudi particular.

Proposicid 8.11 Donades dues rectes que s’encreuen
R: p=po+td, i R: Os=Qqo+sv,

existeix un tnic parell de punts p; € RiQs € R’ tals que la recta que els uneix és perpendicular
aRiaR. A més,

d(R, R) =d(pt, 0s) -

DEMOSTRACIO. Escrivim

Pt0s = PrPo + Poo + GoGs = —tdi + Polo + SU

i imposem les condicions de perpendicular comuna,
U‘ptS:O, I B'p[szo,

gue condueixen a un sistema lineak2 per at i s:

—t@@-0)+sl-v)+U0-po=0
—t(@-U)+S(@W-v)+ V- poto=0

El determinant del sisten&s

—d-d d-v
- - - - |<0,
—v-0 v-v

per la desigualtat de Schwarz. El sistefaater tant, soluéitnica, i els punts, i gs defineixen
la perpendicular comuna. Per veure @i{@;, gs) €s la minima disancia possible entre les dues
rectes, considerem altres pumse Ri go € R’: aplicant el teorema de Riores a la relaoi

Podo = PoP: + Prbs + Gso = Pells + (PPt + Gsto)

obtenim que
d(po, do) > d(pr, Gs). [
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El lector pot comprovar que, fent passar un Plaper R que sigui paralel a R, es compleix
qued(R, R) = d(R, P), queés un dels casos previs.dg endavant veurem tagbina brmula

per calcular la distncia entre rectes que s’encreuen, basada en el producte vectorial. De tota
manera, inclourem ara una aplicacdel teorema anterior.

Exemple 8.12Calculem la disincia entre les rectes donades per les equnamninues

X—3 zZ+2 i X z—5
=y = i R: -= 1= .
o YT 1 y+ri=—3

Amb les expressions paratniques prepare;de:
pi =@3,0,—-2)+t(0,1,-1), 0gs=(0,-1,5 +s(4,1, -3,
Pgs = (—=3,-1,7) +5s(4,1,-3) - (0,1, -1).
Imposant la perpendicularitat amib= (0, 1, —1) i v = (4, 1, —3) tenim

—8+4+4s-2t=0
—34426s—4t=0]"

R:

d'onresultert = -2,s =1, p_zc_fl = (1, 2, 2) i, finalment,
d(R,R) = p=q. | =3.

El producte vectorial resultatil per a obtenir certedfmules sobre dianciesarees i volums.
Recordem que, orientalvg d'una de les dues maneres possibles, queda defivibcamment el
producte vectoriali A v de qualsevol parell de vectalisv € V3 (de fet, canviar I'orientadi no

influeix en cap de lefrmules).

Proposicio 8.13 (a) La distancia d’un punt p a unarecta R : po+ (U ) és

l Al
d(p, R):p_cile”.

(b) La distancia d’un punt paunpla P : po+ (U, v) és, posant w = U A v,

_ | Pop-i| _|Pop-(@n)| _|det(pop.i. o)l

d(p’P)_ - - - -
lwl funv] funv]

(c) La distancia entre dues rectes que s’encreuen, R : pp+ (U)i R :qo+ (v), és

_ I Poto- (@AD)| _ | del(polo. . 1) |

d(R, R —— —
( : fanuv] [unv]
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DEMOSTRACIO. () Siguiq la projeccod ortogonal dep sobreR: el triangle de @rtexspo, q i
p és rectangle g, per tant, siv és 'angle entr&op i i, tenim

||_|6Au||.

i

d(p, R) = d(p,q) = || Pop |l sinc

(b) Siguiq la projecco ortogonal dep sobreP: qp és la projecd ortogonal depyp sobre el
subespaj w ), de manera que

qp= _b ! Iapll = '_b

A w, don d(p,P)= ”

(c) PGk s la projecd ortogonal depylp sobre el subespdii A ¥ ); aixi doncs,

| Polo - (G AD)|
lanv]

d(R,R) = | piGs || =

Acabem aquest breu formulari del producte vectorial amb aplicaciorécall de casos elemen-
tals pebd freqients darees i volums, estalviant al lector disquisicionwigues sobre aquests dos
conceptes, que lig prou familiars.

Proposicio 8.14 (a) L’area del triangle de vértexs p, q,r € P3 és

1
A=ZIPGAP.
(b) L’area d’un paral-lelogram, on p és un vértex i( ir son els vertexs adjacents a p, és
A= PaADi.

DEMOSTRACIO. (a) Prenent com a base del triangle el cogtatl'altura corresponerngésh =
d(r, pg) i, aplicant la brmula de la distncia d’un punt a una recta,

A=IBtIh =) Bl ”?_Aaﬁr” = JIBGA B

(b) El raonamenés araleg, ped aqu A = || pg | h. O
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Proposicio 8.15 (a) El volum d’un tetraedre de vértexs p, q,r, S € P; és

1
V= 2IP5- (PG AP |
(b) El volum d’un paral-lelepipede, on p és un vértex i (, I i S sén els vertexs adjacents a p, és
V =P (PGP |-
DEMOSTRACIO. (a) Prenem com a base el triangle datexsp, g, r. Laltura corresponent
selah = d(s, pgr) i, aplicant brmules anteriors,

1 _ 11 | P5-(PAAPH| _ 1
V=3 ApAanh=33IPaADHI = S = GBS (PUAH |-

(b) El raonamengés arleg, ped aqu el volumés simplement &rea de la base per 'altura.C]

Observacions 8.16(a) Cal fer notar que, en les quattrhules precedents, ekktex destacap
pot ser qualsevol de la figura mentre es respecti I'ajaia en lesdrmules, i tamb que podem
calcular el producte mixt fent servir determinants:

P5- (PG A Pr) = det(pg, g, PS).

(b) Les Brmules de learees tamb n aplicables a figures de pha, si el considerem submergit
dins deP; afegint simplement una tercera coordenadaanal cada punt.

Per exemple, per calcula@area del triangle deértexsp = (p1, P2), 4 = (Q1, Q) i r = (1, r2),
submergintP, dins deP; escrivim

PO = (G — P, G2 — P2, 0), [ pf = (ri— p1,r2— P2, 0).
L’ area del triangleogr és
1
S PaAPEL.
D’altra banda,
of = (0. 0. Or—P1 O2— P2
ﬁﬁ/\p ( r—p1 r—p2 )
i, tenint en compte que
1
Qo= P1 Q2—P2 | _ 31 52 1
fl—P1 r—p2 tow ’

rp I 1
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resulta que Brea del triangleogr és el valor absolut de

1| Pt P2 1
AR 1
rB rp, 1
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Corbes i supeifities de segon grau

En el cajitol anterior hem estudiat a fons les rectes i els plaas dir, les figures geartriques
definides per equacions de primer grau. Aquesttohfracta de les@niques i les gadriques,
que $n, respectivament, les corbes del pla i les stped de I'espai definides per equacions de
segon grau.

Discutirem amb detall lesdniques, i neés breument les @ariques per raons de condisiel
lector trobaa analogies formals suficients per justificar aquestaétifga de tractament.

Continuarem denotant péf, = (P,, V,, +) el pla euclida puntual i perEz = (Ps, Vs, +)
I'espai, i fentls, nongs, de reférncies rectangulars positives.

9.1 Ellipse, higerbola i paabola

Donats dos puntE i F’ del plaP,, anomenarerel-lipseel conjunt de puntp € P, tals que
d(p, F) +d(p, F") = 2a,

on2a > d(F, F). F i F’ son elsfocusde I'el-lipse ia el semieix major
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El punt mitia del segmenEF’ és elcentrede I'ellipse, i la constant = d(F, F’) és la
distancia focal La recta que uneix els foc@s I'eix principali la recta que passa pel centres
perpendicular a I'eix principal s'Tanomee#& secundati

QuanF = F’, I'el-lipse es redueix a undgrcumfekncia i en aquest cas es poden prendre com
a eixos dues rectes perpendiculars qualssevol que passin pel centre.

Escollint una refe¥nciaR = {o; U, v}, ono és el centre de I'dipse, U un vector unitari sobre
I'eix principal i ¥ un vector unitari sobre I'eix secundari, els focosa & = (c,0)i F' = (—c, 0),
i els punts de I'elipse $n els que compleixen I'equdci

VX =02+ y2+/(x+0)2+y?=2a.
Aquesta equadiés equivalent a
@2 — )X + a?y? = al(a® — c?),
i si posemb? = a? — ¢? i dividim tota I'equacd pera®b? es converteix en

X2 y2
atp =t

queés l'equacd cardnicade I'ellipse. En el cas d’'una circumf@ncia s’escrik? + y? = r?,
onr = a = b és elradi.

De la mateixa manera, anomenareiperbolael conjunt de puntp € P, tals que

on ara O< 2a < d(F, F"). F i F’ sbn elsfocusde la higrbola, ia el semieix real El centre,
la distancia focal i els eixos principal i secundari d’'unaéripola es defineixen igual que per a
I'el-lipse.

Escollint una refeencia com en el cas anterior, I'equadie la higrbolaés

V(X —02+y2—/(x+0)2+y2| = 2a,

gueés equivalent a

(€% — a®)x? — a?y? = a(c? — a?) .

Prenent? = ¢ — a? i dividint per ab? obtenim

2 2

x>y
az b2

gueés I'equacd carbnicade la higgrbola.

=1,



R. Ameri F. Carreras 141

Observacions 9.1(a) De les equacions canigues de I'elipse i la higerbola es dedueix que
els eixos principal i secundards eixos de simetria, ja que &i, y) compleix 'equad els seus
simetrics respecte als eixo&;x, y) i (X, —y), tamke la compleixen.

(b) Les interseccions d’aquesteémiques amb els eixos s'anomeneémtexs L'el-lipse € quatre
vertexs: dos sobre I'eix principal, els punts de coordenadesO) i (a, 0), i dos sobre I'eix
secundari(0, —b) i (0, b). La hiperbola norgés en & dos sobre I'eix principal, els punts de
coordenadeé—a, 0) i (a, 0).

(c) Aillant lay de les equacions caniques de I'elipse i la higerbola obtenim
y= igx/az -X% i y= igx/xz —a?

respectivament. Aix ens diu que l'elipse és una figura fitada i la higbola no. A nés, les
rectes d’equacions

LI
y==3

son agmptotesde la higerbola. Si les dues amptotes én perpendicularsgs a dir, sia = b,
direm que la hiprbolaésequilatera

Donats un punF i una rectaR que no el corét, anomenaremarabolael conjunt de puntg del
pla que compleixen la condwi

d(p, F) =d(p, R).

F és elfocusde la paabola,R és ladirectriu, i el punt mitg de la perpendicular de a R és el
vertex La diseinciam = d(F, R) és elparametrede la paabola.

Escollim unarefegnciaR = {0; U, v}, ono és el \ertex de la parbola,i un vector unitari amb

la direccd deRi v un vector unitari i perpendiculartaen el sentit d&R a F. L'equacb deR és
m , m. . . , . , , .

y= —> el focusésF = (0, E) i els punts de la pabola $n els que compleixen I'equdxi

e -3 =l

2 x?
Xc—2my=0 obhé = —,
y y >m

’

equivalent a

gueés I'equacd carbnicade la paabola.

Observacions 9.2(a) Aquesta equatiens diu que la pabola & unlnic eix de simetria, I'eix
oy, i un tnic vertex, que coincideix amb I'origen de coordenade®de
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(b) A diferéncia de I'ellipse i la higerbola, en les que el sentit dels vectarsv (i, per tant, el
sentit positiu dels eixos de coordenades) no influeix en I'e@uezaiidnica, si en I'elecd de la
refenciaR per a la paibola invertim el sentit del vectar(i, per tant, el sentit de I'einy), la
N . m R m. . y N R
rectaR tindra per equadiy = > el focus set F = (0O, _5) i 'equacid de la paabola sex

X2 +2my=0.

9.2 Classificadd de les oniques

Unaconicadel plaés el conjunt de punts que en una réf@iaR satisfan una equatide segon
grau
F(x,y) = ax? + 2bxy+ cy? + 2dx + 2ey+ f = 0.

El nostre objectiles trobar una altra refencia on I'equad de la ®nica adopti la forma &s
senzilla possible. Aquesta sel’equaco redudade la ®nica, que en el cas d'unalgse, una
hiperbola o una pabola haui de coincidir, essencialment, amb la seva equeaitnica.

Aquest proés de reducéi ens permedr donar una classificacride les éniques i introduir el
concepte dhvariantd’'una @nica per canvis de coordenades.

a b X .
A=<b c)’ X=<y) i L=d e,

I'equach ax? + 2bxy+ cy? + 2dx + 2ey+ f = 0 es pot escriure

Si posem

X'AX+2LX + f =0,

queés l'equacd matricial de la ®nica; si posem

a b d X
Az=| b c e i Xs=1vy |,
d e f 1
la mateixa equabité la forma
XL Ag X3 =0,

equacd matricial compacta de ladnica L'equivalencia de les tres formes es comprova direc-
tament efectuant els productes de les matrius que intervenen a les equacions.

Donada una nova refenciaR’ = {0; U, v}, o0n0 = (Xg, Yo), U = (C11, Cp1) | ¥ = (C12, Cp0),
les equacions del canvi de coordenadas s

X=B+CX,
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B=<XO>, C=(C11 Cm) i X’=(X:>.
Yo Co1 Cx2 y

La forma matricial compacta d’aquest canvi de coordenades

on

Ci1 Ci2 Xo X
Xz=CzX;, on C3=|cu c2 Yo i X3=1Y
0 0 1 1

Com que les dues refamcies én rectangularsC és una matriu ortogonaks a dir,C'C = |
i per tantC! = C~1. A més, detC) = 1, ja que tamb suposem sempre que les réfesies
utilitzades én positives.

Proposicid 9.3 Aplicant a I'equacié X'AX + 2LX + f = 0 el canvi de coordenades X =
B + C X' obtenim
XHVAX +2L'X + f' =0,
on
A =C'AC
L’=(B'A+L)C
f"=B'AB+2LB+ f = F(Xo, Yo) -

L’equacié matricial compacta de la conica en les noves coordenades és

(XD'A; X5 =0, on A;=CiA;Cs.

DEMOSTRACIO. En substituirX = B 4+ C X’ a I'equacd matricial de la dnica s’obé
(B+CX)V'AB+CX)+2L(B+CX)+f =0
i, en efectuar els productes d’aquestes matrius,
B'AB+ B'ACX + (X)'C'AB + (X)'C'ACX 4+ 2LB+2LCX + f =0.

D’altra banda(X)'C'AB = B'AC X, ja que aquests productes donen escalars; per tant, agru-
pant els termes obtenim

(XH'C'ACX 4+ 2(B'A+ L)CX+ B'AB+2LB+ f =0,

es adir,
(XVAX +2L'X + f' =0.
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De la mateixa manera, la substitdicle X3 = C3 X3 a I'equacd matricial compacta de ladaica
dona
(X5)'C3AsC3X5 =0,

és adir,
(XP'AX5=0. O

La nocHb de @nica no depn del sistema de refamncia escollit ja que, segons la propaoSici
anterior, el fet de quedar definida per una equat® segon grau no varia en fer un canvi de
coordenades.

Les matriusA i Az d'una banda, i les matriu&’ i A; de l'altra, corresponen a les formes
matricial i matricial compacta de la mateixarica en dos sistemes de réfecia diferents. Estan
relacionades per les igualtats

A =C'AC i  A;=CiAsCs,

la qual cosa ens permatintroduir el concepte divarianta partir del resultat ségnt.

Proposicid 9.4 En tot canvi de coordenades es compleix:

(a) Ai A tenen els mateixos valors propis.
(b) det(A) = det(A), tr(A) = tu(A).
(c) det(Az) = det(A;), rang Az) = rang Ay).

DEMOSTRACIO. (a) Com queC és una matriu ortogonaly = C'AC = C~1AC; per tant,A i
A tenen el mateix polinomi caractsfic i, en conseiggncia, els mateixos valors propis.

(b) Nomeés cal observar que el determinant i la trafpa sls coeficients del polinomi caradtsic
d’'una matriu d’ordre 2.

(c) Es evident que dé€3) = det(C) = 1, per tant de&tAz) = det(A;). Finalment, rangAs) =
rang A;) perque la matriuCs és regular. O

Definim ara cominvariantsde la ®nica:
(a) ai B: valors propis déA.
(b) Dy =det(A) i T =tr(A).
(c) D3 = det(Ag) i r3 = rang Ag).
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Observacb 9.5 T, D, i D3 sbn invariants de la fun6iF (x, y) per canvis de coordenades, per
no podem dir que siguin invariants de lanica descrita per I'equatiF (x, y) = 0. Nomeés
cal observar que la multiplicaid’aquesta equatiper un escalar # 0 no modifica la onica,
mentre que les quantitats anteriors es transformeiT et? D, i t2D3 respectivament. En canvi,
el signe deD,, I'anul-lacid de D3, el rangrs i el signe deDsT sbn invariants estrictesle la
conica, ja que&n independents del sistema de refaia i dels factors # 0, i On els que farem
servir per donar un criteri ptic de classificabdide les 6nigques en aquesta mateixa sécci

La classificad de les éniques es basa en fer I'eledael canvi de coordenades= B + C X’

de manera que I'equainicial de la ®nica es transformi en la&s senzilla possible. La matriu

C ens dna les direccions dels nous eixos de coordenades, que han de coincidir amb els de la
conica, mentre que I'objectiu de la transia® és que el nou origen de coordenades coincideixi
amb el centre o elértex de la onica.

Per tal que I'equaéiresultant sigui la s senzilla possible, la matri& ha de ser diagonal i, si
és possible, hemde ferqué= 00 f' = 0. SidetA) # 0, el sistema d’equacio’sX+L! =0
és compatible determinat i, per tant,Bin’és la solud tindrem quel’ = 0. El lema segent
descriu els casos en qiie = det(A) = 0.

Lema 9.6 (a) Si D, = D3 = 0, el sistema AX + L' = 0 és compatible indeterminat.
(b) Si Dy = 0i D3 # 0, el sistema AX + L' = 0 és incompatible.

DEMOSTRACIO. Suposant qud, = 0, és suficient demostrar que el sistegsmcompatible
indeterminat si, i nords si,Dz = 0. Com queD; = 0, la matriuA ha de ser de la forma

a ta , 00
A:(ta t2a> amb a#0 0 A_<0 c) amb c#0.

En el primer cas tindrem que

a ta d ta d a d
D;=|ta t?a e |=d|,, — ':—a(dt—e)z;
t?a e ta
d e f

aleshores, D3 = 0 ha de see = td, i el sistemaAX + L! = 0 queda

(5 &) () (a)=(5)

gue, evidentmengs compatible indeterminat.
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Redprocament, si el sisten&s compatible indeterminat s’ha de complir que

a d
=0, d'on D; =0.
ta e
La demostrad en el segon cass adloga i nés senzilla. O

Teorema 9.7 Donada una conica F (X, y) = 0, existeix una referéncia rectangular positiva R’ =
{0; U, v} on la seva equacié és d’un dels tres tipus segiients:

(@) ax?+ By*+ f' =0,
(b) ax?+ f' =0,
() ax'’? + 2€y' =0,

amb o, 8 i€ no nuls.

DEMOSTRACIO. Hem de trobar un canvi de coordenades rectangklas B + C X’ tal que
'equacd de la ®nica en les noves coordenades sigui d’un dels tres tipus de I'enunciat.

Sigui C una matriu ortogonal amb dé) = 1 tal queA’ = C' AC sigui diagonal:

v=(" )

Per escollir la transla6iB distingirem tres casos:

amboa # 0.

(a) SiD; # 0, siguiB = (Xo, Yo)! I' Gnica soluad del sistemaA X+ L! = 0. Aleshores, I'equadi
de la ®nica en les noves coordenadssx’® + By? + f' =0, on f' = F(Xo, Yo).

(b) Si D, = D3 = 0, siguiB = (Xo, Yo)' una soluad qualsevol del sistemAX + L' = 0.
Aleshores, I'equaéide la ®nica en les noves coordenadsax’®+ f/ =0, onf’ = F(Xo, Yo),
ja que un dels valors propis deha de ser nul.

() SiD, =01 D3 # 0, siguiB = (Xo, Yo)! I lnica soludd del sistema d’equacions
F(x,y)=0
Li=0|"

onL’ és el primer coeficient de’ (vegeu el lema ségent). Aleshores, I'equatide la ©nica en
les noves coordenadésax’® + 2¢'y’ = 0, on

€=(d,e-v
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i v és el vector propi unitari dé de valor propi 0 que ocupa la segona columna de la matriu de
canviC. ]

Lema 9.8 Si D, = 0i D3 # O, el sistema

F(x,y)=0
L, =0

té una dnica solucio.

DEMOSTRACIO. Farem la demostratinomes en el cas on

Az(a ta) amb a#0,

ta tla

deixant la de l'altre cas per al lector. Els valors propisAsona = a(1+t?) i g =0, ila
matriu de canvées 1
C=—— 1t .
1+t2\t 1

Aleshorests immediat comprovar que(x, y) = a(x + ty)? + 2dx + 2ey+ f, i que 'equacd
L7 = 0 es pot escriura(1 + t?)(x 4 ty) + d + et = 0; per tant, el sistema

Fx,y)=0
Ly=0
es transforma en un sistema lineal de dueégnées i determinant
1t
d e ‘ =e—dt #£0,
jaqueDs; = —a(e — dt)2 # 0. En consei#ncia, el sistemas compatible determinat. O

Les matrius de la@nica en les noves coordenadéa s

A = B , A = 0 0 A= 0 ¢
f’ f’ € 0
A meés, els invariants de labnica es poden calcular a partir de les matrius en les coordenades
originals i a partir d’aquestes matrius. A contindeanalitzem els diferents tipus de figura que
corresponen a les equacions del teorema anterior, fent una primera disegonsD; # 0 0
D; = 0.
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Coniques no degenerade®g # 0)

Només ho poden ser les del tipus (a) arfib#£ 0 i les del tipus (c). Les del primer tipus tenen
equach redidaax’® + gy® + f' = 0, i distingim tres possibilitats:

1. Valors propis del mateix signdd, = o8 > 0) i terme independent amb signe contrari

D f’ .,
(=2 = bt _ 0). Lequacd es transforma en
T a+p
2 2
X y
K

i la conicaés uneellipse real Si els valors propis coincideixe@s unacircumfegncia ja
gue queda = q (radi de la circumfeEncia).

> 0).

. . . . D f’
2. Valors propis i terme independent del mateix sighg & «f > O i ?3 = aiﬂ
o
L'equacb es transforma en

i la conicaés uneellipse imagiraria.

3. Valors propis amb signe diferenb§ = o < 0). Permutant els eixos &5 necessari,

'equach es transforma en
/2 /2

X y

P”
i la conicaés unanipérbola SiT = 0, els valors propis compleixgh= —« i la hipérbola
ésequilatera

Les dniques del segon tipus tenen eqoaedidacx’? + 2¢'y = 0 (D, = 0), que en aillar la

y’ es transforma en
2

Per tant, es tracta d'unmarabola
Coniques degenerade$i = 0)
Ho sHn les @niques del tipus (a) amlb’ = 0 i les del tipus (b). Les del primer tipus tenen
equach rediidaax’? + gy’ = 0, i distingim dos casos:
1. Valors propis amb signe diferenb§ = o« < 0). L'equacb es pot escriure
px' +qy =0
px'—qy =0

i la conicaés unparell de rectes reals secant$i T = 0, els valors propis compleixen
B = —«a iles dues rectesHm perpendiculars.

pPPx?—?y?*=0 obe
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2. Valors propis del mateix signd, = a8 > 0). L'equacbd es pot escriure

, '+iqy’=0
%% 4 g?y?=0 oke |™F
ey px' —iqy' =0

i la conicaés unparell de rectes imaggries secantamb \ertex real (el punk’ =y’ = 0).

Les dniques del segon tipus tenen eqoaeidtidacx”?

Casos:

+ ' =0(D; = 0), i ara distingim tres

1. f/' =0 (3 = 1). L'equach rediidaésx’? = 0 i la conicaés unaecta doble
2. ai f’tenen signe diferent{ = 2). L'equacb redtda es transforma en

/

=p
=-p

/

X
x?=p% obe {
X

i la conicaés unparell de rectes reals pardéles.

3. ai f’tenen el mateix signe{ = 2). L'equacb redida es transforma en

X' = pi

/

x?=—p® obe
X' = —pi
i la conicaés unparell de rectes imaggries paralleles

Les observacions que hem fet sobre els invariants en aquesta clagsdieées oniques a partir
de I'equach redtida ens permeten establir el criteri de classificald la taula 9.1.

DsT > 0 ellipse imagiraria
D3T <0 ellipse real

D, <0 hiperbola

D, =0 pa@abola

D2>0 {
D3 #0

D, > 0 parell de rectes imagimies secants amiextex real

Dy—0 D, < 0 parell de rectes reals secants

D, =0 {r3 = 2 parell de rectes partdles (reals o imag#ries)
rz=1 rectadoble

Taula 9.1: Classificabide ®niques
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Observacions 9.9(a) El case = 8 = 0 fa que I'equad es redueixi a una de primer grau
(A= A=0)i, com que es tracta d’'una recta, no I'nem oxh I'estudi de lesaniques, on hem
suposat sempre # 0.

(b) LarefeenciaR’ = {0; U, v} on la ®nica adopta I'equaodirediida compleix les propietats
sedlents: (1)i &s un vector propi unitari de valor prapi determina la direc@i positiva de I'eix
ox’; (2) v &s un vector propi unitari de valor propj determina la direcéi positiva de I'eixoy’

i el podem escollir de manera que @&t = 1 per tal que la refénciaR’ sigui positiva; (3) el
nou origen de coordenades el punk’ =y’ = 0, per tant a partir d’aqpodem trobar les seves
coordenades en la retarcia original i coincideix amb el centre de Hadse o el de la hiprbola

0 amb el ertex de la pabola.

(c) Si permutem I'ordre en que escollim els valors propis i vectors propis corresponents, el siste-

ma de refegncia i I'equadd redtida tamlé varien, intercanviant-se els papers de les coordenades
X'y

Exemples 9.10(a) La ®nica d’'equa@

10x% — 12xy — 6y? — 12x — 12y — 129=10

té matrius
10 -6 —6
A=<_12 :2) i As=|-6 -6 -6
-6 —6 -—129

i invariantsD, = —96 i D3 = 11808, per tanés unahiperbola

El polinomi caracteistic de la matriuA és detx| — A) = x2 — 4x — 96 i els valors propis 12
i —8. Com a vectors propis escollit3, —1) de valor propi 12 i(1, 3) de valor propi—8. El
centre de la hiprbolaés la solud del sistema d’equacionsX + L' = 0, és a dir,

10x — 6y —6=0
—6x—6y—6=0]"

és adir, el punf0, —1), i els eixos én les rectes que passen pel centre i tenen direc¢Bnsl)
i (1, 3) respectivament. L'equatireduda i el canvi de coordenades corresponént s

. 0 1 31 X’
y ! y 1)t Jio\-1 3 y

Finalment, les dmptotes de la higrbola $n les rectes que passen pel centre i tenen pendent

m= lim X.
X—00 X
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Dividint I'equaci6 de la higrbola entrex? i prenent elimit obtenim que 10- 12m — 6m? = 0,
és a dir, els pendents de le$raptotes én

-3+2V6 . —3- 276
3 3 '
(b) Les matrius de ladnica d'equad®

X2 —Axy4+4y> —2x —y =0

1 -2 -1
A:(_; ‘i) i A= -2 4 1
-1 -1/2 0

i els seus invariant®, = 0 i D3 = -254, per tant la Gnicaés ungarabola

Els valors propis de la matrid son 5 0, i els vectors propis correspone(its—2) i (2, 1). Per
calcular el ertex de la parbola hem de resoldre el sistema d’equacions

X2 —Axy+4y> —2x —y =0
x—2y=0]"

gue & per solud (0, 0). D'altra banda, tenim que

5
€= (1)@= —%

i 'equacio reduda de la paabolaés
5% — /By =0, obe y =+Bx?.

El canvi de coordenades que transforma I'egdi@uicial en 'equacd rediudaés
()-%(=2 1))
y/) vs\-2 1)\y )~

(c) La onica d’equad@

2x2 —2xy —4y? —2x+ 10y —4=0

2 -1 -1
A=<_i :i) i As=|-1 -4 5
-1 5 -4

té matrius
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i invariantsD, = —9i D3 = 0, per tantes unparell de rectes reals secant®er calcular les
seves equacions, tractem I'equade la ©nica com una equatide segon grau pera

—4y? + (10— 2X)y 4+ (2x> —2x — 4) = 0,

gue & per solud

_ 2x—104 /(10— 2x)% 4 16(2x2 — 2x — 4)
Y= 8

_ 2x— 10+ v/36x2 — 72x + 36

B -8

. 2X — 10+ (6x — 6)

= — -

Aleshores, la 6énica esi formada per les rectes

y=—X+2 i y= ,

ésadirx+y—2=0ix—-2y+1=0.

9.3 Llocs geomatrics

Unlloc geongtric en el plaés un conjunt de punts que satisfan una propietat determinada, expres-
sada habitualment en termes gexrits (dishncies entre punts, disicies entre punts i rectes,
intersecad de rectes, etc.). El problema de determinar un lloc gdgnoconsisteix a trobar
'equacb d’aquest conjunt de punts en una refeia donada o en una adaptada al problema.

Les definicions d’elipse, higerbola i paabola de la primera seécd’aquest caipol i el calcul de
les seves equacions @arniques en unes refemcies adequadeérsexemples de llocs geartrics
on la propietat que els determina ve donada pead@és. En ocasions semblants, I'apliéaci
directa de la condiéique han de complir els punts del lloc geetnic dona la seva equati

Exemple 9.11 A partir d'una rectaR i un puntF exterior a ella, calculem I'equatidel lloc
geonetric dels puntg que satisfan, per a un> 0 fix,
d(p, F) =td(p,R).

Escollim una refeééncia de manera que la redgaingui equadd y = 0 i el puntF coordenades

(0, 1). Aleshores I'equaciés
VX2 (y—-D%=tly].
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Elevant al quadrat els dos termes obtenim
X4 (y — D? =t?y?,
i, agrupant els termes,
x>+ (1-t)y’ -2y +1=0,

queés una oOnica per a qualsevol valor de Tenint en compte quBs; = —t2i D, = 1 — t2,
resulta: st = 0, la @nicaés un parell de rectes imagires secants amleitex real (el punfE);
si0<t < 1,ésunaelipse; sit = 1, &s una pabola; i sit > 1, €s una hiprbola.

En altres ocasions, les propietats que defineixen els punts d’'un llocégieohepenen d'ele-
ments variables que es poden expressar en termes d'@s @aametres. Aleshores, les equa-
cions que descriuen aquests punts tamépenen dels pametres, i 'equadidel lloc geongtric

s’obté en eliminar-los d’aquest sistema. (Observem que per poder eliminar—los el sistema ha de
tenir una equaéi més que pametres.)

Exemple 9.12Donats el punf = (0, 1) i la paabolax? — 4y = 0, calculem I'equadi del lloc
geonetric dels punts mitjans dels segments que uneixen dos punts dalm|zairpassen pdt.

Aquests segments s’obtenen en fer passar una recta variable p&l poalcular la seva inter-
seccb amb la pagibola. Una recta que passa pel pbre equad

y—1l=mx obé y=mx+1

(les rectes variables depenen delgmaetrem). La intersecd d’aquesta recta i la palola ve
donada per I'equaoi
x2 —4mx+1) =0,

i les seves solucion$a

Am+ VIGTE 116  4m+ 4P+ 1
X — : t16_ ’ T om+2/1tme.

Per tant, les interseccions de la recta i lagpata $n els punts

P=(2m+2V1+m2, 1+ 2m?+ 2my/1+ m?) i
Q=0Cm—-2V/1+m? 1+2m’—2my1+md),

i el punt mitja del segmenP Q té per coordenades

X =2m
y =1+ 2m?
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Aquestés el sistema que descriu els punts del lloc getnimen funcd del paametrem. Per
eliminar-lo, dllem m de la primera equag;j

m X
=5

i substituim a la segona: resulta
X 2
y=1+2(3)
2y =2+ x°
x2—2y+2=0,

gueés I'equadd d’'una paabola.

9.4 Quadriques

Unaquadrica és una figur& de I'espai que en algun sistema de coordenades queda definida per
una equad de la forma

F(X, Y, 2) = a11X> 4 axoy? + agaz> + 2a1oXy + 2813X 2+ 2893y Z+ 2b1 X + 2boy + 2bsz+c¢ = 0.

Introduint les notacions

X a1 a2 a3
X=1y |, A=\ apn an ax [ L=(b1 by bs),
z i3 Qg3 agz3

'equacb F (X, y, z) = 0 és equivalent aéquacd matricialdeC,

X'AX+2LX +¢c=0,

i escrivint
X a1 a;x ayz by
t
X4 = y i A, = ALY _ | a2 an as b
Z L C djz dpz Azz b3
1 b1 by by ¢

obtenim l'equacd matricial compacta

X4 A4 X, =0.
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D'altra banda, un canvi de refamcia de les coordenadés v, z) a les coordenades’, v/, Z)
es descriu peX = B + CX/, on B és una trandicio de 'origen al puni(xo, Yo, Zp) i C una
rotacH dels eixos. En forma compacta resulta

X4=C4X21, on C4=(g ?)

La demostrad dels dos resultats siggntsés la mateixa que en el cas de lésigues.

Proposicid 9.13 Aplicant a la quadrica C el canvi de referéncia X = B + C X/, I’equaci6 de la
figura en la nova referéncia és (X')! A X' +2L'X" + ¢ =0, on

A = C'AC
L'= (B'A+L)C
¢ = B'AB+ 2LB + ¢ = F(Xo, Yo, Z0)

En forma compacta, I’expressio passa a ser (X))' A} X, = 0, on A, = C}, A4C,. O

Corollari 9.14 Son invariantsde la quadrica C per canvis de coordenades:

(a) Els valors propis «, B iy de la matriu A.

(b) El polinomi caracteristic de la matriu A, det(Al — A) = A3 —t;A%2 4+ thh —t3, onty = tr(A),
ty és la suma dels tres menors diagonals d’ordre 2 i t3 = det(A) = Ds.

(c) El determinant Dy = det(As).
(d) Elrangr, =rangAy). ]

Recordem que, com en el cas de lésiques, per parlar dhivariants estrictegal tenir present
I'efecte de multiplicar pet # 0 I'equacd de la g@édrica. Els valors propis passen atertg i
ty, els coeficients del polinomi caradtstic de A queden multiplicats respectivament pet? i
t3 i el determinant total es converteix €tD,, mentre que el rang d&, no varia.

El proces de reducéide I'equadd d’'una qudricaés semblant al de le®niques. Com que la ma-
triu A és sintrica, existeix una matriu ortogon@lamb de¢C) = 1 i tal queC'AC = C"1AC
és diagonal; en llenguatge geetric, una rotad d’eixos elimina els termes no rectangulas,
a dir, fa que

A, =ag=a,3=0,

mentre quey, = o, a,, = B i ag3 = y, valors propis deé\. D’altra banda, escollint la transl&ci
B de manera adequada (o aplicant una segona dotiagixos en un dels casos) podem alaul
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els termes de la part lineal quan el sisteféd+ L' = 0 és compatible, od&dos coeficients de la
part lineal i el terme independent quan aquest sistesriacompatible. Arribem abal resultat
segient.

Teorema 9.15 Amb un canvi de coordenades adequat, I’equacio de qualsevol quadrica pot
reduir-se a un dels cinc tipus segiients:

(a) ax’® + /By’2 + yz’2 +c =0.
(b) ax?>+ By?+¢ =0.

) ax?+c =0.

(d) ax’®+ By? 4 2b,7Z =0,

(e) ax'®+ 2byy’ = 0.

Els coeficients o, B, y i b5 sén no nuls. O

A continuacb analitzem els diversos tipus de sufi@gs que representen agquestes equacions, i
el criteri basic per distingir-legs el signe dels coeficients. é#fament, par, seguim el criteri
del rang per a una primera classifi@aci

Quadriques no degeneradesy(= 4, €s a dir,D4 # 0)

Ho sHn les qadriques del tipus (a) ami £ 0 i les del tipus (d). Les del primer tipus tenen
equach rediidaax’® + By? + yz? + ¢ = 0, i hem de distingir quatre possibilitats:

1. Els tres valors propis tenen el mateix signe i el terme independent signe cobtyasi (
aByc < 0). Amb petites modificacions arigtiques, I'equad adopta la forma

i la quadricaés unellipsoide real(de revolucb si coincideixen dos dels valors propis i
unaesferasi coincideixen tots tres).

2. Valors propis i terme independent del mateix sigbg & 0). L'equacd es poda escriure

i la quadricaés unel-lipsoide imaginari(sense punts reals).

3. Valors propis de signe diferent i terme independent del mateix signe que el valor propi
dillat (D4 > 0). L'equacb es pot escriure

X/2 y/2 2/2

p2+q2 rz -
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i la quadricaés unhiperboloide d'una fulla

4. Valors propis de signe diferent i terme independent amb el mateix signe que dos d’ells
(D4 < 0). Lequacd quedaa de la forma

gueés I'hiperboloide de dues fulles

Les quadriques del tipus (d) tenen equacedidaax’® + By* + 2b,z = 0, i distingim dues
possibilitats:

1. Els valors propis no nuls del mateix signef = o > 0i Dy = —oz,Bbg)2 < 0). Resulta

2 /2

X
+ =7,

P
anomenadaaraboloide eliptic (de revolucb o circular si p = q).

2. Els valors propis no nuls tenen signe diferdpt£ 0i D4 > 0). Prenent el primer positiu,
el segon negatiu i el coeficiebf negatiu, apareix

2
y /

—_ =7,

p2 Q2

X2

queés elparaboloide hiperblic.
Quadriques poc degeneradesy(= 3 i, en particularD4 = 0)

Ho son les qadriques del tipus (a) amt) = 0, les del tipus (b) amb’ # 0 i les del tipus (e).
Les del tipus (a) tenen equaciedidaax’® + By + yz? = 0 (D3 # 0), i distingim dues
possibilitats:

1. Valors propis de signe diferent. L'equad’escriu

2 /2
X y /2
EA Bk

i la quadricaés uncon real(circular o de revolucb si p = q).
2. Valors propis del mateix signe. Aixdona

x'? y,z /2
P T

gueés uncon imaginari(ambvertex real X =y = zZ = 0).
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Les del tipus (b) tenen equaciedtidaax’® + By? + ¢ = 0 (D3 = 0), i hem de distingir tres
possibilitats:

1. Valors propis no nuls del mateix signg (> 0) i terme independent de signe contrari

( af_cﬂ < 0). Lequacb reduda es transforma en
o
2 2
X y
C e

i la quadricaés uncilindre elliptic real (circular si p = q).

2. Valors propis no nuls i terme independent del mateix sitine Qi aﬁcﬂ > 0). Lequacbd
o
queda
/2 /2
X y
e

i aix0 és uncilindre elliptic imaginari(sense punts reals).
3. Valors propis no nuls de signe diferetit & 0). Permutant, $s necessari, les coordenades
x" 1y tenim que
2 /2
- 2 =1,
p> o
anomenactilindre hiperolic.
Les quadriques del tipus (e) tenen equacédiidacx’® + 2byy’ = 0 (D3 =t, = 0), i 'equacb
es pot escriure com
x? = 2py,

gue correspon a utilindre paraklic.
Quadrigues molt degeneradesy(< 2 i, en particularDs = Ry = D3 = 0)

Ho sn les gadriques del tipus (b) amd = 0 i les del tipus (c). Les del tipus (b) tenen eqdaci
reduiidaax’® + By’? = 0, i hem de distingir dues possibilitats:

1. Valors propis de signe diferertp (< 0). Podem escriure

/ — 0
02x? —q?y? =0. obe p§+qy
px'—qy =0
gue defineix umparell de plans reals secanfperpendiculars sp = q).

2. Valors propis del mateix signé,(> 0). Tindrem

, "+iqy’ =0
%2 1 q2y?=0, obe ™%
p°X'“ + g’y oX' — gy = 0
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gueés unparell de plans imaginaris secanfamb intersecdi real: la recta d’equacions
X' =y =0).
Finalment, les qadriques del tipus (c) tenen equacediidaax’® + ¢ = 0 (t, = 0), i distingim
tres possibilitats:
1. Sia i ¢ tenen signe diferent, tenim

x?=p?, obe {x/:p
X' =—p

gueés unparell de plans reals parakls (diferents).

2. Sia i ¢ tenen el mateix signe,

X =i
X*=-p?, ote { P
X' = —ip

i aix0 és unparell de plans imaginaris pardkls (sense punts reals).

3. Sic =0 (r4 = 1), dividint 'equacd pera obtenim
x? =0

gueés unpla doble

Aquesta classificadide les qadriques es pot expressar en termes dels invariants d’acord amb
'esquema de la taula 9.2.

Observacions 9.16(a) Per classificar una gdrica ncés indispensable calcular efectivament els
valors propis de la matrid: només cal tenir en compte els signes, i per ads forcaltil el
teorema de Descartes (vegeu Baglix B).

(b) Recomanem al lector que estullis seccions de les gdriques per plans perpendiculars
als eixos:€és un exercici instructiu per familiaritzar—se amb els noms de les figures i per notar
determinades caractstiques: la connegi d’el-lipsoides, paraboloides i hiperboloides d'una
fulla, I'afitament de I'ellipsoide, el paper delartex del con i del paraboloide o els eixos dels
cilindres.

(c) En comparaé amb les oniques, aqutamie trobem el cas no degenerat-l{pkoides, hi-
perboloides i paraboloides) i un cas degenerat (parell de plaagaal dels parells de rectes
del pla; hi ha, pay, un grup intermig, format pels cons i els cilindres, @sauna mena dibrid
sense corresporRdcia en el cas de lesgiques.
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Valors propis amb el mateix signeel-lipsoide imaginari
Valors propis amb signe diferent hiperboloide d’'una fulla
D3z =0 paraboloide hiperiic

D4>0

Valors propis amb el mateix signeel-lipsoide real
Valors propis amb signe diferent hiperboloide de dues fulles
D; =0 paraboloide €liptic

D4<0

Valors propis amb el mateix signe con imaginari
Valors propis amb signe diferent con real

t, > 0 cilindre elliptic (real o imaginari)

r,=3 {tz2<0 cilindre hipertlic

t, =0 cilindre parablic

Ds=0 | t, > 0 parell de plans imaginaris secants

t, < 0 parell de plans reals secants

t, =0 parell de plans pardtls (reals o imaginaris)

Ds=0

Il
N

4

rs=1 pladoble

Taula 9.2: Classificabdide quadriques

Exemples 9.17(a) Considerem la qudrica d’equadi
2X2 42Xy — 2XZ— 2yz+ 6x + 10y + 4z —20=0.

Calculant els invariants a partir de la matriu

2 1 -1 3
1 0 -1 5
A=t _1 1 0 2
3 5 2 -20

resultaD, = 0,ry, = 2 it, = —3, per tant la gadricaés unparell de plans reals secants
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(b) Estudiem ara la qadrica

X2+ y? — 222+ 2xy+ 4xz+2z—4=0.

La matriués
11 2 0
1 1 0 0
A=1o0 2 1
00 1 -4

Com queD, = 16, és una gadrica no degenerada. El polinomi caraistiéc de la matriuA,
detal — A =23—-8r+4,

ens indica que hi ha dos valors propis positius i un de negatiu, per tant aquadtagés un
hiperboloide d’'una fulla

(c) Finalment, considerem la gdrica
X2+ y?— 22 4+4x—4z2=0.

Novament, partim de la matriu

10 0 2
01 0 O
A=10g 0 -1 2
2 0 -2 0

i obtenimD4 = 0i D3 = —1. Els valors propis dé son 1 (doble) i—1, per tant es tracta d'un
con real circular.



162 R. Amer i F. Carreras Corbes i superficies de segon grau




R. Amer i F. Carreras 163

Permutacions

Unapermutacd del conjuntN = {1,2,...,n} és una aplicadi bijectivac : N — N, que
escriurem amb la imatge de cada element a sota d’ell:

(1 2 ... n. or exemple (1 2 3 456

> “\ot 0o ... o) P Pe. o={4 5186 3 2)"

Representarem pé?, el conjunt de les1! permutacions possibles d¢, que $n simplement
reordenacions delselements. Ladentitat definida per

. 1 2 ... n
id = ,
1 2 ... n
és I'linica permutaé que conserva l'ordre natural. Donada una permatacies diu que un
parelli < j és unanversb deo sio; > oj. El signedec ése(o) = (—1)™@, on inV(o') és

el nombre d’inversions de. Per exempleg¢(id) = 1, i sio &s I'exemple concret del principi
aleshoreg (o) = —1, ja queo presenta 9 inversions.

Unatransposiod és una permutadique deixa fixos tots els elements Meexcepte dos, i direm
queésbasicasi aquests dos elementsrisconsecutius; per exemple, si

(123456 i (123 456
'T“\1 534 2% P=\1 2 4 3 5 6)"
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T €s una transpositii p €s una transpositibasica. En qualsevol cas, escriurem simplement
transposicions com aquestes en la forma (2, 5) i p = (3, 4). El signe de tota transposicés
—1.

El productede dues permutaciomsi t €s I'aplicacé composta, escritar (recordem que primer
operar i despeso). El productegs una operadiassociativa, i la identitat @5 I'element neutre.
Lainversad’una permutadi o és I'aplicaco inversa, escrita %, i &s I'linica permutadéi tal que
oo~ ! =id = o0 ~'o. Amb els exemples anteriors,

_(1 23456\ . 4 _(451632) (123456
=\4 56132  “\123456)7\365124)
Proposicid A.1 €(c 1) = e(o) per a qualsevol o € Py.
DEMOSTRACIO. Cada invers des equival a una inveréides 1, ja que

i<] amb k=0 >{=g0; — <k amb j=o Y >i=0c"Y. O

Proposicid A.2 Sigui t una transposicié. Aleshores:
(@) €(o1t) = —€(0) Vo € P,.

(b) L’aplicacié P, — Py, definida per o0 + ot transforma les permutacions de signe positiu
en permutacions de signe negatiu i viceversa; per tant, hi ha la meitat de permutacions de
cada signe.

DEMOSTRACIO. (a) Sit és lasica,or presenta una invesimenys o una inversimes que
o, de manera que(ot) = —e(o). Sit noés kasica,r és el producte d’'un nombre senar de
transposicionsdisiques, ja que per a qualsevol parell j deN podem escriure

(., p=>01+D0+Li+2)---(-2-D(-LDG-2]-D---(+Li+20,i+1).

Aplicant reiteradament la propietat establerta abans en el cas de les transposisigned)
arribem tame aqi a larelach e(o7) = —€(0).

(b) Segons l'apartat anterior, el signedde és el contrari del de; com que I'aplicad donada
pero — ot €sinjectiva, hi ha tantes permutacions de signe positiu com de signe negafiu.

Proposicid A.3 Tota permutacio és producte de transposicions. Sio = 117 - - Tp €s una des-
composicio d’aquest tipus,
e(o) = (=DP.
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DEMOSTRACIO. Aplicarem recuréncia sobre el nombre d’elements que no queden fixos. Si
mou nonési i j, aleshores = (i, j). Suposem ara que mouk > 2 elements dé&\, i escollim

i tal ques; = | # i. La permutad (i, j)o deixa invariants els mateixos elements que a
més, I'element: per recuréncia, sabem qué, j)o = 12 --- 7, (producte de transposicions),
per tanty = 7172 - - - Tp ambry = (i, j). L'afirmacio final sobre el signe de la permutaéis una
consedjencia immediata de I'apartat (a) de la propdsigiecedent. O
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Polinomis

Un monomiés una expresside la formaax™, on el coeficient €s un nombre real o complex,
X és una indeterminadan és un nombre natural o zero. Uolinomiés una suma finita de
monomis, que escrivim com

P(X) = ap + & X + ax? 4 - - - + apx",

amba, # 0sin > 0. Es diu quen és elgrau de p(x). Els polinomis de grau 0, tarab
anomenatgonstants s’'identifiguen amb els nombres. Els polinomis es poden sumar, restar i
multiplicar seguint les lleis ordaries de lalgebra, i noras tenen invers els polinomis constants
no nuls.

Divisio entera Donats dos polinomip(x) i d(x) # 0, existeixen dosinics polinomisq(x)
(quocienyir (x) (residy tals que:

(1) p(x¥) =d()q(x) +r1(x).

(2) r(x) és 0 o de grau &s petit que el grau dixx).
La demostrad és senzilla, per induagisobre el grau d@(x). Sens dubte, el lector tarab

coneix laregla de Ruffinique esquematitza la divisd’un polinomip(x) perx — «.

Quanr (x) = 0 la divisio ésexacta i es diu qued(x) és undivisorde p(x) 0 bé quep(x) &€s un
mdltiple ded(x).
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Si«a s un nombre real o complex,\&lor nuneric d’'un polinomi p(x) quanx = a és
p(e) = ap + &g + aa® + - - - + aga",

i s unaarrel de p(x) si p(e) = 0.

Proposicio B.1 (a) (Teorema del resid EI residu de la divisié d’un polinomi p(X) per X — «
és el valor numeéric p(w).

(b) (Teorema del factoy Un nombre o és arrel d’un polinomi p(X) si, i només si, X — « és un
divisor de p(X).
DEMOSTRACIO. () La divisb de p(x) perx — « donap(x) = (X — a)q(X) + r, i substituint

arreux = o quedap(a) =r.

(b) Es una conségncia immediata de (a). O

Exemples B.2(a) Els valors nurérics d’un polinomi es poden calcular amb la regla de Ruffini.
Per exemple, si volem trobam(+/2) quanp(x) = x3+ 2x2 — 3x + 1, fem

1 2 -3 1
NZ) V2 242V2 4— 2

1 2442 —1+42J2 | 5-42

i tenim quep(~v/2) =5 — /2.
(b) Segons el teorema del factorpsés una arrel d@(x) tenim
P(X) = (X —a)q(X) .
Si B és una arrel dg(x) resultaq(x) = (x — B)r (x), i per tant
PX) = (X —a)(X = B)r(x).

Si continuem aquest prés de descomposii tenim en compte el comportament del grau
davant de la multiplicaéide polinomis, observem que el darrer quociera skergrau zero, i per
tantun polinomi de grau n > 0 pot tenir, com a maxim, N arrels diferents.
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D'altra banda, una arrel pot agaxer nmés d’'una vegada durant aquesta descomppsitin
polinomi p(x) com a producte de factors de primer grau, per &ntonvenient introduir la
nocio segient: es diu que &s una arrel d@(x) ambmultiplicitat msi

p(x) = (X —a)"q(x) amb q(a) #0.

Aixi, direm quex éssimplesim = 1, i mltiple (doble, triple, ..) sim > 1.

Per completar I'estudi de les arrels i la descompésitgls polinomis en factors, seitil dis-
tingir entre els polinomis de coeficients reals, el conjunt dels quals representar@&ixheir
els polinomis de coeficients complexos, que formaran el conjunt denot&@{ perCom que es
pot consideraR c C, tamke tenim queR[x] c C[x]. El motiu de la distind és el segent:
mentre que molts polinomis de coeficients reals no tenen arrels xéalsl(n’és I'exemple ras
senzill), o no tantes com indica el seu grau encara que comptem les multiplicitats, labgiaci
totalment diferent en el cas de coeficients complexos. El resultaésegermet afirmar que els
complexos representen la culminade les ampliacions de la idea de nombre.

Teorema B.3 (Teorema fonamental dealgebra) Tot polinomi no constant de coeficients com-
plexos té alguna arrel complexa.

DEMOSTRACIO. Gauss va donar cinc demostracions diferents d’aquesta propietat. Lamentable-
ment, cap d’ellegs prou elemental per incloure—la aqu O

Corolari B.4 Tot polinomi no constant p(X) de coeficients complexos es descompon totalment
dins de C[X] en producte de factors de primer grau:

P(X) = an(X —a1)(X — o) -+ - (X — atn)
o0, agrupant les arrels segons les seves multiplicitats,
PX) = an(X —an)™(X —a)™ - (X — o)™ .

En particular, tot polinomi no constant té, comptant les multiplicitats, tantes arrels com indica el
seu grau:
m+mz+---+m =n.

DEMOSTRACIO. Nomeés cal aplicar reiteradament el teorema fonamentakdigebra i el teore-
ma del factor. 0
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El teorema de Gauss taflbna informaad sobre els polinomis de coeficients reals, i ens ocu-
parem immediatament d’aquestaegtd.

Lema B.5 Si tenim un polinomi no constant p(X) € R[X], i @« € C és una arrel de p(X) amb
multiplicitat m, el complex conjugat o també és una arrel de pP(X), i amb la mateixa multiplicitat
m.

DEMOSTRACIO. La conjugadd, és a dir, I'aplicacd
a=U+iv —» w=U—iv,

conserva les quatre operacions agtigues. Denotarem p@r(x) el polinomi que resulta de
conjugar els coeficientes dgx). Conjugant les relacions

pX) =X —a)"qx) i @ #0
obtenim les corresponentsa
p(x) = (X —@)"q(x) i q(a) #0,
i per tantx és una arrel d@(x) amb multiplicitatm. O

Corollari B.6 Tot polinomi no constant p(X) de coeficients reals es descompon totalment dins
de R[X] en producte de factors de primer grau o de segon grau amb discriminant negatiu:

P(X) = an(X —a)™ - (X — o)™ (X2 4+ byX + €)™ - - - (X2 + bsX + C5)",

ambal,...,ar,bl,cl,...,bs,cseRibj2—4cj <Operaj=1,...,s

DEMOSTRACIO. Sig =u+ivip =u—ivson arrels complexes conjugadespie), podem
agrupar els factors corresponentsiaix

X—BX—B)=(X—-U—iv)(X—Uu+iv)=(X—Uu)?+v?
=x?—2ux+ (V> +v?%) =x*+bx+c,

onb = —2u, ¢ = u? + v?i b? — 4c < 0. Partim ara de la descomposide p(x) aC[x], que
segons el lema anterior sede la forma

PO) = an (X —an)™ - (X — o)™ (X = B (X = B)™ - (X — )" (X — B,

amboag, ..., € Ri B1,...,B8s ¢ R. Agrupant de la manera indicada abans cada arrel com-
plexa amb la seva conjugada resulta la descomg@ogd&p(x) dins deR[x]. O
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Un aspecte asic dels polinomigs la seva interpretaticom a funcions. Cada polinonpi(x)
defineix una fund@, denotada pep, que assigna a cadael valor nuneric p(«). El domini de

la funcid p pot serR o C segons convingui; el recorregut, sempre din&€des trobaa dins de

R o no depenent del domini escollit i del tipus de coeficients del polinomi (tots reals o algun
complex). Es important notar que giés la funcd nulla aleshoregp(x) és el polinomi 0; per

tant, polinomis diferents defineixen funcions diferents. Els polinomis de grau 0 s’anomenen
constantgperqwe ho $n les funcions associades.

Si p(x) € R[x], habitualment es considepa: R — R. Aquest&uncid polinobmicaés coninua
i, de fet, infinitament derivable.

Exemples B.7 (a) Tot polinomip(x) € R[x] de grau senartalguna arrel real. Aixés con-
sediencia de I'aparellament d’arrels conjugades,op@mte es pot demostrar considerant la
funci6 polindbmicap. Suposana, > 0 observem que

dm p =00 i po = oo

pergie el grau dep(x) €s senar. Per tant, existeixen nomliges; tals quep(ty) < 0i p(ty) > 0.
Aplicant el teorema de Bolzano, es dedueix gue) = 0 per a algurr € (fo, ty).

(b) @ &s una arrel del polinonp(x) amb multiplicitatm si, i només si,
p(@) = Dp(@) = D?*p(@) = --- = D™ 'p(a) =0 ped D™p(a) # O,

on D' p(«) representa la-&ssima derivada de la furicp en el puntr. La demostrad d’aquesta
propietatées senzilla, observant quessés una arrel d@(x) amb multiplicitatm aleshores tanib
ho és deDp(x) amb multiplicitatm — 1.

Calcul elemental d'arrels. Recordarem alguns criteris senzills per a I'obtérarrels de po-
linomis. En primer lloc, sip(x) és un polinomi de coeficients enters, les arrels enterggxje
son divisors del terme independest Aix0 suposa un nombre finit de proves amb la regla de
Ruffini. Les arrels racionals de(x) son tals que, escrites en forma irreductibfs, el numera-
dorr ha de ser un divisor del terme independgyitel denominados ha de ser—ho del coeficient
principala,; per tant, tamb en aquest cas el nombre de progssdinit.

Si p(x) és un polinomi de coeficients racionaés fcil trobar un polinomi de coeficients en-
ters amb les mateixes arrels qpéx), al qual podrem aplicar les idees anteriors: Bengal
multiplicar p(x) pel denominador coinde tots els seus coeficients.

Per al @lcul d’arrels irracionals, esmentem nesnel netode de les aproximacions successives
basat en el teorema de Bolzano&sipossible, cor@/fer primer un esbog de ladica dep).
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Finalment, recordem algunes idees elementals que sauiriitds per a la descomposéd’un
polinomi en factors: les anomenades igualtats notables, la resaligzjuacions de segon grau
(aplicable tamb a les equacions biquadrades) i treure factorictammaxima poéncia possible
dex quan el terme independegs zero.

(Per desgacia, cap de les demostracions del teorema fonamentalldelbraés constructiva, en
el sentit de permetre la localitzacefectiva de I'arrel de la qual se’n garanteix I'eristia.)

L’ Gltima propietat que indicare@s un resultat interessant, sobre tot per a I'estudi de les formes
quadatiques i les gadriques, ja que en aquests dos casos treballem amb el polinomi daticter
d’'una matriu singtrica que, segons el teorema espectral, sabenedotes les arrels reals.

Teorema B.8 (Teorema de DescartgsSi p(X) és un polinomi de coeficients reals i totes les
arrels de p(X) son reals, el nombre de variacions de signe entre coeficients consecutius (no
nuls, logicament) de P(X) coincideix amb el nombre d’arrels positives de pP(X) —comptant les
multiplicitats—.

DEMOSTRACIO. La justificacb no és dificil, i es pot trobar a qualsevol tractatatfjebra que
inclogui un estudi detallat dels polinomis. O

Exemples B.9(a) El polinomip(x) = x3 — 16x? — 9x + 28 és el polinomi caractestic d'una
matriu sinetrica, i per tanté tres arrels reals. Com que reol'tarrel 0 i presenta dues variacions
de signe, sabem que tiriddues arrels positives i una arrel negativa (el lector pot confirmar que
les arrels dep(x) sbn, aproximadament;1'54, 110 i 1644).

(b) Per la mateixa @ sabem que el polinongj(x) = x® — 8x3 + 4x2 té cinc arrels reals. Hi ha
dues variacions de signe, per tamtiues arrels positives, I'arrel 0 doble i una arrel negativa.

(c) En canvi, el polinomi (x) = 2x3 —6x +5 t& una sola arrel real i dues complexes conjugades.
L'aplicacio (incorrecta) del teorema de Descartes diria guduies arrels positives i una negativa.
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