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Escola Tècnica Superior d’Enginyeries Industrial i Aeronàutica de Terrassa
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Introducció

Aquest llibre recull l’experiència docent dels autors durant els darrers anys comaprofessors d’àlgebra
lineal a l’Escola Tècnica Superior d’Enginyeries Industrial i Aeronàutica de Terrassa.

El nou pla d’estudis d’aquest centre, implantat a partir del curs 93–94, ha reduı̈t considerablement
el nombre d’hores de classe destinades a aquesta assignatura. Això ha exigit, més que retallar el
programa, exposar–lo d’una forma diferent que pot provocar distorsions en l’adquisició d’hàbits
cient́ı�cs indispensables per a un tècnic.

Aixı́ doncs, hem cregut convenient proporcionar a l’alumne un text ajustat al programa o�cial.
Pensem que l’ajudarà a assimilar els conceptes i resultats i ens permetrà dedicar les classes més a
la discussió d’idees que no pas a la pura transcripció d’apunts.

Hem volgut posar de manifest els aspectes formatius de l’àlgebra lineal i la utilitat de les seves
aplicacions pràctiques. El temari inclou, d’una banda, els fonaments: sistemes d’equacions lineals,
càlcul matricial, determinants, espais vectorials i transformacions lineals. De l’altra, aplicacions
de caire geomètric: producte escalar i nocions derivades, teoria de la diagonalització, tensors i
l’estudi anaĺıtic de les �gures de primer i segon grau en el pla i a l’espai tridimensional.

Fem constar que no hem inclòs exercicis. Les referències [1] i [2] contenen col�leccions de pro-
blemes, resolts i proposats respectivament, ajustades al nostre temari. En canvi, ens ha semblat
oportú afegir, al �nal, un diccionari amb tots els termes de�nits en el llibre per facilitar–ne la
localització.

Assumim la responsabilitat exclusiva dels errors que, malgrat les revisions successives, romanen



encara en el text. Dit això, agräım els comentaris constructius de diversos companys de la Secció
de Terrassa del Departament de Matemàtica Aplicada II.

Esperem que aquesta obra sigui útil als estudiants. Que els estalvïı el temps i l’esforç necessaris
per cercar cada tema en una bibliogra�a heterogènia quant a nomenclatura, notació, contingut i
punts de vista. I que, després d’aquesta primera funció, es converteixi en un llibre de prestatge,
és a dir, sempre a mà, per trobar amb facilitat aquella idea o aquell procediment que, ai las!, tan
sovint s’escapen de la memòria.

Setembre de 1997 Rafel Amer i Francesc Carreras
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8.1 L’espai euclidìa puntual tridimensional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .121

8.2 Varietats lineals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .125

8.3 Posicions relatives de les varietats lineals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .127

8.4 Angles, dist̀ancies,̀arees i volums . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .132

9 Corbes i superf́ıcies de segon grau 139

9.1 El·lipse, hip̀erbola i par̀abola . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .139



R. Amer i F. Carreras 7

9.2 Classificacío de les c̀oniques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .142

9.3 Llocs geom̀etrics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .152
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1
Sistemes d’equacions i matrius

Les q̈uestions plantejades per l’àlgebra lineal i les seves aplicacions es formulen sovint en llen-
guatge matricial; sovint, també, condueixen a l’estudi de sistemes d’equacions lineals. La pri-
mera seccío d’aquest caṕıtol recull les definicions b̀asiques sobre sistemes i una de les tècniques
principals per resoldre’ls: el m̀etode de Gauss, automatitzat per la regla del pivot, amb la variant
anomenada m̀etode de Gauss-Jordan (l’altre procediment habitual, basat en el càlcul de deter-
minants, s’exposa en el capı́tol 2). La segona secció es dedica a les nocions fonamentals sobre
matrius i c̀alcul matricial.

1.1 Sistemes d’equacions lineals

Un sistema d’equacions linealśes una col·lecció d’equacions de la forma

a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = bm


on elscoeficients ai j , els termes independents b1,b2, . . . ,bm i els valors que han de prendre les
incògnites x1, x2, . . . , xn són nombres reals (o, ḿes en general, complexos). El primer subı́ndex
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de cada coeficient indica l’equació on apareix, i el segon la incògnita a la que multiplica, mentre
que el sub́ındex de cada terme independent es refereix a l’equació. El sistema anterioŕes un
sistema amb m equacions i n incògniteso, simplement, un sistemam × n.

Un sistemáescompatiblesi admet alguna solució (una o ḿes), iésincompatiblesi no n’admet
cap. Un sistema compatibleésdeterminatsi noḿes admet una solució, i ésindeterminatsi en t́e
més d’una (aix̀o voldr̀a dir que en t́e infinites).Resoldreun sistema compatible significa, en el
cas determinat, donar el valorúnic de cada inc̀ognita; en el cas indeterminat, donar una expressió
expĺıcita de les inc̀ognites en funcío de certsparàmetres lliures(que habitualment coincideixen
amb algunes de les mateixes incògnites), de manera que assignant valors arbitraris a aquests
par̀ametres es trobin totes les solucions.

Dos sistemes amb les mateixes incògnites (per̀o potser amb diferent nombre d’equacions) són
equivalentssi admeten les mateixes solucions (que poden ser cap, una o més d’una).

Proposició 1.1 (Operacions elementals.) Les operacions següents transformen un sistema en un
altre sistema equivalent:

(a) Sumar o restar una equació a una altra.

(b) Multiplicar o dividir una equació per un nombre diferent de zero.

(c) Intercanviar dues equacions.

(d) Canviar l’ordre de les incògnites en el sistema.

DEMOSTRACIÓ. Tot és de comprovació immediata.

Mètode de Gauss. Tot sistema d’equacions lineals es pot transformar, mitjançant operacions
elementals, en un sistema equivalentde forma triangular, és a dir, tal que el primer coeficient no
nul de cada equació correspongui a una incògnita posterior a la del primer coeficient no nul de
l’equacío anterior. El m̀etode de Gauss s’aplica a cegues, sense saber de quin tipusés el sistema
abans de començar els càlculs. En el caṕıtol 3, el teorema de Rouché-Frobenius establirà els
criteris per classificar a priori un sistema. D’altra banda, el nombre d’incògnites que queden
lliures en resoldre un sistema indeterminat no depèn de la manera d’aplicar el mètode de Gauss
(o un altre procediment): això quedar̀a demostrat tamb́e en el caṕıtol 3 i permetr̀a anomenar-lo
el nombre de graus de llibertat del sistema. Una sistematització dels c̀alculs que comporta el
mètode de Gauss, forçaútil a la pr̀actica, s’exposa tot seguit.

Proposició 1.2 (Regla del pivot.) Si ai j 6= 0 és un coeficient tal que aih = 0 per a tot h < j , i es
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canvien els coeficients i el terme independent d’una altra equació, la k-èssima, prenent

a′

k` = ai j ak` − ak jai ` per a ` = 1,2, . . . ,n,

b′

k = ai j bk − ak jbi ,

resulta un sistema equivalent a l’original (es diu que ai j ha estat el pivotd’aquesta transformació).
Aplicant reiteradament aquesta idea s’arriba a un sistema de forma triangular.

DEMOSTRACIÓ. Només cal observar que els canvis proposats equivalen a multiplicar l’equa-
ció k-èssima perai j i restar-li l’equacío i -èssima multiplicada perak j , que els zeros obtinguts
prèviament en columnesh < j es conserven i que, ara, el coeficient de la incògnitaxj a l’equacío
k-èssima jáes tamb́e zero.

Mètode de Gauss-Jordan. Transformant amb la regla del pivot no només les equacions poste-
riors sińo tamb́e les precedents, tot sistema d’equacions lineals es converteix en un sistema equi-
valentde forma diagonal, és a dir, on tots els coeficients de les columnes dels pivots (excepte
ells mateixos) siguin zero. Aix̀o ens estalvia la progressiva substitució de les inc̀ognites ja deter-
minades en les equacions precedents del sistema triangular.

Exemples 1.3(a) Considerem el sistema

x + 4y + 3z = 1

2x + 5y + 4z = 4

x − 2y − 2z = 3

 .

Escrivint noḿes, coḿes habitual, els coeficients i els termes independents en la disposició files–
columnes que ḿes endavant denominarem matriu, i aplicant repetidament operacions elementals
seguint el m̀etode de Gauss, tenim la successió de sistemes equivalents següent: 1 4 3

2 5 4
1 −2 −2

∣∣∣∣∣∣
1
4
3

 '

 1 4 3
0 −3 −2
0 −6 −5

∣∣∣∣∣∣
1
2
2

 '

 1 4 3
0 3 2
0 0 3

∣∣∣∣∣∣
1

−2
6

 .

En el darrer sistema resulta, de la tercera equació, z = 2; substituint a l’equació anterior, 3y+4 =

−2, és a dir,y = −2; i substituint, finalment, a la primera,x − 8 + 6 = 1, d’onx = 3. Per tant,

x = 3 , y = −2 , z = 2

és la solucío (única) del sistema original.
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Si volem aplicar el m̀etode de Gauss-Jordan (fent també ús de la regla del pivot), la successió de
sistemes, on marquem els pivots que fem servir,és ara la seg̈uent: 1 4 3

2 5 4
1 −2 −2

∣∣∣∣∣∣
1
4
3

 '

 1 4 3
0 −3 −2
0 −6 −5

∣∣∣∣∣∣
1
2
2

 '

−3 0 −1
0 −3 −2
0 0 3

∣∣∣∣∣∣
−11

2
6

 '

−9 0 0
0 −9 0
0 0 3

∣∣∣∣∣∣
−27

18
6

 .

Aix ı́ obtenim−9x = −27,−9y = 18, 3z = 6, d’onx = 3, y = −2 i z = 2.

(b) Resoldrem ara el sistema
x + y + z = 0

2x + 3y − 2z = 0

x + 2y − 3z = 0

 .

Aplicant novament el m̀etode de Gauss tenim 1 1 1
2 3 −2
1 2 −3

∣∣∣∣∣∣
0
0
0

 '

 1 1 1
0 1 −4
0 1 −4

∣∣∣∣∣∣
0
0
0

 '

 1 1 1
0 1 −4
0 0 0

∣∣∣∣∣∣
0
0
0

 .

De la segona equació del sistema final surty = 4z, i substituint a la primera quedax+4z+z = 0,
d’on x = −5z. Les expressions

x = −5z , y = 4z , z = z

donen lasolucío generaldel sistema original, en la que la incògnitaz fa el paper simultani de
par̀ametre lliure: donant valors az obtenim les infinites solucions del sistema.

Fent servir el m̀etode de Gauss-Jordan i la regla del pivot com a l’exemple anterior, tenim 1 1 1
2 3 −2
1 2 −3

∣∣∣∣∣∣
0
0
0

 '

 1 1 1
0 1 −4
0 1 −4

∣∣∣∣∣∣
0
0
0

 '

 1 0 5
0 1 −4
0 0 0

∣∣∣∣∣∣
0
0
0

 .

De les equacionsx +5z = 0 i y−4z = 0 resulta novamentx = −5z i y = 4z (z = z, par̀ametre
lliure).

(c) Estudiem finalment el sistema

x + y + z = 1

x + 2y + z = 3

2x + 3y + 2z = 3

 .



R. Amer i F. Carreras 13

Aplicant el m̀etode de Gauss obtenim 1 1 1
1 2 1
2 3 2

∣∣∣∣∣∣
1
3
3

 '

 1 1 1
0 1 0
0 1 0

∣∣∣∣∣∣
1
2
1

 '

 1 1 1
0 1 0
0 0 0

∣∣∣∣∣∣
1
2

−1

 .

La darrera equació del sistema finaĺes 0= −1, per tant aquest sistemaés incompatible i l’origi-
nal tamb́e.

Es diu que un sistemáeshomogenisi

b1 = b2 = · · · = bm = 0 .

Tot sistema homogeniés compatible, ja que admet la solució (anomenadasolucío trivial)

x1 = x2 = · · · = xn = 0 .

Els sistemes homogenis seran els que haurem de resoldre amb més freq̈uència, i els ḿes interes-
sants śon evidentment els indeterminats: l’últim resultat d’aquesta secció estableix una propietat
bàsica dels sistemes homogenis.

Teorema 1.4 Tot sistema homogeni amb més incògnites que equacions és indeterminat.

DEMOSTRACIÓ. Si n > m, el nombre de pivots necessaris per a triangular el sistema serà
r ≤ m< n, per tant, al menys una incògnita passarà a ser par̀ametre lliure.

1.2 C̀alcul matricial

Unamatriu de m files i n columnes amb coeficients realsés una funcío

A : {1,2, . . . ,m} × {1,2, . . . ,n} −→ R,

que assigna a cada parell(i, j ) un nombre realai j (la definicío per a matrius amb coeficients
complexośes aǹaloga).És habitual representar una matriu A com

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1 am2 · · · amn


posant el coeficientai j a la fila i i la columna j . Es diu queA és unamatriu del tipus m× n.
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Atenent a la definicío, cal observar que una matriuA del tipusm × n i una matriuB del tipus
p × q són iguals (escriuremA = B) si, i noḿes si,m = p, n = q i ai j = bi j per a toti i
tot j . El conjunt de totes les matrius del tipusm × n amb coeficients reals es representa per
Mm×n(R) (i per Mm×n(C) el de les de coeficients complexos). Són especialment freqüents les
matrius columna(tipusm× 1), lesmatrius fila(tipus 1× n) i lesmatrius quadrades(tipusn× n
o d’ordre n).

En cada un dels conjuntsMm×n(R) es defineixen dues operacions internes: lasuma, on S =

A+ B és la matriu donada persi j = ai j + bi j , i el producte per un nombre real, on P = t A és la
matriu donada perpi j = tai j , ambt ∈ R. Les propietats essencials d’aquestes operacions, totes
fàcils de comprovar, són les seg̈uents:

(a) Associativa de la suma:A + (B + C) = (A + B)+ C.

(b) Commutativa de la suma:A + B = B + A.

(c) Neutre de la suma: existeix una matriu 0 tal queA + 0 = A per a totaA.

(d) Oposats per a la suma: per a cada matriuA, existeix una matriu−A tal queA+(−A) = 0.

(e) Distributiva del producte per a la suma de matrius:t (A + B) = t A + t B.

(f) Distributiva del producte per a la suma de nombres:(t + s)A = t A + s A.

(g) Associativitat dels productes:(ts)A = t (s A).

Es defineix ladiferènciade dues matriusA i B comA−B = A+(−B). Les propietats d’aquesta
operacío śon les derivades de (a)–(g).

La tercera operació fonamental del c̀alcul matricial és lamultiplicació: si A ∈ Mm×n(R) i
B ∈ Mn×p(R), el seuproducteés la matriuP = AB ∈ Mm×p(R) definida per les f́ormules

pi j =

n∑
k=1

aikbk j .

Fem notar que el nombre de columnes deA ha de coincidir amb el de files deB, que la matriu
resultantAB té tantes files comA i tantes columnes comB i, finalment, que l’operació consisteix
en multiplicar “escalarment” les files deA per les columnes deB.

Exemples 1.5(a) Tot sistema d’equacions lineals es pot representar matricialment en la forma
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1 am2 · · · amn




x1

x2
...

xn

 =


b1

b2

· · ·

bm

 ,

és a dir, comAX = B.
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(b) Si es defineix per a cada cadan la matriu unitat In com la matriu quadradan×n de coeficients

δi j =

{
1 si i = j

0 si i 6= j

és immediat comprovar queImA = A = AIn per a totaA ∈ Mm×n(R): es diu que les matrius
unitat śonsemineutres lateralsper al producte.

(c) Considerem les matrius

A =

(
1 2
2 4

)
, B =

(
1 1
1 −1

)
i C =

(
2 −4

−1 2

)
.

Amb elles podem il·lustrar dos “defectes” de la multiplicació de matrius que cal afegir al fet que
no semprées possible multiplicar (de vegades es pot calcularAB per̀o no B A). En primer lloc,
AB 6= B A, i això ens diu que no es compleix, en general, la propietat commutativa. D’altra
banda,AC = 0, tot i queA 6= 0 i C 6= 0; per tant, d’una relació del tipusAX = AY no es pot
deduir queX = Y, encara que siguiA 6= 0 i A(X − Y) = 0.

Proposició 1.6 Quan són factibles els productes que hi intervenen, es compleixen les propietats
següents:

(a) Associativa: A(BC) = (AB)C.

(b) Distributives: A(B + C) = AB + AC, (B + C)A = B A+ C A.

(c) Compatibilitat: (t A)B = t (AB) = A(t B).

DEMOSTRACIÓ. Ens limitarem a justificar la part (a) com a il·lustracío. Observem que siA és
del tipusm × n, B ha de ser del tipusn × p i C ha de serp × q. Si posemP = BC, Q = AP,
R = AB i S = RC, caldr̀a provar queQ = S. En primer lloc, tantQ com S són matrius del
mateix tipus,m × q. A més, els coeficients corresponents coincideixen:

qi j =

n∑
`=1

ai `p`j =

n∑
`=1

ai `

(
p∑

k=1

b`kck j

)
=

n∑
`=1

p∑
k=1

ai `b`kck j

=

p∑
k=1

n∑
`=1

ai `b`kck j =

p∑
k=1

(
n∑
`=1

ai `b`k

)
ck j =

p∑
k=1

r ikck j = si j .

La transposadad’una matriuA ∈ Mm×n(R) és la matriuAt
∈ Mn×m(R) de coeficientsat

i j = aj i .

És obvi que(At)t = A, i el lector pot demostrar, aplicant la tècnica de la proposició anterior, les
relacions

(A + B)t = At
+ Bt , (λA)t = λAt i (AB)t = Bt At .
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Matrius quadrades

Ens concentrarem ara en el conjunt de les matrius quadradesMn×n(R). En primer lloc, aqúı
semprées possible fer el producteAB, i el resultat́es intern. La matriu unitatIn (que denotarem
per I quan no hi hagi confusió sobren) és l’element neutre —bilateral— del producte:AI =

A = I A per a totaA.

Una matriu quadradaA éssimètricasi At
= A, i ortogonalsi At A = I . Les matrius sim̀etriques

i les ortogonals śon les ḿes interessants en les aplicacions, i seran estudiades amb detall més
endavant.

Una matriu quadradaA ésregular (o invertible) si existeixB tal queAB = I = B A. De fet, si
AB = I = C A tenim que

B = I B = C AB = C I = C ,

per tant, siA és regular existeix unáunica matriu, escritaA−1 i denominadainversade A, tal
queAA−1

= I = A−1A. A partir d’això és obvi queA−1 és regular i que(A−1)−1
= A. Tamb́e

és immediat provar que siA i B són regulars tamb́e hoés AB, i (AB)−1
= B−1A−1. A més,

tota matriu regularA éssimplificable, en el sentit que de la relació AB = AC (i anàlogament de
B A = C A) es dedueix queB = C, ja que

A−1(AB) = A−1(AC) , (A−1A)B = (A−1A)C , I B = IC

i per tantB = C.

Exemple 1.7 Una matriu del tipus 2× 2

A =

(
a c
b d

)
és regular si, i noḿes si,ad − bc 6= 0. En aquest cas, la seva inversaés

A−1
=

1

ad − bc

(
d −c

−b a

)
.

En efecte: si busquem una matriuB tal queAB = I plantejarem(
a c
b d

)(
x z
y t

)
=

(
1 0
0 1

)
,

que condueix a dos sistemes 2× 2 amb els mateixos coeficients (els de la matriuA), l’un per a
x, y i l’altre per az, t :

ax + cy = 1

bx + dy = 0

}
az+ ct = 0

bz+ dt = 1

}
.
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Resolent-los per reducció arribem a les relacions

(ad − bc)x = d , (ad − bc)y = −b , (ad − bc)z = −c i (ad − bc)t = a ,

d’on es dedueix que siad − bc 6= 0 existeix unáunica matriuB que compleixAB = I , i és

B =
1

ad − bc

(
d −c

−b a

)
.

A més, es pot comprovar fàcilment queB A = I , és a dir,B és la inversa deA.

En canvi, siad − bc = 0, la matriu

B =

(
d −c

−b a

)
compleixAB = 0, i això és suficient per veure queA no t́e inversa.

El fet que certes matrius no nul·les no tinguin inversa (matriussingulars) és el darrer “defecte”
que cal fer notar abans de comentar que, en general, el càlcul matricial presenta moltes analogies
amb el c̀alcul ordinari amb nombres reals (i complexos) que el lector ja deu haver notat.

Càlcul de la inversa per Gauss–Jordan. Generalitzant l’exemple anterior, considerem el pro-
blema de trobar (si existeix) la inversa d’una matriu quadradaA ∈ Mn×n(R). Busquem una
matriu B tal que AB = I ; aquesta igualtat condueix an sistemesn × n, tots ells amb els
mateixos coeficients (els de la matriu A) però afectant cada sistema només als elements d’una
columna deB —com a inćognites— i als de la corresponent columna de la matriuI —com a ter-
mes independents—. Es pot fer un estudi simultani delsn sistemes: noḿes cal aplicar el m̀etode
de Gauss-Jordan, operant amb la regla del pivot sobre les files de la matriuA | I obtinguda per
juxtaposicío.

Si hem trobatn pivots, haurem obtingut una matriuI | B i tindrem queAB = I : en el caṕıtol
seg̈uent veurem que aquesta relació implica queA és regular iB és la inversa deA. En canvi, si
han aparegut menys den pivots, algun dels sistemesés incompatible i la matriuA no t́e inversa.

Exemples 1.8(a) Busquem la inversa de la matriu

A =

 1 2 4
2 1 4
1 1 3

 .

Aplicant el m̀etode de Gauss-Jordan a la matriuA | I tenim 1 2 4
2 1 4
1 1 3

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 '

 1 2 4
0 −3 −4
0 −1 −1

∣∣∣∣∣∣
1 0 0

−2 1 0
−1 0 1


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'

−3 0 −4
0 −3 −4
0 0 −1

∣∣∣∣∣∣
1 −2 0

−2 1 0
1 1 −3

 '

 3 0 0
0 3 0
0 0 −1

∣∣∣∣∣∣
3 6 −12
6 3 −12
1 1 −3



'

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
1 2 −4
2 1 −4

−1 −1 3

 .

Per tantA és regular i

A−1
=

 1 2 −4
2 1 −4

−1 −1 3

 .

(b) Estudiem ara la matriu

A =

 1 2 3
1 1 2
2 3 5

 .

Aplicant el m̀etode de Gauss-Jordan a la matriuA | I tenim 1 2 3
1 1 2
2 3 5

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 '

 1 2 3
0 −1 −1
0 −1 −1

∣∣∣∣∣∣
1 0 0

−1 1 0
−2 0 1



'

−1 0 −1
0 −1 −1
0 0 0

∣∣∣∣∣∣
1 −2 0

−1 1 0
1 1 −1

 ,

i la manca d’un tercer pivot (aparició d’una fila de zeros) ens diu queA no és regular.
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2
Determinants

El concepte de determinantés un instrument de gran interès tèoric i pràctic per a l’̀algebra lineal.
Tot i la seva aparent complexitat formal, representa una alternativa als procediments de càlcul
basats en el m̀etode de Gauss, als quals supera sovint en elegància i profunditat.

Farem servir en aquest capı́tol algunes nocions i resultats sobre permutacions, que hem preferit
recollir en un altre lloc (ap̀endix A). Per fer ben ńıtida la notacío, ser̀a convenient escriure com
a j

i el coeficient situat a la filai i la columnaj d’una matriu geǹericaA ∈ Mn×n(R), i posar, quan
sigui necessari especificar les files deA,

A = (A1 A2 · · · An) .

2.1 Definicío i propietats

Donada una matriu quadradaA ∈ Mn×n(R),

A =


a1

1 a2
1 · · · an

1
a1

2 a2
2 · · · an

2
. . . . . . . . . . . . . . . .

a1
n a2

n · · · an
n

 ,
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es defineix el seudeterminantcom el nombre real

det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1

1 a2
1 · · · an

1
a1

2 a2
2 · · · an

2
. . . . . . . . . . . . . . . .

a1
n a2

n · · · an
n

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∑
σ∈Pn

ε(σ )aσ1
1 aσ2

2 · · · aσn
n ,

de manera que det(A) és la suma den! termes, cada un dels qualsés el producte den coeficients
de la matriu (un de cada fila i, al mateix temps, un de cada columna) amb un signe+ o −. En
els casosn = 2 i n = 3 fem servir aquesta definició directament; a partir den = 4 cal rećorrer a
procediments indirectes que deduirem de les propietats del determinant.

Exemples 2.1 (a) Quann = 2 noḿes hi ha dues permutacions, la identitat i la transposició
τ = (1,2). Per tant, el determinant d’una matriu 2× 2 és∣∣∣∣ a1

1 a2
1

a1
2 a2

2

∣∣∣∣ = a1
1a2

2 − a2
1a1

2 .

(b) (Regla de Sarrus.) Per an = 3 hi ha sis permutacions, tres amb signe positiu,

id = (1,2,3) , (2,3,1) , (3,1,2),

i tres amb signe negatiu,

(3,2,1) , (2,1,3) , (1,3,2).

Per tant, el determinant d’una matriu 3× 3 és∣∣∣∣∣∣
a1

1 a2
1 a3

1
a1

2 a2
2 a3

2
a1

3 a2
3 a3

3

∣∣∣∣∣∣ = a1
1a2

2a3
3 + a2

1a3
2a1

3 + a3
1a1

2a2
3 − a3

1a2
2a1

3 − a2
1a1

2a3
3 − a1

1a3
2a2

3 .

Una manera de recordar aquests termesés l’esquema següent:

Signe + Signe –
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(c) Si una matriuA té una fila de zeros, det(A) = 0. En efecte: si la filai és tota nul·la, el terme
corresponent a cadaσ ∈ Pn cont́e el factoraσi

i = 0, per tant tots els termes són nuls.

(d) Si A és una matriutriangular inferior, és a dir, sia j
i = 0 quani < j , el seu determinant́es

el producte dels elements de ladiagonal principal:

det(A) = a1
1a2

2 · · · an
n .

En efecte: per tal que el terme corresponent a unaσ ∈ Pn no contingui cap dels zeros situats
sobre la diagonal principal, ha de serσ1 = 1, σ2 = 2, i aix́ı successivament fins aσn = n; en
definitiva, noḿes pot ser el terme deσ = id, i d’aqúı el valor de det(A). En particular, aix̀o
tamb́e és v̀alid si A és una matriudiagonal, és a dir, sia j

i = 0 quani 6= j . Per exemple,
det(In) = 1 per a totn.

Teorema 2.2 (a) El determinant és una funció multilineal de les files, és a dir:

(1) Si una fila es descompon en una suma, Ai = Bi + Ci , aleshores

det(A1 · · · Ai · · · An) = det(A1 · · · Bi · · · An)+ det(A1 · · · Ci · · · An) .

(2) Si en una fila es treu un factor comú, Ai = t Bi , aleshores

det(A1 · · · Ai · · · An) = t det(A1 · · · Bi · · · An) .

(b) El determinant és una funció alternada de les files, és a dir, si dues files són iguals, Ai = Aj ,
el determinant és zero:

det(A1 · · · Ai · · · Aj · · · An) = 0 .

DEMOSTRACIÓ. (a) Com queAi = Bi + Ci , tenim quea j
i = b j

i + c j
i per a qualsevolj =

1,2 . . . ,n; per tant,aσi
i = bσi

i + cσi
i per a tota permutació σ . Aplicant aix̀o a cada terme arribem

immediatament a obtenir la propietat (1). El raonament per a la (2)és aǹaleg.

(b) Si τ = (i, j ) sabem queσ 7→ στ transforma biuńıvocament el conjuntP+

n de totes les
permutacions de signe positiu en el conjuntP−

n de totes les permutacions de signe negatiu.
Tenint, a ḿes, en compte queak

i = ak
j per a totk, resulta:

det(A1 · · · Ai · · · Aj · · · An) =

=

∑
σ∈P+

n

[
ε(σ )aσ1

1 · · · aσi
i · · · a

σj

j · · · aσn
n + ε(στ)a(στ)11 · · · a(στ)ii · · · a

(στ)j
j · · · a(στ)nn

]
=

∑
σ∈P+

n

[
ε(σ )aσ1

1 · · · aσi
i · · · a

σj

j · · · aσn
n − ε(σ )aσ1

1 · · · a
σj

i · · · aσi
j · · · aσn

n

]
=

∑
σ∈P+

n

ε(σ )
[
aσ1

1 · · · aσi
i · · · a

σj

j · · · aσn
n − aσ1

1 · · · a
σj

i · · · aσi
j · · · aσn

n

]
= 0 .
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Corol.lari 2.3 (a) Si permutem dues files d’una matriu A, el determinant canvia de signe:

det(A1 · · · Ai · · · Aj · · · An) = − det(A1 · · · Aj · · · Ai · · · An) .

(b) Més en general, per a qualsevol permutació σ ,

det(Aσ1 Aσ2 · · · Aσn) = ε(σ )det(A1 A2 · · · An) .

(c) Si a una fila li sumem o restem un múltiple d’una altra fila, el determinant no varia:

det(A1 · · · Ai + t Aj · · · Aj · · · An) = det(A1 · · · Ai · · · Aj · · · An) .

DEMOSTRACIÓ. (a) Partint de la relació

det(A1 · · · Ai + Aj · · · Ai + Aj · · · An) = 0

i aplicant la multilinealitat, tenim que

det(A1 · · · Ai · · · Ai · · · An)+ det(A1 · · · Ai · · · Aj · · · An)+

+ det(A1 · · · Aj · · · Ai · · · An)+ det(A1 · · · Aj · · · Aj · · · An) = 0 ,

és a dir,
det(A1 · · · Ai · · · Aj · · · An) = − det(A1 · · · Aj · · · Ai · · · An) ,

ja que els altres dos determinants són nuls.

(b) Com que tota permutació és producte de transposicions,σ = τ1τ2 · · · τp, i ε(σ ) = (−1)p,
posantAσ = (Aσ1 Aσ2 · · · Aσn) podem escriure

det(Aσ ) = det(Aτ1τ2···τp) = (−1)det(Aτ2···τp) = · · · = (−1)p det(A) = ε(σ )det(A) .

(c) Aplicant novament el teorema anterior,

det(A1 · · · Ai + t Aj · · · Aj · · · An) =

= det(A1 · · · Ai · · · Aj · · · An)+ det(A1 · · · t Aj · · · Aj · · · An)

= det(A1 · · · Ai · · · Aj · · · An)+ t det(A1 · · · Aj · · · Aj · · · An)

= det(A1 · · · Ai · · · Aj · · · An) .

Teorema 2.4 det(At) = det(A). En conseqüència, totes les propietats del determinant enuncia-
des per files són vàlides també per a columnes.
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DEMOSTRACIÓ. Si a j
i és el coeficient geǹeric deA i b j

i el deAt , sabem queb j
i = ai

j . Aleshores

det(At) =

∑
σ∈Pn

ε(σ )bσ1
1 bσ2

2 · · · bσn
n .

Reordenant els factors de cada un dels termes segons el superı́ndex tenim que

det(At) =

∑
σ∈Pn

ε(σ )b1
σ−1

1
b2
σ−1

2
· · · bn

σ−1
n

=

∑
σ∈Pn

ε(σ−1)aσ
−1

1
1 aσ

−1
2

2 · · · aσ
−1

n
n ,

ja queε(σ ) = ε(σ−1). Posemτ = σ−1. Com que el sumatori anterior consta delsn! termes
corresponents a totes les possibles permutacions, podem escriure

det(At) =

∑
τ∈Pn

ε(τ )aτ11 aτ22 · · · aτnn = det(A) .

Teorema 2.5 (Fórmula del producte.) det(AB) = det(A)det(B).

DEMOSTRACIÓ. Si C = AB = (C1 C2 · · · Cn), cada una d’aquestes files es pot escriure
com

Ci =

n∑
k=1

ak
i Bk ,

és a dir, les files deAB són el que s’anomena “combinacions lineals” de les files deB. Repre-
sentem perRn el conjunt de totes les permutacions amb repetició de 1,2, . . . ,n. Aleshores

det(AB) = det(C1 C2 · · · Cn)

= det

(
n∑

k=1

ak
1 Bk

n∑
k=1

ak
2 Bk · · ·

n∑
k=1

ak
n Bk

)
.

Aplicant la multilinealitat del determinant queda

det(AB) =

∑
r ∈Rn

det(ar1
1 Br1 ar2

2 Br2 · · · arn
n Brn)

=

∑
r ∈Rn

ar1
1 ar2

2 · · · arn
n det(Br1 Br2 · · · Brn) .

Dels determinants que intervenen en aquest sumatori, podem eliminar tots els que tenen alguna
fila repetida, i deixar noḿes aquells per als qualsr és una permutació sense repeticions,és a dir,
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r ∈ Pn. Per tant,

det(AB) =

∑
r ∈Rn

ar1
1 ar2

2 · · · arn
n det(Br1 Br2 · · · Brn)

=

∑
r ∈Pn

ε(r )ar1
1 ar2

2 · · · arn
n det(B1 B2 · · · Bn) = det(A)det(B) .

2.2 C̀alcul de determinants

Quann ≥ 4, el nombre de termes del sumatori que defineix el determinantés ḿes gran o
igual que 24 i creix molt r̀apidament, fent impracticable la fórmula original. Estudiarem ara dos
procediments de càlcul alternatius.

Mètode de Gauss. Operant per files es pot arribar sempre a una matriu triangular, el determinant
de la quaĺes, segons hem vist, el producte dels coeficients de la diagonal principal. Només cal
tenir en compte tres punts:

(a) Intercanviar dues files canvia el signe del determinant.

(b) Cada vegada que fem servir la regla del pivot per transformar una fila, cal dividir el deter-
minant resultant pel pivot utilitzat.

(c) Si apareix una fila de zeros no cal seguir, perquè el determinant val zero.

Exemple 2.6 Càlcul del determinant∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 −3 2
3 −2 1 4
2 −3 1 −2
2 −1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Marcant els pivots tenim∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 −3 2
3 −2 1 4
2 −3 1 −2
2 −1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 −3 2
0 −7 11 2
0 −4 4 −4
0 −2 3 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
1

2

1

72

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 −3 2
0 −7 11 2
0 0 16 36
0 0 1 11

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

1

2

1

72

1

16

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 −3 2
0 −7 11 2
0 0 16 36
0 0 0 140

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
2 · (−7) · 16 · 140

2 · 72 · 16
= −20.
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Donada una matriuA ∈ Mn×n(R) i fixat un coeficienta j
i , denotarem perA j −

i − la submatriu
d’ordren − 1 que s’obt́e eliminant la filai i la columna j de la matriuA. Anomenaremadjunt
dea j

i al determinant d’aquesta submatriu multiplicat per(−1)i + j :

A j
i = (−1)i + j det(A j −

i − ) .

És f̀acil recordar el signe corresponent a cada coeficient amb l’ajut de l’esquema següent:
+ − + − · · ·

− + − + · · ·

+ − + − · · ·

...
...

...
...

. . .

 .

Lema 2.7 Si tots els coeficients de la fila i diferents de a j
i són zero, aleshores

det(A) = a j
i A j

i .

DEMOSTRACIÓ. Fenti − 1 canvis de fila ij − 1 canvis de columna podem situar el coeficient
a j

i a la posicío (1,1), conservant la filai , que passa a ser la primera, i la columnaj , que tamb́e
passa a ser-ho. En aquest procés, la filai i la columna j s’hauran desordenat:

A =



a1
1 a2

1 . . . a j
1 . . . an

1

a1
2 a2

2 . . . a j
2 . . . an

2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . a j
i . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a1
n a2

n . . . a j
n . . . an

n


, B =



a j
i 0 . . . 0 . . . 0

a j
1 a1

1 . . . a j −1
1 . . . an

1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a j
i −1 a1

i −1 . . . a j −1
i −1 . . . an

i −1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a j
n a1

n . . . a j −1
n . . . an

n


.

Si representem perb j
i els coeficients de la matriuB, podem escriure

det(A) = (−1)i + j det(B) = (−1)i + j
∑
σ∈Pn

ε(σ )bσ1
1 bσ2

2 · · · bσn
n .

El primer coeficient de cada termeés zero, excepte siσ1 = 1. Per tant,

det(B) =

∑
σ∈Pn
σ1=1

ε(σ )bσ1
1 bσ2

2 · · · bσn
n = b1

1

∑
σ∈Pn−1

ε(σ )bσ2
2 · · · bσn

n ,

ja que les permutacionsσ ∈ Pn tals queσ1 = 1 śon les permutacions dels elements 2,3, . . . ,n.
D’altra banda,B−1

−1 = A− j
−i , per tant,

det(A) = (−1)i + j det(B) = (−1)i + j b1
1B1

1 = a j
i A j

i .
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Teorema 2.8 (Regla de Laplace.) Fixada una fila i qualsevol d’una matriu A, es compleix que

det(A) = a1
i A1

i + a2
i A2

i + · · · + an
i An

i .

DEMOSTRACIÓ. Expressem la filai com a suma den files:

Ai = (a1
i 0 · · · 0)+ (0 a2

i . . . 0)+ · · · + (0 0 · · · an
i ) = Ai1 + Ai2 + · · · + Ain .

Aplicant ara la multilinealitat del determinant i el lema anterior resulta que

det(A) = det(A1 A2 · · · Ai · · · An)

= det(A1 · · · Ai1 · · · An)+ det(A1 · · · Ai2 · · · An)+

+ · · · + det(A1 · · · Ain · · · An)

= a1
i A1

i + a2
i A2

i + · · · + an
i An

i .

Observacions 2.9(a) La regla de Laplacées l’altre procediment habitual per a calcular deter-
minants. Tenint en compte que hi ha una regla de Laplace “anàloga” per columnes, es parla en
general dedesenvolupament d’un determinant pels coeficients d’una lı́nia.

(b) Si es multipliquen els coeficients d’una fila (o columna) pels adjunts d’una altra el resultatés
zero, ja que correspon al càlcul d’un determinant amb dues files (o columnes) iguals: sii 6= k,

a1
i A1

k + a2
i A2

k + · · · + an
i An

k = 0,

i això ser̀a d’utilitat més endavant per justificar la fórmula del c̀alcul de la inversa.

Exemple 2.10 En el determinant que hem calculat abans pel mètode de Gauss, una vegada
obtinguts els zeros de la primera columna podem aplicar la regla de Laplace, que redueix el
càlcul a aplicar la regla de Sarrus:∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 −3 2
3 −2 1 4
2 −3 1 −2
2 −1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 −3 2
0 −7 11 2
0 −4 4 −4
0 −2 3 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
1

2
2

∣∣∣∣∣∣
−7 11 2
−4 4 −4
−2 3 −1

∣∣∣∣∣∣ = −20.

2.3 Matrius regulars i sistemes d’equacions

Dedicarem la primera part d’aquesta secció a caracteritzar les matrius regulars i a donar un pro-
cediment per al c̀alcul de la inversa quées una alternativa al m̀etode de Gauss-Jordan. A conti-
nuacío, aplicarem els determinants i les matrius regulars a la resolució dels sistemes d’equacions
lineals.
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Si A ∈ Mn×n(R), Aad representarà lamatriu adjuntade A, que resulta de substituir cada coefi-
cienta j

i de A pel seu adjuntA j
i .

Teorema 2.11Una matriu A és regular si, i només si, det(A) 6= 0. En aquest cas

A−1
=

1

det(A)
(Aad)t .

DEMOSTRACIÓ. (H⇒) Si A és regular, aplicant la fórmula del producte a la relació AA−1
= I ,

resulta que det(A)det(A−1) = 1. Per tant, det(A) 6= 0 i, a ḿes,

det(A−1) =
1

det(A)
.

(⇐H) Aplicant la regla de Laplace i la segona de les observacions que la segueixen, tenim

A(Aad)t = det(A) I = (Aad)t A ;

per tant, si det(A) 6= 0 podem dividir per det(A) i apareix, efectivament, la inversa deA que
proposa l’enunciat.

Exemples 2.12Considerem les dues matrius que hem estudiat al final del capı́tol anterior.

(a) La matriu

A =

 1 2 4
2 1 4
1 1 3


és regular perqùe det(A) = −1. Aplicant la f́ormula de la inversa, tenim que

A−1
=

1

−1

−1 −2 4
−2 −1 4

1 1 −3

 =

 1 2 −4
2 1 −4

−1 −1 3

 .

(b) La matriu

B =

 1 2 3
1 1 2
2 3 5


no és regular perqùe det(B) = 0, és a dir,B no t́e inversa.



28 R. Amer i F. Carreras Determinants

Un sistema d’equacions linealsés unsistema de Cramersi té tantes equacions com incògnites
i la matriu dels coeficientśes regular. Tenint en compte que un sistema d’equacions lineals pot
expressar-se matricialment perAX = B, on X és la matriu columna de les incògnites iB la
dels termes independents, es dedueix que tot sistema de Cramerés compatible determinat, ja que
l’ única solucío és

X = A−1B .

Una forma alternativa d’obtenir aquesta solució és la seg̈uent.

Teorema 2.13 (Regla de Cramer.) Si AX = B és un sistema de Cramer i A1, A2, . . . , An són
les columnes de la matriu A ∈ Mn×n(R), la solució del sistema ve donada per les fórmules

xi =
det(A1 A2

· · · B · · · An)

det(A1 A2 · · · Ai · · · An)
per a i = 1,2, . . . ,n.

DEMOSTRACIÓ. La solucío única del sistema està formada pels coeficients de la relació

B = x1A1
+ x2A2

+ · · · + xn An .

Aleshores, per a cadai = 1,2, . . . ,n tenim que

det(A1 A2
· · ·

i
^

B · · · An) =

n∑
k=1

det(A1 A2
· · ·

i
^

xk Ak
· · · An)

= xi det(A1 A2
· · · Ai

· · · An) ,

d’on es dedueix que

xi =
det(A1 A2

· · · B · · · An)

det(A1 A2 · · · Ai · · · An)
.

Exemples 2.14(a) Estudiem novament un sistema que en el capı́tol anterior hav́ıem resolt pel
mètode de Gauss:

x + 4y + 3z = 1

2x + 5y + 4z = 4

x − 2y − 2z = 3

 .

L’escriurem matricialment posant 1 4 3
2 5 4
1 −2 −2

 x
y
z

 =

 1
4
3

 .
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El determinant de la matriu dels coeficientsés det(A) = 3, per tant es tracta d’un sistema de
Cramer. La seva solució és

x =

∣∣∣∣∣∣
1 4 3
4 5 4
3 −2 −2

∣∣∣∣∣∣
3

= 3 , y =

∣∣∣∣∣∣
1 1 3
2 4 4
1 3 −2

∣∣∣∣∣∣
3

= −2 , z =

∣∣∣∣∣∣
1 4 1
2 5 4
1 −2 3

∣∣∣∣∣∣
3

= 2 .

(b) (Interpolacío polinòmica.) Aquestés un problema amb cert interès pr̀actic: donatsn punts
del pla d’abcisses diferents

(a1,b1), (a2,b2), . . . , (an,bn) ,

es planteja el problema de determinar un polinomi de grau menor o igual quen − 1 i, per tant,
ambn coeficients indeterminats,

f (x) = A0 + A1x + A2x2
+ · · · + An−1xn−1,

la gr̀afica del qual passi pelsn punts donats. Imposant les condicions obtenim un sistema den
equacions ambn incògnites

A0 + a1A1 + a2
1 A2 + · · · + an−1

1 An−1 = b1

A0 + a2A1 + a2
2 A2 + · · · + an−1

2 An−1 = b2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

A0 + an A1 + a2
n A2 + · · · + an−1

n An−1 = bn


.

El determinant de la matriu dels coeficients d’aquest sistemaés conegut com adeterminant de
Vandermonde, i és funcío dea1,a2, . . . ,an:

V(a1,a2, . . . ,an) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a1 a1

2 . . . a1
n−1

1 a2 a2
2 . . . a2

n−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 an an
2 . . . an

n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Demostrem per inducció que aquest determinantés el producte de les diferències entre elsai , és
a dir,

V(a1,a2, . . . ,an) =

∏
i< j

(aj − ai ) .

El casn = 2 és trivial. Considerem el polinomi

g(x) = V(a1,a2, . . . ,an−1, x)
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que,òbviament, s’anul·la per ax = a1, x = a2, . . . , x = an−1 i és de graun − 1, i per tantés
de la forma

g(x) = λ(x − a1)(x − a2) · · · (x − an−1) .

Com queλ és el coeficient dexn−1, coincideix ambV(a1,a2, . . . ,an−1), que per hip̀otesi d’in-
duccío és ∏

i< j<n

(aj − ai ) .

Per tant

V(a1,a2, . . . ,an) = g(an) = (an − a1)(an − a2) · · · (an − an−1)
∏

i< j<n

(aj − ai ) =

∏
i< j

(aj − ai ) .

L’expressío obtinguda per al determinant de Vandermonde ens diu queV(a1,a2, . . . ,an) 6= 0,
de manera que el sistema d’equacionsés de Cramer i el problema de la interpolació polinòmica
admet sempre unáunica solucío.

Pretenem ara generalitzar la filosofia de la regla de Cramer i resoldre sistemes d’equacions lineals
arbitraris. Noḿes necessitem introduir les nocions de menor d’una matriu i inclusió de menors.

Un menor d’ordre rd’una matriuA ∈ Mm×n(R) és el determinant d’una submatriu formada per
la interseccío der files i r columnes deA escollides arbitr̀ariament. (Per ab́us de llenguatge,
s’anomena tamb́e menor a la pr̀opia submatriu.) Direm que un menorM ′ cont́ea un menorM si
les files i columnes que determinenM formen part, respectivament, de les files i columnes que
determinenM ′.

Si AX = B és un sistema d’equacions linealsm × n representat matricialment, direm que la
matriu Aa

= A | B, obtinguda per juxtaposició de la columna dels termes independents,és la
matriu ampliadadel sistema.

Suposem queM és un menor regular m̀axim deA, és a dir, que no el conté cap altre menor regular
de A. En el caṕıtol 3, veurem que siM tamb́e és un menor regular m̀axim deAa aleshores el
sistemáes compatible. Suposem–ho aixı́ i posem queM sigui d’ordrer . Veurem tamb́e que, si
r < m, totes les equacions que no intervenen aM són redundants i poden, per tant, suprimir–
se, de manera que podem suposarr = m. Ara, si r = n el sistemáes de Cramer i sabem com
resoldre’l. Sir < n, primer passarem a formar part dels termes independents de les equacions els
termes de les inc̀ognites que no intervenen aM , les quals faran deparàmetres lliures. Resolent
el sistema de Cramer resultant obtindrem lesr incògnites principals en funció de lesn − r que
hem deixat com a paràmetres.
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Exemple 2.15Considerem el sistema

2x + y − z + t = 1

x + y − z + 2t = 3

3x + 2y − z + 3t = 6

6x + 4y − 3z + 6t = 10

 .

Preparem simultàniament la matriu dels coeficients i la matriu ampliada:
2 1 −1 1
1 1 −1 2
3 2 −1 3
6 4 −3 6

∣∣∣∣∣∣∣∣
1
3
6

10

 .

Com que el menor

M =

∣∣∣∣∣∣
2 1 −1
1 1 −1
3 2 −1

∣∣∣∣∣∣
és diferent de zero i els cinc menors 4×4 de la matriuAa són nuls,M és un menor regular m̀axim
de A i de Aa, i per tant el sistemáes compatible indeterminat. Suprimint la darrera equació i
passant a la dreta els termes de l’incògnitat , queda el sistema de Cramer (respectex, y, z) 2 1 −1

1 1 −1
3 2 −1

 x
y
z

 =

 1 − t
3 − 2t
6 − 3t

 ,

que, resolt per la regla de Cramer o bé invertint la matriuM , ens d́ona com a solució general del
sistema original, en funció de la inc̀ognitat com a par̀ametre lliure,

x = −2 + t , y = 7 − 3t , z = 2 , t = t .
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3
Espais vectorials

Aquest caṕıtol i el seg̈uent —i, de fet, tots els altres— tracten essencialment dels espais numèrics
Rn, prototipus dels espais vectorials de dimensió finita, i dels seus subespais. El punt centralés
el concepte de dimensió, del qual deriva la noció de rang que apareix constantment a la pràctica.

3.1 L’espai vectorial num̀eric Rn

Recordem que les propietats d’ordenació total i completitud del conjuntR dels nombres reals
permeten representar-los biunı́vocament com a punts d’una recta —una vegada escollits en ella
l’origen i la unitat de longitud—, ráo per la qual aquests nombres s’anomenen sovintescalars.

El śımbolRn representarà el producte cartesiàR×R×

n
^
· · ·×R. Un element geǹeric d’aquest con-

junt, des d’ara unvectordeRn, és de la formau = (x1, x2, . . . , xn). Els nombresx1, x2, . . . , xn

són lescomponentsdel vectoru, i recordem que, siv = (y1, y2, . . . , yn), es compleix queu = v

si, i noḿes si,xi = yi per ai = 1,2, . . . ,n.

Es defineixen dues operacions bàsiques. Lasumade dos vectorsu, v ∈ Rn és el vectoru + v =

(x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn). El producted’un vectoru ∈ Rn per un escalart ∈ R és el
vector tu = (t x1, t x2, . . . , t xn). Les propietats fonamentals d’aquestes operacions —totes de
fàcil comprovacío— śon les seg̈uents:
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(a) Associativa de la suma:(u + v)+ w = u + (v + w).

(b) Commutativa de la suma:u + v = v + u.

(c) Neutre de la suma: existeix un vector 0 tal que 0+ u = u per a totu ∈ Rn.

(d) Oposats per la suma: per a cada vectoru existeix un vector−u tal queu + (−u) = 0.

(e) Distributiva del producte per a la suma de vectors:t (u + v) = tu + tv.

(f) Distributiva del producte per a la suma d’escalars:(t + s)u = tu + su.

(g) Associativitat dels productes:t (su) = (ts)u.

(h) Unitat: 1u = u.

Es diu queRn, dotat amb les dues operacions descrites que compleixen aquestes propietats,és
un espai vectorial, l’espai vectorial num̀eric de dimensío n. En general:

Definició 3.1 Tot conjunt provist d’una suma interna i un producte per escalars que compleixen
les propietats (a)–(h)́es unespai vectorial real.

Els conjunts de matrius d’un mateix tipus, elsMm×n(R), tamb́e śon espais vectorials reals. De
fet, podem identificarRn amb M1×n(R) o Mn×1(R), segons escrivim els vectors en fila o en
columna.

Si el producte està definit per a tott ∈ C (conjunt dels nombres complexos), es parla d’espai
vectorial complex: aquest seria, per exemple, el cas deCn o Mm×n(C).

Observacions 3.2(a) Tornant aRn, la diferènciade dos vectorsu i v es defineix comu − v =

u + (−v), i el quocientd’un vectoru per un escalart 6= 0 com

u

t
=

1

t
u .

Les propietats d’aquestes dues operacions secundàries śon les derivades de (a)–(h).

(b) R2 ser̀a anomenat simplementel pla, i R3 l’espai. Aquests dos espais vectorials admeten
la representació gr̀afica habitual, una vegada escollits l’origen, la unitat de longitud i uns eixos
perpendiculars entre si. D’aquesta manera, l’espai, per exemple, coincideix amb l’espai dels
vectors lliuresusual en la F́ısica: hom pot identificar els vectors(1,0,0), (0,1,0) i (0,0,1) de
R3 ambEı , E i Ek respectivament, i escriure

u = (x1, x2, x3) = x1Eı + x2 E + x3Ek .

La suma correspon, geomètricament, a la regla del paral·lelogram, i el producte per escalars a la
prolongacío proporcional dels vectors en un sentit o l’altre segons el signe del factor escalar.
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Un subconjuntS ⊂ Rn és unsubespai vectorialdeRn si compleix les condicions següents:

(1) 0 ∈ S.

(2) u, v ∈ S H⇒ u + v ∈ S.

(3) u ∈ S H⇒ tu ∈ Sper a tott ∈ R.

La condicío (1) expressa queS 6= ∅. Les altres dues garanteixen que la suma i la multiplicació
per escalars restringides aS són operacions internes deS. Com que les propietats (a)–(h) ro-
manen v̀alides dins deS, aquest conjunt́es, per ell mateix, un espai vectorial real. Per tant, les
definicions i els resultats que d’ara endavant s’estableixen per a espais vectorials són aplicables
no noḿes aRn sinó tamb́e als seus subespais.

Exemples 3.3(a) {0} i Rn són els anomenatssubespais trivialsdeRn.

(b) Cada vectore 6= 0 deRn defineix el subespai〈 e〉 = {te; ∀t ∈ R }, anomenatrecta engen-
dradapere. En el cas del plaR2, aquest́es l’únic tipus possible de subespai no trivial.

(c) Tota equacío lineal homog̀eniaa1x1 + a2x2 + · · · + anxn = 0 defineix un subespai deRn,
format pels vectorsu = (x1, x2, . . . , xn) que la satisfan. Ḿes en general,́es igualment f̀acil
veure que el conjunt de les solucions de qualsevol sistema d’equacions lineals homogènies amb
n incògnitesés un subespai deRn. Aquestáes una de les dues maneres habituals de descriure un
subespai: donant–ne lesequacions implı́cites.

3.2 Depend̀encia lineal

Sigui E un espai vectorial real (per fixar idees, el lector pot suposar queE ésRn, o qualsevol
dels seus subespais).

Un vectorv éscombinacío lineal dels vectorsu1,u2, . . . ,um si existeixen escalarst1, t2, . . . , tm
tals que

t1u1 + t2u2 + · · · + tmum = v .

El vector 0, per exemple,és combinacío lineal de qualsevol conjunt de vectors.

Els vectorsu1,u2, . . . ,um són linealment dependentssi existeix alguna combinació lineal no
trivial (és a dir, amb algun coeficient no nul) d’aquests vectors que dóna 0. Per tant, direm que
u1,u2, . . . ,um són linealment independentssi

t1u1 + t2u2 + · · · + tmum = 0 H⇒ t1 = t2 = · · · = tm = 0 .
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Observacions 3.4(a) Estudiar si un vectorv ∈ Rn és combinacío lineal deu1,u2, . . . ,um

condueix a discutir un sistema den equacions lineals: les incògnites śon t1, t2, . . . , tm, els seus
coeficients śon les components dels vectorsu1,u2, . . . ,um escrites en columna i els termes in-
dependents śon les components dev. La respostáes afirmativa si, i noḿes si, el sistemáes
compatible.

(b) Anàlogament, per saber siu1,u2, . . . ,um són linealment independents es planteja un sistema
que coincideix amb l’anterior excepte en els termes independents, que aquı́ són tots nuls. Ara, els
vectors śon linealment independents si, i només si, el sistema (homogeni i, per tant, compatible)
és determinat.

Proposició 3.5 Els vectors u1,u2, . . . ,um són linealment dependents si, i només si, algun d’ells
és combinació lineal dels restants.

DEMOSTRACIÓ. (H⇒) Si śon linealment dependents, existirà unarelació de depend̀encia

t1u1 + t2u2 + · · · + tmum = 0

amb algun coeficient no nul. Sense perdre generalitat podem suposar quet1 6= 0; aleshores tenim
que

u1 = −
t2
t1

u2 − · · · −
tm
t1

um ,

i això demostra queu1 és combinacío lineal dels restants.

(⇐H) Si, per exemple,u1 = s2u2 + · · · + smum, apareix la relacío

u1 − s2u2 − · · · − smum = 0 ,

on almenys el coeficient deu1 noés nul. Per tant,u1,u2, . . . ,um són linealment dependents.

De manera equivalent, es pot enunciar:els vectors u1,u2, . . . ,um són linealment independents
si, i només si, cap d’ells és combinació lineal dels altres.

Proposició 3.6 Si el vector v és combinació lineal dels vectors u1,u2, . . . ,um, ho és de forma
única si, i només si, u1,u2, . . . ,um són linealment independents.

DEMOSTRACIÓ. (H⇒) Suposem quev s’expressa de maneráunica com a combinació lineal
dels vectorsu1,u2, . . . ,um:

v = s1u1 + s2u2 + · · · + smum .
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Aleshores, si
t1u1 + t2u2 + · · · + tmum = 0 ,

sumant les dues igualtats tindrem que

v = (t1 + s1)u1 + (t2 + s2)u2 + · · · + (tm + sm)um,

i de la unicitat de l’expressió dev es dedueix queti + si = si per a toti = 1,2, . . . ,m. Per tant,
t1 = t2 = · · · = tm = 0 i els vectorsu1,u2, . . . ,um són linealment independents.

(⇐H) Si
v = t1u1 + t2u2 + · · · + tmum

v = s1u1 + s2u2 + · · · + smum

són dues expressions dev com a combinació lineal deu1,u2, . . . ,um, en restar-les obtenim

(t1 − s1)u1 + (t2 − s2)u2 + · · · + (tm − sm)um = 0 .

La independ̀encia lineal d’aquests vectors implica queti − si = 0 per ai = 1,2, . . . ,m, és a dir,
v s’expressa de maneraúnica com a combinació lineal deu1,u2, . . . ,um.

Proposició 3.7 Si um és combinació lineal de u1,u2, . . . ,um−1, aleshores tot vector que sigui
combinació lineal de u1,u2, . . . ,um també ho és de u1,u2, . . . ,um−1.

DEMOSTRACIÓ. Suposem queum = s1u1 + s2u2 + · · · + sm−1um−1. Si

v = t1u1 + t2u2 + · · · + tmum,

només cal substituir en aquesta relació l’expressío anterior deum per obtenir

v = (t1 + s1tm)u1 + (t2 + s2tm)u2 + · · · + (tm−1 + sm−1tm)um−1 .

Un conjunt{u1,u2, . . . ,um} de vectors deE és unsistema de generadorsdeE si tots els vectors
d’aquest espai śon combinacío lineal deu1,u2, . . . ,um.

Unabasede E és un sistema de generadors linealment independents deE. Si hem escollit una
baseB = {e1,e2, . . . ,en} de E, cada vectoru ∈ E s’escriu de formáunica com

u = x1e1 + x2e2 + · · · + xnen .

Els coeficientsx1, x2, . . . , xn d’aquesta combinació lineal śon lescomponents de u en la base
B. Habitualment, les bases —i per tant les llistes de components dels vectors— es consideren
ordenades.
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Exemples 3.8(a) Labase caǹonicadeRn és la formada pels vectors

e1 = (1,0, . . . ,0), e2 = (0,1, . . . ,0), . . . , en = (0,0, . . . ,1),

i es representa perBc. Les components d’un vectoru = (x1, x2, . . . , xn) en aquesta base són,
precisament,x1, x2, . . . , xn.

(b) Generalitzant la idea de recta engendrada per un vector, obtindrem la segona manera habitual
de descriure un subespai. Donatsu1,u2, . . . ,um ∈ Rn, es defineix elsubespai engendratper
aquests vectors com el conjunt de totes les seves combinacions lineals,és a dir,

〈u1,u2, . . . ,um〉 = {t1u1 + t2u2 + · · · + tmum ; ∀ t1, t2, . . . , tm ∈ R}

(el lector comprovar̀a que aix̀o és, efectivament, un subespai).És clar que{u1,u2, . . . ,um} és
un sistema de generadors d’aquest subespai. Si els vectors són linealment independents, formen
una base del subespai; si no ho són, la proposicío anterior ens d́ona un procediment recursiu
per eliminar vectors d’aquest sistema fins a obtenir-ne un subconjunt de generadors linealment
independents que, aleshores, serà una base del subespai: només cal suprimir els vectors que
siguin combinacío lineal dels anteriors.

Teorema 3.9 Suposem que u1,u2, . . . ,uk són vectors linealment independents de E, i que
e1,e2, . . . ,em formen un sistema de generadors del mateix espai. Aleshores, k ≤ m.

DEMOSTRACIÓ. Com quee1,e2, . . . ,em generen l’espaiE, els vectorsu1,u2, . . . ,uk són com-
binacío lineal d’ells:

u1 = a11e1 + a21e2 + · · · + am1em ,

u2 = a12e1 + a22e2 + · · · + am2em ,

...

uk = a1ke1 + a2ke2 + · · · + amkem .

En substituir aquestes expressions a la combinació lineal

t1u1 + t2u2 + · · · + tkuk

i agrupar els coeficients dee1,e2, . . . ,em obtenim

(a11t1 + a12t2 + · · · + a1ktk)e1+

+(a21t1 + a22t2 + · · · + a2ktk)e2+

+ · · · + (am1t1 + am2t2 + · · · + amktk)em .
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Aleshores, sik > m el sistema d’equacions

a11t1 + a12t2 + · · · + a1ktk = 0

a21t1 + a22t2 + · · · + a2ktk = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1t1 + am2t2 + · · · + amktk = 0


,

que t́em equacions ik incògnites,́es indeterminat,́es a dir, t́e solucions diferents de la trivial, les
quals compleixen que

t1u1 + t2u2 + · · · + tkuk = 0 .

Això és una contradicció, ja que els vectorsu1,u2, . . . ,uk són linealment independents. Per tant,
ha de serk ≤ m.

En particular, siB = {e1,e2, . . . ,en} és una base deE, k vectors deE ambk > n no poden ser
linealment independents, ik vectors deE ambk < n no poden formar sistema de generadors de
E. Una conseqùencia fonamentaĺes el resultat següent.

Teorema 3.10 (Teorema de les bases.) Totes les bases d’un espai vectorial E tenen el mateix
nombre de vectors.

DEMOSTRACIÓ. SiguinB = {e1,e2, . . . ,en} i B′
= {e′

1,e
′

2, . . . ,e
′

m} dues bases deE. Sim< n,
B′ no és un sistema de generadors, i sim> n, els vectors deB′ no śon linealment independents.
Per tant,m = n.

Observacions 3.11Suposem queB = {e1,e2, . . . ,en} és una base deE.

(a) (Teorema de Steinitz.) Si u1,u2, . . . ,uk són vectors linealment independents deE, es poden
escollirn − k vectors de la baseB que juntament ambu1,u2, . . . ,uk formin una base deE.

El raonament́es recurrent, començant pel fet que algun vector de la baseB no és combinacío
lineal deu1,u2, . . . ,uk i, per tant, es pot afegir a ells sense perdre’s la independència lineal.

(b) Si {u1,u2, . . . ,un} són vectors linealment independents deE, aquests vectors formen base
de E.

Observem que si no fossin generadors deE existiria algun vectorun+1 deE que no seria combi-
nacío lineal d’ells,és a dir, tindŕıemn + 1 vectorsu1,u2, . . . ,un,un+1 linealment independents,
en contradiccío amb l’exist̀encia del sistema de generadorsB.
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(c) Si{u1,u2, . . . ,un} és un sistema de generadors deE, aleshores aquests vectors també formen
base deE.

En efecte: si els vectorsu1,u2, . . . ,un no fossin linealment independents, algun d’ells seria
combinacío lineal dels altres, i eliminant-lo obtindrı́em un sistema de generadors deE amb
n − 1 vectors. Una altra contradicció amb l’exist̀encia deB.

3.3 Dimensío i rang

En aquesta secció retrobarem idees que estaven latents en els dos primers capı́tols i que ara
podem establir amb rigor.

Definició 3.12 La dimensío d’un espai vectoriaĺes el nombre de vectors de qualsevol de les
seves bases. Evidentment, aquesta definició queda justificada pel teorema de les bases.

El rang d’un conjunt de vectorśes la dimensío del subespai que generen: simbòlicament

rang{u1,u2, . . . ,um} = dim 〈u1,u2, . . . ,um〉 .

Exemples 3.13(a) Òbviament, dim(Rn) = n. I, per conveni, es pren dim{0} = 0.

(b) Sie 6= 0, dim〈e〉 = 1. Si S és el subespai deR3 definit per l’equacío 3x − 2y − z = 0, tenim
que dim(S) = 2, perqùe els vectors deSes poden escriure en la forma

(x, y, z) = (x, y,3x − 2y) = x(1,0,3)+ y(0,1,−2).

En general, unarecta és un subespai de dimensió 1, unpla és un subespai de dimensió 2, i un
hiperpladeRn és un subespai de dimensió n − 1.

(c) Algunes vegades cal fer servir que siS és un subespai deE, i dim(S) = dim(E), aleshores
S = E.

(d) I semprées bo tenir present que la dimensió és el nombre de paràmetres lliures que cal donar
per determinar un vector de l’espai considerat (nombre de graus de llibertat). Aixı́ veiem, per
exemple, sense necessitat d’explicitar una base, que

dim Mm×n(R) = mn.

El rang d’una matriu A∈ Mm×n(R) és el rang del conjunt de les seves columnes,és a dir, la
dimensío del subespai generat per lesn columnes deA interpretades com a vectors deRm.
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De vegades es distingeix entre el rang que acabem de definir, que s’anomenarang per colum-
nesde A, escrit rangC(A), i el concepte aǹaleg derang per filesde A, escrit rangF(A), és a
dir, la dimensío del subespai generat per lesm files de A interpretades com a vectors deRn.
Demostrarem en aquesta mateixa secció que rangC(A) = rangF(A) per a tota matriuA.

Sigui A una matriu quadradan × n, i u1,u2, . . . ,un ∈ Rn els vectors que, escrits en la base
caǹonica, formen les columnes deA. Recollim en el resultat següent les diverses caracteritzaci-
ons de les matrius regulars.

Teorema 3.14Són equivalents:

(a) A és regular.

(b) det(A) 6= 0.

(c) La triangulació de A dóna lloc a n pivots.

(d) u1,u2, . . . ,un són linealment independents (és a dir, formen base de Rn).

(e) rang(A) = n.

DEMOSTRACIÓ. (a) i (b) śon equivalents segons hem vist en el capı́tol anterior, i (d) i (e) ho śon
per la definicío de rang d’una matriu. La demostració quedar̀a completa veient que

(b) H⇒ (d) H⇒ (c) H⇒ (b) .

(b) H⇒ (d) Si considerem el sistema homogeni que permet estudiar la independència lineal de
u1,u2, . . . ,un, la condicío det(A) 6= 0 ens diu que es tracta d’un sistema de Cramer i, per tant,
compatible determinat: això significa queu1,u2, . . . ,un són linealment independents.

(d) H⇒ (c) Si els vectors śon linealment independents, la triangulació del sistema anterior ha de
donar lloc an pivots, per tal que sigui determinat.

(c) H⇒ (b) La triangulacío de la matriuA només modifica det(A) segons un factor de proporci-
onalitat no nul; si han aparegutn pivots, el determinant serà diferent de zero.

A continuacío, estudiarem dos procediments per calcular el rang d’una matriu arbitrària A ∈

Mm×n(R), l’un pel mètode de Gauss i l’altre per determinants.

Proposició 3.15 El nombre de pivots que apareixen en triangular una matriu A coincideix amb
el seu rang i, per tant, és independent del camı́ seguit per triangular-la.
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DEMOSTRACIÓ. Considerem el sistema homogeni que permet estudiar la dependència lineal
entre les columnesu1,u2, . . . ,un de la matriuA. Una vegada triangulat, hauran aparegut, di-
guem,r pivots. Això significa que lesr columnes on figuren aquests pivots són linealment
independents, perquè el sistema homogeni corresponentés compatible determinat. I que cada
una de les restantśes combinacío lineal d’elles, perqùe el sistema que tradueix aquesta qüestío
és compatible. En definitiva,r = rang(A).

Lema 3.16 El rang d’una matriu A és r si, i només si, existeix un menor regular màxim d’ordre
r .

DEMOSTRACIÓ. Posemr ′
= rang(A). En primer llocr ≤ r ′, perqùe si hi ha un menor re-

gular d’ordrer les seves subcolumnes, i per tant les columnes senceres que hi intervenen, són
linealment independents.

D’altra banda,r ′
≤ r , perqùe si hi har ′ columnes linealment independents en podem extreure,

aplicant la proposició anterior, un menor regular d’ordrer ′.

Corol.lari 3.17 Per a qualsevol matriu A es compleix que rang(A) = rang(At), és a dir, rangC(A) =

rangF(A).

DEMOSTRACIÓ. És immediata a partir de la caracterització del rang donada pel lema anterior i
del fet que el determinant de tota matriu coincideix amb el de la seva transposada.

Proposició 3.18 El rang d’una matriu A és r si, i només si, existeix algun menor regular d’ordre
r i tots els menors d’ordre r + 1 que el contenen són nuls.

DEMOSTRACIÓ. (H⇒) Només cal aplicar el lema anterior.

(⇐H) Suposem queu1,u2, . . . ,ur són les columnes que defineixen el menor regular. Només
cal veure que qualsevol altra columnauj és combinacío lineal d’aquestes. Segons una de les
propietats caracterı́stiques de les matrius regulars, el rang per files de la matriu definida per
u1,u2, . . . ,ur ,uj ésr . Pel corol.lari anterior, el rang (per columnes) d’aquesta matriu també és
r , i això vol dir queuj és combinacío lineal deu1,u2, . . . ,ur .
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Teorema 3.19 (Teorema de Rouché-Frobenius.) (a) El sistema d’equacions lineals AX = B és
compatible si, i només si, rang(A) = rang(Aa).
(b) Si és compatible, el sistema és determinat si, i només si, rang(A) = n, on n és el nombre
d’incògnites del sistema.

DEMOSTRACIÓ. (a) Si A1, A2, . . . , An són les columnes deA, la condicío de compatibilitat́es
equivalent a que

B ∈ 〈A1, A2, . . . , An
〉 ,

és a dir,

〈A1, A2, . . . , An
〉 = 〈A1, A2, . . . , An, B〉 ,

i això és equivalent a que rang(A) = rang(Aa).

(b) Suposant satisfeta la condició anterior, el fet que el sistema sigui determinat equival a queB
sigui combinacío linealúnica deA1, A2, . . . , An, i això passa si, i noḿes si, aquests vectors són
linealment independents,és a dir, si, i noḿes si, rang(A) = n.

Observacions 3.20(a) Cal destacar que l’estudi del rang d’una matriuA ens permet escollir un
conjunt m̀axim de columnes (o files) linealment independents.

(1) Si apliquem el m̀etode de Gauss, seran aquelles on hagin aparegut els pivots.

(2) Si fem servir determinants, seran aquelles que intervenen en el menor regular màxim. Això
justifica el procediment de resolució de sistemes que hem exposat al final del capı́tol 2.

(b) Quan es tracta de discutir el tipus d’un sistema d’equacions lineals amb coeficients que de-
penen d’un o ḿes par̀ametres, es convenient ferús del teorema de Rouché–Frobenius i seguir la
regla pr̀actica seg̈uent: igualar a 0 un menor d’ordre màxim de la matriu ampliadaAa.

3.4 Subespais vectorials deRn

Hi ha dues formes b̀asiques de descriure un subespaiS deRn: donant un sistema de generadors
o bé donant un sistema d’equacions lineals homogènies que caracteritzen els vectors deS, les
anomenadesequacions implı́citesdel subespai. En primer lloc ens ocuparem de veure com es
passa d’una forma a l’altra i com es troba una base i la dimensió del subespai.

(a) DonatS = 〈u1,u2, . . . ,um〉, el c̀alcul d’una base deS és equivalent al c̀alcul del rang de
la matriu A formada per les components d’aquests vectors escrites en columna, el qual serà la
dimensío del subespai.
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Si apliquem el m̀etode de Gauss triangulant la matriuA, la dimensío deS és el nombre de pivots
que en resulten, i els vectors corresponents a les columnes on apareixen aquests pivots formen
una base deS.

Si operem amb determinants, la dimensió deS és el tamany del menor regular màxim deA, i els
vectors corresponents a les columnes involucrades en aquest menor formen una base deS.

(b) Per obtenir les equacions implı́cites d’un subespaiS a partir d’una base{u1,u2, . . . ,ur } de
S, hem d’imposar a un vector genèric v = (x1, x2, . . . , xn) que sigui combinació lineal dels
anteriors. A la pr̀actica, preparem la matriu ampliadaAa que resulta d’afegir aA la columna de
les components dev i imposem la condicío rang(Aa) = r .

Si apliquem el m̀etode de Gauss, després de triangularA anul.larem els coeficients de la columna
nova que donarien un pivot addicional; si fem servir determinants, una vegada localitzat el menor
que indica el rang deA anul.larem els menors d’ordrer + 1 que el contenen i es formen afegint
part de la columna nova.

(c) Finalment, donades les equacions implı́cites d’un subespaiS, cal resoldre el sistema (pel
mètode de Gauss, per determinants o per qualsevol altre procediment) per obtenir una base del
subespai. Notem que, en aquest cas, si el rang de la matriu del sistemaésr , la dimensío del
subespaiS ésn − r , és a dir, el nombre de graus de llibertat del sistema.

Exemples 3.21(a) C̀alcul de la dimensió, una base i les equacions implı́cites del subespai de
R4, S = 〈(1,2,−1,0), (1,3,2,1), (1,4,5,2), (1,2,0,4)〉.

Triangulem la matriu ampliada 
1 1 1 1
2 3 4 2

−1 2 5 0
0 1 2 4

∣∣∣∣∣∣∣∣
x
y
z
t

 .

Això ens permetr̀a seleccionar una base d’entre els generadors deS, coǹeixer la dimensío del
subespai i, finalment, obtenir–ne les equacions implı́cites.

1 1 1 1
2 3 4 2

−1 2 5 0
0 1 2 4

∣∣∣∣∣∣∣∣
x
y
z
t

 '


1 1 1 1
0 1 2 0
0 3 6 1
0 1 2 4

∣∣∣∣∣∣∣∣
x

−2x + y
x + z

t


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'


1 1 1 1
0 1 2 0
0 0 0 1
0 0 0 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x

−2x + y
7x − 3y + z
2x − y + t

 '


1 1 1 1
0 1 2 0
0 0 0 1
0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x

−2x + y
7x − 3y + z

−26x + 11y − 4z + t

 .

D’aqúı resulta que dim(S) = 3, que els vectors(1,2,−1,0), (1,3,2,1) i (1,2,0,4) formen una
base deS i que l’equacío impĺıcita d’aquest subespaiés

−26x + 11y − 4z + t = 0 .

(b) Càlcul d’una base del subespaiSdeR4 definit per les equacions

x + y + z − t = 0

x + 2y − z + t = 0

3x + 5y − z + t = 0

 .

Operarem amb determinants. La matriu del sistemaés 1 1 1 −1
1 2 −1 1
3 5 −1 1

∣∣∣∣∣∣
0
0
0

 .

Un menor regular m̀axim és ∣∣∣∣ 1 1
1 2

∣∣∣∣ ,
i això ens diu que el rang del sistemaés 2 i, per tant, dim(S) = 4 − 2 = 2. A més, podem
suprimir la tercera equació i guardarx i y com a inc̀ognites principals. Queda, doncs, un sistema
de Cramer respecte d’aquestes dues incògnites,

x + y = −z + t

x + 2y = z − t

}
,

la solucío general del quaĺes

x = −3z + 3t, y = 2z − 2t, z = z, t = t.

El vector
u = (−3z + 3t,2z − 2t, z, t) = z(−3,2,1,0)+ t (3,−2,0,1) ,

on z i t són els par̀ametres lliures,́es l’element geǹeric del subespaiS. Els vectors(−3,2,1,0)
i (3,−2,0,1) formen una base deS.

Recomanem al lector que torni a resoldre aquests dos exemples, operant en el primer cas per
determinants i en el segon pel mètode de Gauss.
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La resta d’aquesta secció es dedica a l’estudi de les operacions habituals amb subespais deRn.

La interseccío de dos subespaisS i T és tamb́e un subespai, que es representa perS∩ T . Natu-
ralment, la manera ḿes directa de descriure’lés reunir en un sol sistema les equacions implı́cites
deS i les deT .

La sumade dos subespaisés el subespai representat perS+ T i format per totes les sumes de la
formau + v, onu ∈ S i v ∈ T . La manera ḿes directa de descriure’lés reunir en un sol conjunt
un sistema de generadors deS i un deT , la qual cosa ens dóna un sistema de generadors de
S+T . En general, tot i prenent bases de cadascun dels subespais, es pot perdre la independència
lineal quan les ajuntem. Aix̀o motiva la definicío seg̈uent.

Es diu que la suma de dos subespaisS i T ésdirecta, i s’escriuS⊕ T , si cada vector de la suma
s’escriu de maneráunica com a suma d’un vector deS i un vector deT . Es f̀acil veure que aix̀o
equival a que

u + v = 0, u ∈ S, v ∈ T H⇒ u = v = 0 .

Donades dues basesB de S i B′ de T , S + T és directa si, i noḿes si,B ∪ B′ és un conjunt
linealment independent, i aquestaés, potser, la caracterització mésútil a la pr̀actica. Finalment,
la condicío de suma directa també és equivalent a queS∩ T = {0}.

Totes les definicions i resultats anteriors (amb l’única excepcío del criteri de la intersecció que
acabem d’exposar per a la suma directa) es generalitzen immediatament al cas de més de dos
subespais.

Es diu que dos subespaisS i T són suplementarissi S⊕ T = Rn. Els subespais{0} i Rn són
suplementaris. Per a qualsevol altre subespaiS és f̀acil trobar un suplementari: ampliant una
base{u1,u2, . . . ,ur } de S fins a obtenir una base{u1,u2, . . . ,ur ,ur +1, . . . ,un} deRn, és f̀acil
veure que el subespaiT = 〈ur +1, . . . ,un〉 és un suplementari deS.

Teorema 3.22(Fórmula de Grassmann.) Siguin S i T subespais de Rn.

(a) Quan S∩ T = {0}, dim(S⊕ T) = dim(S)+ dim(T).

(b) En general, dim(S+ T) = dim(S)+ dim(T)− dim(S∩ T).

DEMOSTRACIÓ. (a) Es dedueix immediatament de la caracterització de suma directa per reunió
de bases.

(b) Escollim un suplementariS1 de S ∩ T respecte aS, de manera queS = S1 ⊕ (S ∩ T).
Anàlogament, escollimT1 tal queT = T1 ⊕ (S∩ T). Ara noés dif́ıcil comprovar queS1, S∩ T
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i T1 formen suma directa i que

S1 ⊕ (S∩ T)⊕ T1 = S+ T.

Aplicant la fórmula de l’apartat (a) resulta que

dim(S+ T) = dim(S1)+ dim(S∩ T)+ dim(T1)

= dim(S)+ dim(T)− dim(S∩ T) .

3.5 Canvis de base

Dedicarem aquesta darrera secció a plantejar i resoldre el problema del canvi de base, i serà
suficient il·lustrar–lo aRn. Considerem dues bases,

B = {e1,e2, . . . ,en} i B′
= {e′

1,e
′

2, . . . ,e
′

n} .

Per fixar idees, direm queB és labase vellai B′ és labase nova. Cada vectoru ∈ Rn queda
determinat tant per les seves components(x1, x2, . . . , xn) en la baseB, que śon els coeficients
de la combinacío lineal

u = x1e1 + x2e2 + · · · + xnen ,

com per les seves components(x′

1, x′

2, . . . , x′

n) en la baseB′, que śon els coeficients de

u = x′

1e
′

1 + x′

2e
′

2 + · · · + x′

ne′

n .

Es tracta de trobar la relació entre unes components i les altres. Per a això, necessitem conèixer
com s’expressen els vectors nous en funció dels vells,́es a dir, les relacions

e′

j =

n∑
i =1

ai j ei per a j = 1,2, . . . ,n .

Substituint aquestes relacions i calculant, obtenim

n∑
i =1

xi ei = u =

n∑
j =1

x′

j e
′

j =

n∑
j =1

x′

j

( n∑
i =1

ai j ei
)
=

=

n∑
j =1

n∑
i =1

ai j x
′

j ei =

n∑
i =1

( n∑
j =1

ai j x
′

j

)
ei ,

i, comparant els extrems d’aquestes igualtats,

xi =

n∑
j =1

ai j x
′

j per a i = 1,2, . . . ,n .
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Aquestes relacions resolen la qüestío, per̀o és convenient expressar–les en forma matricial.

Denotarem el canvi de base que estem considerant per

(Rn,B′)
C

−−−−−−−−→ (Rn,B) ,

i anomenaremmatriu del canvi de base deB′ aB a la matriu

C =



a11 a12 . . . a1 j . . . a1n

a21 a22 . . . a2 j . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

ai 1 ai 2 . . . ai j . . . ain

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . anj . . . ann

 ,

que ens d́ona, per columnes, les components de cadascun dels vectors nous en la base dels vectors
vells.

Si X i X′ representen, respectivament, les matrius columna formades amb les components deu
en les basesB i B′, tenim, com a expressió matricial de les relacions entre components que hem
deduit anteriorment,

X = C X′ ,

que és la fórmula matricial del canvi de basei expressa les components velles d’un vector
arbitrari en funcío de les noves.

Pel teorema de caracterització de les matrius regulars vist a la secció 3 d’aquest caṕıtol, sa-
bem que la matriuC és regular. Per tant, si volem calcular les components noves d’un vector
coneixent les velles, farem servir la relació inversa,

X′
= C−1X ,

observant queC−1 és precisament la matriu del canvi de base deB a B′. Resumim tota la
informacío obtinguda en el resultat següent.

Teorema 3.23 (a) Si C és la matriu del canvi de base de B′ a B, que descriu per columnes els
vectors de la base B′ en funció de la base B, la relació

X = C X′

expressa les components d’un vector en la base B en funció de les seves components en la base
B′.

(b) C−1 és la matriu del canvi de base invers:

(Rn,B) C−1

−−−−−−−−−→ (Rn,B′) , X′
= C−1X .
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Exemples 3.24(a) Els vectorse′

1 = (1,1,1), e′

2 = (1,1,2) i e′

3 = (0,1,1) formen una baseB′

deR3. SiBc denota la base canònica, el canvi de base natural i la seva matriu són

(R3,B′)
C

−−−−−−−−→ (R3,Bc) , C =

 1 1 0
1 1 1
1 2 1

 .

La relacío entre les components canòniques(x, y, z) d’un vector arbitrariu deR3 i les compo-
nents(x′, y′, z′) del mateix vectoru en la baseB′ són x

y
z

 =

 1 1 0
1 1 1
1 2 1

 x′

y′

z′

 , és a dir,


x = x′

+ y′

y = x′
+ y′

+ z′

z = x′
+ 2y′

+ z′ .

La matriu inversa deC és

C−1
=

 1 1 −1
0 −1 1

−1 1 0

 ,

expressa els vectorse1,e2,e3 de la base caǹonica en funcío dels deB′,

e1 = e′

1 − e′

3, e2 = e′

1 − e′

2 + e′

3, e3 = −e′

1 + e′

2 ,

i permet invertir la relacío entre les components dels vectors: x′

y′

z′

 =

 1 1 −1
0 −1 1

−1 1 0

 x
y
z

 , és a dir,


x′

= x + y − z

y′
= −y + z

z′
= −x + y .

En el cas que es vulgui transformar l’equació d’un subespai, i coǹeixer, per exemple, l’equació
que tindria en la base nova el pla que en la base canònica es descriu per 2x−y+z = 0, noḿes cal
substituir a l’equacío donada les expressions dex, y i z que ens d́ona el canvi de base original.
Aix ı́ doncs,

2(x′
+ y′)− (x′

+ y′
+ z′)+ (x′

+ 2y′
+ z′) = 0 ,

és a dir, 2x′
+ 3y′

= 0, és l’equacío del pla en la baseB′.

(b) En algunes situacions no es coneix d’entrada la relació entre les dues bases, però disposem
de la seva relació amb la base canònica. Suposem queB′ i B′′ són les bases, i que sabem les
matrius de canvi a la base canònica per a cada una:

(Rn,B′)
P

−−−−−−−−→ (Rn,Bc) i (Rn,B′′)
Q

−−−−−−−−→ (Rn,Bc) .

Si volem determinar la matriu del canvi denotat per

(Rn,B′′)
C

−−−−−−−−→ (Rn,B′) ,
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només cal observar que de les relacionsP X′
= X = QX′′ es dedueix que

X′
= P−1QX′′ ,

per tant la matriu buscadaés
C = P−1Q .

Per exemple, si tenim la baseB′ de l’exemple anterior, i la baseB′′ formada pels vectors

e′′

1 = (1,1,2), e′′

2 = (0,0,1) i e′′

3 = (−1,1,2) ,

resulta

P =

 1 1 0
1 1 1
1 2 1

 , Q =

 1 0 −1
1 0 1
2 1 2

 , C = P−1Q =

 0 −1 −2
1 1 1
0 0 2

 .
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4
L’estructura euclidiana deRn

El producte escalaŕes la tercera operació bàsica amb vectors deRn. D’ell deriven conceptes
mètrics com l’ortogonalitat, la norma i l’angle, que obren el camı́ a múltiples aplicacions ge-
omètriques i f́ısiques de l’̀algebra lineal. Aix́ı, el mètode dels ḿınims quadrats que presentem
a la tercera secció no és ḿes que l’aplicacío de la idea de projecció ortogonal a l’estudi dels
sistemes sobredeterminats.

4.1 El producte escalar

El producte escalarde dos vectorsu, v ∈ Rn és el nombre real

u · v = x1y1 + x2y2 + · · · + xnyn ,

suposant queu = (x1, x2, . . . , xn) i v = (y1, y2, . . . , yn).

És immediat comprovar que aquesta operació és

(a) definida positiva:u · u > 0 per a totu 6= 0 ;

(b) simètrica (commutativa):u · v = v · u ;

(c) compatible amb el producte per escalars:(tu) · v = t (u · v) = u · (tv) ;
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(d) distributiva respecte de la suma:u · (v + w) = u · v + u · w .

Sempre que, a ḿes de les operacions lineals, es considera el producte escalar,és habitual deno-
minar aRn l’ espai euclidìa de dimensío n.

Es diu que dos vectorsu, v sónortogonals(o perpendiculars), i s’escriuu ⊥ v, si u · v = 0. De
manera similar, es diu que dos subespaisS i T són ortogonalssi u ⊥ v = 0 per a totu ∈ S i tot
v ∈ T .

Proposició 4.1 (a) Vectors no nuls ortogonals dos a dos són linealment independents.
(b) Subespais ortogonals dos a dos formen suma directa.

DEMOSTRACIÓ. La ideaés b̀asicament la mateixa, per tant provarem només l’apartat (a). Si
tenim una relacío

t1u1 + t2u2 + · · · + tkuk = 0

entre vectors no nuls ortogonals dos a dos, fent el producte escalar per qualsevolui resulta que

ti (ui · ui ) = 0

i per tantti = 0, i això ens diu queu1 ,u2 . . . ,uk són linealment independents.

Teorema 4.2 (Mètode d’ortogonalització de Gram-Schmidt.) Si u1 ,u2 , . . . , um són vectors
linealment independents, existeixen vectors v1 , v2 , . . . , vm ortogonals dos a dos tals que

〈u1 ,u2 , . . . , uj 〉 = 〈v1 , v2 , . . . , vj 〉 per a j = 1,2, . . . ,m .

DEMOSTRACIÓ. Prenemv1 = u1. El segon vector serà de la formav2 = u2 − t1v1, i això
assegura que〈 u1, u2 〉 = 〈 v1, v2 〉; cal, per̀o, imposar quev2 ⊥ v1, i aquesta condició determina
t1:

v1 · v2 = 0 , v1 · u2 − t1v1 · v1 = 0 , t1 =
v1 · u2

v1 · v1
.

Suposem obtingutsv1, v2,. . . , vk que satisfan les condicions; prenem ara

vk+1 = uk+1 − (t1v1 + t2v2 + · · · + tkvk) ,

expressío que garanteix la segona de les igualtats següents:

〈 u1, . . . , uk, uk+1 〉 = 〈 v1, . . . , vk, uk+1 〉 = 〈 v1, . . . , vk, vk+1 〉 .
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L’ortogonalitat devk+1 ambvi per ai = 1,2, . . . , k dóna

vi · vk+1 = 0 , vi · uk+1 − ti vi · vi = 0 , ti =
vi · uk+1

vi · vi
,

i aquests coeficientst1, t2, . . . , tk determinenvk+1.

Corol.lari 4.3 (a) Tot subespai S 6= {0} de Rn admet bases ortogonals.
(b) Els vectors ortogonals a (tots els vectors de) S formen un subespai S⊥, anomenat suplemen-
tari ortogonalde Sperquè compleix que

S⊕ S⊥
= Rn i (S⊥)⊥ = S.

DEMOSTRACIÓ. Ampliem una base qualsevol{ u1 ,u2 , . . . , ur } de S fins a obtenir una base
{ u1 ,u2 , . . . , ur , ur +1, . . . , un } deRn. Aplicant el m̀etode de Gram-Schmidt a aquest conjunt
resulta una base ortogonal deRn: { v1 , v2 , . . . , vr , vr +1, . . . , vn }. Com que, segons el teorema,

〈u1 ,u2 , . . . , ur 〉 = 〈v1 , v2 , . . . , vr 〉 ,

els vectorsv1 , v2 , . . . , vr formen una base ortogonal deS, i això demostra l’apartat (a).

D’altra banda,́es f̀acil veure que〈vr +1, . . . , vn〉 = S⊥, de manera queS⊕ S⊥
= Rn. Finalment,

S ⊂ (S⊥)⊥, per̀o per dimensions veiem que aquesta inclusió és una igualtat, i aix́ı queda provat
l’apartat (b).

Exemples 4.4(a) C̀alcul d’una base ortogonal del subespaiS = 〈u1,u2,u3〉 deR4, on

u1 = (1,1,0,1), u2 = (0,0,1,1) i u3 = (2,0,−1,0) .

Aplicant el m̀etode Gram-Schmidt au1 ,u2 ,u3 tenim:

v1 = u1 = (1,1,0,1) ;

v2 = u2 − tv1 , on t =
v1 · u2

v1 · v1
=

1

3
,

i per tant podem prendrev2 = u2 − 1/3v1
∼= (1,1,−3,−2), ja que els factors lineals no afecten

la independ̀encia lineal ni l’ortogonalitat; finalment,

v3 = u3 − (tv1 + sv2) , on t =
v1 · u3

v1 · v1
=

2

3
, s =

v2 · u3

v2 · v2
=

1

3
,

i quedav3 = u3 − 2/3v1 − 1/3v2
∼= (1,−1,0,0). En definitiva, els vectors(1,1,0,1),

(1,1,−3,2) i (1,−1,0,0) formen una base ortogonal deS.

(b) Si S és un pla deR3 d’equacío Ax + By + Cz = 0, posemw = (A, B,C) i u = (x, y, z).
L’equacío del pla diu, simplement, quew · u = 0, per tantu ∈ Ssi, i noḿes si,u ⊥ w, i resulta,
doncs, queS⊥

= 〈w〉.
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4.2 Norma, angle i projeccío ortogonal

La norma(mòdulo longitud) d’un vectoru ∈ Rn es defineix com

‖ u ‖ =
√

u · u =

√
x2

1 + x2
2 + · · · + x2

n ,

onu = (x1, x2, . . . , xn).

Proposició 4.5 La norma compleix les propietats següents:

(a) ‖ u ‖ > 0 si u 6= 0.

(b) ‖ tu ‖ = | t |‖ u ‖ per a tot t ∈ R.

(c) ‖ u + v ‖
2

= ‖ u ‖
2
+ ‖ v ‖

2 si, i només si, u ⊥ v (teorema de Pit̀agores).

(d) | u · v | ≤ ‖ u ‖‖ v ‖ (desigualtat de Schwarz).

(e) ‖ u + v ‖ ≤ ‖ u ‖ + ‖ v ‖ (desigualtat triangular).

DEMOSTRACIÓ. (a) Per definicío.

(b) ‖ tu ‖ =
√
(tu) · (tu) =

√
t2u · u = | t |

√
u · u = | t |‖ u ‖.

(c) En general es compleix que

‖ u + v ‖
2

= (u + v) · (u + v) = ‖ u ‖
2
+ ‖ v ‖

2
+ 2u · v ,

per tant el teorema de Pitàgores resulta evident.

(d) Siv = 0 es produeix la igualtat; suposem quev 6= 0 i considerem els vectors

u′
= tv i u′′

= u − u′ , on t =
u · v

v · v
.

Evidentmentu = u′
+ u′′ i, a més,u′

⊥ u′′, ja que

u′
· u′′

= (tv) · (u − tv) =
u · v

v · v
(u · v)−

(u · v)2

(v · v)2
(v · v) = 0 ;

aleshores, aplicant el teorema de Pitàgores tindrem que‖ u ‖ ≥ ‖ u′
‖, és a dir,

‖ u ‖ ≥
| u · v |

v · v
‖ v ‖ =

| u · v |

‖ v ‖
o bé |u · v| ≤ ‖ u ‖‖ v ‖ .
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(e) Aplicant la igualtat que hem fet servir a (c) i la desigualtat de Schwarz tenim que

‖ u + v ‖
2

= ‖ u ‖
2
+ 2u · v + ‖ v ‖

2

≤ ‖ u ‖
2
+ 2‖ u ‖‖ v ‖ + ‖ v ‖

2
= (‖ u ‖ + ‖ v ‖)2 ,

per tant‖ u + v ‖ ≤ ‖ u ‖ + ‖ v ‖.

Es diu que un vectoru ésunitari si ‖ u ‖ = 1. Normalitzarun vectoru 6= 0 és substituir-lo per

u′
=

u

‖ u ‖
,

vector queòbviamentés unitari i conserva les relacions d’independència i ortogonalitat deu
amb altres vectors. Una base formada per vectors unitaris i ortogonals dos a dos es diu queés
unabase ortonormal. La base caǹonica deRn n’és l’exemple ḿes senzill. De fet, qualsevol
subespai deRn admet bases ortonormals: només cal fer unitaris els vectors d’una base ortogonal
del subespai.

Proposició 4.6 Si B = {u1,u2, . . . ,un} és una base de Rn, i C és la matriu de canvi de base de
B a la base canònica,

B és base ortonormal ⇐⇒ C és ortogonal .

DEMOSTRACIÓ. Només cal observar que els coeficientspi j de la matriuCtC són els productes
escalars dels vectors deB entre ells,

pi j = ui · uj ,

i recordar les nocions de vector unitari i vectors ortogonals.

Observacío 4.7 La comprovacío de que una matriuC és ortogonal equival, segons aquest resul-
tat, a veure que

n∑
i =1

ci j
2

= 1 per a tot j (columnes unit̀aries)

n∑
i =1

ci j cik = 0 quan j 6= k (columnes ortogonals dos a dos).

El lector pot comprovar d’aquesta manera que les matrius següents śon ortogonals:

1

5

(
3 4
4 −3

)
,

 1 0 0
0 0 −1
0 1 0

 ,
1

3

 1 2 2
2 1 −2
2 −2 1

 .
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L’ angle(no orientat) entre dos vectors no nulsu i v deRn es defineix com

α(u, v) = arccos
u · v

‖ u ‖‖ v ‖
.

Per justificar aquesta definició, observem que, segons la desigualtat de Schwarz,

−1 ≤
u · v

‖ u ‖‖ v ‖
≤ 1 ,

i, com que la funcío cos : [0, π ] −→ [−1,1] és bijectiva per ser decreixent, existeix unúnic
angleα ∈ [0, π ] tal que

cosα =
u · v

‖ u ‖‖ v ‖
.

Aquest angleα és el que hem pres com aα(u, v). De la definicío resulta, doncs, queα(u, v) =

α(v,u). A més,és immediat comprovar les propietats següents:

(a) 0 ≤ α(u, v) ≤ π .

(b) u i v són linealment dependents si, i només si,α(u, v) = 0 ó π .

(c) u ⊥ v si, i noḿes si,α(u, v) = π/2 .

(d) Si t, s ∈ R,

α(tu, sv) =

{
α(u, v) si ts> 0

π − α(u, v) si ts< 0 .

Tamb́e recuperem, d’aquesta manera, lafórmula cl̀assica del producte escalar, generalitzada ara
aRn:

u · v = ‖ u ‖‖ v ‖ cosα(u, v)

(si u = 0 ov = 0, cosα(u, v) no est̀a definit, per̀o es prenu · v = 0).

Exemples 4.8(a) SiB = { e1, e2, . . . , en } és una base ortonormal deRn i

u = x1e1 + x2e2 + · · · + xnen ,

es compleix quexi = u · ei = ‖ u ‖ cosαi , onαi = α(u,ei ) per ai = 1,2, . . . ,n; els coeficients
cosαi són elscosinus directorsdeu en la baseB, i es pot escriure

u = ‖ u ‖

n∑
i =1

(cosαi )ei , amb
n∑

i =1

cos2 αi = 1 .

(b) No semprées el millor caḿı fer servir una base ortonormal com a referència. Suposem
que volem determinar les longituds de les diagonals d’un paral·lelogram, del qual coneixem les
longituds dels costats, 2 i 8, i l’angle agut que formen, 60◦. Prenem com a base del pla dos
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vectorsu i v que representen els costats no paral·lels. Aleshores les diagonals corresponen als
vectorsu + v i u − v, i tenint en compte que

u · u = ‖ u ‖
2

= 4 , v · v = ‖ v ‖
2

= 64,

u · v = ‖ u ‖‖ v ‖ cosα(u, v) = 2 · 8 · cos 60◦ = 8 ,

resulta
‖ u + v ‖

2
= (u + v) · (u + v) = ‖ u ‖

2
+ 2u · v + ‖ v ‖

2
= 84 i

‖ u − v ‖
2

= (u − v) · (u − v) = ‖ u ‖
2
− 2u · v + ‖ v ‖

2
= 52,

per tant les longituds de les diagonals són
√

84 i
√

52.

Teorema 4.9 (Teorema de la projecció ortogonal.) Donat un subespai H de Rn, per a cada
vector u ∈ Rn existeix un únic vector u′

∈ H tal que u − u′
⊥ H . La norma ‖ u − u′

‖ és la
mı́nima distància entre u i els vectors de H . Es diu que u′ és la projeccío ortogonal de u sobre
H .

DEMOSTRACIÓ. Escollida una base ortogonalB = { e1, e2, . . . , er } de H , i donat el vector
u ∈ Rn, es tracta de determinar un vectoru′

= t1e1 + t2e2 + · · · + tr er . La condicío u − u′
⊥ H

es tradueix en que(u − u′) · ei = 0 per ai = 1,2, . . . , r , i d’aqúı obtenim que

ti =
u · ei

ei · ei
per a i = 1,2, . . . , r .

Això demostra l’exist̀encia i unicitat del vectoru′. Ara, siv′
∈ H , i v′

6= u′, tenim que

u − v′
= (u − u′)+ (u′

− v′) ;

aplicant el teorema de Pitàgores,

‖ u − v′
‖

2
= ‖ u − u′

‖
2
+ ‖ u′

− v′
‖

2 > ‖ u − u′
‖

2 ,

i per tant‖ u − v′
‖ > ‖ u − u′

‖.

Observacions 4.10(a) El fet que‖ u − u′
‖ sigui ḿınima s’expressa dient queu′ és la millor

aproximacío a u dins de H, i aquestáes la propietat ḿesútil de la projeccío ortogonal.

(b) El vectoru′′
= u − u′ és la projeccío ortogonal deu sobre el subespaiH⊥. En algun cas

és ḿes f̀acil calcular primeru′′ i obtenir despŕesu′
= u − u′′. La relacío u = u′

+ u′′ és la
descomposició única deu segons la suma directaH ⊕ H⊥

= Rn.

(c) El simètric de u respecte a H́es el vector

u∗
= u′

− u′′
= u − 2u′′

= 2u′
− u .

És immediat comprovar que‖ u∗
‖ = ‖ u ‖, i queu + u∗

= 2u′
∈ H .
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Exemples 4.11(a) La projeccío ortogonal d’un vectoru ∈ Rn sobre una rectaH = 〈w〉 és,
segons el teorema,

u′
=

u · w

w · w
w .

(b) Si H és un pla deR3, definit per una equació Ax + By+ Cz = 0 en la base canònica —o en
qualsevol base ortonormal—, sabem queH⊥

= 〈w 〉, onw = (A, B,C); per tant, donatu ∈ R3

tenim
u′′

=
u · w

w · w
w , u′

= u − u′′
= u −

u · w

w · w
w .

(c) El simètric d’un vectoru ∈ Rn respecte al subespai{0} ésu∗
= −u. El simètric deu respecte

a una rectaH = 〈w〉 és

u∗
= 2

u · w

w · w
w − u .

Finalment, el sim̀etric d’un vectoru ∈ R3 respecte a un plaH = 〈w〉
⊥ és

u∗
= u − 2

u · w

w · w
w .

4.3 El mètode dels ḿınims quadrats

El criteri dels ḿınims quadratśes un dels ḿes habituals a nivell cientı́fic i tècnic. Com a exemple
elemental d’aplicació d’aquest principi, revisarem en primer lloc la noció de mitjana aritm̀etica.
Considerem una sèrie de dadesx1, x2, . . . , xn i interpretem–les com els resultats den mesura-
ments d’una magnitudX. Qualsevol quantitatx pot ser un valor de centralització de la s̀erie
de dades, sempre que satisfaci alguna condició de “proximitat” a totes elles com a conjunt. Si
prenem com a mesura de desviació l’expressío

δ(x) = (x − x1)
2
+ (x − x2)

2
+ · · · + (x − xn)

2 ,

obtindrem el valorx que minimitza aquesta funció derivant i igualant a zero:

δ ′(x) = 2(x − x1)+ 2(x − x2)+ · · · + 2(x − xn) = 0 .

La solucío única d’aquesta equació és

x = x =
x1 + x2 + · · · + xn

n
,

expressío que coneixem com amitjana aritm̀eticade les dadesx1, x2, . . . , xn. La funcío δ pre-
senta efectivament un mı́nim absolut en aquest punt, perquè la seva gr̀aficaés una par̀abola i el
coeficient principaĺes positiu.
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Per tant, la mitjana aritm̀eticaés el valor de centralització que minimitza la suma dels quadrats
de les desviacions de les dades. Es pot arribar al mateix resultat aplicant la teoria de la projecció
ortogonal i projectant el vectorx = (x1, x2, . . . , xn) sobre la recta engendrada pel vectorw =

(1,1, . . . ,1): el resultat́es el vectorxw, onx és la mitjana aritm̀etica.

Generalitzant aquesta idea, considerem ara un sistema dem equacions lineals ambn incògnites

c11x1 + c12x2 + · · · + c1nxn = d1

c21x1 + c22x2 + · · · + c2nxn = d2

...

cm1x1 + cm2x2 + · · · + cmnxn = dm

 , o matricialment Cx = d .

El sistemáes compatible si, i noḿes si, existeix algun vectorx ∈ Rn tal que‖ Cx − d ‖ = 0.
Si és incompatible (de vegadesés diu quées unsistema sobredeterminat), el criteri dels ḿınims
quadrats indica que cal considerar com asolucío aproximadaqualsevol vectorx que faci ḿınim
l’ error quadr̀atic, és a dir,ε = ‖ Cx − d ‖.

Si c1, c2, . . . , cn són les columnes de la matriuC, el sistemáes equivalent a la relació

x1c1 + x2c2 + · · · + xncn = d .

La incompatibilitat equival a dir qued /∈ H = 〈c1, c2, . . . , cn〉, i per tant cal trobar la projecció
ortogonald ′ ded sobreH i despŕes resoldre

x1c1 + x2c2 + · · · + xncn = d ′

(aquest enfocament inclou, i per tant generalitza, el cas de compatibilitat, en el quald ′
= d).

Aix ò resol conceptualment el problema, però ésútil i senzill sistematitzar els càlculs necessaris.

Teorema 4.12En les condicions anteriors:

(a) Cx = d ′ si, i només si, Ax = b, on A = CtC i b = Ctd.

(b) x és únic si, i només si, rang(C) = n; en aquest cas, A és regular.

DEMOSTRACIÓ. (a) Cx = d ′ significa queCx − d ⊥ H . Per tant, el producte escalar de
cada generador deH (columnaci de la matriuC) per Cx − d ha de ser zero. Matricialment,
l’anul·lació d’aquests productes escalars s’expressa per

Ct(Cx − d) = 0 , CtCx = Ctd , Ax = b .

(b) Segons el teorema de Rouché-Frobenius, rang(C) = n és equivalent a que el sistemaCx =

d ′, que sabem quées compatible, sigui determinat. I això és equivalent a dir que la matriu
quadradaA sigui regular.
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Exemples 4.13(a) (Regressío lineal.) El problema pr̀actic potser ḿes freq̈uentés el de trobar
l’equacío de la recta que s’ajusta millor a una distribució de punts del pla (recta de regressió).
Sense obtenir fórmules sistem̀atiques (tasca ḿes pr̀opia d’un curs d’estadı́stica), resoldrem un
exemple concret aplicant el teorema anterior.

Suposem que es tracta d’ajustar una recta als punts de coordenades(0,0), (2,1) i (4,1). La recta
ser̀a y = ax + b, i les condicions

b = 0

2a + b = 1

4a + b = 1

 , o bé Cx = d , on C =

 0 1
2 1
4 1

 , x =

(
a
b

)
i d =

 0
1
1

 .

El sistemáesòbviament incompatible, el ranǵes 2 i, multiplicant per la matriuCt , obtenim(
20 6
6 3

)(
a
b

)
=

(
6
2

)
,

(
a
b

)
=

1

24

(
3 −6

−6 20

)(
6
2

)
=

(
1/4
1/6

)
.

La recta buscadáes

y =
x

4
+

1

6
,

que no passa per cap dels tres punts però minimitza l’error quadr̀atic ε: concretament,x =

(a,b) = (1/4, 1/6), Cx = (1/6, 2/3, 7/6) i d = (0,1,1), per tant

ε = ‖ Cx − d ‖ =

√
6

6
.

(Si el lector ha dibuixat els tres punts i cau en la temptació de creure ḿes adequada la recta
horitzontaly = 1, observar̀a que l’error quadr̀atic corresponent a aquesta rectaés 1>

√
6/6.)

(b) (Regressío quadr̀atica.) Un problema aǹaleg a l’anteriorés el de trobar l’equació de la
par̀abola que s’ajusta millor a una distribució de punts del pla (l’elecció del tipus de funcío en un
problema de regressió dep̀en de diversos factors, un dels quals pot ser la disposició geom̀etrica
del punts). Com a il·lustracío, determinarem el polinomi de regressió quadr̀atica dels punts
(−1,2), (0,1), (1,−1) i (2,0). L’equacío ser̀a y = ax2

+ bx + c, i les condicions

a + b − c = 2

c = 1

a + b + c = −1

4a + 2b + c = 0

 , o bé Cx = d ,

on

C =


1 −1 1
0 0 1
1 1 1
4 2 1

 , x =

 a
b
c

 i d =


2
1

−1
0

 .
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El sistemáes incompatible, el rang deC és 3 i, aplicant novament el procediment indicat en el
teorema anterior, obtenim el sistema 18 8 6

8 6 2
6 2 4

 a
b
c

 =

 1
−3

2

 ,

la solucío del qualésa = 1/2, b = -13/10 i c = 2/5. Per tant, el polinomi de regressió quadr̀atica
dels quatre punts donatsés

y =
1

10
(5x2

− 13x + 4) ,

i l’error quadr̀atic com̀esε =
2
√

5

5
.

(c) Considerem finalment el sistema següent, en el qual rang(C) = 2 i n = 3:

x + 2y + z = 3

x + y + 4z = 2

2x + 3y + 5z = 5

4x + 6y + 10z = 0

 ,


1 2 1
1 1 4
2 3 5
4 6 10


 x

y
z

 =


3
2
5
0

 .

Multiplicant per la transposada resulta el sistema 22 33 55
33 50 81
55 81 142

 x
y
z

 =

 15
23
36

 ,

queés compatible indeterminat i té per solucío general

x = −7z −
9

11
y = 3z + 1

 .

Val la pena observar que en el cas d’un sistema indeterminat, com hoés aquest,totes les solucions
donen el mateix error quadràtic, ja que aquest errorésε = ‖ d ′

−d ‖ i aquesta expressió no dep̀en
de quin vectorx ens d́onaCx = d ′. Aqúı, fent, per exemple,z = 0, surtd ′

= 1/11(13,2,15,30)
i un error quadr̀atic

ε = ‖ d ′
− d ‖ =

10
√

33

11
.

4.4 Orientacío i producte vectorial

Es defineix una relació d’equival̀encia entre les bases ordenades deRn dient que

B ' B′ si, i noḿes si, det(C) > 0 ,
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on C és la matriu del canvi de base deB′ aB. Aquesta relacío és d’equival̀encia i classifica les
bases deRn en dos tipus.Orientar Rn és escollir un dels dos tipus: es diu que les seves bases
sonpositives, i que les bases de l’altre tipus sónnegatives. En algunes q̈uestions (angle orientat,
producte vectorial, girs, rotacions)és indispensable haver fixat una orientació, i el criteri habitual
és prendre com a positives la base canònica deRn i les del seu tipus.

La interpretacío fı́sica de la relació d’equival̀enciaés la seg̈uent. En el pla: si anem del primer
vector de la base al segon pel camı́ més curt, o seguim el sentit horari o l’antihorari, i aquesta
és la classificació. Es habitual prendre com a positives les bases de sentitantihorari. A l’espai:
girant un tornav́ıs segons el caḿı més curt del primer vector al segon, l’estri es mourà en el sentit
del tercer vector o en sentit contrari.És habitual prendre com a positives les bases ortogonals
en les quals el tornavı́s segueix el sentit del tercer vector (regla del tornav́ıs) i les equivalents a
elles.

Exemples 4.14(a) SiB i B′ són bases ortonormals deRn i C la matriu (ortogonal) de canvi de
base,B i B′ són del mateix tipus si, i noḿes si, det(C) = 1.

(b) SiB = {e1,e2} és una base positiva deR2, {e2,e1} és negativa. AR3, l’efecte de permutar
els vectors d’una base depèn del signe de la permutació. Aixı́, si B = {e1,e2,e3} és positiva,
{e3,e1,e2} tamb́e hoés, per̀o {e1,e3,e2} és negativa.

(c) (Angle orientat en el pla.) Recordem que, donats dos vectors no nulsu, v ∈ R2, α(u, v) ∈

[0, π ] representa l’angle no orientat entreu i v. Suposem ara orientatR2. Donats dos vectors
linealment independentsu i v, definim l’angle orientat de u av com

α+(u, v) =

{
α(u, v) si {u, v} és base positiva

−α(u, v) ≡ 2π − α(u, v) si {u, v} és base negativa.

Si u i v són diferents de zero però linealment dependents, les dues opcions ens donenα+(u, v) =

α(u, v), ja queα(u, v) és 0ó π . Notem que l’interval de variació deα+(u, v) és d’amplitud
2π . Es immediat comprovar queα+(v,u) = −α+(u, v), i que, si{e1,e2} és la base canònica,
α+(e1,e2) = π/2.

(d) (Coordenades polars.) Sigui u = (x, y) 6= 0 un vector arbitrari del pla orientat. Com ja
hem vist, si posemα = α(u,e1), β = α(u,e2), i r = ‖ u ‖, tenim x = r cosα, y = r cosβ,
amb cos2 α + cos2 β = 1 i, per tant, cosβ = ± sinα. Definim l’argumentdel vectoru com
ϕ = α+(e1,u). Com que el determinant de la matriu del canvi de{e1,u} a {e1,e2} val y, i
sinα ≥ 0 perqùeα ∈ [0, π ], tenim: en els quadrants primer i segon, ony ≥ 0, ϕ = α i cosβ =

sinα = sinϕ; en els quadrants tercer i quart, ony ≤ 0, ϕ = −α i cosβ = − sinα = sinϕ. Per
tant,

x = r cosϕ , y = r sinϕ ∀u = (x, y) 6= 0 deR2 .
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El mòdul r i l’argumentϕ són lescoordenades polarsdel vectoru.

(e) (Orientacío de plans a l’espai.) La nocío d’orientacío per a subespais deRn és aǹaloga a
la que hem descrit per aRn. Limitant–nos ara aR3, cal observar que l’orientació de l’espai no
determina una orientació en els seus plans, i això reflecteix el fet que un observador pot situar–
se a qualsevol dels dos costats d’un pla. El procediment per orientar un plaH de l’espaiés
el seg̈uent: escollim un dels dos sentits possibles dels vectors ortogonals al pla (recordem que
dim H⊥

= 1), seleccionant un vector concretw ⊥ H ; llavors orientem el plaH prenent com a
positives les bases{u, v} de H tals que{u, v, w} és positiva aR3.

Considerem, com a il·lustracío, el pla d’equacío x − 2y + z = 0. L’orientem escollint el vector
ortogonalw = (1,−2,1). Donada una base del pla, per exemple{(2,1,0), (0,1,2)}, podem
classificar–la com a positiva perquè hoés aR3 la base{(2,1,0), (0,1,2), (1,−2,1)}, ja que la
matriu del canvi a la base canònica i el seu determinant són

C =

 2 0 1
1 1 −2
0 2 1

 i det(C) = 10> 0 .

Considerem l’espaiR3 orientat de la forma habitual. Introduirem el producte vectorial d’una
manera constructiva que posarà de manifest les seves propietats caracterı́stiques.

Teorema 4.15Donats dos vectors linealment independents u, v ∈ R3, existeix un únic vector
w ∈ R3 tal que:

(a) w ⊥ u i w ⊥ v.

(b) ‖w ‖ = ‖ u ‖‖ v ‖ sinα, on α = α(u, v).

(c) {u, v, w} és una base positiva de R3.

DEMOSTRACIÓ. Escrivimu = (x1, x2, x3), v = (y1, y2, y3) i w = (z1, z2, z3). La condicío (a)
dóna lloc al sistema següent:

x1z1 + x2z2 + x3z3 = 0

y1z1 + y2z2 + y3z3 = 0

}
.

La solucío general d’aquest sistemaés

z1 = A1t

z2 = A2t

z3 = A3t

 , on A1 =

∣∣∣∣ x2 x3

y2 y3

∣∣∣∣ , A2 =

∣∣∣∣ x3 x1

y3 y1

∣∣∣∣ i A3 =

∣∣∣∣ x1 x2

y1 y2

∣∣∣∣ .
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De la condicío (b) obtenim

‖w ‖
2

= ‖ u ‖
2
‖ v ‖

2 sin2 α = ‖ u ‖
2
‖ v ‖

2(1 − cos2 α) = ‖ u ‖
2
‖ v ‖

2
− (u · v)2 .

Substituint les components deu, v i w resulta

t2(A2
1 + A2

2 + A2
3) = (x2

1 + x2
2 + x2

3)(y
2
1 + y2

2 + y2
3)− (x1y1 + x2y2 + x3y3)

2

= (x1y2 − x2y1)
2
+ (x2y3 − x3y2)

2
+ (x3y1 − x1y3)

2

= A2
1 + A2

2 + A2
3 ,

i d’aqúı t = ±1. Aplicant, finalment, la condició (c), tenim que

0<

∣∣∣∣∣∣
x1 x2 x3

y1 y2 y3

t A1 t A2 t A3

∣∣∣∣∣∣ = t (A2
1 + A2

2 + A2
3) ,

i es dedueix quet = 1. Per tant, queda determinat unúnic vectorw = (A1, A2, A3) que compleix
les tres condicions de l’enunciat.

El vectorw determinat pel teorema anteriorés elproducte vectorialde u i v, escrit des d’ara
u ∧ v. Una regla mnemotècnica per recordar la seva expressió expĺıcita és la seg̈uent:

u ∧ v =

∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3

x1 x2 x3

y1 y2 y3

∣∣∣∣∣∣
on {e1,e2,e3} és la base canònica deR3. Això permet estendre la definició al cas en queu i v
són linealment dependents, posantu ∧ v = 0 en concord̀ancia amb el determinant formal.

És immediat comprovar que el producte vectorialés una operació distributiva respecte a la suma,
compatible amb el producte per escalars i anticommutativa:v ∧ u = −u ∧ v. A més, si{u, v} és
un conjunt ortonormal,{u, v,u∧v} és una base ortonormal positiva deR3. La propietat seg̈uent,
útil en alguns contextos,és ḿes complexa.

Proposició 4.16 (Doble producte vectorial.) Si u, v, w ∈ R3,

u ∧ (v ∧ w) = (u · w)v − (u · v)w .

DEMOSTRACIÓ. Per tal de simplificar al m̀axim els c̀alculs, escollim (semprées possible) una
base ortonormal positiva{e1,e2,e3} tal que

u = ae1 , v = be1 + ce2 i w = pe1 + qe2 + re3 .
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Aleshores tenim, fent les operacions,

u ∧ (v ∧ w) = −a(bq − cp)e2 − abre3

(u · w)v − (u · v)w = ap(be1 + ce2)− ab(pe1 + qe2 + re3) ,

i és evident que els dos resultats coincideixen.

Una primera aplicació del producte vectoriaĺes la seg̈uent. Donada una base{u, v} d’un pla,
u ∧ v és un generador de la recta ortogonal al pla. Dit d’una altra manera igualmentútil: si una
recta est̀a definida com a intersecció de dos plans, el producte vectorial dels vectors formats amb
els coeficients de les equacions dels plansés un generador de la recta.

Finalment, elproducte mixtde tres vectorsu, v, w ∈ R3 es defineix comu · (v ∧ w), i per tant
coincideix amb el determinant de la matriu de les components dels tres vectors:

u · (v ∧ w) =

∣∣∣∣∣∣
x1 x2 x3

y1 y2 y3

z1 z2 z3

∣∣∣∣∣∣ .
En particular,u · (v ∧ w) = 0 si, i noḿes si,u, v, w són linealment dependents, iu · (v ∧ w) =

(u ∧ v) · w.
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5
Transformacions lineals

Molts processos matem̀atics, geom̀etrics, f́ısics, qúımics i ecoǹomics śon representables, si més
no en primera aproximació, per relacions lineals entre les variables que hi intervenen. Aquesta
evidència, juntament amb l’ı́ntima connexío entre les transformacions lineals i el càlcul matricial,
concedeix un paper molt especial a aquest capı́tol i el seg̈uent.

5.1 Definicions i exemples

Observem en primer lloc que, de la mateixa manera queés habitual descriure una funció f :
R −→ R per una f́ormula com f (x) = x2

+ 3x, o per l’equacío equivalenty = x2
+ 3x, una

transformacío entre dos espais euclidians, per exempleT : R3
−→ R2, es pot definir per una

fórmula com
T(x, y, z) = (xy − 2, x + y + 3z2) ,

o per les equacions corresponents{
x′

= xy − 2

y′
= x + y + 3z2 .

Recordem tamb́e la nomenclatura relativa a les aplicacions en general. SiguiT : A −→ B
una aplicacío entre dos conjunts arbitraris. SiT(a) = b, direm queb és laimatgedea per la
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transformacío T i quea és unaantiimatgedeb. D’altra banda, es diu queT ésinjectivasi a 6= a′

implica T(a) 6= T(a′). Es diu queT ésexhaustivasi per a qualsevolb ∈ B existeix alguna ∈ A
tal queT(a) = b. Es diu queT ésbijectivasi és injectiva i exhaustiva. SiT és bijectiva, cada
elementb ∈ B té una sola antiimatgea ∈ A, i escrivintT−1(b) = a definim una nova aplicació
T−1 : B −→ A, anomenadainversadeT . Més en general, el sı́mbol T−1(b) denota el conjunt
de totes les antiimatges de l’elementb ∈ B, encara queT no sigui bijectiva. Finalment, donades
dues aplicacionsT : A −→ B i S : B −→ C, podem formar lacomposicío de S i T , queés
l’aplicació S◦ T : A −→ C definida per(S◦ T)(a) = S(T(a)).

Definició 5.1 Una transformació T : Rn
−→ Rm éslineal si compleix les condicions

(a) T(u + u′) = T(u)+ T(u′)

(b) T(tu) = tT(u)

per a qualssevolt ∈ R, u,u′
∈ Rn. De les propietats (a) i (b) es dedueix immediatament que

T(0) = 0, queT(u − u′) = T(u)− T(u′) i que, en general,

T(t1u1 + t2u2 + · · · + tkuk) = t1T(u1)+ t2T(u2)+ · · · + tkT(uk) .

Una transformació linealT : Rn
−→ Rn s’anomena unendomorfismedeRn, i aquest́es el cas

que tractarem amb ḿes freq̈uència.

Teorema 5.2 (Caracteritzacío matricial.) Una transformació T : Rn
−→ Rm és lineal si, i

només si, es pot representar matricialment per

Y = AX .

DEMOSTRACIÓ. (⇒) Donades les basesB = {u1,u2, . . . ,un} deRn i B′
= {v1, v2, . . . , vm} de

Rm, siguin

X =


x1

x2
...

xn

 , Y =


y1

y2

· · ·

ym

 i A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1 am2 · · · amn


les columnes de components d’un vector arbitrariu ∈ Rn i un vector arbitrariv ∈ Rm en les
bases respectives i la matriu obtinguda de les relacions

T(uj ) =

m∑
i =1

ai j vi per a j = 1,2, . . . ,n ,
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que expressen les imatges dels vectors de la primera base com a combinacions lineals dels vectors
de la segona. Aplicant la linealitat deT al càlcul de la imatge del vector

u =

n∑
j =1

xj uj

obtenim que

T(u) = T
( n∑

j =1

xj uj
)
=

n∑
j =1

xj T(uj ) =

n∑
j =1

xj
( m∑

i =1

ai j vi
)

=

n∑
j =1

m∑
i =1

ai j xj vi =

m∑
i =1

( n∑
j =1

ai j xj
)
vi

i, comparant ambv =

m∑
i =1

yi vi , resulta que la relació intŕınseca

v = T(u)

es tradueix en components per

yi =

n∑
j =1

ai j xj per a i = 1,2, . . . ,m ,

o, matricialment,
Y = AX .

(⇐) Si T est̀a definida respecte a dues bases perY = AX, on A és una matriu arbitràriam × n,
és evident que, siY1 = AX1, Y2 = AX2 i t ∈ R, aleshores

A(X1 + X2) = AX1 + AX2 = Y1 + Y2 i A(t X1) = t AX1 = tY1 ,

i per tantT és lineal.

Observacions 5.3Podem extreure ḿes informacío d’aquest teorema.

(a) Les components de les imatgesT(u1), T(u2), . . . , T(un) en la base{v1, v2, . . . , vm} formen
les columnes de la matriuA, que rep el nom dematriu de T relativa a les dues bases:

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1 am2 · · · amn

 .

Simbolitzarem aquesta relació escrivintA = M(T,B,B′).
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(b) Aquestes imatges determinenT i, a més, poden ser escollides arbitràriament.És a dir, una
vegada fixades bases dels dos espais,tota matriu A del tipus m× n descriu una transformació
lineal T.

(c) A efectes pr̀actics, conv́e notar quées caracterı́stic d’una transformació lineal el fet que les
seves equacions vinguin donades perrelacions lineals homog̀eniesentre els dos conjunts de
variables. Amb aquest criteri, el lector pot observar que l’exemple de transformació proposat a
l’inici d’aquest caṕıtol no és, en absolut, lineal.

(d) En el cas d’un endomorfisme, emprarem només una base de referència. La matriu serà qua-
drada, i escriurem simplementA = M(T,B). Les columnes deA ens donaran les components
de les imatgesT(u1), T(u2), . . . , T(un) en funcío dels vectorsu1,u2, . . . ,un.

Exemples 5.4(a) És f̀acil comprovar que les funcions linealsf : R −→ R són les de la forma
y = f (x) = ax (notem l’analogia formal amb el cas general, on tenim la relació matricial
Y = T(X) = AX). Com és ben sabut, amb funcions lineals descrivim, entre molts altres
processos, costos, interessos, descomptes, recàrrecs...

(b) (Equacions d’un gir en el pla orientat.) Un gir d’angle α ∈ [0,2π) al voltant de l’ori-
gen del pla orientatR2 és la transformació G : R2

−→ R2 que conserva el m̀odul dels vec-
tors i incrementa els arguments en un angleα. Per tant,G(0,0) = (0,0) i, si u = (x, y) =

(r cosϕ, r sinϕ), i v = G(u) = (x′, y′), tenim les relacions

x′
= r cos(ϕ + α) , y′

= r sin(ϕ + α) ,

que, introduint les variablesx, y, ens condueixen a unes equacions tı́picament lineals segons el
teorema de caracterització:

x′
= x cosα − y sinα

y′
= x sinα + y cosα

}
o bé

(
x′

y′

)
=

(
cosα − sinα
sinα cosα

)(
x
y

)
.

Aix ı́ doncs, tot girG del pla orientat́es un endomorfisme, i la seva matriu en la base canònicaés

A = M(G,Bc) =

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
.

(c) (Equacions d’una simetria axial en el pla.) Considerem la simetriaS : R2
−→ R2 respecte a

la rectax = 3y (eix de simetria). Suposant ara comprovades —per exemple geomètricament—
les condicions de linealitat, noḿes caldr̀a trobar les imatges dels dos vectors de la base canònica
per determinar la matriu. Aplicant la fórmula del caṕıtol anterior,

S(u) = 2
u · w

w · w
w − u ,
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i tenint en compte que un vector director de l’eix de simetriaés, per exemple,w = (3,1),
obtenimS(1,0) = (4/5, 3/5) i S(0,1) = (3/5, −4/5). Per tant, l’equació matricial d’aquesta
simetria axial en la base canònicaés(

x′

y′

)
=

1

5

(
4 3
3 −4

)(
x
y

)
.

En aquest exemple hem fet servir el teorema de caracterització en el sentit rećıproc del de l’e-
xemple anterior: suposant justificada a priori la linealitat, l’aprofitem per trobar amb el mı́nim
esforç les equacions generals de la transformació.

5.2 Canvis de base

Tot i queés habitual —i sovint convenient— treballar amb la matriu d’una transformació lineal
relativa a les bases canòniques,́es important coǹeixer els efectes dels canvis de base. Per fixar
idees, considerarem amb detall només el cas dels endomorfismes.

Teorema 5.5 (Fórmula del canvi de base.) Considerem un endomorfisme T : Rn
−→ Rn i dues

bases, B i B′. Si A = M(T,B), A′
= M(T,B′), i C és la matriu del canvi de base de B′ a B,

aleshores
A′

= C−1AC .

DEMOSTRACIÓ. La relacío u = T(v) es tradueix perY = AX en la baseB, i perY′
= A′X′ en

la baseB′. El pas deX′ aY′ es pot obtenir tamb́e en tres fases: (a) passem el vectoru deB′ aB;
(b) transformem el vectoru env = T(u); (c) passem el vectorv deB aB′. Matricialment,

(a) X′
7→ X = C X′

(b) X 7→ Y = AX = AC X′

(c) Y 7→ Y′
= C−1Y = C−1AC X′ .

Com que aquesta era la transformació que duia a terme la matriuA′, deduim que

A′
= C−1AC .

Observacío 5.6 El lector no hauria de tenir dificultat en generalitzar el resultat anterior per a
una transformació lineal qualsevolT : Rn

−→ Rm aplicant un canvi de base a cada espai: SiB1

i B′

1 són bases deRn, i B2 i B′

2 són bases deRm, la relacío entre les matrius

A = M(T,B1,B2) i A′
= M(T,B′

1,B′

2)



72 R. Amer i F. Carreras Transformacions lineals

és
A′

= D−1AC ,

on C és la matriu del canvi de base en el primer espai, deB′

1 aB1, i D és la matriu del canvi de
base en el segon, deB′

2 aB2.

Exemples 5.7(a) SiB′ és una base ortogonal positiva del pla orientat, formada per dos vectors
de la mateixa longitud,e′

1 = (a,b) i e′

2 = (−b,a), la matriu del gir d’angleα en la baseB′

coincideix amb la matriu del gir en la base canònica, ja que tenim

C =

(
a −b
b a

)
, A =

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
i

A′
= C−1AC =

1

a2 + b2

(
a b

−b a

)(
cosα − sinα
sinα cosα

)(
a −b
b a

)
=

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
.

(b) Considerem la simetria axial estudiada a la secció anterior. Amb el vector director de l’eix
e′

1 = (3,1) i el vector ortogonale′

2 = (−1,3) podem formar una base adaptada a la simetria,
B′

= {e′

1,e
′

2}. Es evident queS(e′

1) = e′

1, S(e′

2) = −e′

2 i, per tant, la matriu de la simetria axial
en aquesta baseés ben simple:

A′
=

(
1 0
0 −1

)
.

Si ara volem calcular la matriu deSen la base caǹonica, noḿes cal desfer el canviA′
= C−1AC,

obtenint
A = C A′C−1 .

Aplicant aquesta nova relació resulta

C =

(
3 −1
1 3

)
, A′

=

(
1 0
0 −1

)
i A =

1

5

(
4 3
3 −4

)
.

(c) El determinant de la matriu d’un endomorfisme no varia en fer un canvi de base. En efecte:
aplicant determinants a la fórmula del canvi resulta

det(A′) = det(C−1AC) = det(C−1)det(A)det(C) =
1

det(C)
det(A)det(C) = det(A) .

(d) Suposem que un endomorfismeT : R2
−→ R2 queda definit de la manera següent:

T(1,2) = (5,1), T(−2,1) = (4,3) .
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Per trobarA = M(T,Bc) només cal observar que tenim una nova baseB′, formada pels vectors
e′

1 = (1,2) i e′

2 = (−2,1), i considerar les matrius següents:

C =

(
1 −2
2 1

)
(canvi deB′ aBc) i B = M(T,B′,Bc) =

(
5 4
1 3

)
.

Aplicant un raonament similar al del teorema del canvi de base resulta

A = BC−1
=

1

5

(
−3 14
−5 5

)
.

5.3 Nucli, imatge i rang

Considerem una transformació lineal arbitr̀ariaT : Rn
−→ Rm. Es defineix elnucli deT com

el subespai format per les antiimatges del vector 0: simbòlicament

Nuc(T) = T−1(0) = {u ∈ Rn : T(u) = 0} .

Es defineix laimatgedeT com el subespai format per totes les imatges dels vectors deRn:

Im(T) = {v ∈ Rm : v = T(u), u ∈ Rn
} .

(El lector hauria de comprovar que, efectivament, Nuc(T) i Im(T) són subespais.) Finalment, el
rangdeT es defineix per

rang(T) = dim Im(T) .

Teorema 5.8 (a) Si B = {u1,u2, . . . ,un} és una base de Rn, {T(u1), T(u2), . . . , T(un)} és un
sistema de generadors del subespai Im(T). Per tant, rang(T) és el rang de qualsevol matriu A
que representi a T .

(b) dim Nuc(T)+ dim Im(T) = n.

DEMOSTRACIÓ. (a) Si v ∈ Im(T), sabem quev = T(u) per a algunu ∈ Rn. Com que
u = t1u1 + t2u2 + · · · + tnun, resulta

v = T(u) = T(t1u1 + t2u2 + · · · + tnun) = t1T(u1)+ t2T(u2)+ · · · + tnT(un) .

Com que les columnes de la matriuA representen, doncs, un sistema de generadors de Im(T),
queda establerta també la identitat entre els rangs.

(b) El sistema d’equacions descrit matricialment perAX = 0 defineix el nucli. Per tant,

dim Nuc(T) = n − rang(A) = n − dim Im(T) .
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Corol.lari 5.9 (a) T és una transformació exhaustiva si, i només si, rang(T) = m.

(b) T és injectiva si, i només si, Nuc(T) = {0}, és a dir, si, i només si, rang(T) = n.

(c) Un endomorfisme T de Rn és bijectiu si, i només si, rang(T) = n, és a dir, det(A) 6= 0, on A
és qualsevol matriu que representi a T .

DEMOSTRACIÓ. (a) T és exhaustiva si, i noḿes si, Im(T) = Rm, i això és equivalent a que
rang(T) = m.

(b) Si T és injectiva,̀obviament ha de ser Nuc(T) = {0}. Rećıprocament, si Nuc(T) = {0}, de
la igualtatT(u) = T(u′) resultaT(u − u′) = 0, és a dir,u − u′

∈ Nuc(T) i, per tant,u = u′:
això significa queT és injectiva. La segona equivalènciaés una conseqüència immediata de la
fórmula de les dimensions del teorema anterior.

(c) Es despr̀en dels dos apartats anteriors.

Exemples 5.10(a) Considerem la projecció ortogonal deRn sobre un subespaiH , és a dir, la
transformacío P : Rn

−→ Rn tal queP(u) = u′, projeccío ortogonal deu sobreH . Es f̀acil
veure queP és lineal, i per tant un endomorfisme deRn, i tamb́e que

Nuc(P) = H⊥, Im(P) = H i rang(P) = dim(H) .

(b) Aquest exemple també permet il·lustrar una f́ormula general per al càlcul d’antiimatges que
ésútil en alguns contextos i el lector pot justificar com a exercici: siv = T(u), aleshores

T−1(v) = u + Nuc(T) ,

és a dir, coneguda una antiimatge concretau dev, totes les antiimatges d’aquest vector s’obtenen
sumant au un vector arbitrari del nucli de la transformació.

(c) Considerem ara, també aRn, la simetria respecte a un subespaiH , és a dir, la transformació
S : Rn

−→ Rn tal queS(u) = u∗, simètric deu respecte aH . Si H = {0} és diu queS és la
simetria central, si H és una rectaS és unasimetria axial, i si H és un plaS és unasimetria
plana. Tamb́e és f̀acil veure queS és lineal, i per tant un endomorfisme deRn, per̀o en aquest
cas resulta

Nuc(S) = {0}, Im(S) = Rn i rang(S) = n ,

de manera queS és una transformació bijectiva.
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5.4 Operacions

Com en el cas dels canvis de base, en aquesta secció ens limitarem a considerar operacions amb
endomorfismes, deixant al lector la senzilla tasca de generalitzar la major part de les idees i els
resultats a transformacions lineals entre espais diferents.

Si t ∈ R, i T i S són endomorfismes deRn, és immediat comprovar que les transformacions de
Rn en si mateix definides per

(T + S)(u) = T(u)+ S(u) i (tT)(u) = tT(u) ∀u ∈ Rn

són lineals. I establir les corresponents relacions matricials:

M(T + S,B) = M(T,B)+ M(S,B) i M(tT,B) = t M(T,B) .

Anàlogament,́es f̀acil veure que la transformació compostaS◦T és lineal, i correspon al producte
de matrius:

M(S◦ T,B) = M(S,B)M(T,B) .

Finalment, recordem que, siA = M(T,B), T és bijectiu si, i noḿes si,A és regular. Seguint
la mateixa t̀ecnica que en els casos anteriors, es pot provar que, en aquest supòsit,T−1 tamb́e és
lineal i

M(T−1,B) = M(T,B)−1 .

Es important esmentar l’existència, per a cadan, de l’endomorfisme anomenatidentitat, denotat
per I : Rn

−→ Rn i definit per I (u) = u per a totu ∈ Rn. La matriu d’aquest endomorfisme en
qualsevol basées la matriu unitatI , i d’aqúı l’abús de notacío que fem. Les relacions deI amb
les dues darreres operacions són les seg̈uents:

T ◦ I = T = I ◦ T

i, si T és bijectiu,
T ◦ T−1

= I = T−1
◦ T .

5.5 Endomorfismes i producte escalar

Estudiarem ara diversos tipus d’endomorfismes de l’espaiRn que śon interessants per la seva
connexío amb l’estructura euclidiana, fent especial insistència en els casos del pla i de l’espai.
Aquests tipus de transformacions són les projeccions ortogonals i les denominades isometries
(transformacions rı́gides), entre les quals cal destacar les simetries i, sobre tot, els girs del pla i
les rotacions de l’espai.
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Recordem que, donat un subespaiH de Rn, denotem perP i S, respectivament, la projecció
ortogonal sobreH i la simetria respecte aH . Les relacions seg̈uents śon clares:

P2
= P, S2

= I i S = 2P − I .

Les matrius deP i S relatives a una baseB′ adaptada a la suma directaH ⊕ H⊥ són, respectiva-
ment,

A′
=



1
. . .

1
0

. . .

0


i B′

=



1
. . .

1
−1

. . .

−1


.

Aquestes matriusA′ i B′ són sim̀etriques, per̀o tamb́e ho śon les matrius respectivesA i B en la
base caǹonicaBc. En efecte, suposant ortonormal la baseB′, la matriuC del canvi de base deB′

aBc és ortogonal, per tantC−1
= Ct , A = C A′Ct i

At
= (C A′Ct)t = C A′Ct

= A ,

i un argument aǹaleg serveix per a la matriuB. A més, la matriuB és ortogonal, perquè Bt
= B

i B2
= I , de manera queBt B = I .

Abans de discutir la noció general d’isometria, passem als girs del pla i les rotacions de l’espai.
La descripcío dels girs en el pla orientat s’ha dut a terme amb tota generalitat en la primera secció
d’aquest caṕıtol, i ser̀a útil per a l’estudi de les rotacions.

Donats un angleα ∈ [0,2π) i un vector unitariw de l’espaiR3 orientat, considerarem el plaH =

〈w〉
⊥ orientat perw, i definirem larotació d’angleα al voltant del vectorw com l’endomorfisme

R : R3
−→ R3 descrit de la forma següent en termes de la suma directaR3

= 〈w〉 ⊕ H :

R(u) =

u si u ∈ 〈w〉

G(u) si u ∈ H

on G és el gir d’angleα en el plaH orientat perw. Com que qualsevol vectoru ∈ R3 s’escriu
de formaúnica comu = u′

+ u′′, ambu′
∈ H i u′′

∈ 〈w〉, tenim, per linealitat,

R(u) = R(u′)+ R(u′′) = G(u′)+ u′′ .
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Evidentment, si{u, v} és una base ortonormal positiva deH , la matriu deRen la base ortonormal
positiva{w,u, v} deR3 és  1 0 0

0 cosα − sinα
0 sinα cosα

 .

El resultat seg̈uent d́ona una f́ormula de c̀alcul directe d’imatges per a les rotacions.

Proposició 5.11 Si R és la rotació d’angle α al voltant del vector unitari w ∈ R3,

R(u) = u cosα + (1 − cosα)(u · w)w + (w ∧ u) sinα ∀u ∈ R3 .

DEMOSTRACIÓ. Escrivim u = u′
+ u′′. Si u′

= 0 aleshoresu = u′′, i la fórmula d́ona,
efectivament,R(u) = R(u′′) = u′′. Si u′

6= 0, {u′, w ∧ u′
} és una base ortogonal positiva deH ,

amb‖u′
‖ = ‖w ∧ u′

‖. Per tant,

R(u′) = u′ cosα + (w ∧ u′) sinα .

A més,R(u′′) = u′′
= (u · w)w, ja que‖w‖ = 1. Finalment,w ∧ u′

= w ∧ u. Aixı́ doncs,

R(u) = R(u′)+ R(u′′) = u′ cosα + (w ∧ u) sinα + (u · w)w =

= u cosα + (1 − cosα)(u · w)w + (w ∧ u) sinα .

Exemple 5.12Calculem la imatge del vectoru = (1,0,1) segons la rotació de 90◦ al voltant
del vectorw = (1,1,1). La rotacío est̀a ben definida perquè el vectorw precisa elsentitde l’eix
de rotacío, per̀o a la f́ormula caldr̀a fer servir el vector normalitzat,és a dir,w = 1/

√
3(1,1,1).

Els c̀alculs parcials principals i el resultat són:

u · w =
2

√
3
, w ∧ u =

1
√

3
(1,0,−1) i R(u) =

1

3
(2 +

√
3,2,2 −

√
3) .

Les isometries formen una classe important d’endomorfismes de l’espai euclidià. Śon les trans-
formacions ŕıgides,és a dir, aquelles que no deformen les figures de l’espai. Intuitivament, la
rigidesa equival a la conservació de les longituds dels vectors i dels angles entre ells; com que
aquests dos conceptes estan estretament lligats al producte escalar,és natural donar la definició
seg̈uent.

Un endomorfismeT : Rn
−→ Rn és unaisometriadeRn si conserva el producte escalar dels

vectors,́es a dir, si
T(u) · T(v) = u · v ∀u, v ∈ Rn .
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(Aquesta condicío és tan forta que es pot demostrar que tota transformació T : Rn
−→ Rn que

conserva el producte escalar ha de ser lineal.) A partir de la definició, és immediat comprovar
que tota isometriaT

(a) conserva l’ortogonalitat: siu ⊥ v, T(u) ⊥ T(v) ;

(b) conserva la norma:‖T(u)‖ = ‖u‖ ∀u ∈ Rn ;

(c) conserva els angles no orientats: siu, v 6= 0,α(T(u), T(v)) = α(u, v) ;

(d) és bijectiva .

Proposició 5.13 Si A és la matriu d’un endomorfisme T : Rn
−→ Rn relativa a una base

ortonormal (per exemple, la base canònica),

T és isometria ⇐⇒ A és ortogonal .

DEMOSTRACIÓ. (⇒) Si T és una isometria ha de conservar els productes escalars entre els
vectors de la base ortonormal de referència, condicío que es tradueix en la relació At A = I .

(⇐) Rećıprocament, la condició At A = I expressa que es conserven els productes escalars
entre els vectors de la base i, per tant, també es conserva el producte escalar de qualsevol parell
de vectors.

Exemples 5.14(a) Aplicant aquesta caracterització matricial de les isometrieśes f̀acil compro-
var, a partir de les matrius corresponents, que totes les simetries, els girs del pla i les rotacions
de l’espai śon isometries, mentre que les projeccions ortogonals no ho són.

(b) De la mateixa manera, o directament per la definició, es demostra que la identitatI , la inversa
de qualsevol isometria i la composició d’isometries tamb́e śon isometries.

(c) Tenint en compte que el determinant de la matriu d’un endomorfisme no depèn de la base a la
qual est̀a referida, les isometries es poden classificar en dos tipus. Les isometriesdirectessón les
que compleixen que det(A) = 1, i evidentment conserven l’orientació de l’espai vectorial i, per
tant, śon realitzables fı́sicament: els girs del pla i les rotacions de l’espai, aixı́ com la identitat
(gir o rotacío de 0◦), la simetria central del pla (gir de 180◦) i les simetries axials de l’espai
(rotacions de 180◦) són isometries directes. Les isometriesinversessón les que compleixen
que det(A) = −1 i, per tant, inverteixen l’orientació de l’espai vectorial i no śon realitzables
fı́sicament: les simetries axials del pla i la simetria central i les simetries planes de l’espai són
isometries inverses.
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Una q̈uestío òbvia en aquest puntés la seg̈uent: hem esgotat, amb els exemples precedents, el
cat̀aleg d’isometries? La resposta es donarà en el pr̀oxim caṕıtol, aplicant parcialment la teoria
de la diagonalització de matrius, i provëırà un criteri per classificar una isometria a partir de la
seva matriu en una base ortonormal (la base canònica, per fixar idees). Limitarem l’estudi als
casos del pla i l’espai, els ḿes interessants des del punt de vista fı́sic.
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6
Diagonalitzacío de matrius

D’entre els procediments de reducció de matrius a formes senzilles, la diagonalització és un
dels ḿes útils de cara a les aplicacions pràctiques del c̀alcul matricial. A difer̀encia d’altres
situacions, en aquesta qüestío s’obtenen millors resultats en el cas complex que en el cas real, ja
que un punt cruciaĺes la descomposició del polinomi caracterı́stic i això fa intervenir el teorema
fonamental de l’̀algebra (vegeu l’ap̀endix B). Exposarem la teoria en el cas real, tot remarcant
els punts on l’́us dels nombres complexos suposa variacions. I encara que el marc natural de
la diagonalitzacío és el dels endomorfismes, serà convenient traduir les nocions i els resultats al
llenguatge de les matrius quadrades, queés l’habitual de la t̀ecnica.

6.1 Endomorfismes diagonalitzables

Hem vist en el caṕıtol anterior que les matrius de la simetria axialS : R2
−→ R2 respecte a la

rectax = 3y, en la base caǹonica i en la base adaptadaB′
= {(3,1), (−1,3)}, són respectivament

1

5

(
4 3
3 −4

)
i

(
1 0
0 −1

)
.

Observem que la segona matriu permet fer una concisa descripció de l’actuacío deS: (a) deixa
invariants els vectorsu de l’eix de simetria; (b) canvia de signe els vectorsv perpendiculars a
l’eix; (c) converteix qualsevol altre vector del pla, que serà de la formau + v, enu − v.
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Més en general, també hem comprovat la simplicitat de les matrius de les simetries i les projec-
cions ortogonals aRn quan sabem escollir una base adequada.

Recordem que una matriu quadradaA = (ai j ) ésdiagonalsi ai j = 0 quani 6= j .

Un endomorfismeT : Rn
−→ Rn ésdiagonalitzablesi la seva matriu en alguna baseB′ és

diagonal:

A′
=


α1

α2
. . .

αn

 .

Per diagonalitzar un endomorfisme cal, doncs, trobarn vectorse′

1,e
′

2, . . . ,e
′

n linealment inde-
pendents tals queT(e′

i ) = αi e′

i per ai = 1,2, . . . ,n. Això suggereix les definicions següents.

Un vectore ∈ Rn és unvector propid’un endomorfismeT si

T(e) = αe

per a algunα ∈ R. En particular, el vector 0́es un vector propi amb qualsevolα ∈ R. Per tant,
només direm que un nombreα ∈ R és unvalor propideT si existeix algun vectore 6= 0 tal que
T(e) = αe. Cada vector propie 6= 0 est̀a associat a uńunic valor propi, perqùe

βe = T(e) = αe H⇒ (β − α)e = 0 H⇒ α = β .

La condicío de vector propi es pot escriure en la forma(T − α I )(e) = 0, i això és equivalent a
dir que

e ∈ Nuc(T − α I ) .

Ara podem tornar a la definició inicial, i dir queT és diagonalitzable si, i noḿes si, existeix una
base deRn formada per vectors propis deT . I com que la condicío e ∈ Nuc(T − α I ) dóna una
descripcío operativa dels vectors propis de valor propiα, ens ocuparem en primer lloc de veure
com podem obtenir tots els valors propis deT .

Proposició 6.1 α és un valor propi de T si, i només si, det(α I − T) = 0.

DEMOSTRACIÓ. Recordem que un endomorfisme té nucli no nul si, i noḿes si, el seu de-
terminantés zero; per tant, existeixen vectorse 6= 0 dins de Nuc(T − α I ) si, i noḿes si,
det(T − α I ) = 0, i això és equivalent a dir que det(α I − T) = 0.
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Introduirem, doncs, una variablex i calcularem det(x I − T), és a dir, det(x I − A), on A és
qualsevol matriu que representi aT (vegeu la primera de les observacions següents). El resultat
és un polinomi de la forma

det(x I − T) = xn
− A1xn−1

+ A2xn−2
− · · · + (−1)n An ,

que s’anomenapolinomi caracteŕıstic de T . Les seves arrels, cada una amb la multiplicitat
corresponent, śon els valors propis deT . Per a cada arrelα, el subespai Nuc(T − α I ) est̀a
format per tots els vectors propis deT amb valor propiα.

Observacions 6.2(a) El polinomi caracterı́stic no dep̀en, com a determinant d’un endomorfisme,
de la matriu a partir de la qual es calcula. En efecte: siA i A′ són dues matrius deT , i C és la
matriu de canvi de base que ens dónaA′

= C−1AC, tenim

det(x I − A′) = det(C−1x IC − C−1AC) = det(C−1
{x I − A}C)

= det(C−1)det(x I − A)det(C) = det(x I − A) .

(b) A més del c̀alcul directe del polinomi caracterı́stic, és interessant conèixer un m̀etode alter-
natiu. Cada coeficientAi de la f́ormula de det(x I −T) és la suma delsmenors diagonalsd’ordre
i de la matriuA, és a dir, menors d’ordrei que tenen la seva diagonal principal situada en la
diagonal principal deA. Per a cadai hi ha

(n
i

)
menors diagonals d’ordrei . En particular,A1

s’anomena latraçade A (suma dels coeficients de la diagonal principal), mentre queAn és el de-
terminant deA. Tot i que una demostració general d’aquesta fórmulaés complicada de notació,
comprovar–la per an = 2 i n = 3 és un bon exercici d’aplicació del c̀alcul de determinants.

6.2 Condicions de diagonalització

Sigui T un endomorfisme deRn.

Lema 6.3 Si α1, α2, . . . , αk són valors propis diferents de T , la suma dels subespais de vectors
propis corresponents és directa.

DEMOSTRACIÓ. Aplicarem induccío sobre el nombre de valors propis, k.

Si k=1, no hi ha res a demostrar.

Suposem quek ≥ 2 i que l’enunciat́es cert per ak − 1, és a dir, que la suma delsk − 1 primers
subespais de vectors propisés directa:

Nuc(T − α1I )⊕ Nuc(T − α2I )⊕ · · · ⊕ Nuc(T − αk−1I ) .



84 R. Amer i F. Carreras Diagonalització de matrius

Per demostrar que la suma delsk subespaiśes directa, hem de veure que siei ∈ Nuc(T − αi I )
per ai = 1,2, . . . , k, noḿesés possible la igualtat

e1 + e2 + · · · + ek = 0

quan cadaei = 0 (queés una de les condicions de suma directa).

Aplicant T a aquesta igualtat tenim que

α1e1 + α2e2 + · · · + αkek = 0 ,

mentre que multiplicant-la perαk obtenim

αke1 + αke2 + · · · + αkek = 0 .

Restant aquestes dues igualtats resulta que

(αk − α1)e1 + (αk − α2)e2 + · · · + (αk − αk−1)ek−1 = 0 .

Com que els coeficients d’aquesta suma són diferents de zero, i la suma delsk − 1 primers
subespaiśes directa, podem assegurar quee1 = e2 = · · · = ek−1 = 0 i, en conseq̈uència,
ek = 0.

De vegades, l’enunciat d’aquest lema s’expressa —sense massa precisió— dient que “vectors
propis de valors propis diferents són linealment independents”.

Lema 6.4 Si α és un valor propi de T de multiplicitat m, i d = dim Nuc(T − α I ), aleshores
1 ≤ d ≤ m.

DEMOSTRACIÓ. És evident qued ≥ 1, ja que la definicío de valor propi garanteix l’existència
d’algune 6= 0 dins de Nuc(T − α I ).

Prenem ara una base{e1,e2, . . . ,ed} de Nuc(T − α I ) i l’ampliem fins a obtenir una base
{e1,e2, . . . ,ed,ed+1, . . . ,en} deRn. L’aspecte de la matriu deT en aquesta baseés


α

α
. . .
d

α


 C



0

 B




,



R. Amer i F. Carreras 85

de manera que desenvolupant det(x I − T) per les primeresd columnes queda

det(x I − T) = (x − α)d det(x I − B) .

Això assegura que la multiplicitat de l’arrelα ésm ≥ d.

Teorema 6.5 (Condicío necess̀aria i suficient de diagonalització.) Un endomorfisme T de Rn

és diagonalitzable si, i només si, compleix les dues condicions següents:

(a) El polinomi caracterı́stic es descompon totalment en factors de primer grau:

det(x I − T) = (x − α1)
m1(x − α2)

m2 · · · (x − αk)
mk .

(b) La dimensió de cada nucli coincideix amb la multiplicitat del valor propi corresponent:

di = mi per a i = 1, . . . , k .

DEMOSTRACIÓ. (H⇒) Si T és diagonalitzable, la suma directa dels nuclis coincideix amb tot
l’espai Rn, perqùe els vectors propis que formen la base en la que la matriu deT és diagonal
surten necessàriament d’aquests nuclis. Aixı́ doncs, la matriu diagonal deT

α1
. . .
m1

α1

α2
. . .
m2

α2

αk

. . .
mk

αk


dóna directament det(x I − T) = (x − α1)

m1(x − α2)
m2 · · · (x − αk)

mk . D’altra banda, tenim que
di ≤ mi per a toti segons el lema precedent; a més,

d1 + d2 + · · · + dk = n

perqùe la suma directa dels nuclisésRn; finalment,

m1 + m2 + · · · + mk = n

segons resulta de calcular el grau del polinomi caracterı́stic. De tot aix̀o es dedueix que

di = mi per a i = 1, . . . , k .
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(⇐H) Si T compleix les condicions (a) i (b), la suma directa dels nuclisésRn, ja que

dim[Nuc(T − α1I )⊕ · · · ⊕ Nuc(T − αk I )] =

=

k∑
i =1

dim Nuc(T − αi I ) =

k∑
i =1

di =

k∑
i =1

mi = n .

Per tant, prenent una base adaptada a la suma directa tindrem una base deRn formada per vectors
propis deT , el qual ser̀a en conseq̈uència un endomorfisme diagonalitzable.

Corol.lari 6.6 (Una condicío suficient.) Si un endomorfisme T de Rn té n valors propis diferents,
T és diagonalitzable.

DEMOSTRACIÓ. En aquest cas, det(x I − T) es descompon totalment en producte den factors
de primer grau:

det(x I − T) = (x − α1)(x − α2) · · · (x − αn) .

Com que cadami és igual a 1, el segon dels lemes previs assegura quedi = 1 = mi per a cada
i = 1, . . . ,n, per tantT és diagonalitzable.

Observacions 6.7(a) Si considerem endomorfismesT : Cn
−→ Cn (espai vectorial num̀eric

complex de dimensió n), la condicío necess̀aria i suficient de diagonalització es redueix a l’apar-
tat (b) del teorema, ja que, segons el teorema fonamental de l’àlgebra, la condició (a) sempre es
complir̀a.

(b) Tant el teorema com el corol·lari permeten determinar si un endomorfismeés diagonalitzable
sense trobar els vectors propis, ja que, una vegada descompost el polinomi caracterı́stic, o b́e t́e
n arrels diferents, o b́e noḿes cal calcular els rangs deT − αi I i comprovar si es compleix la
igualtat

mi = n − rang(T − αi I ) per a i = 1, . . . , k .

(De fet, noḿes cal comprovar-la quanmi > 1.)

Exemples 6.8(a) Ni els girs en el pla ni les rotacions a l’espai admeten vectors propis si l’angle
ésα 6= 0, π ; per tant no śon endomorfismes diagonalitzables.

(b) Si la matriu d’un endomorfismeT deR2 en la base caǹonicaés sim̀etrica,T és diagonalitza-
ble. El lector pot comprovar directament aquesta propietat, queés un cas particular del teorema
espectral que demostrarem a continuació.
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Un endomorfismeT deRn éssimètric si compleix que

T(u) · v = u · T(v) per a qualssevol u, v ∈ Rn.

Si A és la matriu deT en la base caǹonica (o en qualsevol base ortonormal),T és sim̀etric si, i
només si,A és sim̀etrica. En efecte: siX i Y són les columnes de les components deu i v en
aquesta base, la condició de simetriáes equivalent a que

(AX)tY = Xt AY , és a dir, Xt AtY = Xt AY ,

i això és cert per a qualssevolX i Y si, i noḿes si,At
= A.

Lema 6.9 Vectors propis d’un endomorfisme simètric corresponents a valors propis diferents
són ortogonals.

DEMOSTRACIÓ. Si T(e) = αe i T(e′) = βe′, ambα 6= β, aplicant la condicío de simetria
tenim que

α(e · e′) = T(e) · e′
= e · T(e′) = β(e · e′) ,

i d’aqúı es dedueix que(α − β)(e · e′) = 0, i per tante · e′
= 0 ja queα − β 6= 0.

Teorema 6.10(Teorema espectral.) Tot endomorfisme simètric de Rn és diagonalitzable, i admet
una base ortonormal de vectors propis.

DEMOSTRACIÓ. Sigui T l’endomorfisme iA la seva matriu (sim̀etrica) en la base canònica.
En primer lloc veurem que det(x I − T) es descompon totalment sobreR. Considerem l’endo-
morfismeT∗ : Cn

−→ Cn definit per la matriuA en la base caǹonica deCn. Es obvi que
det(x I − T) = det(x I − T∗), i sabem que siα ∈ C és una arrel amb multiplicitatm d’aquest
polinomi amb coeficients reals també hoés el seu conjugatα.

Per veure queα ha de tenir la part imagiǹaria nul·la, escollim un vector propiu ∈ Cn de l’endo-
morfismeT∗ amb valor propiα. Com queA té tots els coeficients reals,u tamb́e és un vector
propi deT∗ amb valor propiα. Aleshores, siU és la matriu columna de les components deu,
tenim queU

t
U és un nombre real i positiu, per tantU

t
U = (U

t
U )t = U tU . Pel mateix motiu,

U
t
AU = (U

t
AU)t = U t AU i, en conseq̈uència,

αU
t
U = U

t
αU = U

t
AU = U t AU = U tαU = αU tU = αU

t
U ,

d’on es despr̀en queα = α i per tantα ∈ R.
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Finalment, comprovarem per inducció sobren que existeix una base ortonormal de vectors propis
deT . Si n = 1, no hi ha res a dir. Si l’enunciatés cert per al casn − 1, seleccionem un vector
propi unitarien deT amb valor propiα i escrivim

Rn
= H ⊕ 〈en〉 ,

on H = 〈en〉
⊥. Si u ∈ H es compleix queT(u) ∈ H , perqùe

T(u) · en = u · T(en) = αu · en = 0 .

Per tant,T es restringeix a un endomorfisme, encara simètric, deH . Com queH és un espai
vectorial de dimensió n − 1, per hip̀otesi d’induccío existeix una base ortonormal deH , diguem
{e1,e2, . . . ,en−1}, formada per vectors propis deT .

Ara és evident que{e1,e2, . . . ,en−1,en} és una base ortonormal deRn formada per vectors propis
deT , que per tant́es diagonalitzable.

Exemple 6.11Estudiem l’endomorfismeT deR3 definit en la base canònica per la matriu

A =

 2 1 1
1 2 1
1 1 2

 .

Pel teorema espectral,T és diagonalitzable. El polinomi caracterı́stic és

det(x I − A) = x3
− 6x2

+ 9x − 4 = (x − 1)2(x − 4) ,

i els valors propis śon 1 (doble) i 4 (simple). Els subespais de vectors propis són

Nuc(T − I ) = 〈 (1,0,−1), (0,1,−1) 〉 i Nuc(T − 4I ) = 〈 (1,1,1) 〉 .

El vectoru3 = (1,1,1) és ortogonal als vectorsu1 = (1,0,−1) i u2 = (0,1,−1), com assegura
el lema previ al teorema espectral, però aquests dośultims no ho śon entre ells i cal aplicar el
mètode de Gram-Schmidt, prenentv1 = u1 i

v2 = u2 − tv1 , amb t =
u1 · u2

u1 · u1
=

1

2
,

és a dir,v2 = 2u2 − u1 = (−1,2 − 1) per evitar fraccions. Afegintv3 = u3, els vectors

v1 = (1,0,−1) , v2 = (−1,2,−1) i v3 = (1,1,1)

formen una base ortogonal de vectors propis deT . Normalitzant-los obtenim els vectors

w1 =
1

√
2
(1,0,−1) , w2 =

1
√

6
(−1,2,−1) i w3 =

1
√

3
(1,1,1) ,
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que formen una base ortonormalB′ de vectors propis deT . La matriu del canvíes

C =
1

√
6


√

3 −1
√

2
0 2

√
2

−
√

3 −1
√

2


(ortogonal:C−1

= Ct ), i la matriu de l’endomorfismeT en la baseB′ és

A′
= C−1AC = Ct AC =

 1
1

4

 .

6.3 Diagonalitzacío de matrius

Traduirem ara la teoria de diagonalització al llenguatge matricial. Es diu que una matriu quadra-
da A ésdiagonalitzablesi existeix una matriu regularC tal queA′

= C−1AC sigui diagonal.

De cara a la pr̀actica, cal notar que les columnes deC seran els vectors propis de l’endomorfisme
representat perA, i la diagonal deA′ estar̀a ocupada pels valors propis disposats en el mateix
ordre que s’hagi assignat als vectors propis.

Si la matriuA és de coeficients reals, serà convenient distingir dos casos. (1) Direm queA és
diagonalitzable sobre els nombres realssi podem escollir com a matriu de canviC una matriu de
coeficients reals (i per tantA′ tamb́e ho ser̀a). (2) Direm, en canvi, queA ésdiagonalitzable sobre
els nombres complexossi hem de prendreC (i per tantA′) amb coeficients en general complexos.
En les aplicacions, aquesta segona opció potser noḿes ser̀a admissible en determinats contextos.

Finalment, observem que siB és una matriuconjugadade A, és a dir, siB = D−1AD ambD
regular, i A és diagonalitzable, aleshoresB tamb́e ho ser̀a, ja queA i B representen un mateix
endomorfisme en bases diferents.

Exemples 6.12(a) El polinomi caracterı́stic de la matriu

A =

 1 0 0
1 1 0
0 0 2


és det(x I − A) = (x − 1)2(x − 2). Tot i que aquest polinomi es descompon totalment, la matriu
no és diagonalitzable, perquè

A − I =

 0 0 0
1 0 0
0 0 1

 , rang(A − I ) = 2
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i, per tant,m1 = 2 per̀o d1 = 3 − rang(A − I ) = 1.

(b) El polinomi caracterı́stic de la matriu

B =


−1 0 0 0

1 1 1 2
1 0 2 0
0 0 0 2


és det(x I − B) = (x − 1)(x + 1)(x − 2)2. Per saber si la matriúes diagonalitzable, noḿes cal
trobar rang(B − 2I ): com que

B − 2I =


−3 0 0 0

1 −1 1 2
1 0 0 0
0 0 0 0

 ,

tenim que rang(B − 2I ) = 2 i d2 = 4 − 2 = 2 = m2. Per tant,B és diagonalitzable.

(c) En el cas de la matriu

C =

 3 0 0
0 0 0
1 1 1


apliquem el corol·lari perqùe

det(x I − C) = x(x − 1)(x − 3) ,

i per tant hi ha tres valors propis diferents, condició suficient per afirmar queC és diagonalitzable.

(d) El polinomi caracterı́stic de la matriu

D =

 0 0 0
0 0 −1
0 1 0


és det(x I − D) = x3

+ x = x(x − i )(x + i ). Aquesta matriu nóes diagonalitzable sobreR,
perqùe el polinomi caracterı́stic no es descompon totalment en factors de primer grau, mentre
queés diagonalitzable sobreC perqùe presenta tres valors propis diferents.

(e) (Teorema espectral generalitzat.) Tota matriu simètrica és diagonalitzable amb un canvi
ortogonal.



R. Amer i F. Carreras 91

En efecte: podem suposar que la matriu representa un endomorfisme deRn en la base caǹonica,
i aplicar el teorema espectral original. Com que la base de vectors propis es pot escollir orto-
normal, la matriuC del canvi de base serà ortogonal,́es a dir, complir̀a queCtC = I (fins i tot
podem fer que det(C) = 1 si volem que el canvi conservi l’orientació). Per tant tenim

A′
= C−1AC = Ct AC .

Aquest resultat́es fonamental per a l’estudi de tensors, formes quadràtiques, c̀oniques i qùadriques.

Exemple 6.13 (Càlcul de les pot̀encies d’una matriu diagonalitzable.) Si A és una matriu qua-
drada, les seves potències naturalsAm seguiran una llei de recurrència que, en general,és molt
difı́cil de trobar directament. En el cas queA sigui diagonalitzable, disposem d’un mètode alter-
natiu passant per la matriu diagonal conjugadaA′

= C−1AC. En efecte: si

A′
=


α1

α2
. . .

αn


(ambα1, α2, . . . , αn no necess̀ariament diferents),́es immediat comprovar que

(A′)m =


α1

m

α2
m

. . .

αn
m

 per a totm ∈ N.

D’altra banda, de la relació A′
= C−1AC obtenim

A = C A′C−1 ,

A2
= C A′C−1C A′C−1

= C(A′)2C−1

i en general, per inducció,
Am

= C(A′)mC−1 ,

fórmula que resoldrà la q̈uestío. Com a il·lustracío, considerem la matriu

A =

(
2 2
1 3

)
.

El polinomi caracteŕıstic és det(x I − A) = (x − 1)(x − 4), i per tant A és diagonalitzable.
Calculant una base de vectors propis, obtenim

A′
=

(
1 0
0 4

)
i C =

(
2 1

−1 1

)
,
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i aplicant la f́ormula de retorn tenim que

Am
=

(
2 1

−1 1

)(
1 0
0 4m

)
1

3

(
1 −1
1 2

)

=
1

3

(
2 + 4m

−2 + 2 · 4m

−1 + 4m 1 + 2 · 4m

)
=

1

3

(
2 −2

−1 1

)
+

4m

3

(
1 2
1 2

)
∀ m ∈ N .

6.4 Classificacío de les isometries

Al final del caṕıtol anterior hem deixat pendent l’estudi general de les isometries, que ara podem
dur a terme aplicant, en part, la teoria de la diagonalització. A la primera part de la secció
classificarem les isometries del pla, i a la segona les de l’espai.

Isometries del pla

En el pla, lesúniques isometries possibles són els girs i les simetries axials (la identitat i la
simetria central śon, de fet, girs d’angles respectius 0 iπ ). A més, el determinant les classifica:
una isometriaT és un gir si det(T) = 1, i és una simetria axial si det(T) = −1. Suposarem el
pla orientat per tal de descriure els girs unı́vocament.

Sigui T una isometria del pla orientatR2 definida en la base canònica per la matriu

A =

(
a c
b d

)
.

Aquesta matriu compleix queAt
= A−1, on

At
=

(
a b
c d

)
, A−1

=
1

det(A)

(
d −c

−b a

)
i det(A) = ±1. Estudiem aquests dos casos per separat.

Cas 1.Si det(A) = 1, l’anterior igualtat́es(
a b
c d

)
=

(
d −c

−b a

)
, d’on

{
d = a

c = −b .

Aleshores la matriúes de la forma

A =

(
a −b
b a

)
amb a2

+ b2
= 1
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i, en conseq̈uència, existeix uńunicα ∈ [0,2π) tal quea = cosα i b = sinα. En definitiva, la
matriu deT en la base caǹonicaés (

cosα − sinα
sinα cosα

)
i T és ungir d’angleα.

Com a casos particulars tenim laidentitat T = I quanα = 0 i la simetria central T= −I quan
α = π .

Cas 2.Si det(A) = −1, tenim que(
a b
c d

)
=

(
−d c

b −a

)
, d’on

{
d = −a

c = b .

Aleshores

A =

(
a b
b −a

)
amb a2

+ b2
= 1 .

Aquesta matriúes sim̀etrica i, per tant, diagonalitzable en una base ortonormalB′
= {e′

1 ,e
′

2}. El
seu polinomi caracterı́stic és det(x I − A) = x2

− 1 = (x − 1)(x + 1), de manera que la matriu
deT en la baseB′ és

A′
=

(
1 0
0 −1

)
.

T és, doncs, lasimetria axiald’eix

〈 e′

1 〉 = Nuc(T − I ) .

Observacions 6.14(a) Tamb́e podem distingir els girs de les simetries a partir del següent fet:
si la matriuA és sim̀etrica,T és la identitat, una simetria axial o la simetria central; siA no és
simètrica,T és un gir.

(b) Els girs tals queα 6= 0, π són lesúniques isometries del pla que no tenen vectors propis.

Isometries de l’espai

Estudiem ara les isometries de l’espai orientatR3. A diferència de les isometries del pla, les de
l’espai sempre tenen vectors propis, ja que el seu polinomi caracterı́stic, en ser de grau 3, té com
a ḿınim una arrel real. El resultat següent ens d́ona ḿes informacío.

Lema 6.15 Sigui T és una isometria de R3.
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(a) Si det(T) = 1, T admet el valor propi 1.

(b) Si det(T) = −1, T admet el valor propi −1.

DEMOSTRACIÓ. Sigui A la matriu deT en la base caǹonica.

(a) La matriuA − I compleix que

A − I = A − At A = (I − At)A ,

i per tant
det(A − I ) = det(I − At)det(A) = det(I − A) = − det(A − I ) ,

ja que aquests determinants són d’ordre 3. Aix́ı doncs, det(A − I ) = 0 i T admet el valor propi
1.

(b) La matriuA + I compleix que

A + I = A + At A = (I + At)A ,

de forma que
det(A + I ) = det(I + At)det(A) = − det(I + A) .

Per tant, det(A + I ) = 0 i T admet el valor propi−1.

Tal com hem fet en el pla, distingirem dos casos segons el determinant de la isometria.

Cas 1.Si T és una isometria deR3 amb determinant 1, siguiw un vector no nul amb valor propi
1, i considerem la descomposició de l’espai

R3
= 〈w 〉 ⊕ H , on H = 〈w 〉

⊥ .

Si u ∈ H , tenim queT(u) ·w = T(u) · T(w) = u ·w = 0, és a dir,T(u) ∈ H , i la restriccío de
T a H és una isometria plana. D’altra banda, el vectorw determina una orientació sobre el pla
H i, com que aquesta restricció no pot ser una simetria perquè el determinant deT és 1, ha de
ser un gir d’angleα. Aleshores, si{u, v} és una base ortonormal positiva deH , la matriu deT
en la baseB = {w,u, v} deR3 és  1 0 0

0 cosα − sinα
0 sinα cosα

 ,

i T és unarotació d’angleα al voltant del vectorw.
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Observacions 6.16(a) L’angleα dep̀en deT , de l’orientacío de l’espai i del sentit del vector
propiw escollit. En particular, la rotació d’angleα al voltant dew coincideix amb la rotació
d’angle−α al voltant de−w.

(b) Com a casos particulars tenim laidentitat T = I quanα = 0 i la simetria axialrespecte a la
recta〈w〉 = Nuc(T − I ) quanα = π .

Cas 2. Si T és una isometria deR3 amb determinant−1, siguiw un vector no nul amb valor
propi−1, i considerem la descomposició de l’espai

R3
= 〈w 〉 ⊕ H , on H = 〈w 〉

⊥ .

El mateix raonament d’abans ens permet assegurar que la restricció deT a H tamb́e és un gir
d’angleα. Aleshores, si{u, v} és una base ortonormal positiva deH , la matriu deT en la base
B = {w,u, v} és −1 0 0

0 cosα − sinα
0 sinα cosα

 ,

i T és lacomposicío de la rotacío d’angleα al voltant del vectorw amb la simetria plana
respecte a H. A més, aquesta composició éscommutativa, i cal notar que l’eix de rotació i el pla
de simetria śon ortogonals.

Observacío 6.17 Com a casos particulars tenim lasimetria central T= −I quanα = π i la
simetria planarespecte al subespaiH = Nuc(T − I ) quanα = 0.

Podem resumir els resultats obtinguts en aquest apartat amb l’esquema de classificació seg̈uent.
Si la matriu A representa la isometriaT en la base caǹonica o en qualsevol base ortonormal
positiva deR3, aleshores:

Exemples 6.18(a) Considerem la isometriaT deR3 que en la base canònica ve definida per la
matriu

A =

 0 0 1
1 0 0
0 1 0

 .

És immediat comprovar que aquesta matriués ortogonal, no sim̀etrica, que det(A) = 1 i que
Nuc(T − I ) = 〈 (1,1,1) 〉. Per tant, es tracta d’unarotació al voltant del vector(1,1,1).

Per obtenir l’angleα de rotacío hem de calcular sinα i cosα. Apliquem la f́ormula

T(u) = u cosα + (1 − cosα)(u · w)w + (w ∧ u) sinα
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det(A) A
simètrica

T

1 Si
Identitat

Simetria axial respecte al subespai Nuc(T − I )

1 No Rotacío al voltant del vectorw ∈ Nuc(T − I )

−1 Si
−Identitat o simetria central

Simetria plana respecte al subespai Nuc(T − I )

−1 No
Composicío d’una rotacío al voltant dew ∈ Nuc(T + I )

i una simetria plana respecte al subespai〈w 〉
⊥

Taula 6.1: Classificació de les isometries a l’espai

ambw =
1

√
3
(1,1,1) i u = (1,0,0):

(0,1,0) = (1,0,0) cosα + (1 − cosα)
1

√
3

1
√

3
(1,1,1)+

1
√

3
(0,1,−1) sinα .

Igualant les components tenim les relacions

cosα +
1 − cosα

3
= 0

1 − cosα

3
+

sinα
√

3
= 1

1 − cosα

3
−

sinα
√

3
= 0


,

amb les quals determinem les raons trigonomètriques de l’angleα buscat:

cosα = −
1

2
i sinα =

√
3

2
.

Per tant,T és la rotacío de 120◦ al voltant del vector(1,1,1): aquests śon els dos elements
geom̀etrics de la isometria.

Hi ha un m̀etode alternatiu per determinar l’angleα d’una rotacío. Es basa en el fet que la traça
de la matriu d’un endomorfismées invariant pels canvis de base, perquè és un coeficient del
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polinomi caracteŕıstic. Comparant la matriuA que tenim amb la matriu de la rotació en una base
adaptada a l’eix resulta la relació

1 + 2 cosα = tr(A) .

Quan cosα 6= ±1, aquesta equació admet dues solucionsα1, α2 ∈ [0,2π), tals que

0< α1 < π i π < α2 < 2π .

Si w és el vector que defineix el sentit de l’eix de rotació, escollim un vector no nulu ⊥ w,
calculem la seva imatgev = T(u) i considerem la base{w,u, v}: si és positiva,α = α1; si és
negativa,α = α2. (Si cosα = ±1,α = 0 ó π sense ambig̈uitat.)

A l’exemple que acabem d’estudiar tenim

1 + 2 cosα = 0 ,

cosα = −1/2 i, per tant,α1 = 120◦ i α2 = 240◦. Prenentw = (1,1,1) i u = (1,−1,0) resulta
v = T(u) = (0,1,−1). Com que ∣∣∣∣∣∣

1 1 0
1 −1 1
1 0 −1

∣∣∣∣∣∣ = 3> 0

deduim queα = α1 = 120◦.

(b) Considerem ara l’endomorfismeSdeR3 definit per

B = M(S,Bc) =

 0 1 0
1 0 0
0 0 1

 .

B és ortogonal i sim̀etrica per̀o det(B) = −1, per tantS és una simetria plana. El pla de simetria
és el subespai Nuc(S− I ), definit pel sistema d’equacions−1 1 0

1 −1 0
0 0 0

 x
y
z

 =

 0
0
0

 ,

que es redueix a l’equació x − y = 0. Aquestés el pla de simetria, i l’únic element geom̀etric
que cal determinar en aquest cas.
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6.5 Sistemes d’equacions diferencials lineals

Una aplicacío interessant de la diagonalització de matriuśes la resolucío de sistemes d’equacions
diferencials lineals de primer ordre amb coeficients constants.

Unaequacío diferencial de primer ordre en forma normalés una relació

y′
= f (x, y)

entre una variable independentx, una variabley queés funcío dex i la derivada corresponent

y′
=

dy

dx
.

El problema consisteix a trobar lessolucions, és a dir, les funcionsy = y(x) que satisfan la
relacío anterior per a totx d’un cert interval.

Exigint condicions a la funció f apareixen diversos tipus d’equacions diferencials. Si es demana
que f sigui lineal en y, ens trobem amb l’equacío diferencial lineal

y′
= P(x)y + Q(x) .

Si P(x) = α és una constant tenim l’equacío diferencial lineal de primer ordre amb coeficient
constant

y′
= αy + Q(x) ,

on suposarem queQ és una funcío almenys contı́nua en un intervalI ⊂ R. Si, a ḿes,Q(x) = 0,
resulta l’anomenada equació homog̀enia

y′
= αy ,

la més senzilla de totes però tamb́e la ḿes freq̈uent en les primeres aplicacions pràctiques.

Teorema 6.19(a) Les solucions de l’equació homogènia de primer ordre

y′
= αy

són totes les funcions de la forma

y(x) = Ceαx amb C ∈ R .

(b) Una solució particular de l’equació completa

y′
= αy + Q(x)
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és la funció
yp(x) = eαx

∫
Q(x)e−αx dx .

(c) La solució general de l’equació completa és

y = yp(x)+ Ceαx amb C ∈ R .

DEMOSTRACIÓ. (a) Representem perD l’acció de derivar. La condició D(y) = αy implica
que

D(ye−αx) = D(y)e−αx
− αye−αx

= 0 ,

de manera que la funció ye−αx és constant sobreR i resulta

ye−αx
= C , o bé y(x) = Ceαx amb C ∈ R .

Rećıprocament, tota funció d’aquesta formáes solucío de l’equacío homog̀enia.

(b) Provem una funció de la forma

yp(x) = C(x)eαx

com a solucío de l’equacío completa, suposantC(x) derivable (mètode de variacío de les cons-
tants). Derivant,

y′

p(x) = C′(x)eαx
+ αC(x)eαx ,

i substituint a l’equacío completa i simplificant resulta

C′(x)eαx
= Q(x) , és a dir, C(x) =

∫
Q(x)e−αx dx ,

expressío que ens d́ona la solucío particularyp(x) indicada a l’enunciat.

(c) Si y = y(x) és una solució de l’equacío completa,y − yp ho és de l’homog̀enia, per tant

y − yp = Ceαx i y(x) = yp(x)+ Ceαx amb C ∈ R .

Rećıprocament, tota funció d’aquesta formáes solucío de l’equacío completa.

Exemple 6.20 (Condicions inicials.) La constant arbitr̀ariaC que apareix en la solució general
d’una equacío de primer ordre es determina imposant a la funció solucío una condicío addicional,
que acostuma a ser del tipus

y = y0 quan x = x0 ,

on x0 i y0 són dades (́es freq̈uent prendrex0 = 0, i d’aqúı ve el nom de “condicions inicials”).
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Com a il·lustracío, resoldrem l’equació diferencial

y′
= 2y + x

amb les condicions inicialsy = 1/2 quanx = 0.

(a) L’equacío homog̀enia associadáesy′
= 2y, i la seva solucío generaly = Ce2x, ambC ∈ R.

(b) Una solucío particular de l’equació completa ser̀a de la formayp = C(x)e2x, on

C(x) =

∫
xe−2x dx = −

(
x

2
+

1

4

)
e−2x

i per tant

yp = −
x

2
−

1

4
.

(c) La solucío general de l’equació proposadáes la faḿılia

y = Ce2x
−

x

2
−

1

4
amb C ∈ R .

(d) Imposant les condicions inicials exigides,

1

2
= C −

1

4
, C =

3

4

i queda com a solució única del problema la funció

y =
3e2x

− 2x − 1

4
.

Un sistema d’equacions diferencials de primer ordreper a dues variablesx, y que depenen d’una
variable independentt és un parell d’equacions de la forma

ẋ =
dx

dt
= F(x, y, t)

ẏ =
dy

dt
= G(x, y, t)

 .

Les solucionsseran parelles de funcionsx = x(t), y = y(t) que amb les seves derivades
satisfacin les dues equacions per a tott d’un cert interval.

Es pot donar a la variablet el significat de temps, i entendrex i y com les coordenades d’un punt
mòbil del pla: en aquesta interpretació cinem̀atica del sistema, el vector velocitatv = (ẋ, ẏ) est̀a
relacionat amb la posició (x, y) i el tempst .
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El sistemáeslineal si les funcionsF i G ho śon respectex i y conjuntament, i ambcoeficients
constantssi ho śon els d’aquestes variables, quedant de la forma

ẋ = ax + cy + f (t)

ẏ = bx + dy + g(t)

}
,

on suposem quef i g són almenys contı́nues en un intervalI ⊂ R. Si les funcionsf i g són
nul·les, el sistemáeshomogeni.

Matricialment, un sistema d’equacions diferencials lineals amb coeficients constants es pot re-
presentar per

Ẋ = AX + H(t) ,

on

X =

(
x
y

)
, Ẋ =

(
ẋ
ẏ

)
, A =

(
a c
b d

)
i H(t) =

(
f (t)
g(t)

)
.

Teorema 6.21 Si la matriu A és diagonalitzable (sobre R o sobre C), el sistema d’equacions
diferencials

Ẋ = AX + H(t)

es pot resoldre fent el canvi de variables X = CU que diagonalitza A, ja que condueix a un
sistema format per dues equacions lineals de primer ordre resolubles separadament.

DEMOSTRACIÓ. Com queA és diagonalitzable (sobreC si és necessari), existirà una matriu
C tal que D = C−1AC ser̀a diagonal. Introduint el vector de noves variablesU definit per
X = CU, tenim que

U = C−1X , U̇ = C−1Ẋ i C−1A = DC−1 .

Aleshores

U̇ = C−1Ẋ = C−1[ AX + H(t)] = DC−1X + C−1H(t) = DU + C−1H(t) .

Si posem

U =

(
u
v

)
, D =

(
α

β

)
i C−1H(t) =

(
ϕ(t)
ψ(t)

)
,

aquest sistema s’escriu
u̇ = αu + ϕ(t)

v̇ = βv + ψ(t)

}
.

Una vegada resoltes separadament aquestes dues equacions i obtingudes les solucionsu = u(t)
i v = v(t), desfent el canvi perX = CU tindrem la solucío general del sistema original, donada
perx = x(t) i y = y(t).
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Exemples 6.22(a) Considerem el sistema següent i la matriu que el defineix:

ẋ = x + 2y − 4t − 3

ẏ = 2x + y − 2t − 1

}
i A =

(
1 2
2 1

)
.

El polinomi caracteŕıstic és det(x I − A) = x2
− 2x − 3, i els valors propis 3 i−1. Calculant els

vectors propis obtenim la matriu del canvi que diagonalitzaA i el sistema en les noves variables:

C =

(
1 1
1 −1

)
i

u̇ = 3u − 3t − 2

v̇ = −v − t − 1

}
.

Resolent per separat les equacions del nou sistema i desfent el canvi trobem la solució general
del sistema original:

u = Ae3t
+ t + 1

v = Be−t
− t

}
,

(
x
y

)
=

(
1 1
1 −1

)(
Ae3t

+ t + 1
Be−t

− t

)
i, finalment,

x(t) = Ae3t
+ Be−t

+ 1

y(t) = Ae3t
− Be−t

+ 2t + 1

}
.

(b) (Condicions inicials.) Les condicions inicials habituals per a un sistema d’equacions diferen-
cials de primer ordre śon de la forma

x = x0 i y = y0 quan t = t0 ,

on x0, y0 i t0 (sovint ést0 = 0) śon dades. Aix̀o permet determinar les constants que apareixen
en la solucío general i escollir la solució adequada.

Com a il·lustracío, considerem un m̀obil del pla que a l’instantt = 0 es troba en el punt(2,0) i
en tot moment es regeix per les equacions diferencials de l’exemple (a).

Imposant les condicions inicials, tenim queA = 0 i B = 1, constants que defineixen la solució
única o traject̀oria del ḿobil

x = e−t
+ 1 , y = −e−t

+ 2t + 1 .

(c) Un fluid que es mou en pla s’anomenaestacionariquan la velocitat de cada partı́cula no
dep̀en ḿes que de la posició (i no del temps): altrament dit, si en passar per cada punt totes
les part́ıcules porten la mateixa velocitat, donada pelcamp vectorialque assigna a cada punt un
vector. Les solucions d’un tal sistema

ẋ = F(x, y)

ẏ = G(x, y)

}
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són traject̀oriesx = x(t), y = y(t) que en cada punt tenen un vector tangent prefixat.

Considerem per exemple el sistema
ẋ = y

ẏ = −x

}
.

A cada punt, el camp vectorialés ortogonal al vector de posició i de la mateixa longitud: la
descripcío gr̀afica suggereix que les partı́cules del fluid seguirańorbites tancades al voltant de
l’origen en sentit negatiu (el de les agulles del rellotge). La resolució del sistema ho confirmarà.

La matriu que defineix el sistema i el seu polinomi caracterı́stic śon

A =

(
0 1

−1 0

)
i det(x I − A) = x2

+ 1 = (x − i )(x + i ) ,

per tantés necessari diagonalitzar sobreC: la matriu del canvi i el nou sistema són

C =

(
1 1
i −i

)
i

u̇ = iu

v̇ = −i v

}
.

Resolent aquest nou sistema i desfent el canvi surt la solució general complexa del sistema ori-
ginal:

u = Aei t

v = Be−i t

}
i

x = Aei t
+ Be−i t

y = i Aei t
− i Be−i t

}
ambA , B ∈ C .

Imposant quex i y tinguin valors reals per a tott surt B = A, i escrivint A = C + Di queda,
incloent els signes en les constants,

x = C cost + D sint

y = D cost − C sint

}
ambC , D ∈ R .

Afegint ara com a condicions inicialsx = r i y = 0 quant = 0, resulta queC = r i D = 0.
Aleshores, les equacions de la trajectòria del fluid, que confirmen la predicció feta al principi a
partir del camp vectorial, són

x = r cost , y = −r sint ,

i representen circumferències de centre l’origen i radir recorregudes en el sentit de les agulles
del rellotge.

Molt probablement, el lector ja haurà notat que el concepte de sistema lineal de primer ordre
amb coeficients constants i el teorema de resolució śon òbviament generalitzables a més de dues
variables dependents det .
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7
Tensors i formes quadr̀atiques

Pensant en les aplicacions a la fı́sica i al c̀alcul infinitesimal, dediquem aquest capı́tol a l’exemple
més interessant de l’àlgebra tensorial: els tensors covariants simètrics de segon ordre —que aquı́
anomenarem simplement tensors— i les formes quadràtiques associades.

7.1 Introduccío

Abans de donar la definició formal de les dues nocions bàsiques que volem considerar, proposa-
rem per a cada una d’elles una situació on es presenta de manera natural.

Exemple 7.1 (La forma hessiana d’una funció.) Considerem una funció real de dues variables
z = f (x, y) i un punt p = (x0, y0) del seu domini. Denotem les derivades parcials segones de
f en el puntp per

a =

(
∂2 f

∂x2

)
p

, b =

(
∂2 f

∂y∂x

)
p

=

(
∂2 f

∂x∂y

)
p

i c =

(
∂2 f

∂y2

)
p

.

L’aplicació q : R2
−→ R que a cada vectoru = (x, y) —interpretat com un increment a partir

del puntp— li assigna
q(u) = q(x, y) = ax2

+ 2bxy+ cy2
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és l’hessianade la funcío f en el puntp. El seu estudi condueix a un criteri per seleccionar els
extrems locals de la funció f d’entre els seus punts estacionaris (vegeu la darrera secció d’aquest
caṕıtol).

En general, unaforma quadr̀atica és una aplicació q : Rn
−→ R definida per una expressió

polinòmica homog̀enia de segon grau en les variablesx1, x2, . . . , xn:

q(u) = q(x1, x2, . . . , xn) =

n∑
i, j =1

ai j xi xj

(on sempre es pot suposar, i aixı́ ho farem, queai j = aj i ). Observem que siA = (ai j ) i
X = (x1 x2 · · · xn)

t tenim que

q(u) = q(x1, x2, . . . , xn) = Xt AX .

És immediat de comprovar queq(tu) = t2q(u).

Exemple 7.2 (El tensor d’iǹercia.) Suposem que una partı́cula de massam es mou a l’espai fent
una rotacío al voltant de l’eix〈w〉 amb velocitat angular‖w ‖. Si r és el vector de posició de la
part́ıcula, sabem que la seva velocitatésv = w ∧ r .

Es defineix elmoment ciǹeticde la part́ıcula a cada posició r per

M(w) = mr ∧ v = mr ∧ (w ∧ r ) .

La transformacío M és un endomorfisme sim̀etric deR3. Definim el tensor d’iǹercia de la
part́ıcula a la posicío r per

T(u, v) = u · M(v) .

T dóna la mateixa informació queM , per̀o és ḿesútil en determinades qüestions. Per exemple,
l’energia ciǹetica de la partı́cula es pot escriure com

E =
1

2
m‖ v ‖

2
=

1

2
T(w,w) .

(En el cas d’un s̀olid rı́gid compost per un continu de partı́cules, cal introduir a tot arreu el sı́mbol
d’integracío.)

En general, untensor (un tensor covariant sim̀etric de segon ordre, per ser precisos)és una
aplicacío bilineal sim̀etricaT : Rn

× Rn
−→ R. Bilineal vol dir lineal respecte a cada una de

les dues variables vectorials, i això significa que tenim

T(u + u′, v) = T(u, v)+ T(u′, v) i T(tu, v) = tT(u, v)

i dues relacions aǹalogues quan fixemu en comptes dev. Sim̀etrica vol dir que T(u, v) =

T(v,u).
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Teorema 7.3 (Caracteritzacío dels tensors.) Una aplicació T : Rn
× Rn

−→ R és un tensor si,
i només si, es pot representar matricialment per

T(u, v) = Xt AY ,

on A és una matriu simètrica.

DEMOSTRACIÓ. El raonament́es molt semblant al del teorema de caracterització de les trans-
formacions lineals del capı́tol 5, aix́ı que el deixarem com a exercici per al lector interessat.

Observacions 7.4(a) A la demostració anterior es comprova que, siB = {e1,e2, . . . ,en} és una
base deRn, els escalars

ai j = T(ei ,ej )

determinen totalmentT , poden ser escollits arbitràriament sempre queai j = aj i (simetria) i śon
els coeficients de la matriuA, queés lamatriu de T en la baseB. Simbolitzarem aquestáultima
relacío per A = M(T,B). Aixı́ doncs, siX i Y són les columnes respectives de components de
u i v en la baseB, tenim que

T(u, v) = Xt AY =

n∑
i, j =1

ai j xi yj .

En general, els coeficients diagonalsai i s’anomenencomponents principalsdel tensor, i els
coeficients no diagonalsai j components secundàries. En el cas del tensor d’elasticitat (origen
del mottensor) es parla, respectivament, de “tensions normals” i “tensions tangencials”.

(b) (Forma quadr̀atica associada.) Donat el tensorT , definim laforma quadr̀atica associadaa
T com l’aplicacío q : Rn

−→ R donada per

q(u) = T(u,u) .

Amb les notacions de l’observació anterior tenim que

q(u) = Xt AX ,

i és immediat comprovar la propietat següent, ditaigualtat de polaritzacío, que permet afirmar
que tota forma quadràticaq est̀a associada a uńunic tensorT :

q(u + v) = q(u)+ q(v)+ 2T(u, v) .

(c) (Fórmula del canvi de base.) SiB′ és una altra base deRn, A′
= M(T,B′) i C és la matriu

del canvi de base deB′ aB, aleshores es compleix la relació

A′
= Ct AC .
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(Novament, deixem la comprovació a les mans del lector, que pot inspirar–se en el cas dels
endomorfismes tractat en el capı́tol 5.) Des del punt de vista fı́sic,és habitual pensar en un tensor
com un ens descrit a cada base per una matriu simètrica A que, en fer un canvi de base, varia
seguint la f́ormula anterior. Escrita en components, la fórmula s’expressa per

a′

i j =

n∑
k,`=1

c`i a`kck j per a i, j = 1,2, . . . ,n .

(d) (Restriccío d’un tensor a un subespai.) Suposem queT és un tensor definit sobreRn, B és
una base deRn i A = M(T,B). Suposem tamb́e queH és un subespai del qual hem escollit
una baseB′

= {u1,u2, . . . ,uk}, i queD és la matriu (de tamanyn × k) que relacionaB′ ambB.
Aleshores, larestricció deT al subespaiH , que es defineix de maneraòbvia, queda descrita en
la baseB′ per la matriu

A′
= Dt AD ,

perqùe aquest producte matricial calcula els coeficientsa′

i j = T(ui ,uj ) de la matriuA′. Com a
il ·lustracío, restringirem el tensorT deR3 definit per

A = M(T,Bc) =

 6 2 4
2 −2 −2
4 −2 0


al pla d’equacío 2x + 3y − z = 0. Una base d’aquest plaésB′

= {(1,0,2), (0,1,3)}, i la matriu
de la restriccío deT en aquesta baseés

A′
= Dt AD =

(
1 0 2
0 1 3

) 6 2 4
2 −2 −2
4 −2 0

 1 0
0 1
2 3

 =

(
22 10
10 −14

)
.

La tècnica de restricció ésútil per a l’estudi dels extrems condicionats de les funcions de diverses
variables.

Exemples 7.5(a) Si la posicío d’una part́ıcula de massam referida a una base ortonormal posi-
tiva de l’espaíesr = (x, y, z), la matriu del tensor d’iǹercia de la partı́cula en aquesta posició
és

A = m

 y2
+ z2

−xy −xz
−xy x2

+ z2
−yz

−xz −yz x2
+ y2

 .

En el cas d’un sistema format per un nombre finit de partı́cules de massesmk i posicions respec-
tivesrk = (xk, yk, zk), la matriués

A =



∑
k

mk(y
2
k + z2

k) −

∑
k

mkxkyk −

∑
k

mkxkzk

−

∑
k

mkxkyk

∑
k

mk(x
2
k + z2

k) −

∑
k

mkykzk

−

∑
k

mkxkzk −

∑
k

mkykzk

∑
k

mk(x
2
k + y2

k)

 .
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Els coeficients de la diagonal principal són elsmoments d’iǹercia, i els restants s’anomenen
productes d’iǹercia.

(b) La presentació geom̀etrica de la teoria de la relativitat restringida fa servir un espai vectorial
real, l’espai–tempsE4 = V3 ⊕ T1, on V3 és l’espai ordinari (de les posicions) iT1 és l’eix
temporal. La formulacío de la teoria es fonamenta en eltensor de Minkowski, que en una base
{i, j, k, h} adaptada a la suma directa queda definit per la matriu

A =


1

1
1

−c2

 ,

onc és la velocitat de la llum. L’equació de la forma quadràtica associada al tensor de Minkowski
en la mateixa basées

q(u) = q(x, y, z, t) = x2
+ y2

+ z2
− c2t2 ,

i la cinem̀atica de la relativitat restringida equival essencialment a l’estudi de les “isometries”de
E4, endomorfismes que deixen invariant el tensor de Minkowski i reben el nom de transformaci-
ons de Lorentz.

La mec̀anica relativista dels medis continus demostra que el tensor de l’energia mecànica d’un
fluid perfectées un ḿultiple escalar del tensor de Minkowski.

7.2 Diagonalitzacío de tensors i formes

Exposarem ara un dels processos de diagonalització de tensors i formes quadràtiques.

Teorema 7.6 Si T és un tensor arbitrari sobre Rn, existeixen bases B′ de Rn on la matriu de T
és diagonal i, per tant, la forma quadràtica associada q s’expressa com a combinació lineal de
quadrats:

A′
= M(T,B′) =

 α1
. . .

αn

 i q(x′

1, x′

2, . . . , x′

n) = α1(x
′

1)
2
+α2(x

′

2)
2
+· · ·+αn(x

′

n)
2 .

DEMOSTRACIÓ. La matriu A de T en una baseB de Rn és sim̀etrica. Aplicant el teorema
espectral generalitzat, existeix una matriu ortogonal de canvi de baseC tal que

A′
= C−1AC = Ct AC

és diagonal.
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Observacions 7.7(a) Si noḿes considerem bases ortonormals (és a dir, fem canvis ortogonals),
el resultat final del proćes —la matriuA′— ésúnic llevat de l’ordre en qùe disposem els valors
propis. L’equacío corresponent per a la forma quadràtica associada,

q(x′

1, x′

2, . . . , x′

n) = α1(x
′

1)
2
+ α2(x

′

2)
2
+ · · · + αn(x

′

n)
2 ,

s’anomena l’expressío euclidiana caǹonicadeq.

(b) A efectes pr̀actics, recordem que els coeficients de la diagonal deA′ són els valors propis de
la matriuA, i que les columnes de la matriu de canviC són els vectors propis ortonormals deA
escrits en el mateix ordre que els valors propis.

Exemple 7.8 Considerem un cub rı́gid i homogeni, de costat 1 i densitat 12, que gira al voltant
d’un eix que passa per un dels seus vèrtexs, i suposem que els vectors de la base ortonormal
positiva de refer̀enciaB segueixen les direccions de les arestes del cub. Aleshores, la matriu del
tensor d’iǹercia del s̀olid en la baseB és

A =

 8 −3 −3
−3 8 −3
−3 −3 8

 .

El polinomi caracteŕıstic és det(t I − A) = t3
− 24t2

+ 165t − 242, i els valors propis són 2
(simple) i 11 (doble). Escollim com a vectors propis respectius

u1 =
1

√
3
(1,1,1), u2 =

1
√

2
(1,−1,0) i u3 =

1
√

6
(1,1,−2) .

En la base ortonormal positivaB′
= {u1,u2,u3}, la matriu del tensor d’iǹercia del cub́es

A′
=

 2
11

11

 .

Els valors propis śon elsmoments principals d’iǹercia del cub, i les direccions definides pels
vectorsu1,u2,u3 són elseixos principals d’iǹercia. Si l’eix de rotacío és un d’aquests eixos
aleshores no hi ha productes d’inèrcia, i aix̀o significa que la figura es troba enequilibri dinàmic.
L’expressío euclidiana caǹonica de la forma quadràtica associadáes

q(x′, y′, z′) = 2x′2
+ 11y′2

+ 11z′2 .

Si la figura gira, per exemple, al voltant del vectorw = u1 + 2u2 + 2u3, amb velocitat angular
3, la seva energia cinètica en qualsevol momentés

E =
1

2
q(1,2,2) = 45.
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Aplicant factors correctors adequats als vectors de la base on un tensorT diagonalitza, sempre
podem fer que els coeficients de la matriu diagonal deT siguin exclusivament 1,−1 ó 0. A
l’exemple anterior, si prenem com a base

v1 =
1

√
6
(1,1,1), v2 =

1
√

22
(1,−1,0) i v3 =

1
√

66
(1,1,−2)

queda com a matriu del tensor

A′
=

 1
1

1

 ,

i com a expressió de la forma quadràtica associada

q(x′, y′, z′) = x′2
+ y′2

+ z′2 .

Observem que hem sacrificat la normalització dels vectors.

7.3 Índexs d’inèrcia i classificacío de formes

Hem vist que, donat un tensorT sobreRn, existeixen bases on la matriu deT és diagonal,
i apareixenr coeficients positius,s coeficients negatius it = n − r − s zeros a la diagonal
principal. De fet, hi ha altres procediments de diagonalització, i no condueixen a un mateix
resultat.

Exemple 7.9 Considerem la forma quadràtica definida per

q(x, y, z) = 6x2
+ 4xy − 2y2

+ 2xz+ 2yz.

En la base formada pels vectors

u1 =
1

√
6
(1,0,0), u2 =

1
√

24
(1,−3,0) i u3 = (−1,1,4)

la matriu del tensor associatés  1
−1

0

 ,

mentre que els valors propis són 2+
√

22, 2−
√

22 i 0. No importa la manera com hem obtingut
els vectorsu1,u2,u3: la qüestío és que existeixen diferents matrius diagonals d’un mateix tensor.
Aleshores, el resultat següent esdev́e essencial.
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Teorema 7.10 (Llei d’inèrcia de Sylvester.) Els nombres r i s no depenen de la base escollida
per diagonalitzar el tensor T .

DEMOSTRACIÓ. Sigui B = {u1, . . . ,ur , v1, . . . , vs, w1, . . . , wt} una base on la matriu deT
és diagonal, i suposem que, a la diagonal, els primersr coeficients śon positius, elss seg̈uents
negatius i elst finals zeros. Aix̀o ens d́ona una descomposició de l’espai en suma directa:

Rn
= Pr ⊕ Ns ⊕ Rt ,

on T(u, v) = 0 siu i v pertanyen a subespais diferents i, a més,

q(u) > 0 ∀u ∈ Pr , q(v) < 0 ∀v ∈ Ns i q(w) = 0 ∀w ∈ Rt .

SiguiB′ una altra base on la matriu deT és diagonal, ordenada de forma anàloga. D’entrada,

Rt = {u ∈ Rn : T(u, v) = 0 ∀v ∈ Rn
} = R′

t ′ ,

per tant,t = t ′ i r + r ′
= s + s′.

Comprovem ara que la projecció deRn sobrePr paral·lelament aNs ⊕ Rt és injectiva quan es
restringeix aP′

r ′ . En efecte: si 06= x ∈ P′

r ′ , tenimx = u + v +w ambu ∈ Pr , v ∈ Ns i w ∈ Rt ;
si fósu = 0, resultaria que

0< q(x) = q(v + w) = q(v)+ q(w)+ 2T(v,w) = q(v) < 0 ,

absurd. Aix́ı doncs,r ′
≤ r . Per la simetria del raonament,r = r ′, i per tant tamb́es = s′.

Els nombresr i s són elsı́ndexs d’iǹerciadeT (i deq). La llei d’inèrcia ens diu que l’expressió
d’una forma quadr̀atica en qualsevol base on la matriu sigui diagonal amb coeficients 1,−1 i 0
ésúnica, i queda justificat denominar–la l’expressío caǹonica af́ı de la forma. Una manera de
calcular elśındexs d’iǹercia, i d’escriure per tant l’expressió caǹonica af́ı de la forma,́es comptar
els signes dels valors propis. El teorema de Descartes (vegeu l’apèndix B) sembla fet a mida per
a aquesta finalitat, ja que per ser simètrica la matriuA que representa aT sabema priori que el
seu polinomi caracterı́stic t́e totes les arrels reals, i podem determinar fàcilmentr i s.

Exemple 7.11Considerem la forma quadràtica de l’exemple anterior:

q(x, y, z) = 6x2
+ 4xy − 2y2

+ 2xz+ 2yz.

El polinomi caracteŕıstic és det(t I − A) = t3
− 4t2

− 18t = 0. Aqúı hi ha una variacío de signe,
i per tant unúnic valor propi positiu; com que 0́es un valor propi simple, hi ha un tercer valor
propi negatiu. L’expressió caǹonica af́ı deq és

q(x′, y′, z′) = x′2
− y′2 .



R. Amer i F. Carreras 113

Es diu que una forma quadràticaq ésdefinida positiva(respectivament,definida negativa) si
q(u) > 0 (resp.,q(u) < 0) per a totu 6= 0. Es diu queq éssemidefinida positivasi q(u) ≥ 0
per a totu ∈ Rn (amb algunu tal queq(u) > 0) per̀o existeix algunv 6= 0 tal queq(v) = 0 —el
lector provëırà la definicío desemidefinida negativa. Finalment,q ésno definidasi existeixen
u, v ∈ Rn tals queq(u) > 0 i q(v) < 0. L’única forma quadràtica que escapa, doncs, a aquesta
classificacío és laforma nul·la. A continuacío donem diversos criteris per classificar una forma
quadr̀atica arbitr̀aria.

Teorema 7.12Els ı́ndexs d’inèrcia r i s d’una forma quadràtica q definida sobre Rn, calcula-
bles a partir dels valors propis λ1, λ2, . . . , λn, permeten classificar–la segons l’esquema de la
taula 7.1.

Tot λi > 0 r = n s = 0 definida positiva

Tot λi < 0 r = 0 s = n definida negativa

Tot λi ≥ 0, algunλk > 0
i algunλj = 0 0< r < n s = 0 semidefinida positiva

Tot λi ≤ 0, algunλk < 0
i algunλj = 0 r = 0 0< s< n semidefinida negativa

Algun λi > 0
i algunλj < 0 r > 0 s> 0 no definida

Tot λi = 0 r = 0 s = 0 forma nul·la

Taula 7.1: Classificació de formes quadràtiques

DEMOSTRACIÓ. Només cal pensar en l’expressió caǹonica af́ı deq, amb la qual es fan paleses
les sis possibilitats, i en la relació entre elśındexs d’iǹercia i els signes dels valors propis.

Exemples 7.13(a) El tensor d’iǹercia d’una partı́cula d́ona sempre una forma quadràtica semide-
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finida positiva, perqùe el polinomi caracterı́stic és

t3
− 2mr2t2

+ m2r 4t = 0 ,

on r 2
= x2

+ y2
+ z2, i els valors propis śonmr2 (doble) i 0 (simple).

(b) En canvi, si tenim tres partı́cules de masses respectives 2, 1 i 1, situades a les posicions
(1,1,0), (1,0,1) i (0,1,1), la matriu del tensor d’inèrcia del sistemáes

A =

 5 −2 −1
−2 5 −1
−1 −1 6

 .

El polinomi caracteŕıstic és det(t I − A) = t3
− 16t2

+ 79t − 112, de manera que la forma
quadr̀atica associadáes definitiva positiva perquè r = 3 i s = 0.

Teorema 7.14(Criteri de Sylvester.) Si A és la matriu del tensor T en alguna base, i els nombres
D1, D2, . . . , Dn són els menors diagonals creixentsde la matriu A = (ai j ), és a dir,

Dk = det(Ak) , on Ak = (ai j ) per a 1 ≤ i, j ≤ k ,

aleshores:

(a) q és definida positiva si, i només si, D1, D2, . . . , Dn > 0.

(b) q és definida negativa si, i només si, Dk > 0 quan k és parell i Dk < 0 quan k és senar.

DEMOSTRACIÓ. (a) Denotem perB = {e1,e2, . . . ,en} la base on la matriu deT ésA.

(H⇒) Per a cadak = 1,2, . . . ,n, la restriccío de q al subespai〈 e1,e2, . . . ,ek 〉 és definida
positiva i la matriúesAk; en alguna base d’aquest subespai la matriu serà diagonal,

A′

k =

 t1
. . .

tk

 amb t1, . . . , tk > 0 ,

de manera que det(A′

k) > 0 i, per la f́ormula del canvi de base,Dk = det(Ak) > 0.

(⇐H) Suposem queq no és definida positiva i considerem el més petit dels subespaisHk =

〈 e1,e2, . . . ,ek 〉 on la restriccío deq no és definida positiva. Aquesta restricció diagonalitza en
una base〈 e′

1,e
′

2, . . . ,e
′

k 〉 de Hk amb matriuA′

k, i no tots elst1, . . . , tk poden ser positius. Ara
bé, si existissinti , tj ≤ 0, la restriccío deq al pla〈 e′

i ,e
′

j 〉 seria definida (o semidefinida) negativa
o nul·la, en contradiccío amb el fet que〈 e′

i ,e
′

j 〉 ∩ Hk−1 6= {0}. Per tant, existeix uńunic ti ≤ 0,
i Dk = det(Ak) ≤ 0 en contradiccío amb les hip̀otesis.
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(b) El raonament́es molt semblant en els dos casos.

(H⇒) La diagonal deA′

k constar̀a det1, . . . , tk < 0, de manera queDk = det(Ak) > 0 si k és
parell i Dk = det(Ak) < 0 sik és senar.

(⇐H) Aqúı q no seria definida negativa en algunHk i, aǹalogament al cas (a), resultaria que
Dk ≤ 0 sik és parell oDk ≥ 0 sik és senar, en contradicció amb les hip̀otesis.

Corol.lari 7.15 Si n = 2, considerem la matriu del tensor associat T , aixı́ com el determinant i
la traça d’aquesta matriu:

A =

(
a b
b c

)
, D = det(A) = ac− b2 i T = tr (A) = a + c .

Aleshores tenim el criteri de classificació següent:

D > 0 a > 0 definida positiva

D > 0 a < 0 definida negativa

D = 0 T > 0 semidefinida positiva

D = 0 T < 0 semidefinida negativa

D < 0 no definida

D = 0 T = 0 forma nul·la

Taula 7.2: Classificació de formes quadràtiques (n = 2)

DEMOSTRACIÓ. Si D > 0, ha de sera 6= 0, i podem aplicar el criteri de Sylvester. SiD = 0,
un valor propiés 0 i l’altreT , i apliquem el criteri dels valors propis. Finalment, siD < 0 els
valors propis śon de signe diferent i fem servir el mateix criteri.

7.4 Extrems locals de les funcions de diverses variables

Aquesta secció es dedica a una aplicació interessant de la classificació de formes. Suposem
que el lector ha seguit —o està seguint— un curs de càlcul infinitesimal que proporciona els
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coneixements sobre diferenciabilitat dels que faremús.

Sigui f : D −→ R una funcío real de diverses variables definida en un dominiD ⊂ Rn i de
classeC2 en algun entornU d’un punt p ∈ D, entorn que podem suposar una bola oberta de
centrep.

Es diu que f té unmàxim (respectivament,ḿınim) local en el puntp si f (p) ≥ f (x) (resp.,
f (p) ≤ f (x)) per a totx d’un cert entorn dep. En tots dos casos direm quef té unextrem local
a p.

Si f té un extrem local ap, éscondicío necess̀aria que s’anul·li la diferencial en aquell punt,

(d f )p = 0 ,

o, equivalentment, que totes les derivades parcials def en el puntp siguin nul·les:(
∂ f

∂xi

)
p

= 0 per a i = 1,2, . . . ,n

(es diu quep és unpunt estacionaride f ).

D’altra banda, lafórmula de Tayloraplicada af en el puntp, amb terme complementari de
segon grau,́es

f (p + t) = f (p)+ (d f )p(t)+
1
2

(
d2 f

)
q
(t, t)

per at ∈ Rn suficientment petit en norma per tal quep + t ∈ U , i essentq un punt del segment
que uneixp amb p + t . Aixı́ comd f és uncampque en cada punt, diguemp, dóna unaforma
lineal (d f )p —és a dir, una transformació lineal deRn aR—, d2 f és uncamp tensorialde segon
ordre, que en cada puntp dóna un tensor(d2 f )p (simètric pel teorema de Schwartz), ja que els
coeficients de la matriu d’aquest tensor en la base canònica śon les derivades parcials segones de
f en el punt:

ai j =

(
∂2 f

∂xi ∂xj

)
p

.

Escrivint la f́ormula de Taylor en termes de les derivades parcials tenim

f (p + t) = f (p)+

n∑
i =1

(
∂ f

∂xi

)
p

ti +
1

2

n∑
i, j =1

(
∂2 f

∂xi ∂xj

)
q

ti tj ,

on t = (t1, . . . , tn).

Si suposem quef satisf̀a la condicío necess̀aria d’extrem local en el puntp, la fórmula es redueix
a

f (p + t)− f (p) =
1
2(d

2 f )q(t, t) =
1

2

n∑
i, j =1

(
∂2 f

∂xi ∂xj

)
q

ti tj .
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Per a obtenircondicions suficientsd’extrem localés necessari estudiar el signe d’aquest incre-
ment prop del puntp. El resultat seg̈uent d́ona un criteri forçáutil, i per justificar-lo noḿes
necessitem observar que la condició C2 exigida a f assegura que les derivades parcials segones
són cont́ınues.

Teorema 7.16 (Condicions suficients d’extrem local.) Sigui f : D −→ R una funció definida
en un domini D ⊂ Rn i de classe C2 en un entorn U d’un punt p ∈ D. Suposem que (d f )p = 0.
Aleshores:

(a) Si (d2 f )p és definida positiva, f té un mı́nim local en el punt p.

(b) Si (d2 f )p és definida negativa, f té un màxim local en el punt p.

(c) Si (d2 f )p és no definida, f no té extrem local en el punt p.

DEMOSTRACIÓ. (a) Si (d2 f )p és definida positiva, per les condicions que reflecteixen aquest
fet —desigualtats, b́asicament— i la continuı̈tat de les derivades parcials segones def , (d2 f )q
seguir̀a essent definida positiva en tot un entorn dep, i retornant a la f́ormula de l’increment
escrita abans d’aquest teorema arribem a la conclusió que f (p + t) − f (p) ≥ 0 per a tot punt
p + t de l’entorn; per tant,f presenta un ḿınim local en el puntp.

(b) L’argumentés,mutatis mutandis, idèntic.

(c) Si (d2 f )p és no definida, existeixen vectorsu, v ∈ Rn tals que

(d2 f )p(u,u) > 0 i (d2 f )p(v, v) < 0 .

Considerant la funció g(λ) = f (p + λu) resulta que

g′(0) = (d f )p(u) = 0 i g′′(0) = (d2 f )p(u,u) > 0

i, per tant, f té, segons la direcció deu, un ḿınim local en el puntp; per̀o un raonament anàleg
per a la funcío h(λ) = f (p+λv) ens diu quef té un m̀axim local en el puntp segons la direcció
dev. En definitiva, f no t́e extrem local en el puntp.

Observem que si(d2 f )p és semidefinida o nul·la, el teorema anterior nóes aplicable, i cal fer
un estudi basat en altres mètodes. I tamb́e que per classificar(d2 f )p podem ferús, segons
convingui, de qualsevol dels criteris establerts a la secció anterior.

Exemples 7.17(a) Consideremf (x, y) = x2
− y2. Busquem els punts que satisfan la condició

necess̀ariad f = 0, és a dir,

∂ f

∂x
= 2x = 0 i

∂ f

∂y
= −2y = 0 ,
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i trobem p = (0,0). La matriu hessiana —matriu de les derivades parcials segones en aquest
punt—és

H(0,0) =

(
2 0
0 −2

)
.

És evident, doncs, que(d2 f )p és no definida i, per tant,f no t́e extrem local en el punt(0,0): es
diu que hi ha unpunt de sella(màxim en una direcció, quanx = 0, i mı́nim en una altra, quan
y = 0).

(b) Considerem ara la funció z = f (x, y) = (x2
+ y2

− 2x)(x2
+ y2

− 6x). Seguint el mateix
procediment, tenim com a condiciones necessàries

∂ f

∂x
= (4x − 8)(x2

+ y2)− 16x2
+ 24x = 0

∂ f

∂y
= 4y(x2

+ y2
− 4x) = 0

 .

De la segona equació resulta quey = 0 o b́e x2
+ y2

− 4x = 0. (1) Siy = 0, la primera equació
es converteix en 4x(x2

− 6x + 6) = 0, d’on

x = 0 , x = 3 +
√

3 ó x = 3 −
√

3 .

(2) Six2
+ y2

−4x = 0, tenim quex2
+ y2

= 4x i la primera equació es transforma en−8x = 0,
per tantx = 0 i y = 0.

Resumint, caldr̀a estudiar la matriu hessiana en els punts

a = (0,0) , b = (3 +
√

3,0) i c = (3 −
√

3,0) .

Les derivades parcials segones def són

∂2 f

∂x2
= 12(x2

− 4x + 2)+ 4y2 ,
∂2 f

∂x∂y
=

∂2 f

∂y∂x
= 8y(x − 2) i

∂2 f

∂y2
= 4(3y2

+ x2
− 4x) .

En el puntb, la matriu hessianáes

H(b) =

(
24(

√
3 + 1) 0
0 8

√
3

)
,

i per tant f presenta unḿınim local, d’altura−36− 24
√

3.
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En el puntc, la matriu hessianáes

H(c) =

(
24(1 −

√
3) 0

0 −8
√

3

)
,

i per tant f presenta unmàxim local, d’altura−36+ 24
√

3.

Hem deixat el punta per al final, ja que

H(a) =

(
24 0
0 0

)
i el teorema no decideix perquè H(a) és semidefinida positiva. Cal dur a terme un estudi par-
ticular, que en aquest cas queda resolt de la forma següent. El primer factor s’anul·la sobre la
circumfer̀enciax2

+ y2
− 2x = 0, de centre(1,0) i radi 1, mentre que el segon ho fa sobre la

circumfer̀enciax2
+y2

−6x = 0, de centre(3,0) i radi 3. A qualsevol entorn del punt(0,0) hi ha
punts dels interiors de les dues circumferències, en els qualsf prendr̀a valors positius, i tamb́e
punts interiors a una però exteriors a l’altra, onf prendr̀a valors negatius. Tenint en compte que
f (0,0) = 0, s’arriba a la conclusió que f no presenta extrem local en el punt(0,0).
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8
Geometria lineal

La percepcío primària del ḿon real es fonamenta en els punts i les figures que amb ells es for-
men, i no pas en els vectors. Però l’ ús de coordenades per determinar la posició dels punts, i
per tant d’equacions per descriure les figures elementals, converteix la geometria analı́tica en un
camp de fecunda aplicació de l’àlgebra lineal. En aquest capı́tol estudiarem les figures lineals,
és a dir, les definides per equacions de primer grau. Com que el lector ja coneix segurament
alguns dels conceptes i tècniques que apareixen, aprofitarem la seva intuició i la seva experiència
prèvia per estalviar-li un excés de formalisme analı́tic. Presentarem la teoria només per a l’espai
tridimensional; les referències al pla es reduiran a aquells aspectes en els quals l’analogia reque-
reix algun comentari. (D’altra banda, no sembla oportú en aquest context fer distincions entre
geometria estrictament afı́ i geometria m̀etrica.)

8.1 L’espai euclidìa puntual tridimensional

La primera definicío estableix les relacions bàsiques entre punts i vectors que cal prendre com a
punt de partida.

Definició 8.1 L’espai euclidìa puntual tridimensionaĺes una ternaE3 = (P3,V3,+), on P3 és
un conjunt d’elements anomenatspunts, V3 és l’espai vectorial euclidià tridimensional —que
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suposarem orientat sempre que convingui— i hi ha definida una operació de la forma

P3 × V3
+

−→ P3

(p, Ev) 7−→ p + Ev

que assigna un puntp + Ev a cada parell format per un puntp i un vectorEv (en aquest capı́tol i el
seg̈uent els vectors duran fletxa). Es demana que es compleixin els axiomes següents:

(a) Associativitat:(p + Ev)+ Ew = p + (Ev + Ew).

(b) Determinacío: donatsp,q ∈ P3 existeix unúnic Ev ∈ V3 tal quep + Ev = q.

D’ara endavant representarem aquest vector perEv =
−→pq, i direm queq és l’extremde Ev quan

l’ origenés p; amb aquesta nova notació,

p +
−→pq = q .

El lector probablement entén —i aix̀o és positiu— que aquesta definició representa en certa
manera la construcció rećıproca del proćes de formacío dels vectors lliures que ha vist en els
seus estudis anteriors.

Un exemple —sense connotacions gràfiques si no es vol—́es el seg̈uent: P3 és elconjuntR3, V3

és l’espai vectorial euclidìa R3 i l’operació + és la suma ordiǹaria component a component:és
immediat comprovar que es compleixen els axiomes.

Proposició 8.2 Per a qualssevol p, q, r ∈ P3 es compleix que:

(a) −→pp = E0 .

(b) −→qp = −
−→pq .

(c) −→pq +
−→qr =

−→pr .

DEMOSTRACIÓ. (a) Existeix unúnic vectorEv tal quep + Ev = p; per tant

p + (Ev + Ev) = (p + Ev)+ Ev = p + Ev ,

i d’aqúı resulta queEv + Ev = Ev, és a dir,Ev = E0.

(b) Aplicant l’associativitat, tenim que

p + (
−→pq +

−→qp) = (p +
−→pq)+

−→qp = q +
−→qp = p ,

i aixó implica que−→pq +
−→qp = E0 i, per tant,−→qp = −

−→pq.
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(c) Novament per l’associativitat,

p + (
−→pq +

−→qr ) = (p +
−→pq)+

−→qr = q +
−→qr = r ,

és a dir,−→pq +
−→qr =

−→pr .

Una refer̀encia cartesianade E3 és una quaternaR = {o ; Ee1, Ee2, Ee3}, on o ∈ P3 és un punt
escollit arbitr̀ariament, anomenatorigende la refer̀encia, iB = {Ee1, Ee2, Ee3} és una base deV3.
Es diu que la referènciaés rectangularsi B és una base ortonormal, que suposarem sempre
positiva. Farem servir sempre referències rectangulars, tot i que molts resultats —els que no
depenen del producte escalar ni de conceptes derivats d’ell— són extrapolables a referències de
qualsevol mena.

Donada una referènciaR, cada puntp de P3 es pot descriure pel seuvector de posicío respecte
a l’origen de coordenades:

−→op = p1Ee1 + p2Ee2 + p3Ee3 .

Els coeficients(p1, p2, p3) són lescoordenadesdel puntp en la refer̀enciaR, i el determinen
uńıvocament i sense restriccions: qualsevol terna(p1, p2, p3) defineix un punt, concretament

p = o + p1Ee1 + p2Ee2 + p3Ee3 .

Es important traduir a coordenades dels punts i components dels vectors les dues operacions
bàsiques definides entre ells: donats

p = (p1, p2, p3) , q = (q1,q2,q3) i Ev = v1Ee1 + v2Ee2 + v3Ee3 = (v1, v2, v3) ,

tenim les relacions

Ev =
−→pq ⇐⇒ p + Ev = q ⇐⇒ pi + vi = qi per a i = 1,2,3 .

Exemples 8.3(a) Considerant les relacions entre coordenades i components,és immediat com-
provar lapropietat del paral·lelogram:

−→pq =
−→rs si, i noḿes si, −→pr =

−→qs .

(b) El punt mitj̀a de p i q es defineix com

m = p +
1

2
−→pq .
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L’aparent asimetria de la definició desapareix en observar que les coordenades dem són les
semisumes de les corresponents coordenades dep i q, d’on resulta que

m = q +
1

2
−→qp .

(c) Anàlogament, elbaricentrede tres puntsp, q i r es defineix com

g = r +
2

3
−→rm ,

onm és el punt mitj̀a dep i q; aqúı trobem que les coordenades deg són les mitjanes aritm̀etiques
de les coordenades corresponents dep, q i r , i per tant els papers dep, q i r en aquesta cons-
trucció son permutables.

Fórmula del canvi de refer̀encia. SiguiR′
= {o1; Eu1, Eu2, Eu3} una altra refer̀encia, i suposem

conegudes tant la posició del nou origen com la dependència de la nova base:

−→oo1 = b1Ee1 + b2Ee2 + b3Ee3 i Euj = c1 j Ee1 + c2 j Ee2 + c3 j Ee3 per a j = 1,2,3 .

La relacío entre les coordenades velles(x, y, z) i les noves(x′, y′, z′) d’un punt geǹeric p ∈ P3

resulta simplement de la igualtat
−→op =

−→oo1 +
−→o1 p

i és
x = b1 + c11x

′
+ c12y′

+ c13z
′

y = b2 + c21x
′
+ c22y′

+ c23z
′

z = b3 + c31x
′
+ c32y′

+ c33z
′

 , o bé X = B + C X′ ,

on

X =

 x
y
z

 , X′
=

 x′

y′

z′

 , B =

 b1

b2

b3

 i C =

 c11 c12 c13

c21 c22 c23

c31 c32 c33

 .

La matriuC és regular (detC 6= 0) perqùe descriu un canvi de base, ortogonal (C−1
= Ct ) si

les dues referències śon rectangulars i amb det(C) = 1 si les bases de les referències tenen la
mateixa orientació. Dins d’aquest model general, són freq̈uents dues situacions més simples: (a)
si C = I , la fórmula quedaX = B + X′ i es diu que hem fet unatransl·lació d’eixos; (b) si
B = 0, la fórmulaésX = C X′ i parlem derotació d’eixos.
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8.2 Varietats lineals

En la resta del capı́tol suposarem donada una referència rectangularR = {o; Ee1, Ee2, Ee3}. Cada
punt quedar̀a identificat per les seves coordenades i cada vector per les seves components:

p = (x, y, z) , Eu = (a,b, c) .

Una varietat linealde l’espaiE3 és un conjunt de punts de la formaL = p + D, on p ∈ P3

i D ⊂ V3 és un subespai vectorial, anomenatdirecció de L. Segons sigui dim(D) = 1 o
dim(D) = 2, es diu queL és unarecta o un pla, mentre que els punts són les varietats de
dimensío 0.

Equacions d’una recta. Donada una recta

R : p0 + D1 = p0 + 〈 Eu 〉

es diu queEu és unvector directorde R. Qualsevol punt deR és de la forma

pt = p0 + t Eu amb t ∈ R ,

i això és l’equacío param̀etrica vectorialde la rectaR. Si referim aR el punt geǹeric pt =

(x, y, z) i tamb́e p0 = (x0, y0, z0) i Eu = (a,b, c), l’equacío origina lesequacions param̀etriques
(escalars) 

x = x0 + at

y = y0 + bt

z = z0 + ct

de les quals, eliminant el paràmetret , passem a

x − x0

a
=

y − y0

b
=

z − z0

c
,

queés l’equacío cont́ınuade la rectaR.

Equacions d’un pla. Donat un pla

P : p0 + D2 = p0 + 〈 Eu, Ev 〉

qualsevol dels seus puntsés de la forma

p = p0 + t Eu + sEv amb t, s ∈ R ,

i això és l’equacío param̀etrica vectorialdel pla. Els par̀ametres s’eliminen escrivint la relació
equivalent oequacío impĺıcita

det(−→p0 p, Eu, Ev) = 0 .
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Referint aR el punt geǹeric p = (x, y, z) i tamb́e p0 = (x0, y0, z0), Eu = (u1,u2,u3) i Ev =

(v1, v2, v3) resulta ∣∣∣∣∣∣
x − x0 u1 v1

y − y0 u2 v2

z − z0 u3 v3

∣∣∣∣∣∣ = 0 ,

que una vegada desenvolupada adopta la forma

A(x − x0)+ B(y − y0)+ C(z − z0) = 0 , o bé Ax + By + Cz+ D = 0 .

Observacions 8.4(a) Notem que l’equació cont́ınua d’una recta condueix a un sistema de dues
equacions lineals de rang 2 (equacionsimpĺıcitesde la recta) i que, recı́procament, un tal sis-
tema defineix una recta, ja que la seva solució general ens d́ona les equacions paramètriques.
Geom̀etricament, donar el sistema significa expressar la recta com a intersecció de dos plans.
Tamb́e es posa de manifest que els plans i les rectes són precisament les figures definides per
equacions lineals, les ḿes senzilles, doncs, segons el criteri del grau però tamb́e les ḿes usuals
a la pr̀actica.

Aix ı́, donada la recta definida per

3x + y + 2z − 6 = 0

x + y + z − 4 = 0

}
,

resolem aquest sistema i obtenim, prenentx = t com a variable lliure,

x = t , y = 2 + t , z = 2 − 2t ,

que śon les equacions paramètriques; l’equacío cont́ınua ser̀a

x − 0

1
=

y − 2

1
=

z − 2

−2
.

(b) És convenient recordar que els coeficientsA, B i C de l’equacío d’un pla satisfan la propor-
cionalitat derivada del seu origen,

A∣∣∣∣ u2 v2

u3 v3

∣∣∣∣ =
B∣∣∣∣ u3 v3

u1 v1

∣∣∣∣ =
C∣∣∣∣ u1 v1

u2 v2

∣∣∣∣ ,
de manera que la direcció del plaésD2 = 〈 Ew〉

⊥, on Ew = Eu ∧ Ev = (A, B,C), i la seva equació
implı́cita en la baseB = {Ee1, Ee2, Ee3} de V3 s’obt́e senzillament suprimint el terme independent
de l’equacío deP:

Ax + By + Cz = 0 .
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(c) En el pla euclidìa puntualE2 = (P2,V2,+) les úniques varietats lineals no trivials són les
rectes, que comparteixen caracterı́stiques de les rectes de l’espai (direcció de dimensío 1) i dels
plans (direccío de dimensío n − 1), i per tant admeten tres tipus d’equacions:

(1) param̀etrica: pt = p0 + t Eu,

(2) cont́ınua:
x − x0

a
=

y − y0

b
,

(3) impĺıcita: Ax + By + C = 0,

a més d’altres tamb́e usuals que suposem conegudes pel lector, com l’expĺıcita y = mx + n o
l’equacío punt-pendent y− y0 = m(x − x0).

8.3 Posicions relatives de les varietats lineals

Estudiarem en aquest apartat el paral·lelisme, la intersecció i la perpendicularitat de varietats,
donant condicions operatives. Inclourem també l’equacío del feix de plans que passen per una
recta.

Dues varietats linealsL i L ′, de direccions respectivesD i D′, són paral·leles, i s’escriuL ‖ L ′,
si D ⊂ D′ o D′

⊂ D.

En particular, dos plans (o dues rectes) són paral·lels si, i noḿes si, tenen la mateixa direcció
—per dimensions—, mentre que una recta i un pla són paral·lels si la direccío de la recta està
continguda en la del pla. Esquemàticament tenim:

‖ R P′

R′
a

a′
=

b

b′
=

c

c′

P Aa + Bb+ Cc = 0
A

A′
=

B

B′
=

C

C′

Taula 8.1: Paral·lelisme de varietats lineals

on Eu = (a,b, c) és un vector director deR, Ev = (a′,b′, c′) ho és deR′, Ax + By+ Cz+ D = 0
és l’equacío impĺıcita deP i A′x + B′y + C′z + D′

= 0 és la deP′.
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Analitzem ara les possibles situacions d’incidència(interseccío) entre varietats.

(A) Donades dues rectes

R : p0 + t Eu i R′ : q0 + sEv ,

la primera possibilitat́es que siguinparal·leles, quanEu i Ev són proporcionals; en particular, seran
coincidentssi q0 ∈ R.

En cas contrari, els vectorsEu i Ev són linealment independents, de manera que si existeix un punt
comú p ∈ R ∩ R′ ésúnic (rectessecants): vegem que aix̀o és equivalent a que

det(−−→p0q0, Eu, Ev) = 0 .

En efecte: sip ∈ R ∩ R′ tindrem que−−→p0q0 =
−→p0 p +

−→pq0 = t Eu − sEv per a certst , s ∈

R, depend̀encia lineal que anul·la el determinant; recı́procament, si−−→p0q0, Eu i Ev són linealment
dependents, existirà una relacío de la forma

−−→p0q0 = t Eu − sEv ,

i prenentp = p0 + t Eu resulta que

p = p0 + t Eu = p0 +
−−→p0q0 + sEv = q0 + sEv ∈ R′ ,

i per tantp ∈ R ∩ R′.

Finalment, quan
det(−−→p0q0, Eu, Ev) 6= 0 ,

les rectes no śon paral·leles ni secants, i es diu ques’encreuen(possibilitat que no existeix entre
rectes del pla).

(B) Donats una recta i un pla,

R : p0 + t Eu i P : Ax + By + Cz+ D = 0 ,

els possibles punts deR ∩ P s’obtindran en substituir les equacions paramètriques de la recta

x = x0 + at , y = y0 + bt , z = z0 + ct

a l’equacío del pla: aix̀o dóna

(Aa + Bb+ Cc)t + (Ax0 + By0 + Cz0 + D) = 0 .

Si Aa + Bb + Cc = 0, el vector director de la recta,Eu, pertany a la direcció del pla,D2, i les
varietats śon paral·leles; si, a ḿes, Ax0 + By0 + Cz0 + D = 0, el puntp0 i tota la rectaR es
troben dins el pla, i es diu queP passa per Ro queR est̀a inclosa en el pla.
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L’alternativaés que siguiAa + Bb+ Cc 6= 0: aleshores hi ha uńunic punt coḿu p ∈ R ∩ P, i
es diu que les varietats sónsecants.

Si la recta ve donada per les seves equacions implı́cites, formem amb elles i l’equació del pla un
sistema 3× 3:

A1x + B1y + C1z + D1 = 0

A2x + B2y + C2z + D2 = 0

Ax + By + Cz+ D = 0

 .

Si els rangs de la matriu dels coeficients i la matriu ampliada són r i r ′, tenim tres possibilitats:
(a) si r = r ′

= 3, la recta i el pla śon secants (solució única); (b) sir = 2, per̀o r ′
= 3, śon

paral·lels sense inclusió (incompatibilitat); (c) sir = r ′
= 2, el pla passa per la recta (infinites

solucions amb un grau de llibertat).

(C) Donats dos plans

P1 : A1x + B1y + C1z + D1 = 0 i P2 : A2x + B2y + C2z + D2 = 0 ,

considerem els rangsr i r ′ del sistema que formen. Hi ha també tres casos: sir = 1, els plans
són paral·lels, coincidentssi r ′

= 1 i diferents sir ′
= 2; si r = r ′

= 2, śon secants, i els punts
comuns formen una recta com ja hem dit en una observació de la seccío anterior. Com que la
refer̀enciaés rectangular, el vector director de la recta comunaés Ew1 ∧ Ew2, on Ew1 = (A1, B1,C1)

i Ew2 = (A2, B2,C2).

Feix de plans. Aquestaés la denominació del conjunt de plans que passen per una recta deter-
minadaR. Suposem queR est̀a definida com a intersecció de dos plans

P1 : A1x + B1y + C1z + D1 = 0 i P2 : A2x + B2y + C2z + D2 = 0 .

Com hem vist a l’apartat (B) d’incid̀encia, la condicío necess̀aria i suficient per tal que un pla
arbitrari P passi perR és que afegint la seva equació Ax + By+ Cz+ D = 0 al sistema format
per les altres dues no canvı̈i el conjunt de solucions (els punts deR): això significa que l’equació
de P ser̀a combinacío lineal de les altres dues, i per tant

α(A1x + B1y + C1z + D1)+ β(A2x + B2y + C2z + D2) = 0 ,

variantα, β ∈ R, és l’equacío (de tots els plans) del feix que passa perR. Una expressió
equivalent, en la que noḿes perdemP2, resulta de dividir perα 6= 0 i prendreλ = β/α:

(A1x + B1y + C1z + D1)+ λ(A2x + B2y + C2z + D2) = 0 .

Exemple 8.5 Busquem l’equació del pla que passa pel puntp = (1,1,3) i per la recta

2x + y + z = 0

x + y − 3z = 1

}
.
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Preparem l’equació del feix que passa per aquesta recta:

(2x + y + z)+ λ(x + y − 3z − 1) = 0 .

Imposant que un pla d’aquesta forma passi perp, determinem

6 + λ(−8) = 0 , λ =
3

4

i, per tant, el pla serà (2x + y + z)+ 3/4(x + y − 3z − 1) = 0 o, equivalentment,

4(2x + y + z)+ 3(x + y − 3z − 1) = 0 , és a dir, 11x + 7y − 5z − 3 = 0 .

Dues varietats linealsL i L ′, de direccions respectivesD i D′, són perpendiculars, i s’escriu
L ⊥ L ′, si D⊥

⊂ D′ o D′
⊂ D⊥.

Esquem̀aticament tenim:

⊥ R P′

R′ aa′
+ bb′

+ cc′
= 0

P
a

A
=

b

B
=

c

C
AA′

+ B B′
+ CC′

= 0

Taula 8.2: Perpendicularitat de varietats lineals

on Eu = (a,b, c) és un vector director deR, Ev = (a′,b′, c′) ho és deR′, Ax + By+ Cz+ D = 0
és l’equacío impĺıcita deP i A′x + B′y + C′z + D′

= 0 és la deP′.

Teorema 8.6 Considerem un punt p i una varietat lineal L = p0 + D. Aleshores:

(a) Existeix un únic punt q ∈ L tal −→pq⊥ D.

(b) Existeix un únic punt s tal que q és el punt mitjà de p i s.

DEMOSTRACIÓ. (a) El puntq ha de ser de la formap0 + Ev, amb Ev ∈ D. La condicío de
perpendicularitat́es

−→p0 p − Ev⊥ D ,
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és a dir,Ev ha de ser la projecció ortogonal del vector−→p0 p sobre el subespaiD. El teorema de
la projeccío ortogonal assegura l’existència i unicitat d’aquest vector, per tant el puntq queda
uńıvocament determinat.

(b) És f̀acil veure ques = p + 2−→pq és el punt que compleix la condició de l’enunciat.

Es diu queq és laprojeccío ortogonalde p sobre la varietatL i s el simètric de p respecte aL.

Exemples 8.7(a) SiR és la rectap0 +〈 Eu 〉, la projeccío ortogonal de−→p0 p sobre el subespai〈 Eu 〉

és

Ev =

−→p0 p · Eu

‖ Eu ‖2
Eu ,

per tant la projecció de p sobreR és el punt

q = p0 +

−→p0 p · Eu

‖ Eu ‖2
Eu .

Aquest punt tamb́e es pot obtenir fent la intersecció de la rectaR i el pla perpendicular que passa
per p.

(b) Si P és el plap0 + 〈 Ew 〉
⊥, la projeccío ortogonal de−→p0 p sobre el subespai〈 Ew 〉

⊥ és

Ev =
−→p0 p −

−→p0 p · Ew

‖ Ew ‖2
Ew ,

per tant la projecció de p sobreP és el punt

q = p0 +
−→p0 p −

−→p0 p · Ew

‖ Ew ‖2
Ew = p −

−→p0 p · Ew

‖ Ew ‖2
Ew .

Anàlogament al cas anterior, podem obtenir aquest punt com a intersecció del plaP i la recta
perpendicular que passa perp. Com a il·lustracío, donats el puntp = (5,3,−2) i el pla P
d’equacío 2x + y − z + 3 = 0 busquemq i s.

La recta que passa perp amb vector directorEw = (2,1,−1), ortogonal aP, és

x = 5 + 2t , y = 3 + t , z = −2 − t ,

i fent la interseccío amb el pla resulta

2(5 + 2t)+ (3 + t)− (−2 − t)+ 3 = 0 , 6t + 18 = 0 , t = −3 ,

de manera que obtenim la projecció ortogonal dep sobreP, queésq = (−1,0,1). Finalment,
considerant−→pq = (−6,−3,3) i fent

s = p + 2−→pq = (5,3,−2)+ 2(−6,−3,3) = (−7,−3,4) ,

trobem el sim̀etric dep respecte aP.
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8.4 Angles, dist̀ancies,àrees i volums

Tots elsangles(no orientats) entre varietats es redueixen a angles entre vectors. En efecte:
(a) l’angle entre dues rectesés el que formen els respectius vectors directors, i això inclou la
possibilitat d’obtenir–ne un o el seu suplementari; (b) l’angle entre una recta i un plaés el que
forma la recta amb la seva projecció ortogonal sobre el pla (o 90◦ si śon perpendiculars), però
aquest angle coincideix amb el complementari de l’angle entre la recta i les perpendiculars al pla;
(c) l’angle entre dos planśes el que formen sengles perpendiculars traçades dins de cada un a la
recta intersecció (o 0◦ si śon plans paral·lels), per̀o coincideix amb el que forma qualsevol parell
de rectes perpendiculars respectivament a cada pla. Com es pot observar, l’angleés invariant per
paral·lelisme.

Exemple 8.8 Per calcular l’angle entre el pla 3x − 4y + 12z − 1 = 0 i la recta

x − 1

20
=

y + 2

−21
=

z − 3

0
,

considerem el vector perpendicular al pla i el vector director de la recta:

Ew = (3,−4,12) i Eu = (20,−21,0) .

L’angle entre aquests vectorsés

β = arccos
Ew · Eu

‖ Ew ‖‖ Eu ‖
= arccos

144

13 · 29
= 67◦32′ ,

i l’angle entre la recta i el pláes

α = 90◦
− 67◦32′

= 22◦28′ .

La distància entre dos punts pi q de P3 és la norma del vector que defineixen:

d(p,q) = ‖
−→pq‖ .

Les propietats de la distància resulten de traduir les de la norma (capı́tol 4), i per tant śon de
comprovacío immediata:

(a) d(p, p) = 0; d(p,q) > 0 si p 6= q.

(b) d(p,q) = d(q, p).

(c) Desigualtat triangular: d(p, r ) ≤ d(p,q)+ d(q, r ).
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(d) Teorema de Pit̀agores: si p, q, r són els v̀ertexs d’un triangle rectangle aq, és a dir,
−→qp⊥

−→qr , aleshores
d(p, r )2 = d(p,q)2 + d(q, r )2 .

La distància entre dues varietats lineals Li L ′ és el ḿınim de les dist̀ancies entre punts de l’una
i de l’altra:

d(L , L ′) = min{ d(p,q) : p ∈ L , q ∈ L ′
} .

Aquesta definicío de dist̀ancia exigeix que comprovem en cada cas l’existència del ḿınim. Ana-
litzarem seguidament tots els casos possibles.

Teorema 8.9 La distància d’un punt p a una varietat lineal L és la del punt a la seva projecció
ortogonal sobre L .

DEMOSTRACIÓ. Si q és la projeccío ortogonal dep sobreL i p0 6= q és un punt qualsevol de
L, aplicant el teorema de Pitàgores al triangle de vèrtexsp0, q i p, rectangle aq, tenim

d(p0, p)2 = d(p0,q)
2
+ d(q, p)2 ,

de manera qued(p0, p) > d(q, p) i per tantd(p, L) = d(p,q).

Exemple 8.10Si p = (x0, y0, z0) i P és el pla d’equació Ax + By + Cz+ D = 0,

d(p, P) =
| Ax0 + By0 + Cz0 + D |

√
A2 + B2 + C2

.

En efecte: siEw = (A, B,C), la projeccío ortogonalq del puntp sobreP és la intersecció de la
rectap + 〈 Ew 〉, d’equacions

x = x0 + At , y = y0 + Bt , z = z0 + Ct ,

amb el pla: substituint trobem

A(x0 + At)+ B(y0 + Bt)+ C(z0 + Ct)+ D = 0 , t = −
Ax0 + By0 + Cz0 + D

A2 + B2 + C2
.

Finalment, recordant que‖w ‖
2

= A2
+ B2

+ C2,

d(p, P) = d(p,q) = ‖ t Ew ‖ =
| Ax0 + By0 + Cz0 + D |

√
A2 + B2 + C2

.

Aquesta f́ormulaés aprofitable per al pla: la distància del puntp = (x0, y0) a la rectaRd’equacío
Ax + By + C = 0 és

d(p, R) =
| Ax0 + By0 + C |

√
A2 + B2

.
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La definicío de dist̀ancia implica quela distància entre varietats secantśes nul·la. Queden,
doncs, quatre casos possibles. En els tres referits avarietats paral·leles L i L ′ (dues rectes, dos
plans o recta i pla), amb direccions respectivesD ⊂ D′, la dist̀anciaés la de qualsevol punt
p ∈ L a L ′. En efecte: siq és la projeccío ortogonal dep sobreL ′ i p1 ∈ L i q1 ∈ L ′ són punts
arbitraris,

−−→p1q1 =
−→p1 p +

−→pq +
−→qq1 =

−→pq + (
−→p1 p +

−→qq1) ,

i, pel teorema de Pitàgores,
d(p1,q1) ≥ d(p,q) ,

és a dir,d(L , L ′) = d(p, L ′) per a qualsevolp ∈ L.

La darrera situació requereix un estudi particular.

Proposició 8.11 Donades dues rectes que s’encreuen

R : pt = p0 + t Eu , i R′ : qs = q0 + sEv ,

existeix un únic parell de punts pt ∈ R i qs ∈ R′ tals que la recta que els uneix és perpendicular
a R i a R′. A més,

d(R, R′) = d(pt ,qs) .

DEMOSTRACIÓ. Escrivim

−−→ptqs =
−−→pt p0 +

−−→p0q0 +
−−→q0qs = −t Eu +

−−→p0q0 + sEv

i imposem les condicions de perpendicular comuna,

Eu ·
−−→ptqs = 0 , i Ev ·

−−→ptqs = 0 ,

que condueixen a un sistema lineal 2× 2 per at i s:

−t (Eu · Eu)+ s(Eu · Ev)+ Eu ·
−−→p0q0 = 0

−t (Ev · Eu)+ s(Ev · Ev)+ Ev ·
−−→p0q0 = 0

}
.

El determinant del sistemáes ∣∣∣∣−Eu · Eu Eu · Ev

−Ev · Eu Ev · Ev

∣∣∣∣ < 0 ,

per la desigualtat de Schwarz. El sistema té, per tant, solució única, i els puntspt i qs defineixen
la perpendicular comuna. Per veure qued(pt ,qs) és la ḿınima dist̀ancia possible entre les dues
rectes, considerem altres puntsp0 ∈ R i q0 ∈ R′: aplicant el teorema de Pitàgores a la relació

−−→p0q0 =
−−→p0 pt +

−−→ptqs +
−−→qsq0 =

−−→ptqs + (
−−→p0 pt +

−−→qsq0)

obtenim que
d(p0,q0) > d(pt ,qs) .
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El lector pot comprovar que, fent passar un plaP per R′ que sigui paral·lel a R, es compleix
qued(R, R′) = d(R, P), queés un dels casos previs. Més endavant veurem també una f́ormula
per calcular la dist̀ancia entre rectes que s’encreuen, basada en el producte vectorial. De tota
manera, inclourem ara una aplicació del teorema anterior.

Exemple 8.12Calculem la dist̀ancia entre les rectes donades per les equación cont́ınues

R :
x − 3

0
= y =

z + 2

−1
, i R′ :

x

4
= y + 1 =

z − 5

−3
.

Amb les expressions paramètriques preparem−−→ptqs:

pt = (3,0,−2)+ t (0,1,−1) , qs = (0,−1,5)+ s(4,1,−3) ,

−−→ptqs = (−3,−1,7)+ s(4,1,−3)− t (0,1,−1) .

Imposant la perpendicularitat ambEu = (0,1,−1) i Ev = (4,1,−3) tenim

−8 + 4s − 2t = 0

−34+ 26s − 4t = 0

}
,

d’on resultent = −2, s = 1, −−−→p−2q1 = (1,2,2) i, finalment,

d(R, R′) = ‖
−−−→p−2q1 ‖ = 3 .

El producte vectorial resultáutil per a obtenir certes fórmules sobre distàncies,̀arees i volums.
Recordem que, orientantV3 d’una de les dues maneres possibles, queda definit unı́vocament el
producte vectorialEu ∧ Ev de qualsevol parell de vectorsEu, Ev ∈ V3 (de fet, canviar l’orientació no
influeix en cap de les fórmules).

Proposició 8.13 (a) La distància d’un punt p a una recta R : p0 + 〈 Eu 〉 és

d(p, R) =
‖
−→p0 p ∧ Eu ‖

‖ Eu ‖
.

(b) La distància d’un punt p a un pla P : p0 + 〈 Eu , Ev 〉 és, posant Ew = Eu ∧ Ev,

d(p, P) =
|
−→p0 p · Ew |

‖ Ew ‖
=

|
−→p0 p · (Eu ∧ Ev) |

‖ Eu ∧ Ev ‖
=

| det(−→p0 p , Eu , Ev) |

‖ Eu ∧ Ev ‖
.

(c) La distància entre dues rectes que s’encreuen, R : p0 + 〈 Eu 〉 i R′ : q0 + 〈 Ev 〉, és

d(R, R′) =
|
−−→p0q0 · (Eu ∧ Ev) |

‖ Eu ∧ Ev ‖
=

| det(−−→p0q0 , Eu , Ev) |

‖ Eu ∧ Ev ‖
.
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DEMOSTRACIÓ. (a) Siguiq la projeccío ortogonal dep sobreR: el triangle de v̀ertexsp0, q i
p és rectangle aq, per tant, siα és l’angle entre−→p0 p i Eu, tenim

d(p, R) = d(p,q) = ‖
−→p0 p‖ sinα =

‖
−→p0 p ∧ Eu ‖

‖ Eu ‖
.

(b) Siguiq la projeccío ortogonal dep sobreP: −→qp és la projeccío ortogonal de−→p0 p sobre el
subespai〈 Ew 〉, de manera que

−→qp =

−→p0 p · Ew

‖ Ew ‖2
w , d’on d(p, P) = ‖

−→qp‖ =
|
−→p0 p · Ew |

‖ Ew ‖
.

(c) −−→ptqs és la projeccío ortogonal de−−→p0q0 sobre el subespai〈 Eu ∧ Ev 〉; aix́ı doncs,

d(R, R′) = ‖
−−→ptqs ‖ =

|
−−→p0q0 · (Eu ∧ Ev) |

‖ Eu ∧ Ev ‖
.

Acabem aquest breu formulari del producte vectorial amb aplicacions al càlcul de casos elemen-
tals per̀o freq̈uents d’̀arees i volums, estalviant al lector disquisicions teòriques sobre aquests dos
conceptes, que li són prou familiars.

Proposició 8.14 (a) L’àrea del triangle de vèrtexs p, q, r ∈ P3 és

A =
1

2
‖
−→pq ∧

−→pr ‖ .

(b) L’àrea d’un paral·lelogram, on p és un vèrtex i q i r són els vèrtexs adjacents a p, és

A = ‖
−→pq ∧

−→pr ‖ .

DEMOSTRACIÓ. (a) Prenent com a base del triangle el costatpq, l’altura corresponent́esh =

d(r, pq) i, aplicant la f́ormula de la dist̀ancia d’un punt a una recta,

A =
1

2
‖
−→pq‖ h =

1

2
‖
−→pq‖

‖
−→pq ∧

−→pr ‖

‖
−→pq‖

=
1

2
‖
−→pq ∧

−→pr ‖ .

(b) El raonament́es aǹaleg, per̀o aqúı A = ‖
−→pq‖ h.
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Proposició 8.15 (a) El volum d’un tetràedre de vèrtexs p, q, r , s ∈ P3 és

V =
1

6
|
−→ps · (

−→pq ∧
−→pr) | .

(b) El volum d’un paral·lelepı́pede, on p és un vèrtex i q, r i s són els vèrtexs adjacents a p, és

V = |
−→ps · (

−→pq ∧
−→pr) | .

DEMOSTRACIÓ. (a) Prenem com a base el triangle de vèrtexsp, q, r . L’altura corresponent
ser̀a h = d(s, pqr) i, aplicant f́ormules anteriors,

V =
1

3
A(pqr) h =

1

3

1

2
‖
−→pq ∧

−→pr ‖
|
−→ps · (

−→pq ∧
−→pr) |

‖
−→pq ∧

−→pr ‖
=

1

6
|
−→ps · (

−→pq ∧
−→pr) | .

(b) El raonament́es aǹaleg, per̀o aqúı el volumés simplement l’̀area de la base per l’altura.

Observacions 8.16(a) Cal fer notar que, en les quatre fórmules precedents, el vèrtex destacatp
pot ser qualsevol de la figura mentre es respecti l’adjacència en les f́ormules, i tamb́e que podem
calcular el producte mixt fent servir determinants:

−→ps · (
−→pq ∧

−→pr) = det(−→pq, −→pq, −→ps) .

(b) Les f́ormules de les̀arees tamb́e śon aplicables a figures de plaP2, si el considerem submergit
dins deP3 afegint simplement una tercera coordenada nul·la a cada punt.

Per exemple, per calcular l’àrea del triangle de vèrtexsp = (p1, p2), q = (q1,q2) i r = (r1, r2),
submergintP2 dins deP3 escrivim

−→pq = (q1 − p1,q2 − p2,0) , i −→pr = (r1 − p1, r2 − p2,0) .

L’ àrea del trianglepqr és
1

2
‖
−→pq ∧

−→pr ‖ .

D’altra banda,
−→pq ∧

−→pr =

(
0, 0,

∣∣∣∣ q1 − p1 q2 − p2

r1 − p1 r2 − p2

∣∣∣∣ )
i, tenint en compte que

∣∣∣∣ q1 − p1 q2 − p2

r1 − p1 r2 − p2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
p1 p2 1
q1 q2 1
r1 r2 1

∣∣∣∣∣∣ ,



138 R. Amer i F. Carreras Geometria lineal

resulta que l’̀area del trianglepqr és el valor absolut de

1

2

∣∣∣∣∣∣
p1 p2 1
q1 q2 1
r1 r2 1

∣∣∣∣∣∣ .
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9
Corbes i superf́ıcies de segon grau

En el caṕıtol anterior hem estudiat a fons les rectes i els plans,és a dir, les figures geom̀etriques
definides per equacions de primer grau. Aquest capı́tol tracta de les c̀oniques i les qùadriques,
que śon, respectivament, les corbes del pla i les superfı́cies de l’espai definides per equacions de
segon grau.

Discutirem amb detall les còniques, i ḿes breument les quàdriques per raons de concisió: el
lector trobar̀a analogies formals suficients per justificar aquesta diferència de tractament.

Continuarem denotant perE2 = (P2,V2,+) el pla euclidìa puntual i perE3 = (P3,V3,+)

l’espai, i fentús, noḿes, de refer̀encies rectangulars positives.

9.1 El·lipse, hip̀erbola i par̀abola

Donats dos puntsF i F ′ del plaP2, anomenaremel·lipseel conjunt de puntsp ∈ P2 tals que

d(p, F)+ d(p, F ′) = 2a ,

on 2a > d(F, F ′). F i F ′ són elsfocusde l’el·lipse ia el semieix major.
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El punt mitj̀a del segmentF F ′ és elcentrede l’el·lipse, i la constant 2c = d(F, F ′) és la
distància focal. La recta que uneix els focusés l’eix principal i la recta que passa pel centre iés
perpendicular a l’eix principal s’anomenaeix secundari.

QuanF = F ′, l’el·lipse es redueix a unacircumfer̀encia, i en aquest cas es poden prendre com
a eixos dues rectes perpendiculars qualssevol que passin pel centre.

Escollint una refer̀enciaR = { o ; Eu, Ev }, ono és el centre de l’el·lipse,Eu un vector unitari sobre
l’eix principal i Ev un vector unitari sobre l’eix secundari, els focus són F = (c,0) i F ′

= (−c,0),
i els punts de l’el·lipse śon els que compleixen l’equació√

(x − c)2 + y2 +

√
(x + c)2 + y2 = 2a .

Aquesta equació és equivalent a

(a2
− c2)x2

+ a2y2
= a2(a2

− c2) ,

i si posemb2
= a2

− c2 i dividim tota l’equacío pera2b2 es converteix en

x2

a2
+

y2

b2
= 1 ,

queés l’equacío caǹonicade l’el·lipse. En el cas d’una circumferència s’escriux2
+ y2

= r 2,
on r = a = b és elradi.

De la mateixa manera, anomenaremhipèrbolael conjunt de puntsp ∈ P2 tals que

| d(p, F)− d(p, F ′) | = 2a ,

on ara 0< 2a < d(F, F ′). F i F ′ són elsfocusde la hip̀erbola, ia el semieix real. El centre,
la dist̀ancia focal i els eixos principal i secundari d’una hipèrbola es defineixen igual que per a
l’el ·lipse.

Escollint una refer̀encia com en el cas anterior, l’equació de la hip̀erbolaés

|

√
(x − c)2 + y2 −

√
(x + c)2 + y2 | = 2a ,

queés equivalent a
(c2

− a2)x2
− a2y2

= a2(c2
− a2) .

Prenentb2
= c2

− a2 i dividint pera2b2 obtenim

x2

a2
−

y2

b2
= 1 ,

queés l’equacío caǹonicade la hip̀erbola.
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Observacions 9.1(a) De les equacions canòniques de l’el·lipse i la hip̀erbola es dedueix que
els eixos principal i secundari són eixos de simetria, ja que si(x, y) compleix l’equacío els seus
simètrics respecte als eixos,(−x, y) i (x,−y), tamb́e la compleixen.

(b) Les interseccions d’aquestes còniques amb els eixos s’anomenenvèrtexs. L’el·lipse t́e quatre
vèrtexs: dos sobre l’eix principal, els punts de coordenades(−a,0) i (a,0), i dos sobre l’eix
secundari,(0,−b) i (0,b). La hip̀erbola noḿes en t́e dos sobre l’eix principal, els punts de
coordenades(−a,0) i (a,0).

(c) Aı̈llant la y de les equacions canòniques de l’el·lipse i la hip̀erbola obtenim

y = ±
b

a

√
a2 − x2 i y = ±

b

a

√
x2 − a2

respectivament. Aix̀o ens diu que l’el·lipse és una figura fitada i la hipèrbola no. A ḿes, les
rectes d’equacions

y = ±
b

a
x

són aśımptotesde la hip̀erbola. Si les dues ası́mptotes śon perpendiculars,́es a dir, sia = b,
direm que la hip̀erbolaésequilàtera.

Donats un puntF i una rectaR que no el cont́e, anomenaremparàbolael conjunt de puntsp del
pla que compleixen la condició

d(p, F) = d(p, R) .

F és elfocusde la par̀abola,R és ladirectriu, i el punt mitj̀a de la perpendicular deF a R és el
vèrtex. La dist̀anciam = d(F, R) és elparàmetrede la par̀abola.

Escollim una refer̀enciaR = { o ; Eu, Ev }, ono és el v̀ertex de la par̀abola,Eu un vector unitari amb
la direccío deR i Ev un vector unitari i perpendicular aEu en el sentit deR a F . L’equacío deR és
y = −

m

2
, el focusésF = (0,

m

2
) i els punts de la paràbola śon els que compleixen l’equació√

x2 +

(
y −

m

2

)2
=

∣∣∣ y +
m

2

∣∣∣ ,
equivalent a

x2
− 2my = 0 o b́e y =

x2

2m
,

queés l’equacío caǹonicade la par̀abola.

Observacions 9.2(a) Aquesta equació ens diu que la paràbola t́e unúnic eix de simetria, l’eix
oy, i un únic vèrtex, que coincideix amb l’origen de coordenades deR.
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(b) A diferència de l’el·lipse i la hip̀erbola, en les que el sentit dels vectorsEu i Ev (i, per tant, el
sentit positiu dels eixos de coordenades) no influeix en l’equació caǹonica, si en l’eleccío de la
refer̀enciaR per a la par̀abola invertim el sentit del vectorEv (i, per tant, el sentit de l’eixoy), la
rectaR tindrà per equació y =

m

2
, el focus ser̀a F = (0,−

m

2
) i l’equació de la par̀abola ser̀a

x2
+ 2my = 0.

9.2 Classificacío de les c̀oniques

Unacònicadel plaés el conjunt de punts que en una referènciaR satisfan una equació de segon
grau

F(x, y) = ax2
+ 2bxy+ cy2

+ 2dx + 2ey+ f = 0 .

El nostre objectiúes trobar una altra referència on l’equacío de la c̀onica adopti la forma ḿes
senzilla possible. Aquesta serà l’equacío redüıda de la c̀onica, que en el cas d’una el·lipse, una
hipèrbola o una paràbola haur̀a de coincidir, essencialment, amb la seva equació caǹonica.

Aquest proćes de reducció ens permetr̀a donar una classificació de les c̀oniques i introduir el
concepte d’invariantd’una c̀onica per canvis de coordenades.

Si posem

A =

(
a b
b c

)
, X =

(
x
y

)
i L = (d e) ,

l’equacío ax2
+ 2bxy+ cy2

+ 2dx + 2ey+ f = 0 es pot escriure

Xt AX + 2L X + f = 0 ,

queés l’equacío matricialde la c̀onica; si posem

A3 =

 a b d
b c e
d e f

 i X3 =

 x
y
1

 ,

la mateixa equació té la forma
Xt

3 A3 X3 = 0 ,

equacío matricial compacta de la c̀onica. L’equivalència de les tres formes es comprova direc-
tament efectuant els productes de les matrius que intervenen a les equacions.

Donada una nova referènciaR′
= { o ; Eu, Ev }, on o = (x0, y0), Eu = (c11, c21) i Ev = (c12, c22),

les equacions del canvi de coordenades són

X = B + C X′ ,
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on

B =

(
x0

y0

)
, C =

(
c11 c12

c21 c22

)
i X′

=

(
x′

y′

)
.

La forma matricial compacta d’aquest canvi de coordenadesés

X3 = C3 X′

3 , on C3 =

 c11 c12 x0

c21 c22 y0

0 0 1

 i X′

3 =

 x′

y′

1

 .

Com que les dues referències śon rectangulars,C és una matriu ortogonal,és a dir,CtC = I
i per tantCt

= C−1. A més, det(C) = 1, ja que tamb́e suposem sempre que les referències
utilitzades śon positives.

Proposició 9.3 Aplicant a l’equació Xt AX + 2L X + f = 0 el canvi de coordenades X =

B + C X′ obtenim
(X′)t A′X′

+ 2L ′X′
+ f ′

= 0 ,

on 
A′

= Ct AC

L ′
= (Bt A + L)C

f ′
= Bt AB + 2L B + f = F(x0, y0) .

L’equació matricial compacta de la cònica en les noves coordenades és

(X′

3)
t A′

3 X′

3 = 0 , on A′

3 = Ct
3 A3 C3 .

DEMOSTRACIÓ. En substituirX = B + C X′ a l’equacío matricial de la c̀onica s’obt́e

(B + C X′)t A(B + C X′)+ 2L(B + C X′)+ f = 0

i, en efectuar els productes d’aquestes matrius,

Bt AB + Bt AC X′
+ (X′)tCt AB + (X′)tCt AC X′

+ 2L B + 2LC X′
+ f = 0 .

D’altra banda,(X′)tCt AB = Bt AC X′, ja que aquests productes donen escalars; per tant, agru-
pant els termes obtenim

(X′)tCt AC X′
+ 2(Bt A + L)C X + Bt AB + 2L B + f = 0 ,

és a dir,
(X′)t A′X′

+ 2L ′X′
+ f ′

= 0 .
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De la mateixa manera, la substitució deX3 = C3X′

3 a l’equacío matricial compacta de la cònica
dóna

(X′

3)
tCt

3A3C3X′

3 = 0 ,

és a dir,
(X′

3)
t A′

3X′

3 = 0 .

La nocío de c̀onica no dep̀en del sistema de referència escollit ja que, segons la proposició
anterior, el fet de quedar definida per una equació de segon grau no varia en fer un canvi de
coordenades.

Les matriusA i A3 d’una banda, i les matriusA′ i A′

3 de l’altra, corresponen a les formes
matricial i matricial compacta de la mateixa cònica en dos sistemes de referència diferents. Estan
relacionades per les igualtats

A′
= Ct AC i A′

3 = Ct
3A3C3 ,

la qual cosa ens permetrà introduir el concepte d’invarianta partir del resultat següent.

Proposició 9.4 En tot canvi de coordenades es compleix:

(a) A i A′ tenen els mateixos valors propis.

(b) det(A) = det(A′), tr(A) = tr(A′).

(c) det(A3) = det(A′

3), rang(A3) = rang(A′

3).

DEMOSTRACIÓ. (a) Com queC és una matriu ortogonal,A′
= Ct AC = C−1AC; per tant,A i

A′ tenen el mateix polinomi caracterı́stic i, en conseq̈uència, els mateixos valors propis.

(b) Només cal observar que el determinant i la traça són els coeficients del polinomi caracterı́stic
d’una matriu d’ordre 2.

(c) És evident que det(C3) = det(C) = 1, per tant det(A3) = det(A′

3). Finalment, rang(A3) =

rang(A′

3) perqùe la matriuC3 és regular.

Definim ara cominvariantsde la c̀onica:

(a) α i β: valors propis deA.

(b) D2 = det(A) i T = tr(A).

(c) D3 = det(A3) i r3 = rang(A3).
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Observacío 9.5 T , D2 i D3 són invariants de la funció F(x, y) per canvis de coordenades, però
no podem dir que siguin invariants de la cònica descrita per l’equació F(x, y) = 0. Noḿes
cal observar que la multiplicació d’aquesta equació per un escalart 6= 0 no modifica la c̀onica,
mentre que les quantitats anteriors es transformen entT , t2D2 i t3D3 respectivament. En canvi,
el signe deD2, l’anul·lació de D3, el rangr3 i el signe deD3T són invariants estrictesde la
cònica, ja que śon independents del sistema de referència i dels factorst 6= 0, i són els que farem
servir per donar un criteri pràctic de classificació de les c̀oniques en aquesta mateixa secció.

La classificacío de les c̀oniques es basa en fer l’elecció del canvi de coordenadesX = B + C X′

de manera que l’equació inicial de la c̀onica es transformi en la ḿes senzilla possible. La matriu
C ens d́ona les direccions dels nous eixos de coordenades, que han de coincidir amb els de la
cònica, mentre que l’objectiu de la translació B és que el nou origen de coordenades coincideixi
amb el centre o el v̀ertex de la c̀onica.

Per tal que l’equació resultant sigui la ḿes senzilla possible, la matriuA′ ha de ser diagonal i, si
és possible, hem de fer queL ′

= 0 o f ′
= 0. Si det(A) 6= 0, el sistema d’equacionsAX+L t

= 0
és compatible determinat i, per tant, siB n’és la solucío tindrem queL ′

= 0. El lema seg̈uent
descriu els casos en queD2 = det(A) = 0.

Lema 9.6 (a) Si D2 = D3 = 0, el sistema AX + L t
= 0 és compatible indeterminat.

(b) Si D2 = 0 i D3 6= 0, el sistema AX + L t
= 0 és incompatible.

DEMOSTRACIÓ. Suposant queD2 = 0, és suficient demostrar que el sistemaés compatible
indeterminat si, i noḿes si,D3 = 0. Com queD2 = 0, la matriuA ha de ser de la forma

A =

(
a ta
ta t2a

)
amb a 6= 0 ó A =

(
0 0
0 c

)
amb c 6= 0 .

En el primer cas tindrem que

D3 =

∣∣∣∣∣∣
a ta d
ta t2a e
d e f

∣∣∣∣∣∣ = d

∣∣∣∣ ta d
t2a e

∣∣∣∣− e

∣∣∣∣ a d
ta e

∣∣∣∣ = −a(dt − e)2 ;

aleshores, siD3 = 0 ha de sere = td, i el sistemaAX + L t
= 0 queda(

a ta
ta t2a

)(
x
y

)
+

(
d
dt

)
=

(
0
0

)
que, evidentment,́es compatible indeterminat.
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Rećıprocament, si el sistemáes compatible indeterminat s’ha de complir que∣∣∣∣ a d
ta e

∣∣∣∣ = 0 , d’on D3 = 0 .

La demostracío en el segon caśes aǹaloga i ḿes senzilla.

Teorema 9.7Donada una cònica F(x, y) = 0, existeix una referència rectangular positivaR′
=

{ o ; Eu, Ev } on la seva equació és d’un dels tres tipus següents:

(a) αx′2
+ βy′2

+ f ′
= 0,

(b) αx′2
+ f ′

= 0,

(c) αx′2
+ 2e′y′

= 0,

amb α, β i e′ no nuls.

DEMOSTRACIÓ. Hem de trobar un canvi de coordenades rectangularX = B + C X′ tal que
l’equacío de la c̀onica en les noves coordenades sigui d’un dels tres tipus de l’enunciat.

SiguiC una matriu ortogonal amb det(C) = 1 tal queA′
= Ct AC sigui diagonal:

A′
=

(
α

β

)
ambα 6= 0.

Per escollir la translació B distingirem tres casos:

(a) SiD2 6= 0, siguiB = (x0, y0)
t l’ única solucío del sistemaAX+L t

= 0. Aleshores, l’equació
de la c̀onica en les noves coordenadesésαx′2

+ βy′2
+ f ′

= 0, on f ′
= F(x0, y0).

(b) Si D2 = D3 = 0, sigui B = (x0, y0)
t una solucío qualsevol del sistemaAX + L t

= 0.
Aleshores, l’equació de la c̀onica en les noves coordenadesésαx′2

+ f ′
= 0, on f ′

= F(x0, y0),
ja que un dels valors propis deA ha de ser nul.

(c) Si D2 = 0 i D3 6= 0, siguiB = (x0, y0)
t l’ única solucío del sistema d’equacions

F(x, y) = 0

L ′

1 = 0

}
,

on L ′

1 és el primer coeficient deL ′ (vegeu el lema següent). Aleshores, l’equació de la c̀onica en
les noves coordenadesésαx′2

+ 2e′y′
= 0, on

e′
= (d,e) · Ev
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i Ev és el vector propi unitari deA de valor propi 0 que ocupa la segona columna de la matriu de
canviC.

Lema 9.8 Si D2 = 0 i D3 6= 0, el sistema

F(x, y) = 0

L ′

1 = 0

}
té una única solució.

DEMOSTRACIÓ. Farem la demostració noḿes en el cas on

A =

(
a ta
ta t2a

)
amb a 6= 0 ,

deixant la de l’altre cas per al lector. Els valors propis deA són α = a(1 + t2) i β = 0, i la
matriu de canvíes

C =
1

√
1 + t2

(
1 −t
t 1

)
.

Aleshoreśes immediat comprovar queF(x, y) = a(x + ty)2 + 2dx + 2ey+ f , i que l’equacío
L ′

1 = 0 es pot escriurea(1 + t2)(x + ty)+ d + et = 0; per tant, el sistema

F(x, y) = 0

L ′

1 = 0

}
es transforma en un sistema lineal de dues incògnites i determinant∣∣∣∣ 1 t

d e

∣∣∣∣ = e− dt 6= 0 ,

ja queD3 = −a(e− dt)2 6= 0. En conseq̈uència, el sistemáes compatible determinat.

Les matrius de la c̀onica en les noves coordenades són

A′
=

(
α

β

)
ó A′

=

(
α

0

)
i

A′

3 =

 α β

f ′

 , A′

3 =

 α 0
f ′

 ó A′

3 =

 α 0 e′

e′ 0


A més, els invariants de la cònica es poden calcular a partir de les matrius en les coordenades
originals i a partir d’aquestes matrius. A continuació analitzem els diferents tipus de figura que
corresponen a les equacions del teorema anterior, fent una primera distinció segonsD3 6= 0 o
D3 = 0.
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Còniques no degenerades (D3 6= 0)

Només ho poden ser les del tipus (a) ambf ′
6= 0 i les del tipus (c). Les del primer tipus tenen

equacío redüıdaαx′2
+ βy′2

+ f ′
= 0, i distingim tres possibilitats:

1. Valors propis del mateix signe (D2 = αβ > 0) i terme independent amb signe contrari

(
D3

T
=

αβ f ′

α + β
< 0). L’equacío es transforma en

x′2

p2
+

y′2

q2
= 1

i la cònicaés unael·lipse real. Si els valors propis coincideixen,és unacircumfer̀encia, ja
que quedap = q (radi de la circumfer̀encia).

2. Valors propis i terme independent del mateix signe (D2 = αβ > 0 i
D3

T
=

αβ f ′

α + β
> 0).

L’equacío es transforma en
x′2

p2
+

y′2

q2
= −1

i la cònicaés unael·lipse imagiǹaria.

3. Valors propis amb signe diferent (D2 = αβ < 0). Permutant els eixos siés necessari,
l’equacío es transforma en

x′2

p2
−

y′2

q2
= 1

i la cònicaés unahipèrbola. Si T = 0, els valors propis compleixenβ = −α i la hipèrbola
ésequilàtera.

Les c̀oniques del segon tipus tenen equació redüıdaαx′2
+ 2e′y′

= 0 (D2 = 0), que en aillar la
y′ es transforma en

y′
=

x′2

2m
.

Per tant, es tracta d’unaparàbola.

Còniques degenerades (D3 = 0)

Ho śon les c̀oniques del tipus (a) ambf ′
= 0 i les del tipus (b). Les del primer tipus tenen

equacío redüıdaαx′2
+ βy′2

= 0, i distingim dos casos:

1. Valors propis amb signe diferent (D2 = αβ < 0). L’equacío es pot escriure

p2x′2
− q2y′2

= 0 o b́e

{
px′

+ qy′
= 0

px′
− qy′

= 0

i la cònicaés unparell de rectes reals secants. Si T = 0, els valors propis compleixen
β = −α i les dues rectes són perpendiculars.
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2. Valors propis del mateix signe (D2 = αβ > 0). L’equacío es pot escriure

p2x′2
+ q2y′2

= 0 o b́e

{
px′

+ iqy′
= 0

px′
− iqy′

= 0

i la cònicaés unparell de rectes imagiǹaries secantsamb v̀ertex real (el puntx′
= y′

= 0).

Les c̀oniques del segon tipus tenen equació redüıdaαx′′2
+ f ′

= 0 (D2 = 0), i ara distingim tres
casos:

1. f ′
= 0 (r3 = 1). L’equacío redüıdaésx′2

= 0 i la cònicaés unarecta doble.

2. α i f ′ tenen signe diferent (r3 = 2). L’equacío redüıda es transforma en

x′2
= p2 o bé

{
x′

= p

x′
= −p

i la cònicaés unparell de rectes reals paral·leles.

3. α i f ′ tenen el mateix signe (r3 = 2). L’equacío redüıda es transforma en

x′2
= −p2 o bé

{
x′

= pi

x′
= −pi

i la cònicaés unparell de rectes imagiǹaries paral·leles.

Les observacions que hem fet sobre els invariants en aquesta classificació de les c̀oniques a partir
de l’equacío redüıda ens permeten establir el criteri de classificació de la taula 9.1.

D3 6= 0


D2 > 0

{
D3T > 0 el·lipse imagiǹaria

D3T < 0 el·lipse real

D2 < 0 hipèrbola

D2 = 0 par̀abola

D3 = 0


D2 > 0 parell de rectes imaginàries secants amb vèrtex real

D2 < 0 parell de rectes reals secants

D2 = 0

{
r3 = 2 parell de rectes paral·leles (reals o imagiǹaries)

r3 = 1 recta doble

Taula 9.1: Classificació de c̀oniques
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Observacions 9.9(a) El casα = β = 0 fa que l’equacío es redueixi a una de primer grau
(A′

= A = 0) i, com que es tracta d’una recta, no l’hem inclòs a l’estudi de les c̀oniques, on hem
suposat sempreα 6= 0.

(b) La refer̀enciaR′
= { 0 ; Eu, Ev } on la c̀onica adopta l’equació redüıda compleix les propietats

seg̈uents: (1)Eu és un vector propi unitari de valor propiα i determina la direcció positiva de l’eix
ox′; (2) Ev és un vector propi unitari de valor propiβ, determina la direcció positiva de l’eixoy′

i el podem escollir de manera que det(C) = 1 per tal que la referènciaR′ sigui positiva; (3) el
nou origen de coordenadesés el puntx′

= y′
= 0, per tant a partir d’aquı́ podem trobar les seves

coordenades en la referència original i coincideix amb el centre de l’el·lipse o el de la hip̀erbola
o amb el v̀ertex de la par̀abola.

(c) Si permutem l’ordre en que escollim els valors propis i vectors propis corresponents, el siste-
ma de refer̀encia i l’equacío redüıda tamb́e varien, intercanviant-se els papers de les coordenades
x′ i y′.

Exemples 9.10(a) La c̀onica d’equacío

10x2
− 12xy − 6y2

− 12x − 12y − 129= 0

té matrius

A =

(
10 −6
−6 −6

)
i A3 =

 10 −6 −6
−6 −6 −6
−6 −6 −129


i invariantsD2 = −96 i D3 = 11808, per tant́es unahipèrbola.

El polinomi caracteŕıstic de la matriuA és det(x I − A) = x2
− 4x − 96 i els valors propis 12

i −8. Com a vectors propis escollim(3,−1) de valor propi 12 i(1,3) de valor propi−8. El
centre de la hip̀erbolaés la solucío del sistema d’equacionsAX + L t

= 0, és a dir,

10x − 6y − 6 = 0

−6x − 6y − 6 = 0

}
,

és a dir, el punt(0,−1), i els eixos śon les rectes que passen pel centre i tenen direccions(3,−1)
i (1,3) respectivament. L’equació redüıda i el canvi de coordenades corresponent són

12x′2
− 8y′2

− 123= 0 i

(
x
y

)
=

(
0

−1

)
+

1
√

10

(
3 1

−1 3

)(
x′

y′

)
.

Finalment, les ası́mptotes de la hip̀erbola śon les rectes que passen pel centre i tenen pendent

m = lim
x→∞

y

x
.
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Dividint l’equació de la hip̀erbola entrex2 i prenent el ĺımit obtenim que 10− 12m − 6m2
= 0,

és a dir, els pendents de les ası́mptotes śon

−3 + 2
√

6

3
i

−3 − 2
√

6

3
.

(b) Les matrius de la c̀onica d’equacío

x2
− 4xy + 4y2

− 2x − y = 0

són

A =

(
1 −2

−2 4

)
i A3 =

 1 −2 −1
−2 4 -1/2
−1 -1/2 0


i els seus invariantsD2 = 0 i D3 = -25/4, per tant la c̀onicaés unaparàbola.

Els valors propis de la matriuA són 5 i 0, i els vectors propis corresponents(1,−2) i (2,1). Per
calcular el v̀ertex de la par̀abola hem de resoldre el sistema d’equacions

x2
− 4xy + 4y2

− 2x − y = 0

x − 2y = 0

}
,

que t́e per solucío (0,0). D’altra banda, tenim que

e′
= (−1, -1/2) ·

1
√

5
(2,1) = −

√
5

2

i l’equació redüıda de la par̀abolaés

5x′2
−

√
5 y′

= 0 , o bé y′
=

√
5x′2 .

El canvi de coordenades que transforma l’equació inicial en l’equacío redüıdaés(
x
y

)
=

1
√

5

(
1 2

−2 1

)(
x′

y′

)
.

(c) La c̀onica d’equacío

2x2
− 2xy − 4y2

− 2x + 10y − 4 = 0

té matrius

A =

(
2 −1

−1 −4

)
i A3 =

 2 −1 −1
−1 −4 5
−1 5 −4


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i invariantsD2 = −9 i D3 = 0, per tant́es unparell de rectes reals secants. Per calcular les
seves equacions, tractem l’equació de la c̀onica com una equació de segon grau per ay,

−4y2
+ (10− 2x)y + (2x2

− 2x − 4) = 0 ,

que t́e per solucío

y =
2x − 10±

√
(10− 2x)2 + 16(2x2 − 2x − 4)

−8

=
2x − 10±

√
36x2 − 72x + 36

−8

=
2x − 10± (6x − 6)

−8
.

Aleshores, la c̀onica est̀a formada per les rectes

y = −x + 2 i y =
x + 1

2
,

és a dir,x + y − 2 = 0 i x − 2y + 1 = 0.

9.3 Llocs geom̀etrics

Un lloc geom̀etric en el pláes un conjunt de punts que satisfan una propietat determinada, expres-
sada habitualment en termes geomètrics (dist̀ancies entre punts, distàncies entre punts i rectes,
interseccío de rectes, etc.). El problema de determinar un lloc geomètric consisteix a trobar
l’equacío d’aquest conjunt de punts en una referència donada o en una adaptada al problema.

Les definicions d’el·lipse, hip̀erbola i par̀abola de la primera secció d’aquest caṕıtol i el càlcul de
les seves equacions canòniques en unes referències adequades són exemples de llocs geomètrics
on la propietat que els determina ve donada per distàncies. En ocasions semblants, l’aplicació
directa de la condició que han de complir els punts del lloc geomètric d́ona la seva equació.

Exemple 9.11 A partir d’una rectaR i un punt F exterior a ella, calculem l’equació del lloc
geom̀etric dels puntsp que satisfan, per a unt ≥ 0 fix,

d(p, F) = td(p, R) .

Escollim una refer̀encia de manera que la rectaR tingui equacío y = 0 i el puntF coordenades
(0,1). Aleshores l’equació és √

x2 + (y − 1)2 = t | y | .
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Elevant al quadrat els dos termes obtenim

x2
+ (y − 1)2 = t2y2 ,

i, agrupant els termes,
x2

+ (1 − t2)y2
− 2y + 1 = 0 ,

queés una c̀onica per a qualsevol valor det . Tenint en compte queD3 = −t2 i D2 = 1 − t2,
resulta: sit = 0, la c̀onicaés un parell de rectes imaginàries secants amb vèrtex real (el puntF);
si 0< t < 1, és una el·lipse; sit = 1, és una par̀abola; i sit > 1, és una hip̀erbola.

En altres ocasions, les propietats que defineixen els punts d’un lloc geomètric depenen d’ele-
ments variables que es poden expressar en termes d’un o més par̀ametres. Aleshores, les equa-
cions que descriuen aquests punts també depenen dels paràmetres, i l’equació del lloc geom̀etric
s’obt́e en eliminar-los d’aquest sistema. (Observem que per poder eliminar–los el sistema ha de
tenir una equació més que par̀ametres.)

Exemple 9.12Donats el puntF = (0,1) i la par̀abolax2
− 4y = 0, calculem l’equacío del lloc

geom̀etric dels punts mitjans dels segments que uneixen dos punts de la paràbola i passen perF .

Aquests segments s’obtenen en fer passar una recta variable pel puntF i calcular la seva inter-
seccío amb la par̀abola. Una recta que passa pel puntF té equacío

y − 1 = mx o bé y = mx+ 1

(les rectes variables depenen del paràmetrem). La interseccío d’aquesta recta i la paràbola ve
donada per l’equació

x2
− 4(mx+ 1) = 0 ,

i les seves solucions són

x =
4m ±

√
16m2 + 16

2
=

4m ± 4
√

m2 + 1

2
= 2m ± 2

√
1 + m2 .

Per tant, les interseccions de la recta i la paràbola śon els punts

P = (2m + 2
√

1 + m2,1 + 2m2
+ 2m

√
1 + m2) i

Q = (2m − 2
√

1 + m2,1 + 2m2
− 2m

√
1 + m2) ,

i el punt mitj̀a del segmentP Q té per coordenades

x = 2m

y = 1 + 2m2

}
.
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Aquestés el sistema que descriu els punts del lloc geomètric en funcío del par̀ametrem. Per
eliminar-lo, äıllem m de la primera equació,

m =
x

2
,

i substituim a la segona: resulta

y = 1 + 2
(x

2

)2

2y = 2 + x2

x2
− 2y + 2 = 0 ,

queés l’equacío d’una par̀abola.

9.4 Qùadriques

Unaquàdrica és una figuraC de l’espai que en algun sistema de coordenades queda definida per
una equacío de la forma

F(x, y, z) = a11x
2
+a22y2

+a33z
2
+2a12xy+2a13xz+2a23yz+2b1x +2b2y+2b3z+c = 0 .

Introduint les notacions

X =

 x
y
z

 , A =

 a11 a12 a13

a12 a22 a23

a13 a23 a33

 i L = (b1 b2 b3) ,

l’equacío F(x, y, z) = 0 és equivalent a l’equacío matricialdeC,

Xt AX + 2L X + c = 0 ,

i escrivint

X4 =


x
y
z
1

 i A4 =

(
A Lt

L c

)
=


a11 a12 a13 b1

a12 a22 a23 b2

a13 a23 a33 b3

b1 b2 b3 c


obtenim l’equacío matricial compacta

Xt
4 A4 X4 = 0 .
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D’altra banda, un canvi de referència de les coordenades(x, y, z) a les coordenades(x′, y′, z′)

es descriu perX = B + C X′, on B és una transl·lació de l’origen al punt(x0, y0, z0) i C una
rotacío dels eixos. En forma compacta resulta

X4 = C4 X′

4 , on C4 =

(
C B
0 1

)
.

La demostracío dels dos resultats següentsés la mateixa que en el cas de les còniques.

Proposició 9.13 Aplicant a la quàdrica C el canvi de referència X = B + C X′, l’equació de la
figura en la nova referència és (X′)t A′X′

+ 2L ′X′
+ c′

= 0, on
A′

= Ct AC

L ′
= (Bt A + L)C

c′
= Bt AB + 2L B + c = F(x0, y0, z0)

En forma compacta, l’expressió passa a ser (X′

4)
t A′

4 X′

4 = 0, on A′

4 = Ct
4 A4 C4.

Corol.lari 9.14 Són invariantsde la quàdrica C per canvis de coordenades:

(a) Els valors propis α, β i γ de la matriu A.

(b) El polinomi caracterı́stic de la matriu A, det(λI − A) = λ3
− t1λ2

+ t2λ− t3, on t1 = tr(A),
t2 és la suma dels tres menors diagonals d’ordre 2 i t3 = det(A) = D3.

(c) El determinant D4 = det(A4).

(d) El rang r4 = rang(A4).

Recordem que, com en el cas de les còniques, per parlar d’invariants estrictescal tenir present
l’efecte de multiplicar pert 6= 0 l’equacío de la qùadrica. Els valors propis passen a sertα, tβ i
tγ , els coeficients del polinomi caracterı́stic deA queden multiplicats respectivament pert , t2 i
t3 i el determinant total es converteix ent4D4, mentre que el rang deA4 no varia.

El proćes de reducció de l’equacío d’una qùadricaés semblant al de les còniques. Com que la ma-
triu A és sim̀etrica, existeix una matriu ortogonalC amb det(C) = 1 i tal queCt AC = C−1AC
és diagonal; en llenguatge geomètric, una rotacío d’eixos elimina els termes no rectangulars,és
a dir, fa que

a′

12 = a′

13 = a′

23 = 0 ,

mentre quea′

11 = α, a′

22 = β i a′

33 = γ , valors propis deA. D’altra banda, escollint la translació
B de manera adequada (o aplicant una segona rotació d’eixos en un dels casos) podem anul·lar
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els termes de la part lineal quan el sistemaAX+ L t
= 0 és compatible, o b́e dos coeficients de la

part lineal i el terme independent quan aquest sistemaés incompatible. Arribem aixı́ al resultat
seg̈uent.

Teorema 9.15 Amb un canvi de coordenades adequat, l’equació de qualsevol quàdrica pot
reduir-se a un dels cinc tipus següents:

(a) αx′2
+ βy′2

+ γ z′2
+ c′

= 0.

(b) αx′2
+ βy′2

+ c′
= 0.

(c) αx′2
+ c′

= 0.

(d) αx′2
+ βy′2

+ 2b′

3z′
= 0.

(e) αx′2
+ 2b′

3y′
= 0.

Els coeficients α, β, γ i b′

3 són no nuls.

A continuacío analitzem els diversos tipus de superfı́cies que representen aquestes equacions, i
el criteri b̀asic per distingir–leśes el signe dels coeficients. Prèviament, per̀o, seguim el criteri
del rang per a una primera classificació.

Quàdriques no degenerades (r4 = 4, és a dir,D4 6= 0)

Ho śon les qùadriques del tipus (a) ambc′
6= 0 i les del tipus (d). Les del primer tipus tenen

equacío redüıdaαx′2
+ βy′2

+ γ z′2
+ c′

= 0, i hem de distingir quatre possibilitats:

1. Els tres valors propis tenen el mateix signe i el terme independent signe contrari (D4 =

αβγ c′ < 0). Amb petites modificacions aritm̀etiques, l’equacío adopta la forma

x′2

p2
+

y′2

q2
+

z′2

r 2
= 1

i la quàdricaés unel·lipsoide real(de revolucío si coincideixen dos dels valors propis i
unaesferasi coincideixen tots tres).

2. Valors propis i terme independent del mateix signe (D4 > 0). L’equacío es podr̀a escriure

x′2

p2
+

y′2

q2
+

z′2

r 2
= −1

i la quàdricaés unel·lipsoide imaginari(sense punts reals).

3. Valors propis de signe diferent i terme independent del mateix signe que el valor propi
äıllat (D4 > 0). L’equacío es pot escriure

x′2

p2
+

y′2

q2
−

z′2

r 2
= 1 ,
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i la quàdricaés unhiperboloide d’una fulla.

4. Valors propis de signe diferent i terme independent amb el mateix signe que dos d’ells
(D4 < 0). L’equacío quedar̀a de la forma

x′2

p2
−

y′2

q2
−

z′2

r 2
= 1 ,

queés l’hiperboloide de dues fulles.

Les qùadriques del tipus (d) tenen equació redüıdaαx′2
+ βy′2

+ 2b′

3z′
= 0, i distingim dues

possibilitats:

1. Els valors propis no nuls són del mateix signe (t2 = αβ > 0 i D4 = −αβb′

3
2
< 0). Resulta

x′2

p2
+

y′2

q2
= z′ ,

anomenadaparaboloide el·l ı́ptic (de revolucío o circular si p = q).

2. Els valors propis no nuls tenen signe diferent (t2 < 0 i D4 > 0). Prenent el primer positiu,
el segon negatiu i el coeficientb′

3 negatiu, apareix

x′2

p2
−

y′2

q2
= z′ ,

queés elparaboloide hiperb̀olic.

Quàdriques poc degenerades (r4 = 3 i, en particular,D4 = 0)

Ho śon les qùadriques del tipus (a) ambc′
= 0, les del tipus (b) ambc′

6= 0 i les del tipus (e).
Les del tipus (a) tenen equació redüıda αx′2

+ βy′2
+ γ z′2

= 0 (D3 6= 0), i distingim dues
possibilitats:

1. Valors propis de signe diferent. L’equació s’escriu

x′2

p2
+

y′2

q2
= z′2

i la quàdricaés uncon real(circular o de revolucío si p = q).

2. Valors propis del mateix signe. Això dóna

x′2

p2
+

y′2

q2
= −z′2 ,

queés uncon imaginari(ambvèrtex real x′ = y′
= z′

= 0).
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Les del tipus (b) tenen equació redüıdaαx′2
+ βy′2

+ c′
= 0 (D3 = 0), i hem de distingir tres

possibilitats:

1. Valors propis no nuls del mateix signe (t2 > 0) i terme independent de signe contrari

(
αβc′

α + β
< 0). L’equacío redüıda es transforma en

x′2

p2
+

y′2

q2
= 1

i la quàdricaés uncilindre el·l ı́ptic real (circular si p = q).

2. Valors propis no nuls i terme independent del mateix signe (t2 > 0 i
αβc′

α + β
> 0). L’equacío

queda
x′2

p2
+

y′2

q2
= −1

i això és uncilindre el·l ı́ptic imaginari(sense punts reals).

3. Valors propis no nuls de signe diferent (t2 < 0). Permutant, síes necessari, les coordenades
x′ i y′ tenim que

x′2

p2
−

y′2

q2
= 1 ,

anomenatcilindre hiperb̀olic.

Les qùadriques del tipus (e) tenen equació redüıdaαx′2
+ 2b′

3y′
= 0 (D3 = t2 = 0), i l’equacío

es pot escriure com
x′2

= 2py′ ,

que correspon a uncilindre parab̀olic.

Quàdriques molt degenerades (r4 ≤ 2 i, en particular,D4 = R4 = D3 = 0)

Ho śon les qùadriques del tipus (b) ambc′
= 0 i les del tipus (c). Les del tipus (b) tenen equació

redüıdaαx′2
+ βy′2

= 0, i hem de distingir dues possibilitats:

1. Valors propis de signe diferent (t2 < 0). Podem escriure

p2x′2
− q2y′2

= 0 , o bé

{
px′

+ qy′
= 0

px′
− qy′

= 0

que defineix unparell de plans reals secants(perpendiculars sip = q).

2. Valors propis del mateix signe (t2 > 0). Tindrem

p2x′2
+ q2y′2

= 0 , o bé

{
px′

+ iqy′
= 0

px′
− iqy′

= 0
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queés unparell de plans imaginaris secants(amb intersecció real: la recta d’equacions
x′

= y′
= 0).

Finalment, les qùadriques del tipus (c) tenen equació redüıdaαx′2
+ c′

= 0 (t2 = 0), i distingim
tres possibilitats:

1. Si α i c′ tenen signe diferent, tenim

x′2
= p2 , o bé

{
x′

= p

x′
= −p

queés unparell de plans reals paral·lels (diferents).

2. Si α i c′ tenen el mateix signe,

x′2
= −p2 , o bé

{
x′

= i p

x′
= −i p

i això és unparell de plans imaginaris paral·lels (sense punts reals).

3. Si c′
= 0 (r4 = 1), dividint l’equacío perα obtenim

x′2
= 0

queés unpla doble.

Aquesta classificació de les qùadriques es pot expressar en termes dels invariants d’acord amb
l’esquema de la taula 9.2.

Observacions 9.16(a) Per classificar una quàdrica nóes indispensable calcular efectivament els
valors propis de la matriuA: només cal tenir en compte els signes, i per a això és forçaútil el
teorema de Descartes (vegeu l’apèndix B).

(b) Recomanem al lector que estudiı̈ les seccions de les quàdriques per plans perpendiculars
als eixos:és un exercici instructiu per familiaritzar–se amb els noms de les figures i per notar
determinades caracterı́stiques: la connexió d’el·lipsoides, paraboloides i hiperboloides d’una
fulla, l’afitament de l’el·lipsoide, el paper del v̀ertex del con i del paraboloide o els eixos dels
cilindres.

(c) En comparació amb les c̀oniques, aqúı tamb́e trobem el cas no degenerat (el·lipsoides, hi-
perboloides i paraboloides) i un cas degenerat (parell de plans) anàleg al dels parells de rectes
del pla; hi ha, per̀o, un grup intermig, format pels cons i els cilindres, queés una mena d’hı́brid
sense correspondència en el cas de les còniques.
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D4 > 0


D3 6= 0

{
Valors propis amb el mateix signeel·lipsoide imaginari

Valors propis amb signe diferent hiperboloide d’una fulla

D3 = 0 paraboloide hiperb̀olic

D4 < 0


D3 6= 0

{
Valors propis amb el mateix signeel·lipsoide real

Valors propis amb signe diferent hiperboloide de dues fulles

D3 = 0 paraboloide el·l ı́ptic

D4 = 0



D3 6= 0

{
Valors propis amb el mateix signecon imaginari

Valors propis amb signe diferent con real

D3 = 0



r4 = 3


t2 > 0 cilindre el·l ı́ptic (real o imaginari)

t2 < 0 cilindre hiperb̀olic

t2 = 0 cilindre parab̀olic

r4 = 2


t2 > 0 parell de plans imaginaris secants

t2 < 0 parell de plans reals secants

t2 = 0 parell de plans paral·lels (reals o imaginaris)

r4 = 1 pla doble

Taula 9.2: Classificació de qùadriques

Exemples 9.17(a) Considerem la qùadrica d’equacío

2x2
+ 2xy − 2xz− 2yz+ 6x + 10y + 4z − 20 = 0 .

Calculant els invariants a partir de la matriu

A4 =


2 1 −1 3
1 0 −1 5

−1 −1 0 2
3 5 2 −20


resultaD4 = 0, r4 = 2 i t2 = −3, per tant la qùadricaés unparell de plans reals secants.
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(b) Estudiem ara la qùadrica

x2
+ y2

− 2z2
+ 2xy + 4xz+ 2z − 4 = 0 .

La matriués

A4 =


1 1 2 0
1 1 0 0
2 0 −2 1
0 0 1 −4

 .

Com queD4 = 16, és una qùadrica no degenerada. El polinomi caracterı́stic de la matriuA,

det(λI − A) = λ3
− 8λ+ 4 ,

ens indica que hi ha dos valors propis positius i un de negatiu, per tant aquesta quàdricaés un
hiperboloide d’una fulla.

(c) Finalment, considerem la quàdrica

x2
+ y2

− z2
+ 4x − 4z = 0 .

Novament, partim de la matriu

A4 =


1 0 0 2
0 1 0 0
0 0 −1 −2
2 0 −2 0


i obtenimD4 = 0 i D3 = −1. Els valors propis deA són 1 (doble) i−1, per tant es tracta d’un
con real circular.
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A
Permutacions

Una permutacío del conjuntN = {1,2, . . . ,n} és una aplicació bijectivaσ : N −→ N, que
escriurem amb la imatge de cada element a sota d’ell:

σ =

(
1 2 . . . n
σ1 σ2 . . . σn

)
; per exemple, σ =

(
1 2 3 4 5 6
4 5 1 6 3 2

)
.

Representarem perPn el conjunt de lesn! permutacions possibles deN, que śon simplement
reordenacions delsn elements. Laidentitat, definida per

id =

(
1 2 . . . n
1 2 . . . n

)
,

és l’única permutació que conserva l’ordre natural. Donada una permutació σ , es diu que un
parell i < j és unainversío deσ si σi > σj . El signedeσ ésε(σ ) = (−1)inv(σ ), on inv(σ ) és
el nombre d’inversions deσ . Per exemple,ε(id) = 1, i si σ és l’exemple concret del principi
aleshoresε(σ ) = −1, ja queσ presenta 9 inversions.

Una transposicío és una permutació que deixa fixos tots els elements deN excepte dos, i direm
queésbàsicasi aquests dos elements són consecutius; per exemple, si

τ =

(
1 2 3 4 5 6
1 5 3 4 2 6

)
i ρ =

(
1 2 3 4 5 6
1 2 4 3 5 6

)
,
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τ és una transposició i ρ és una transposició bàsica. En qualsevol cas, escriurem simplement
transposicions com aquestes en la formaτ = (2,5) i ρ = (3,4). El signe de tota transposició és
−1.

El productede dues permutacionsσ i τ és l’aplicacío composta, escritaστ (recordem que primer
operaτ i despŕesσ ). El productées una operació associativa, i la identitat n’és l’element neutre.
La inversad’una permutacío σ és l’aplicacío inversa, escritaσ−1, i és l’única permutació tal que
σσ−1

= id = σ−1σ . Amb els exemples anteriors,

σρ =

(
1 2 3 4 5 6
4 5 6 1 3 2

)
i σ−1

=

(
4 5 1 6 3 2
1 2 3 4 5 6

)
=

(
1 2 3 4 5 6
3 6 5 1 2 4

)
.

Proposició A.1 ε(σ−1) = ε(σ ) per a qualsevol σ ∈ Pn.

DEMOSTRACIÓ. Cada inversío deσ equival a una inversió deσ−1, ja que

i < j amb k = σi > ` = σj ⇐⇒ ` < k amb j = σ−1
` > i = σ−1

k .

Proposició A.2 Sigui τ una transposició. Aleshores:

(a) ε(στ) = −ε(σ ) ∀σ ∈ Pn.

(b) L’aplicació Pn −→ Pn definida per σ 7→ στ transforma les permutacions de signe positiu
en permutacions de signe negatiu i viceversa; per tant, hi ha la meitat de permutacions de
cada signe.

DEMOSTRACIÓ. (a) Si τ és b̀asica,στ presenta una inversió menys o una inversió més que
σ , de manera queε(στ) = −ε(σ ). Si τ no és b̀asica,τ és el producte d’un nombre senar de
transposicions b̀asiques, ja que per a qualsevol parelli < j de N podem escriure

(i, j ) = (i, i +1)(i +1, i +2) · · · ( j −2, j −1)( j −1, j )( j −2, j −1) · · · (i +1, i +2)(i, i +1) .

Aplicant reiteradament la propietat establerta abans en el cas de les transposicions bàsiques,
arribem tamb́e aqúı a la relacío ε(στ) = −ε(σ ).

(b) Segons l’apartat anterior, el signe deστ és el contrari del deσ ; com que l’aplicacío donada
perσ 7→ στ és injectiva, hi ha tantes permutacions de signe positiu com de signe negatiu.

Proposició A.3 Tota permutació és producte de transposicions. Si σ = τ1τ2 · · · τp és una des-
composició d’aquest tipus,

ε(σ ) = (−1)p .
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DEMOSTRACIÓ. Aplicarem recurr̀encia sobre el nombre d’elements que no queden fixos. Siσ

mou noḿesi i j , aleshoresσ = (i, j ). Suposem ara queσ mouk > 2 elements deN, i escollim
i tal queσi = j 6= i . La permutacío (i, j )σ deixa invariants els mateixos elements queσ i, a
més, l’elementi : per recurr̀encia, sabem que(i, j )σ = τ2 · · · τp (producte de transposicions),
per tantσ = τ1τ2 · · · τp ambτ1 = (i, j ). L’afirmació final sobre el signe de la permutació és una
conseq̈uència immediata de l’apartat (a) de la proposició precedent.



166 R. Amer i F. Carreras Permutacions



R. Amer i F. Carreras 167

B
Polinomis

Un monomiés una expressió de la formaaxm, on el coeficienta és un nombre real o complex,
x és una indeterminada im és un nombre natural o zero. Unpolinomi és una suma finita de
monomis, que escrivim com

p(x) = a0 + a1x + a2x2
+ · · · + anxn ,

amb an 6= 0 si n > 0. Es diu quen és elgrau de p(x). Els polinomis de grau 0, també
anomenatsconstants, s’identifiquen amb els nombres. Els polinomis es poden sumar, restar i
multiplicar seguint les lleis ordiǹaries de l’̀algebra, i noḿes tenen invers els polinomis constants
no nuls.

Divisió entera. Donats dos polinomisp(x) i d(x) 6= 0, existeixen dośunics polinomisq(x)
(quocient) i r (x) (residu) tals que:

(1) p(x) = d(x)q(x)+ r (x).

(2) r (x) és 0 o de grau ḿes petit que el grau ded(x).

La demostracío és senzilla, per inducció sobre el grau dep(x). Sens dubte, el lector també
coneix laregla de Ruffini, que esquematitza la divisió d’un polinomi p(x) perx − α.

Quanr (x) = 0 la divisió ésexacta, i es diu qued(x) és undivisor de p(x) o bé quep(x) és un
múltiple ded(x).
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Si α és un nombre real o complex, elvalor num̀eric d’un polinomi p(x) quanx = α és

p(α) = a0 + a1α + a2α
2
+ · · · + anα

n ,

i α és unaarrel de p(x) si p(α) = 0.

Proposició B.1 (a) (Teorema del residu.) El residu de la divisió d’un polinomi p(x) per x − α

és el valor numèric p(α).

(b) (Teorema del factor.) Un nombre α és arrel d’un polinomi p(x) si, i només si, x − α és un
divisor de p(x).

DEMOSTRACIÓ. (a) La divisío de p(x) per x − α dóna p(x) = (x − α)q(x) + r, i substituint
arreux = α quedap(α) = r .

(b) Es una conseqüència immediata de (a).

Exemples B.2(a) Els valors num̀erics d’un polinomi es poden calcular amb la regla de Ruffini.
Per exemple, si volem trobarp(

√
2) quanp(x) = x3

+ 2x2
− 3x + 1, fem

1 2 −3 1
√

2
√

2 2+ 2
√

2 4−
√

2

1 2+
√

2 −1 + 2
√

2 5 −
√

2

i tenim quep(
√

2) = 5 −
√

2.

(b) Segons el teorema del factor, siα és una arrel dep(x) tenim

p(x) = (x − α)q(x) .

Si β és una arrel deq(x) resultaq(x) = (x − β)r (x), i per tant

p(x) = (x − α)(x − β)r (x) .

Si continuem aquest procés de descomposició, i tenim en compte el comportament del grau
davant de la multiplicació de polinomis, observem que el darrer quocient serà de grau zero, i per
tantun polinomi de grau n > 0 pot tenir, com a màxim, n arrels diferents.
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D’altra banda, una arrel pot aparèixer ḿes d’una vegada durant aquesta descomposició d’un
polinomi p(x) com a producte de factors de primer grau, per tantés convenient introduir la
noció seg̈uent: es diu queα és una arrel dep(x) ambmultiplicitat m si

p(x) = (x − α)mq(x) amb q(α) 6= 0 .

Aix ı́, direm queα éssimplesi m = 1, i múltiple (doble, triple, ...) si m> 1.

Per completar l’estudi de les arrels i la descomposició dels polinomis en factors, serà útil dis-
tingir entre els polinomis de coeficients reals, el conjunt dels quals representarem perR[x], i
els polinomis de coeficients complexos, que formaran el conjunt denotat perC[x]. Com que es
pot considerarR ⊂ C, tamb́e tenim queR[x] ⊂ C[x]. El motiu de la distincío és el seg̈uent:
mentre que molts polinomis de coeficients reals no tenen arrels reals (x2

+ 1 n’és l’exemple ḿes
senzill), o no tantes com indica el seu grau encara que comptem les multiplicitats, la situació és
totalment diferent en el cas de coeficients complexos. El resultat següent permet afirmar que els
complexos representen la culminació de les ampliacions de la idea de nombre.

Teorema B.3 (Teorema fonamental de l’àlgebra.) Tot polinomi no constant de coeficients com-
plexos té alguna arrel complexa.

DEMOSTRACIÓ. Gauss va donar cinc demostracions diferents d’aquesta propietat. Lamentable-
ment, cap d’elleśes prou elemental per incloure–la aquı́.

Corol.lari B.4 Tot polinomi no constant p(x) de coeficients complexos es descompon totalment
dins de C[x] en producte de factors de primer grau:

p(x) = an(x − α1)(x − α2) · · · (x − αn)

o, agrupant les arrels segons les seves multiplicitats,

p(x) = an(x − α1)
m1(x − α2)

m2 · · · (x − αr )
mr .

En particular, tot polinomi no constant té, comptant les multiplicitats, tantes arrels com indica el
seu grau:

m1 + m2 + · · · + mr = n .

DEMOSTRACIÓ. Només cal aplicar reiteradament el teorema fonamental de l’àlgebra i el teore-
ma del factor.
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El teorema de Gauss també d́ona informacío sobre els polinomis de coeficients reals, i ens ocu-
parem immediatament d’aquesta qüestío.

Lema B.5 Si tenim un polinomi no constant p(x) ∈ R[x], i α ∈ C és una arrel de p(x) amb
multiplicitat m, el complex conjugat α també és una arrel de p(x), i amb la mateixa multiplicitat
m.

DEMOSTRACIÓ. La conjugacío, és a dir, l’aplicacío

α = u + i v 7→ α = u − i v ,

conserva les quatre operacions aritmètiques. Denotarem perq(x) el polinomi que resulta de
conjugar els coeficientes deq(x). Conjugant les relacions

p(x) = (x − α)mq(x) i q(α) 6= 0

obtenim les corresponents aα,

p(x) = (x − α)mq(x) i q(α) 6= 0 ,

i per tantα és una arrel dep(x) amb multiplicitatm.

Corol.lari B.6 Tot polinomi no constant p(x) de coeficients reals es descompon totalment dins
de R[x] en producte de factors de primer grau o de segon grau amb discriminant negatiu:

p(x) = an(x − α1)
m1 · · · (x − αr )

mr (x2
+ b1x + c1)

n1 · · · (x2
+ bsx + cs)

ns ,

amb α1, . . . , αr ,b1, c1, . . . ,bs, cs ∈ R i bj
2
− 4cj < 0 per a j = 1, . . . , s.

DEMOSTRACIÓ. Si β = u + i v i β = u − i v són arrels complexes conjugades dep(x), podem
agrupar els factors corresponents aixı́:

(x − β)(x − β) = (x − u − i v)(x − u + i v) = (x − u)2 + v2

= x2
− 2ux + (u2

+ v2) = x2
+ bx + c ,

on b = −2u, c = u2
+ v2 i b2

− 4c < 0. Partim ara de la descomposició de p(x) a C[x], que
segons el lema anterior serà de la forma

p(x) = an(x − α1)
m1 · · · (x − αr )

mr (x − β1)
n1(x − β1)

n1 · · · (x − βs)
ns(x − βs)

ns ,

ambα1, . . . , αr ∈ R i β1, . . . , βs /∈ R. Agrupant de la manera indicada abans cada arrel com-
plexa amb la seva conjugada resulta la descomposició de p(x) dins deR[x].
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Un aspecte b̀asic dels polinomiśes la seva interpretació com a funcions. Cada polinomip(x)
defineix una funcío, denotada perp, que assigna a cadaα el valor num̀eric p(α). El domini de
la funció p pot serR o C segons convingui; el recorregut, sempre dins deC, es trobar̀a dins de
R o no depenent del domini escollit i del tipus de coeficients del polinomi (tots reals o algun
complex). Es important notar que sip és la funcío nul·la aleshoresp(x) és el polinomi 0; per
tant, polinomis diferents defineixen funcions diferents. Els polinomis de grau 0 s’anomenen
constantsperqùe ho śon les funcions associades.

Si p(x) ∈ R[x], habitualment es considerap : R −→ R. Aquestafunció polinòmicaés cont́ınua
i, de fet, infinitament derivable.

Exemples B.7 (a) Tot polinomi p(x) ∈ R[x] de grau senar té alguna arrel real. Aix̀o és con-
seq̈uència de l’aparellament d’arrels conjugades, però tamb́e es pot demostrar considerant la
funció polinòmica p. Suposantan > 0 observem que

lim
t→−∞

p(t) = −∞ i lim
t→+∞

p(t) = +∞ ,

perqùe el grau dep(x) és senar. Per tant, existeixen nombrest0 i t1 tals quep(t0) < 0 i p(t1) > 0.
Aplicant el teorema de Bolzano, es dedueix quep(α) = 0 per a algunα ∈ (t0, t1).

(b) α és una arrel del polinomip(x) amb multiplicitatm si, i noḿes si,

p(α) = Dp(α) = D2 p(α) = · · · = Dm−1 p(α) = 0 per̀o Dm p(α) 6= 0 ,

on Di p(α) representa lai –èssima derivada de la funció p en el puntα. La demostracío d’aquesta
propietat́es senzilla, observant que siα és una arrel dep(x) amb multiplicitatm aleshores tamb́e
ho és deDp(x) amb multiplicitatm − 1.

Càlcul elemental d’arrels. Recordarem alguns criteris senzills per a l’obtenció d’arrels de po-
linomis. En primer lloc, sip(x) és un polinomi de coeficients enters, les arrels enteres dep(x)
són divisors del terme independenta0. Això suposa un nombre finit de proves amb la regla de
Ruffini. Les arrels racionals dep(x) són tals que, escrites en forma irreductibler/s, el numera-
dorr ha de ser un divisor del terme independenta0 i el denominadors ha de ser–ho del coeficient
principalan; per tant, tamb́e en aquest cas el nombre de provesés finit.

Si p(x) és un polinomi de coeficients racionals,és f̀acil trobar un polinomi de coeficients en-
ters amb les mateixes arrels quep(x), al qual podrem aplicar les idees anteriors: només cal
multiplicar p(x) pel denominador coḿu de tots els seus coeficients.

Per al c̀alcul d’arrels irracionals, esmentem només el m̀etode de les aproximacions successives
basat en el teorema de Bolzano (siés possible, conv́e fer primer un esboç de la gràfica dep).
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Finalment, recordem algunes idees elementals que sovint són útils per a la descomposició d’un
polinomi en factors: les anomenades igualtats notables, la resolució d’equacions de segon grau
(aplicable tamb́e a les equacions biquadrades) i treure factor comú la màxima pot̀encia possible
dex quan el terme independentés zero.

(Per desgr̀acia, cap de les demostracions del teorema fonamental de l’àlgebráes constructiva, en
el sentit de permetre la localització efectiva de l’arrel de la qual se’n garanteix l’existència.)

L’ última propietat que indicareḿes un resultat interessant, sobre tot per a l’estudi de les formes
quadr̀atiques i les qùadriques, ja que en aquests dos casos treballem amb el polinomi caracterı́stic
d’una matriu sim̀etrica que, segons el teorema espectral, sabem que té totes les arrels reals.

Teorema B.8 (Teorema de Descartes.) Si p(x) és un polinomi de coeficients reals i totes les
arrels de p(x) són reals, el nombre de variacions de signe entre coeficients consecutius (no
nuls, lògicament) de p(x) coincideix amb el nombre d’arrels positives de p(x) —comptant les
multiplicitats—.

DEMOSTRACIÓ. La justificacío no és dif́ıcil, i es pot trobar a qualsevol tractat d’àlgebra que
inclogui un estudi detallat dels polinomis.

Exemples B.9 (a) El polinomi p(x) = x3
− 16x2

− 9x + 28 és el polinomi caracterı́stic d’una
matriu sim̀etrica, i per tant t́e tres arrels reals. Com que no té l’arrel 0 i presenta dues variacions
de signe, sabem que tindrà dues arrels positives i una arrel negativa (el lector pot confirmar que
les arrels dep(x) són, aproximadament,−1′54, 1′10 i 16′44).

(b) Per la mateixa ráo, sabem que el polinomiq(x) = x5
− 8x3

+ 4x2 té cinc arrels reals. Hi ha
dues variacions de signe, per tant té dues arrels positives, l’arrel 0 doble i una arrel negativa.

(c) En canvi, el polinomir (x) = 2x3
−6x+5 té una sola arrel real i dues complexes conjugades.

L’aplicació (incorrecta) del teorema de Descartes diria que té dues arrels positives i una negativa.
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[6] Granero, F.
Algebra y geometrı́a anaĺıtica.
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adjunt d’un coeficient, 25
angle

de dos vectors, 56
entre varietats lineals, 132
orientat en el pla, 62

antiimatge, 68
àrea

d’un paral·lelogram, 136
d’un triangle, 136

arrel
multiplicitat d’una, 169
simple, 169

baricentre, 124
base, 37

caǹonica deRn, 38
negativa, 62
ortogonal, 53
ortonormal, 55
positiva, 62

càlcul
d’arrels de polinomis, 171

càlcul de determinants
mètode de Gauss, 24
regla de Laplace, 26
regla de Sarrus, 20

càlcul de la inversa
mètode de Gauss–Jordan, 17
per determinants, 27

canvi de base
en tensors, 107
en un espai vectorial, 47, 48
fórmula matricial, 48
matriu del, 48
per a endomorfismes, 71
per a transformacions lineals, 71

canvi de refer̀encia, 124
cilindre

el·l ı́ptic imaginari, 158
el·l ı́ptic real, 158
hiperb̀olic, 158
parab̀olic, 158

circumfer̀encia, 140, 148
classificacío

de c̀oniques, 142, 145, 149
de qùadriques, 159

components d’un vector en una base, 37
con

imaginari, 157
real, 157

cònica, 142
canvi de coordenades, 143
degenerada, 148
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equacío matricial, 142
equacío matricial compacta, 142
equacío redüıda, 142
invariants, 142, 144
invariants estrictes, 145
no degenerada, 148

coordenades, 123
coordenades polars, 62
cosinus directors, 56

desigualtat
de Schwarz, 54
triangular, 54, 132

determinants
definició, 19
de Vandermonde, 29
fórmula del producte, 23
propietats, 21–23

diagonalitzacío
condicions, 83–86
de matrius, 89
d’endomorfismes, 81
de tensors i formes, 109

dimensío d’un espai vectorial, 40
dist̀ancia

d’un punt a una recta, 135
d’un punt a un pla, 133
entre dos punts, 132
entre dues varietats lineals, 133
entre rectes que s’encreuen, 134
entre varietats paral·leles, 134
entre varietats secants, 134

divisó entera de polinomis, 167
doble producte vectorial, 64

eixos
principals d’iǹercia, 110

el·lipse, 139
centre, 140
dist̀ancia focal, 140
eix principal, 140
eix secundari, 140

equacío caǹonica, 140
focus, 139
imagiǹaria, 148
real, 148
semieix major, 139

el·lipsoide
imaginari, 156
real, 156

endomorfisme, 68
diagonalitzable, 81, 82
identitat, 75
isometria, 77
simètric, 87

equacío
d’una recta, 125
d’un pla, 125
redüıda d’una c̀onica, 142

equacío diferencial, 98
homog̀enia, 98
lineal, 98
lineal amb coeficients constants, 98

equival̀encia de sistemes d’equacions, 10
error quadr̀atic, 59
esfera, 156
espai

euclidìa puntual, 121
vectorial euclidìa, 122

espai vectorial, 34
complex, 34
euclidìa, 52
numèric, 34
orientacío d’un, 61

expressío
euclidiana af́ı, 112
euclidiana caǹonica, 110

extrems locals
màxim, 116
mı́nim, 116

feix de plans, 129
forma

hessiana, 105
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lineal, 116
quadr̀atica, 106

forma quadr̀atica
associada a un tensor, 107
definida negativa, 113, 114
definida positiva, 113, 114
no definida, 113
semidefinida negativa, 113
semidefinida positiva, 113

fórmula
de Grassmann, 46
de Taylor, 116

fórmula del canvi de base
en transformacions lineals, 71

funció polinòmica, 171

gir en el pla orientat, 70, 93

hipèrbola, 140, 148
aśımptotes, 141
equacío caǹonica, 140
equil̀atera, 141, 148
focus, 140
semieix real, 140

hiperboloide
de dues fulles, 157
d’una fulla, 157

imatge, 67
d’una transformació lineal, 73

ı́ndexs d’iǹercia, 111, 112

interpolacío polinòmica, 29
inversa

d’una matriu, 16
d’una transformació, 68

isometria vectorial, 77
directa, 78
inversa, 78

isometries
classificacío, 92
de l’espai, 93

del pla, 92

llei d’in èrcia de Sylvester, 111
llocs geom̀etrics, 152

matriu
adjunta, 27
ampliada, 30
columna, 14
conjugada, 89
definició, 13
diagonal, 21
diagonalitzable, 89
diagonalitzable sobre els complexos, 89
diagonalitzable sobre els reals, 89
d’ordren, 14
d’una transformació lineal, 69
d’un endomorfisme, 70
d’un tensor, 107
fila, 14
invertible, 16
m × n, 13
ortogonal, 16
quadrada, 14
regular, 16, 27
simètrica, 16
simplificable, 16
singular, 17
transposada, 15
triangular inferior, 21
unitat, 15

matrius quadrades, 16
menors diagonals, 83
menors d’una matriu, 30
mètode de Gram-Schmidt, 52
mètode dels ḿınims quadrats, 58
mitjana aritm̀etica, 58
moment ciǹetic, 106
moments d’iǹercia, 109

norma d’un vector, 54
nucli d’una transformació lineal, 73
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operacions amb endomorfismes, 75
composicío, 75
producte per escalars, 75
suma, 75

operacions amb matrius
diferència, 14
pot̀encies, 91
producte, 14
producte per escalars, 14
propietats, 14–15
suma, 14

operacions amb vectors
diferència, 34
producte escalar, 51
producte per un escalar, 33
producte vectorial, 63
suma, 33

orientacío
de plans a l’espai, 63
d’espais vectorials, 61

par̀abola, 141, 148
equacío caǹonica, 141
focus, 141
par̀ametre, 141
recta directriu, 141
vèrtex, 141

paraboloide
el·l ı́ptic, 157
hiperb̀olic, 157

parell de plans
imaginaris paral·lels, 159
imaginaris secants, 159
reals paral·lels, 159
reals secants, 158

parell de rectes
imagiǹaries paral·leles, 149
imagiǹaries secants, 149
reals paral·leles, 149
reals secants, 148

permutacío, 163
identitat, 163

inversa, 164
inversío, 163
signe d’una, 163

pivot, 11
pla doble, 159
polinomi, 167

arrels, 168
constant, 167
ı́ndex d’un, 167
valor num̀eric d’un, 168

polinomi caracteŕıstic, 83
producte de permutacions, 164
producte escalar, 51

fórmula cl̀assica, 56
producte mixt, 65
productes d’iǹercia, 109
producte vectorial, 63
projeccío ortogonal

com a endomorfisme, 74, 75
d’un punt sobre una varietat lineal, 131
d’un vector sobre un subespai, 57

propietat del paral·lelogram, 123
punt de sella, 118
punt mitj̀a, 130

quàdrica, 154
equacío matricial, 154
equacío matricial compacta, 154
equacío redüıda, 156
invariants, 155
invariants estrictes, 155
molt degenerada, 158
no generada, 156
poc degenerada, 157

rang
d’una matriu, 40, 42
d’una transformació lineal, 73
d’un conjunt de vectors, 40
per columnes, 41
per files, 41

recta
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de regressió, 60
recta doble, 149
refer̀encia cartesiana, 123

rectangular, 123
regla

de Ruffini, 167
regressío

lineal, 60
quadr̀atica, 60

resolucío de sistemes, 10
mètode de Gauss, 10
mètode de Gauss-Jordan, 11
regla de Cramer, 28
regla del pivot, 10
solucío general, 12
solucío trivial, 13

restriccío d’un tensor a un subespai, 108
rotacío al voltant d’un vector, 76, 94

simetria
axial a l’espai, 95
axial en el pla, 70, 93
com a endomorfisme, 74, 75
plana, 95

simètric
d’un punt respecte a una varietat lineal,

131
d’un vector respecte a un subespai, 57

sistema d’equacions diferencials, 100
sistema d’equacions lineals, 9

coeficients, 9
compatible, 10

determinat, 10
indeterminat, 10

de Cramer, 28
expressío matricial, 14
forma diagonal, 11
forma triangular, 10
graus de llibertat, 10
homogeni, 13
incògnites, 9
incompatible, 10

m × n, 10
sobredeterminat, 59
termes independents, 9

subespais vectorials
interseccío, 46
ortogonals, 52
suma, 46
suma directa, 46
suplementaris, 46

subespai vectorial, 35
engendrat per un conjunt de vectors, 38
equacions implı́cites, 35, 43
sistema de generadors, 37
suplementari d’un, 46
suplementari ortogonal d’un, 53

tensor, 106
components principals, 107
components secundàries, 107
de Minkowski, 109
d’inèrcia, 106

teorema
caracteritzacío de les transformacions li-

neals, 68
caracteritzacío dels tensors, 107
criteri de Sylvester, 114
de Descartes, 172
de la projeccío ortogonal, 57
de les bases, 39
del factor, 168
del residu, 168
dels sistemes homogenis, 13
de Pit̀agores, 54, 132
de Rouch́e-Frobenius, 42, 59
de Steinitz, 39
espectral, 87
espectral generalitzat, 90
fonamental de l’̀algebra, 169

traça d’una matriu quadrada, 83
transformacío, 67

bijectiva, 68
exhaustiva, 68
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injectiva, 68
inversa, 68
lineal, 68

transposicío, 163
bàsica, 163

valor propi, 82
varietats lineals, 125

paral·leles, 127
perpendiculars, 130
posicions relatives, 127–130

vector
de posicío, 123
lliure, 34
origen i extrem d’un, 122
propi, 82
unitari, 55

vectors
combinacío lineal, 35
linealment dependents, 35
linealment independents, 35
ortogonals, 52
relacío de depend̀encia, 36

vèrtexs d’una c̀onica, 141
volum

d’un paral·leleṕıpede, 137
d’un tetr̀aedre, 136


