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Nombres Complexos
LEl cos dels nombres complexos

Designarem amb C el conjunt R? = R x R dels parells ordenats de
nombres reals, i. e.:

zeCez=(x,y):zeR,yeR
de manera que, si z = (z,y), 2 = (2/,y') sén dos elements de C,
r=Zesr=2iy=y
i en consequliéncia:

(z,y) = (y,x) & x =y ~> L'ordre importa!

Els elements de C aixi definits reben el nom de nombres complexos
(Gauss 1831-1832). Finalment, si z = (z,y) € C:

x =Rez, ésla “partreal” de z,
y =Imz, ésla "“partimaginaria” de z.
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LEI cos dels nombres complexos

Operacions en C

Donats z = (z,y), 2/ = (x,y’) elements arbitraris de C, es
defineixen les operacions:

® Suma <+>:
z+72 =(zy)+ (@, y)=(z+2,y+y).

m Producte «->:

/

z-2 =22 = (x,y) (@) = (x2’ —yy 2y + 2'y).
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P

Diagrama d'Argand (1806)

ex Y Y .
Imaginari z
—24) = —2+4i
( . y ! (xy)=x+yi
Py S (1,2)=1+2i A,/\'f‘i\
) (r=3si ////
//
-85 o
P ! ’ * X Eix X
: Real
[ — -3 .
(~8/3,~4/3)=—8/3~4/3i z
Figura 1: Diagrama d’'Argand. Figura 2: Llei del parallelogram.
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Es satisfan les propietats segiients:
242 =24z
24+ +2)=(z+7)+ 2"
Si posem 0 = (0,0) es té: z+0=0+ z
Donat z = (x,y) € C tenim

(2,9) + (-2, —y) = (-2, —y) + (z,y) = (0,0) = 0.
(—z, —y) és l'oposat de z = (x,y) i s'escriu:
(=2, —y) = —(z,y) = —=.

2z = 22

A z2(2'2") = (22)2".
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Proposicié 2 (cont.)

Si introduim 1 = (1,0) es satisfa 1z = 21 =z

B Donat 2 #0, lw e C: zw=wz=1. Si z = (z,y), w ve
donat per:

x Yy
w = —
x2+y2’ $2_’_y2

w és I'invers o reciproc de z i s'escriu 27! = w.

B 2z +2") =z 422,
(Z+ Z/)Z// — ZZ" + Z/Z//

(aqui z, 2, 2" sén elements arbitraris de C).

Amb aquestes propietats, (C, +, -) és un cos commutatiu.
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Resta i quocient de nombres complexos

Idénticament a com es fa al cos dels reals, R,

m Per qualssevol z, 2’ € C, definim la seva resta com z — 2/, com
)
z—2 =24 (=2).

m Si z, 2’ sén nombres complexos arbitraris, amb 2’ # 0, escrivim
(2/)~t =1/2, i el quocient de z i 2, z/2', s'introdueix com:

A partir d’'ara farem (s dels “convenis’ segiients:
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Inclusié de R en C

Escriurem indistintament x 6 (z,0) sempre que = € R. Aixo és,
identifiquem els punts de recta real amb el punts sobre I'eix horit-
zontal (eix real) del pla complex (figura 1).

La unitat imaginaria i (Euler, 1750)

S'introdueix la wunitat imaginaria, i, com

i=(0,1)

Llavors, el nombre complex z = (x,y) es pot expressar com
z=(z,y) = (#,0)+ (0,y) = (£,0) + (,0)(0,1) =z +yi

que és la forma binomica del nombre complex z.
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Remarca 3

Notem que,

i2=(0,1)(0,1) = (-1,0) = —1.

Es per aixo que sovint s'escriu:
i=+v-1

Aleshores, equacions com 2241=06 a2+ 2x+2=0 tindran
solucié “en els complexos”. En efecte, canviant x — z:

2241=0, Sol:z=4y/—1=i,

24+ 2-8 (
- ==

224+224+42=0, Sol: z —1+i.

(*),/4— :\/—4:2\/—1:2i.
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El calcul dels productes i quocients es fa es fa d'una forma comoda
emprant aquesta notacié (i tenint en compte les propietats enunci-
ades):

m Per z = x +yi, 2/ = 2/ + /i nombres complexos arbitraris:
22 = (z+yi)(e +y)

z(z' + i) +y(2' + 1)

xx’ + xy'i + 2yl + yy'i

= a2’ —yy + (vy +2'y)i
mSiw=u+vieC, w#0 (per tant u,v € R, amb uv # 0):

z x+yl wtylu—vi autyv TV —yu,

(1)

— " " " - 1
w  u+vi utvivu—vi w402 u? 4 v2
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Definici6 4 (Conjugat d'un nombre complex)

Donat un nombre complex z = z + yi el es defineix seu conjugat,

Z, al nombre complex

(notem que Rez =Re z, Im z = —Im 2).

Proposicié 5

Per z,2z' € C qualssevol, es satisfa:
2+2Z=z+7,
=722,
z+z €R,
zeER S z=72.
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Definicié 6 (Modul d'un nombre complex)

Donat z = x +yi € C, anomenarem modul de z, |z|, al nombre real

no negatiu:
2 = Va2 +

Es satisfan les propietats segiients:
|22 = 22,
|z| >0,
2| =0< 2 =0,
|z + 2’| < |z| + |#/| (desigualtat triangular),

22| = |z[]#'

’

on z,%' sén nombres complexos arbitraris.
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Forma polar d'un complex
N o Per qualsevol nombre complex
z # 0, existeixen r,0 € R t.q.:
= ‘zzr(cos@%—isin@)‘ (2)

S’escriu
0=argz :

tX zZ=ry, (3)
Figura 3: r = [2[,0 = arg z que es la forma polarde z € C.

Notacié. En (3):
m 7 és el modul de z

m 0 és el argument de z, posem 6 = arg z (veure Remarca 8)
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Remarca 8

Algunes precisions:

Per qualsevol nombre complex, z, el seu modul, r, ve determi-
nat de manera tnica per r = |z|.

En canvi, el argument d'un nombre complex z # 0, 6, ve de-
terminat modul 27, i.e., excepte un nombre enter de vegades
2.

Anomenem argz a la classe {0 + 2kw,k € Z} o a qualsevol
dels seus representants (abus de llenguatge).

En altres paraules, per dos nombres complexos z, 2" # 0, amb
z =rp, 2’ = py es satisfa:

pp =10 p=1r 1 ¢—0=2km, peralgunkcZ
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Part principal de |'argument

En canvi, a qualsevol nombre complex z # 0 li correspon un tnic 0
entre 0i2m, ie: 0<O<2mrdentre —mim —mw<O<m.

De fet es podria fer servir qualsevol interval d’amplitud 27. En
general: a<f<a+2rnda—-n< 0 <a+m, amb a € R fixat.

Qualsevol eleccié particular per I'interval que es trii de bon principi
s'anomena part principal de I'argument i el valor corresponent de
arg z en aquest interval es coneix com valor principal de I'argument.

Normalment, es consideren els intervals [0,27[ 6 | — 7, 7]. Aixi,
les formes polars dels nombres complexos 1 +1i, —1 +1i, —1 — i,
1 — i s'escriuen, respect.: \/ﬁﬂ/4,\/§37r/4,ﬂ57r/4, \/§7ﬂ/4 6 ﬂ,r/4,
\/§3ﬂ/4v \/§—3ﬂ/4rﬁ—7r/4-
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Proposicié 9 (producte i quocient en forma polar)

Siz=rg iz =ry el seu producte i quocient es poden calcular

mitjangant:

Remarca 10 (part pricipal del producte i del quocient)

Per fixar idees, suposem que hem triat I'interval [0, 27[. Llavors és
possible que 46’ & [0, 27[. En aquest cas, com que sempre existeix
keZtq.0+6 +2kr € [0,27], triem aquest valor de I'angle com
argument del producte/quocient. Per ex.: 33:/4547/3 = 1595,/12 =

5o yn/12 = 157/12-
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La serie de Taylor de la funcié exponencial, exp, ve donada per:
2 N

ez:exp(z):1+z—|—z—+~-—|———|—..., zeC
2! n!

En particular, per z =i amb 0 € R:

n = 2k = (i0)** = (=1)ko?*
n = 2k+1 = (i0)%k*t1 = i(-1)kg>r+!
k=0,1,2,3,... Aleshores podem escriure,
. 92 94 96 92k
0 k
=1l—-—=4+———=+4---4 (-1
¢ atr et ot gt
93 95 67 ) 92k+1
il0——+———=+-+(-1)'——= + ...
+1<9 TR I S o s T )

= cos @ +1isinf.
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S'arriba doncs a:

el? ZCOSQ-f-iSiDQ‘ (4)

que és la coneguda férmula d’Euler.

Remarca 11

Aqui agafem 6 € R, pero, a partir de la deduccié que hem feta dalt,
és facil concloure que (4) també és valida quan 6 € R es substitueix
per un nombre complex z qualsevol.

A partir de (4) i tenint en compte (2) deduim:
2 =r(cos 4 isin @) = re'’ (5)

sempre que z # 0 (per z = 0, I'argument 6 no esta definit). (5) és
la forma exponencial del nombre complex z.
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La seglient és I'analoga a la proposicié 9

Proposicié 12 (producte i quocient de forma exponencial)

. . 0! .
Siz=re? 2/ =1l es tenen les igualtats:

H /
22 = rrlel?+?)

Remarca 13

Els conceptes de part principal i valor principal de I'argument que
introduiem quan parlavem de la forma polar es traslladen punt per
punt quan treballem amb la forma exponencial. Tanmateix, la re-
marca 10 sobre les parts principals dels arguments del producte i del
quocient s'aplica de manera idéntica a la proposicié 12.
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Per n € N, definim recursivament 2" = z"~1z. Llavors es
verifiquen les propietats:

n+m anm

2" = ("), (n,m € N)

z

Corol'lari 15 (férmula de Moivre)

Per tot 0 € R es verifica:
(cos@ +isin#)"™ = cosnb + isinnd

que és la férmula de Moivre.
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Definicié 16 (arrel n-esima d'un nombre complex)

Donat z € C,z # 0, direm que u € C és una arrel n-ésima de z sii
u" = z. Es a dir, sii v és solucié de I'equacié:

u” —z=0. (6)

Proposicié 17

L’equacié (6), amb z # 0, de la definicié de dalt admet exactament
n solucions diferents, ug, . ..,u,—1, donades per:

uy, = re (7)
o (1) o ().

k=0,1,2,...,.n—1ionr=]|z|,0 = arg z.

i 0+2km
n
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DEMOSTRACIO. Posant z = rel?, u = pel?; llavors u” — z = 0 sii:
. . — = — /p
pnemqb _ rele PN P P (;/;k
ng=0+2kr & p=2E2ET  k=01,..,n—1
d’on s'obtenen les arrels (7). |

Remarca 18

Notem que només els valors de £k = 0,1,...,n — 1 porten a valors
diferents de les arrels (per ex. per k = n: u, = ug; per k =n+ 1:
Upt1 = Uq; ... €tC.)

Interpretacié geometrica: Les arrels n-ésimes tenen totes el ma-
teix modul i els seus arguments es diferencien en 27/n cadascun
del segiient. Aixo és, les arrels n-esimes es troben als vertex d'un
poligon regular inscrit a la circumferéncia amb centre (0,0) i radi
|z|1/™ (veure I'exemple 19 a continuacié).
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Exemple 19 (Arrels cinquenes de z = 1 +iy/3)

_\1/5 L n okm
V1+iv3 = (2e”/3> — §/2ei(FE+%), per k= 0,1,2,3,4

_ 34| K cain (T _
—\@_cos<15)+151n<15)], per k=0
=2 _cos (?{Z) + isin (?)] , per k=1

s [ 27 . (27 B

—\/5_—cos<l5>+1sm<l5>], per k=2
[ 4 4

= v/2 |—cos <7r> —isin <17T>], per k =3

= /2 _cos (E) — isin <E)} , per k=4
L 3 3

im/3

Dibuixem z = ¢ i les seves arrels cinquenes a la figura 4.
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Figura 4: Arrels cinquenes de z = 1 + iy/3 = 2¢l7/3,
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