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1. Polinomis de matrius

Els endomorfismes d’un espai vectorial £/ es poden composar entre ells i
continuen essent endomorfismes de £/. Recordem que fixant una base, la
composicié d’endomorfismes correspon a la multiplicacié de matrius. Un
cas particular d’aquesta composicio és el segiient,

Definicio 1 Considerem [ : E — FE endomorfisme, i el polinomi
p(t) = a,t" + -+ ait + ag € R[t].
El polinomi p(t) avaluat en f és I’endomorfisme de E

p(f) =anf"+ -+ arf +aol,

on f5(7) = fo -" - of (1),

Les segiients propietats son immediates de comprovar.

Propietat 1 Si f : EE — F és endomorfisme, i p, q € R|t], aleshores:

o (p+q)(f) =p(f)+alf)
e (pq)(f) = (ap)(f) =p(f)oq(f)=alf)op(f)

e Si f té matriu A en una base {€i, . .., €, }, llavors p(f) té matriu

p(A) =a, A"+ -+ a1 A+ apl.
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I -1

p(A)A2—2A+4I(? %)_2(§ _%)H(é ?)(_? —é)

1.1. Polinomi anul-lador

Exemple 1 Siguin A = ( 2 1 ) p(t) = t* — 2t + 4, aleshores

De la mateixa manera que les arrels donen informacié sobre un polinomi,
fixat un endomorfisme f, mirar quins polinomis compleixen p(f) = 0 déna
informaci6 sobre f.

Teorema 1 Sigui p(t) un polinomi de R|t] i f un endomorfisme.
Sip(f) = 0, tots els valors propis de f han de ser zeros de p(t).

Ara ens preguntem si, donat un endomorfisme f, hi ha algun polinomi tal
que p(f) = 0. Ja que les matrius 7 X 7 i els endomorfismes d’un espai de
dimensié n formen un espai vectorial de dimensio n?, els endomorfismes
{I,f f%...,f"} han de ser linealment dependents, i una relacié entre
ells donara un polinomi verificant p(f) = 0 de grau n* o menys.

Ara bé, per la relaci6 entre valors propis de f i zeros de p, resulta que hi ha
un polinomi de grau molt mes baix que també anul-la f.

Teorema 2 (de Cayley-Hamilton) p;(f) = 0.

(Pel polinomi caracteristic p f(t), associat a I’endomorfisme f, es fa servir la
mateixa notacio que en les transparencies anteriors d’algebra lineal.)
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Exemple 2 Sigui f : R> — R? I’endomorfisme que, en la base canonica, té
2 —1
permatriu A = 1) El polinomi caracteristic és p;(t) = t*—3t+3.

Comprovem el teorema de Cayley-Hamilton:

) (3 =3 2 —1 30 (00
A—3A+31_(3 O)—?)(l 1)+(03)_(00>.

D’altra banda, conéixer un polinomi que s’anul-li en la matriu permet cal-
cular la seva inversa. Com A* —3A+31 = 0, podem aillar I i treure factor
comii A,

—%A(A 3N —T.

Com la inversa és unica,

Al = —%(A—B]) _ (_

QW | [ =
W DL | =

)

Propietat 2 Sigui p(t) un polinomi de Rt] i f un endomorfisme que dia-
gonalitza. Una matriu associada a f es pot escriure com A = CDC ™,
amb D = diag(\y, ..., \,). Llavors, p(f) també diagonalitza i p(A) =
Cp(D) C7Y, amb p(D) = diag(p(A1), . - ., p(An))-
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1.2. Polinomi minim
El polinomi caracteristic no t€ per que ser el més simple que anul-li un

endomorfisme.

Definicié 2 EI polinomi minim d’un endomorfisme f és el polinomi my(t)
de grau mes petit tal que m(f) = 0.

El polinomi minim existeix i €s unic, llevat de producte per escalar.

Exemple 3 L’endomorfisme f : R® — R? que, en la base canonica, té per
matriu

té polinomi caracteristic

ps(t) = —(t = 2)°(t + 1),

pero podem comprovar facilment que p(t) = (t—2)(t+1) verificap(f) = 0.
Sabem que tot p(t) tal que p(f) = 0 ha de tenir com a zeros els valors propis
—1,2, per tant (t — 2)(t + 1) és el polimomi minim de f.

Proposicio 1 Si un endomorfisme f : £ — E diagonalitza i té valors pro-
pis A1, ..., A\, amb independencia de la seva multiplicitat, el seu polinomi
minim és mg(t) = (t — Ay) - -+ (£ — \p).
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Una altra propietat dels polinomis que anul-len a endomorfismes €s la
segiient:

Teorema 3 Sigui f : £ — FE un endomorfisme. Si existeix un polinomi
p(t) que anul-la f i té tots els seus zeros simples, aleshores f diagonalitza
(pot tenir zeros complexos i diagonalitzar en C).

Exemple 4 Sigui f un endomorfisme tal que f* = f. Llavors el polinomi

plt) =t —t
s’anul-la en f. Aixo proporciona informacio sobre f:
e Els valors propis de p han d’estar entre els zeros de f. Poden ser 0 o 1.
e Com p(t) té els zeros simples, f diagonalitza.
F = ker(f — I)i G = ker f son els unics subespais propis i f diago-

nalitza. Llavors, E = F'@® G, és adir, F i G son subespais complementaris.

El subespai F és propi de valor propi 1, aixi, si u € F, f(u) = . EI
subespai G és el nucli de f. Llavors, qualsevol vector U € E es pot escriure
de manera vinica com v = U + w, amb u € F,w € G,

En aplicar f tenim

f(0) = flu+w) = f(u) + f(0) = u.

Per tant, 'aplicacio f envia cada vector a la seva component en F'. Aquest
endomorfisme es la projeccio sobre I en la direccio de G.
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2. Subespais invariants

Recordem el segiient resultat:

Teorema 4 Suposem que U i V' son subespais vectorials de E, amb bases
respectives By = {uy,...,u,} i By = {vy,...,0,}, disjuntes. Llavors
E=U® YV si, i només si, B = B U By és base de E.

Aquest resultat 1 els segiients son igualment valids per un nombre més gran
de subespais.

Definicié 3 Sigui f : E — E, E = U &V, i suposem que es compleix
fU) c Ui f(V) CV, ésadir [ deixa invariants aquests subespais.
Notem fy;, fv les respectives restriccions de [ a cada subespai. Llavors es
diu que f és la suma directa fy® fv, i que U iV formen una descomposicio
en suma directa f-invariant de F.

Aleshores, en la base B, si fi; té per matriu associada Ay i la matriu de fy
és Ay, la matriu A associada a f és diagonal per blocs,

Ay 0
A= ( 0 Av>
i s’expressa com A = Ay & Ay. Recordem que es compleix

det(A) = det(Ay)det(Ay). En aquesta situacid, pel polinomi minim
es compleix la segiient propietat:

Propietat 3 Suposem que un endomorfisme té associada una matriu diago-
nal per blocs, A1, As, . .., A;. Llavors el polinomi minim és el minim comii

multiple dels polinomis minims de cada bloc A;,1 <1 < k.
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Proposicié 2 Si f : E — E és endomorfisme, i p, q1, G € R[t], aleshores:
e El subespai ker p( f) és un subespai invariant per f

® Sip = q1qo, amb qy, q; primers entre ells, aleshores

kerp(f) = ker qi(f) @ ker g5(f)

Exemple 5 Si un endomorfisme f : EE — FE diagonalitza i té valors propis
diferents i, ..., A\, amb dim E = n, llavors:

e El seu polinomi caracteristic és
pr(t) = (=1)"E = A)" - (E =A™, ni+---+m=n.
e La multiplicitat algebraica i geometrica dels valors propis coincideixen

e El seu polinomi minim és my(t) = (t — A\y) -+ - (t — A\p).

e [/ es descomposa en suma directa de subespais invariants,

E=%er(f—MI)&---Dker(f — \.I).

e L’endomorfisme | és una suma directa i la seva matriu associada, en la
base dels vectors propis, és diagonal per blocs (diagonals),

diag()\l, S )\1) D---D dlag()\k, nk, )\k)


http://www-ma4.upc.edu/~rcubarsi/

Plana personal

Inici

Contingut

e »

R

Pagina 11 de 20

Tornar

Full Screen

Tancar

Sortir

3. Valors propis complexos

Es possible generalitzar la descomposicié d’un espai vectorial F en suma
directa de subespais invariants, en particular quan 1’endomorfisme f no
diagonalitza en R. Vegem el cas de valors propis simples complexos.

Si A és un valor propi (real o complex) de f, llavors el factor de primer grau
p(t) =t — X proporciona el vector propi del ker p( f).

Pero si el valor propi és complex, A = « + 13, amb vector propi a + z'l;, 1
només volem considerar factors primers de polinomis reals, llavors haurem
d’aplegar els factors lineals en A1 el seu conjugat A = o — 13, que té per

vector propi a — ib.
Aixi, el factor quadratic

qt) =t —(@+ i)t — (a —iB) = (t —a)" + 3

proporcionara, en el cas de valors propis complexos, dos vectors reals @, b €
ker g(f), doncs

q(f)(@+ib) =0
es compleix separadament per a les parts real 1 imaginaria.

Evidentment, @ i b han de ser linealment independents, doncs, si no, el valor
propi seria necessariament real.

En aquest cas, en considerar un factor primer real de grau dos, hem trobat

un subespai invariant de dimensié dos, generat pels vectors reals @ i b, tot i
que I’endomorfisme no diagonalitza en RR.
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Exemple 6 Seguint amb el cas anterior, vegem quina forma prén la matriu
associada a f en la base B = {d, b}. Per hipotesi, es verifica

— —

F(@+ib) = (a+iB)(@ + ib) = (ad — Bb) + i (6@ + ab).

Per tant, tenint en compte la linealitat de f, igualant separadament les parts
real i imaginaria dels dos extrems de la igualtat, obtenim,

F(@) = ad— Bb;  f(b) = Ba+ ab.
D’aquesta forma, en la base B, la matriu A associada a f resulta ser:
([ ap
A ( 50 ) |

Exemple 7 Vegem en quina base la segiient matriu A, associada a un en-
domorfisme de R? en la bade canonica, diagonalitza per blocs en R.

A= | —

— =
W DN DO
DO — DO

Primer busquem els valors propis la matriu,

1—X 2 2
det(A—X)=| =1 2—=X 1 |=[A=172+24B-N).
1 -3 2-)

Les arrels del polinomi caracteristic son A = 3,1 + 21,1 — 21.
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Calculem el vector propi per a X = 3.

—2 2 2 x 0
—1 -1 1 y |=1201,
1 -3 —1 z 0
1
d’onx = z,y = 0. Per tant, un vector propi és v = | 0
1
Busquem ara el vector propi associat a X\ = 1 + 2.
—21 2 2 x 0
—1 1—-2s 1 y |=120
1 —3 1 =2 z 0
Després d’alguns calculs, s’obté v = —(1 + i)z, y = —iz.
—1—1
Per tant, un vector propi és W0 = —1 :
1
Separant les parts real i imaginaria, W0 = a + ib, tenim
—1 ~ —1
a= 01, b=| —1
1 0
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—

Aixi, d’acord amb el que s’ha vist en I’exemple 6, en la base B = {U, a, b}
[’endomorfisme s’expressa amb la matriu

3 00

M=|0 12

0 —2 1
amb un bloc 1x1, M, = ( 3 ), corresponent al subespai invariant generat
pel vector (1,0,1)%, i un bloc 2x2, M, = _% ? , corresponent al

subespai invariant generat pels vectors (—1,0,1)", (=1, —1,0)".

La matriu C de canvi de base, de la base B a la canonica, és la que té els
elements de la base B per columnes, és a dir,

1 -1 -1
c=0o o0-1],
1 1 0

que sempre és invertible.

Finalment, la relacié entre les matrius A i M és precisament la que cor-
respon al canvi de base entre les resectives matrius. Per tant, M també es
podria haver calculat com

M=C"1AC.
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4. Descomposicio primaria

Vegem ara un resultat més general, aplicable a valors propis multiples en
el cas en que la matriu no diagonalitza. Comencem per unes propietats
importants.

Propietat 4 Sigui p € R[t| un facior indivisible de primer o de segon grau,
i | un endomorfisme.

e Liavors, ker p(f) C ker p*(f).

En efecte, Sl'_»ﬁ € kerp(f), p(f)(v) = 0, i tornant a aplicar p(f),
p*(f)(¥) = 0.

e En particular; si U € ker p*(f), llavors es compleix p(f)op(f)(¥) = 0.
Per tant, p(f)(¥) € ker p(f).

e En general, si U € ker p"(f) per a algun nombre natural n > 1, llavors

p"F(f)(V) € ker p*(f), amb k < n.
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De forma general, tindrem,

Proposicié 3 Sigui f : E — E endomorfisme i p € R[t]. Sim; < my son
dos nombres naturals, aleshores ker p™ (f) C ker p™2( f).

A més, si ker p™(f) = ker p™(f), aleshores ker p™ (f) = ker p*(f) per a
tot natural k > m,.

La segiient propietat caracteritza al polinomi minim:

Proposicié 4 Si f : E — FE és un endomorfisme d’un espai vectorial E de
dimensio n i la descomposicio factorial del polinomi caracteristic p f(t) en

R[t] és
ps(t) = (=1)"py" - - - by, Zn gr(pi) =
aleshores, el polinomi minim és
my(t) = pi" - ot

amb1l < m; < n;peratoti = 1,...,k. En particular, m; és el menor
valor que compleix dim ker p™ = nlgr(pz)

Per tant, sempre podem comptar amb que dim ker p™ = nigr(pi), encara
que de vegades trobarem els generadors del ker p™ a partir del ker p™ amb
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Exemple 8 En [’exemple 3, un endomorfisme [ : R> — R? tenia per ma-
triu, en la base canonica,

D —

S OO
S DN O
_ o O

que és diagonal. El primer bloc 2x2, D = ( (2) g , esta associat al factor

(t — 2)* de pg(t). Com dim ker(D, — 2I) = 2, el polinomi minim d’aquest
bloc és (t — 2), i el polinomi minim de f és mg(t) = (t — 2)(t + 1).

Teorema 5 (de descomposicié primaria) Sigui f : E — E, un endomor-
fisme d’un espai vectorial E de dimensio n. Si
m m n n
mf(t) =Dy 'pkk7 pf(t) - (_1)np11 o 'pkk?
(>, mi gr(pi) = n) son les descomposicions factorials dels polinomis mi
nim i caracteristic, respectivament, aleshores, 1’espai vectorial E es des-
composa en suma directa dels segiients subespais f-invariants,

E =kerpi"(f) & --- @ kerpl*(f),
E=kerp (f) @ - ® ker pp*(f),

amb dimensié dim ker p™ = dim ker p" = n,gr(p;).

Exemple 9 En I’exemple d’abans, R* = ker(D — 2I) & ker(D + I).
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Exemple 10 Apliquem el teorema de descomposicio primaria a la matriu

-5 —5 6
A= 4 7 -4
-8 —4 9

associada a un endomorfisme de R>. Es demana: determinar els subespais
invariants per A, donar-ne una base; trobar la forma diagonal per blocs,
M, de I’endomorfisme en aquesta base; i calcular la matriu invertible C'

que satisfa M = C~t AC.

Primer busquem els valors propis la matriu,

—5-X =5 6
det(A— M) =| 4  T=X —4 |=\=5>21-\).
8 =4 99—

Les arrels del polinomi caracteristic son A\ = 5, doble, i A\ = 1, simple.

Busquem els vectors propis per a A = 5.

—10 =5 6 T 0
4 2 —4 y|=1601,
—8 —4 4 z 0
1
d’ony = —2x, z = 0. Per tant, un vector propi és v; = | —2
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Comrang(A —51) = 2, dimker(A — 51) = 1, i la matriu no diagonalitza.
Aixi, el subespai invariant no és ker(A — 51) siné ker(A — 5I)2, i el bloc
corresponent ha de ser 2x2.

D’acord amb la propietat 4, el vector propi v ja pertany al ker(A — 51 )2.
Hem de trobar;, doncs, un vector del ker(A — 51)* linealment independent
de [’anterior.

Aquest vector;, Uy € ker(A — 51)% el trobarem resolent (A — 51)v, = 0,
171 € ker(A — 51),

—10 =5 6 x 1
4 2 —4 y |l=1-21,
-8 —4 4 2 0
0
dony=1—2x,z=1 Fentx =0tenimvy = | 1
1

Aixi, ker(A — 51)* = (U, Uy), i les imatges d’aquests vectors per A son
A?71 — 5’171,
(A - 5])’(72 — 171 — AUQ = ’Ul + 5”(72

Ara busquem un vector propi per a X = 1. Es immediat veure que
1

U3 = | O | hoés. Per tant, la seva imatge per A és

1

A’l—),g = V3.
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En resum, la descomposicié de R? en subespais invariants queda com
R? = ker(A — 51)* @ ker(A — ).

En la base B = {vy, U, U3}, la matriu associada a I’endomorfisme s’ex-
pressa per tres columnes (5,0,0)", (1,5,0)", (0,0, 1), és a dir,

510
M=1050
001

51

amb un bloc 2x2, M, = 05

La matriu C' de canvi de base, de la base B a la canonica, és la que té els
elements de la base B per columnes, és a dir,

), i un bloc 1x1, My = ( 1 )

=1 —

DN =
_ O
_ O

Recordem que sempre és invertible.

Finalment, la relacié entre les matrius A i M és precisament la que corres-
pon al canvi de base entre les resectives matrius. Per tant, M també es pot
calcular com

M=C"1AC.
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