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Vicenç Sales

Josep Tudurı́

JJ II

J I

Imprimir

Tancar

Sortir
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José M. Moreno

Vicenç Sales
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1 Matrius i sistemes d’equacions lineals

1.1 Matrius

Definició 1.1 Una matriu de m files i n columnesambcoeficients realśes una
funció

A : {1, 2, . . . , m} × {1, 2, . . . , n} −→ R

que assigna a cada parell d’ı́ndexs(i, j ) un nombre reala j
i .

És habitual representar una matriuA en la forma

A =


a1

1 a2
1 · · · an

1
a1

2 a2
2 · · · an

2
. . . . . . . .

a1
m a2

m · · · an
m


posant el coeficienta j

i a la fila i i la columna j . Es diu queA és unamatriu del tipus
m×n. El conjunt de totes aquestes es representa perMm×n(R). A lesfileso columnes
d’una matriuA les representarem perAi i A j respectivament.

En particular, cal destacar lesmatrius quadradeso n × n, lesmatrius fila o 1 × n, i
lesmatrius columna o m × 1. Les matrius1 × 1 són, de fet,números reals.

Unasubmatriu és la matriu formada per algunes de les files i columnes d’una matriu.

Tamb́e podem considerar totes aquestes definicions de forma anàloga en el cas de que
treballem ambnúmeros complexosen lloc de reals.
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Donades dues matriusA i B amb el mateix nombre de files, notarem(A|B) la matriu
obtinguda al posar consecutivament les columnes d’A i B respectivament, i direm que
la matriu(A|B) s’ha obtingut peradjunció de totes dues.

Definició 1.2 La matriu transposadad’una matriuA ∈ Mm×n(R) és la matriu
At

∈ Mn×m(R) de coeficientsai
j per tot j = 1, 2, . . . , n i i = 1, 2, . . . , m.

Proposició 1.3 (At)t
= A.

Exemple 1.4La transposadade la matriu

A =

 5 1 −2
−1 −3 6

1 2 −4


és la matriu

At
=

 5 −1 1
1 −3 2

−2 6 −4

 .

Definició 1.5 Una matriu quadradaA éssimètrica si, i noḿes si,ai
j = a j

i per
qualssevoli, j = 1, 2, . . . , n.

Proposició 1.6 Una matriu quadrada A és simètrica si, i només si, At
= A.

Exemple 1.7La matriu anterioŕesno sim̀etricaevidentment.
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Definició 1.8 La sumade dues matriusA i B del tipusm×n totes dueśes la matriu
S = A + B donada pers j

i = a j
i + b j

i per toti = 1, 2, . . . , m i tot j = 1, 2, . . . , n.

I el producte per un nombre real α és la matriuP = αA tal quep j
i = αa j

i per
tot i = 1, 2, . . . , m i tot j = 1, 2, . . . , n.

Es defineix lamatriu nul .la O com la matriu formadáıntegrament perzeros. I, donada
una matriuA qualsevol, es defineix la seva matriuoposada−A com l’obtinguda en
canviar el signe a tots els seus elements.

Proposició 1.9 Si A, B, C ∈ Mm×n(R) i α, β ∈ R, llavors
(a) Associativa: A + (B + C) = (A + B) + C.
(b) Commutativa: A + B = B + A.
(c) Neutre: A + 0 = A per a tota A.
(d) Oposat: per a cada matriu A, A + (−A) = 0.
(e) Distributiva respecte de la suma de matrius: α(A + B) = αA + αB.
(f) Distributiva respecte de la suma de nombres: (α + β)A = αA + β A.
(g) Compatibilitat dels productes: (αβ)A = α(β A).
(h) Unitat: 1A = A.

Exemple 1.10Si A =

(
5 1
2 2

)
i B =

(
6 0
1 2

)
, llavors

3A − 2B =

(
3 3
4 2

)
.

Proposició 1.11 (a) (A + B)t
= At

+ Bt .
(b) (αA)t

= αAt .
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Vicenç Sales

Josep Tudurı́

JJ II

J I

Imprimir

Tancar

Sortir
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Definició 1.12 Si A ∈ Mm×n(R) i B ∈ Mn×p(R), el seuproducte és la matriu
P = AB ∈ Mm×p(R) definida per

pi j =
∑n

k=1 aikbk j = ai 1b1 j + ai 2b2 j + · · · + ainbnj

per toti = 1, 2, . . . , m i j = 1, 2, . . . , p.

Exemple 1.13

−2 1 3 −4
2 3 1 0
5 −2 3 1




−2 1
3 −4
5 −1
2 −3

 =

 14 3
10 −11
1 7

 ,

ja que, per exemple,2 · (−2) + 3 · 3 + 1 · 5 + 0 · 2 = 10.

Es defineix, per a cada cadan, la matriu unitat o identitat In com la matriu quadrada
n × n formada perunsa la diagonal izerosa fora.

Proposició 1.14 Quan són factibles els productes, es compleixen les propietats:
(a) Associativa: A(BC) = (AB)C.
(b) Element unitat: ImA = A = AIn per a tota A ∈ Mm×n(R).
(c) Distributives: A(B + C) = AB + AC, (B + C)A = B A+ C A.
(d) Compatibilitat: (αA)B = α(AB) = A(αB).

Proposició 1.15 (AB)t
= Bt At .

En particular, quanA sigui una matriu quadrada, podem considerar lapotènciade A:

An
= A · A · (n). . . · A .
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Definició 1.16Direm que unafila Ai d’una matriuA éscombinació lineal d’altres
files Ar1, Ar2, . . . , Ark si, i noḿes si,existeixenuns escalarsα1, α2, . . . , αk tals que

Ai = α1Ar1 + α2Ar2 + · · · + αk Ark .

Definició 1.17 Direm que unes filesAr1, Ar2, . . . , Ark són linealment indepen-
dentssi, i noḿes si,capd’ellesés combinacío lineal de les altres.

Proposició 1.18 Les files Ar1, . . . , Ark són linealment independents si, i només si,
α1Ar1 + α2Ar2 + · · · + αk Ark = 0 H⇒ α1 = α2 = · · · = αk = 0 .

Definició 1.19 S’anomenarang per files d’una matriu alnombre m̀axim de files
linealment independents que té.

Totes aquestes definicions i propietats són aǹalogues en el cas de les columnes.

Teorema 1.20El rang per files i el rang per columnes d’una matriu coincideixen.

Definició 1.21 S’anomenarang d’ A rangA al seu rang per files o per columnes.

Proposició 1.22 (a) rangA = rangAt .
(b) rang(αA) = rangA si α 6= 0.
(c) rang(AB) ≤ min {rangA, rangB}.
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Anomenemoperacions elementals per filesa les transformacions següents:

(a) Intercanviar files.
(b) Sumar o restar un ḿultiple d’una fila a una altra.
(c) Multiplicar o dividir una fila per un nombre diferent de zero.

Anàlogament es defineixen lesoperacions elementals per columnes.

Proposició 1.23 En efectuar operacions elementals, el rang d’una matriu no varia.

Observacío 1.24 Fent operacions elementals, tota matriu es pottriangular, és a dir:

• Les files amb tots els coeficients nuls són lesúltimes.
• El primer coeficient no nul de cada fila, anomenatpivot, est̀a situat a la dreta

dels pivots anteriors.
• Els coeficients situats per sota de cada pivot són nuls.

En tal cas, elrang és elnombre de files no completament nul.les que hi ha o b́e el
nombre de pivotsque s’han obtingut. Aquestés l’anomenatmètode de Gauss.

Exemple 1.25Calculem elrangde la matriu seg̈uent, triangulant-la per files pelmètode
de Gauss: 2 −1 3 4 5

3 0 4 1 2
−5 −2 −6 5 4


F2∼2F2−3F1
F3∼2F3+5F1

'

 2 −1 3 4 5
0 3 −1 −10 −11
0 −9 3 30 33

 .

Ara és clar que sumant–li a la darrera fila la segona multiplicada per 3, obtenim zeros
a tota la tercera fila. En conseqüència, la matriu t́e dues files no completament nul.les
i, per tant,rangA = 2.
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José M. Moreno

Vicenç Sales
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1.2 Sistemes d’equacions lineals

Definició 1.26 Un sistema d’equacions linealsdem equacionsi n incògnitesés
una col.lecció d’equacions del tipus

a1
1x1 + a2

1x2 + · · · + an
1xn = b1

a1
2x1 + a2

2x2 + · · · + an
2xn = b2

. . . . . . . . . . . . . . . .

a1
mx1 + a2

mx2 + · · · + an
mxn = bm

 ,

on elscoeficientsa j
i , els termes independentsb1, b2, . . . , bm i els valors que

poden prendre lesincògnitesx1, x2, . . . , xn són nombres reals (o, en tot cas, com-
plexos).

Un sistemáeshomogenisi els seustermes independents són tots nuls.

Exemple 1.27El sistema d’equacions lineals

2x − y + z = −1

x + 4y − z = 7

7x + y + 2z = −6


est̀a format per3 equacions i 3 inc̀ognitesi no és homogeni.

Els coeficientsde la inc̀ognitax, per exemple, śon 2, 1 i 7, i els termes independents
són−1, 7 i −6.
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Tot sistema d’equacions lineals es pot representar matricialment en la formaAX = B:
a1

1 a2
1 · · · an

1
a1

2 a2
2 · · · an

2
. . . . . . . .

a1
m a2

m · · · an
m




x1

x2

· · ·

xn

 =


b1

b2

· · ·

bm

 .

La matriuA se’n diude coeficients, i X i B, matrius columna d’incògnitesi de termes
independents.La informacío del sistema està resumida en lamatriu ampliada (A|B):

a1
1 a2

1 · · · an
1 b1

a1
2 a2

2 · · · an
2 b2

. . . . . . . . . . .

a1
m a2

m · · · an
m bm

 .

Exemple 1.28El sistema d’equacions lineals anterior

2x − y + z = −1

x + 4y − z = 7

7x + y + 2z = −6


es representa en la forma 2 −1 1

1 4 −1
7 1 2

 x
y
z

 =

−1
7

−6

 .

I la sevamatriu ampliadáes  2 −1 1 −1
1 4 −1 7
7 1 2 −6

 .
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Unasolució és una col.lecció de nombres que compleixentotesles igualtats del sistema.
Dos sistemes amb les mateixes solucions se’n diuenequivalents.

Un sistemáescompatible si admet alguna solució i incompatible si no n’admet cap.
I un sistema compatibléesdeterminat si té una solucío i indeterminat si en t́e més.

En aquest darrer cas, lasolució generaldel sistema consistirà en posar algunes de les
incògnites (principals) en funcío de les altres (secund̀aries) –queés laforma explı́cita–
o bé totes elles en funció d’uns certsparàmetres–forma paramètrica–. Al nombre
d’incògnites secund̀aries o par̀ametres se l’anomenagraus de llibertat del sistema.

Proposició 1.29 Tot sistema homogeni és compatible.

Això és perqùe tot sistema homogeni admet lasolucío trivial x1 = x2 = · · · = xn = 0.

Exemple 1.30Una de les solucions del sistemahomogeniseg̈uent (format, en aquest
cas, per una sola equació)

x − 2y + 3z = 0

és, efectivament,x = y = z = 0. De fet,és obvi quéescompatible indeterminatamb
dos graus de llibertati que la sevasolucío general–enforma param̀etrica– és

x = 2α − 3β

y = α

z = β

 .
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Teorema 1.31Teorema de Rouché-Fröbenius.
(a) El sistema AX = B és compatible si, i només si, rang(A) = rang(A|B).
(b) Si AX = B és compatible, llavors és determinat si, i només si, rang(A) = n.
(c) I si és indeterminat, el nombre de graus de llibertat és n − rang(A).

Com que en aquest teorema només intervenen els rangs de la matriuA i de la matriu
ampliada(A|B), noḿes cal calcular aquests pelmètode de Gauss–tal com hem vist
abans pel c̀alcul del rang d’una matriu–.

Exemple 1.32Vejam quinés elcar̀acterdel sistema d’equacions lineals

2x − y + z = −1

x + 4y − z = 7

7x + y + 2z = −6

 .

Tenim:  2 −1 1 −1
1 4 −1 7
7 1 2 −6


F2∼2F2−F1
F3∼2F3−7F1

'

 2 −1 1 −1
0 9 −3 15
0 9 −3 −5


F3∼F3−F2

'

 2 −1 1 −1
0 9 −3 15
0 0 0 −20

 .

I com querang(A) = 2, per̀o rang(A|B) = 3, el sistemáesincompatible.
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De l’exemple anterior es dedueix que tot sistema d’equacions lineals es pot transformar,
mitjançant operacions elementals, en un sistema equivalent deforma triangular, que
es pot resoldre per“substitucío endarrera”. Aquestés elmètode de Gaussper a la
resolucío de sistemes d’equacions lineals.

Exemple 1.33Resolucío del sistema d’equacions

2x − 3y − z = −7

x + 4y − 3z = 7

7x + y − 2z = −16

 .

Aleshores 2 −3 −1 −7
1 4 −3 7
7 1 −2 −16


F2∼2F2−F1
F3∼2F3−7F1

'

 2 −3 −1 −7
0 11 −5 21
0 23 3 17


F3∼11F3−23F2

'

 2 −3 −1 −7
0 11 −5 21
0 0 148 −296

 .

Com querangA = rang(A|B) = 3, el sistemáescompatible determinat. Llavors

2x − 3y − z = −7

11y − 5z = 21

148z = −296

 H⇒

2x − 3y + 2 = −7

11y − 5(−2) = 21

z = −2

 H⇒

2x − 3 + 2 = −7

y = 1

z = −2

 .

I la solucío del sistemáes, doncs,x = −3, y = 1, z = −2 .
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Tot sistema d’equacions lineals es pot transformar, mitjançant operacions elementals,
en un sistema equivalent deforma triangular redüıda, és a dir, que compleixi

• El sistema està en forma triangular.

• Els coeficients situats per sota i per sobre de cada pivot són nuls.

Aquestés elmètode de Gauss-Jordan, i resulta especialment indicat per a laresolucío
simult̀aniade sistemes d’equacions lineals amb lamateixa matriu de coeficients.

Exemple 1.34Considerem els sistemes d’equacions lineals següents

2x − 3y − z = 2

x + 4y + 2z = −2

3x + y + z = 0

 i

2x − 3y − z = 3

x + 4y + 2z = 2

3x + y + z = 1

 .

Escrivint els dos sistemes en una sola matriu i aplicant elmètode de Gauss–Jordan: 2 −3 −1 2 3
1 4 2 −2 2
3 1 1 0 1


F2∼2F2−F1
F3∼2F3−3F1

'

 2 −3 −1 2 3
0 11 5 −6 1
0 11 5 −6 −7


F1∼11F1+3F2

F3∼F3−F2

'

 22 0 4 4 36
0 11 5 −6 1
0 0 0 0 −8


En el primer cas, com querangA = rang(A|B) = 2 6= 3, el sistemáescompatible
indeterminat amb un grau de llibertati la sevasolucío general–enforma expĺıcita– és

x =
2 − 2z

11
, y =

−6 − 5z

11
,

mentre que el segońesincompatible, ja querang(A) = 2, per̀o rang(A|B) = 3.
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1.3 Equacions matricials i matrius singulars i regulars

Quan coneixem el resultat d’una operació, per̀o desconeixem algun dels elements que
hi intervenen, obtenim la sevaequacío matricial b àsica.

En el cas de latransposicío, tenimXt
= A, que t́e solucío X =

(
Xt
)t

= At .

Exemple 1.35Si (
x1 x2

y1 y2

)t

=

(
1 2

−2 −4

)
,

llavors (
x1 x2

y1 y2

)
=

(
1 −2
2 −4

)
.

En quant a lasuma, quedaA + X = B o X + A = B, que tenen solució X = B − A.

Exemple 1.36La solucío de(
1 2

−2 −4

)
+

(
x1 x2

y1 y2

)
=

(
2 4

−4 −8

)
és (

x1 x2

y1 y2

)
=

(
1 2

−2 −4

)
.

Finalment, pelproducte per escalars, deαX = A s’obt́e X =
1
α

A, sempre queα 6= 0.

Exemple 1.37De

−3 ·

(
x1 x2

y1 y2

)
=

(
1 2

−2 −4

)
,

s’obt́e (
x1 x2

y1 y2

)
= −

1

3
·

(
1 2

−2 −4

)
.
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Àlgebra Lineal

Rafel Amer

Francesc Carreras
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Observacío 1.38 Les equacions matricials del tipusAX = B poden ser considerades
com un conjunt de sistemes lineals amb la mateixa matriu de coeficients, que podem
resoldresimult̀aniamentpel mètode de Gauss–Jordan. En conseq̈uència, poden te-
nir tamb́e solucío única (quanrangA = rang(A|B) = n), infinites solucions (quan
rangA = rang(A|B) < n) o no tenir-ne cap (quanrangA 6= rang(A|B)).

Exemple 1.39Considerem l’equacío matricial(
1 2

−2 −4

)(
x1 x2

y1 y2

)
=

(
2 4

−4 −8

)
.

Resoldre aquesta equació equival a resoldre els sistemes d’equacions lineals

x1 + 2y1 = 2

−2x1 − 4y1 = −4

}
i

x2 + 2y2 = 4

−2x2 − 4y2 = −8

}
.

I és clar, doncs, que hi hainfinites solucions, que śon

X =

(
2 − 2y1 4 − 2y2

y1 y2

)
, amby1, y2 ∈ R .

Observacío 1.40 Les equacions matricials del tipusX A = B poden reduir–se a les
anteriorstransposantels dos membres de la igualtat. Aixı́, de X A = B tenim que
(X A)t

= Bt , és a dir,At Xt
= Bt , queés del primer tipus. I, resolent aquesta, obtenim

Xt , d’on, transposant, tenim queX =
(
Xt
)t

.

Exemple 1.41Donada l’equacío matricial del tipusX A = B(
x1 y1

x2 y2

)(
1 −2
2 −4

)
=

(
2 −4
4 −8

)
,

transposant, s’obt́e l’equacío matricial anterior i, per tant, les sevessolucionssón

X =

(
2 − 2y1 4 − 2y2

y1 y2

)t

=

(
2 − 2y1 y1

4 − 2y2 y2

)
, amby1, y2 ∈ R .
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Observacío 1.42 Considerem les matrius

A =

(
1 2
2 4

)
i B =

(
2 2

−1 −1

)
.

Llavors, és evident queAB 6= B A i, en particular, doncs, tenim que elproducte de
matrius nóes commutatiu.

Definició 1.43 Sigui A una matriu quadradano nul.la.

Se’n diu queA ésdivisora de zerosi, i noḿes si, existeix alguna matriu quadrada
no nul.la X tal que

AX = 0 o X A = 0 .

Diem queA éssimplificable si, i noḿes si, de les relacions

AX = AY o X A = Y A

se’n dedueix queX = Y.

Finalment, direm quéesinvertible si, i noḿes si, existeix alguna matriu quadrada
no nul.la X tal que

AX = I o X A = I .

L’existència de matrius per les quals es donen algunes de les situacions anteriors posa
de manifest que aquestes propietats del producte de matrius no són les mateixes que
estem habituats en d’altres casos i, per tant, no en podem ferús d’elles en general.

Aquestsquatrefets –lano commutativitat, l’existència de matriusdivisores de zero,
l’existència de matriusno simplificablesi l’existència de matriusno invertibles– es
coneixen com els“defectes” del producte de matrius.



U P C
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Definició 1.44Les matrius quadradesn×n que tenenrang menor quen s’anome-
nensingulars.

Teorema 1.45Si A és una matriu quadrada, llavors són equivalents:
(a) A és divisora de zero.
(b) A no és invertible.
(c) A no és simplificable.
(d) A és singular.

Exemple 1.46Considerem la matriu

A =

 3 0 1
1 2 −1

−1 4 −3

 .

Anem a veure quéessingulari a trobar una matriuX tal queAX = 0. Tenim que 3 0 1
1 2 −1

−1 4 −3


F2∼−3F2+F1
F3∼3F3+F1

'

 3 0 1
0 −6 4
0 12 −8

 .

Per tant,rang(A) = 2 i A és, doncs,singular.

I per trobar una matriu que, multiplicada per ella, sigui la matriu nul.la, noḿes cal
tenir en compte que una de les solucions del sistema homogeni que té com a matriu
l’anterior ésx = −1, y = 2 i z = 3. Per tant,una possible solució és

X =

−1 −1 −1
2 2 2
3 3 3

 .
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Definició 1.47Les matrius quadradesn×n que tenenrangn s’anomenenregulars.

Les matriusregularssón, doncs, lesno divisores de zero, simplificablesi invertibles.

Proposició 1.48 Si A és regular, la matriu X tal que AX = I o X A = I és única.

Definició 1.49 A aquesta matriu l’anomeneminversad’ A i la notem perA−1.

Exemple 1.50Anem a veure si la matriu següent és regular i, en cas afirmatiu, a
calcular la sevainversa:

A =

 3 1 1
4 1 2
4 2 1

 .

Resolent l’equacío matricialAX = I pel mètode de Gauss–Jordan: 3 1 1 1 0 0
4 1 2 0 1 0
4 2 1 0 0 1


F2∼3F2−4F1
F3∼3F3−4F1

'

 3 1 1 1 0 0
0 −1 2 −4 3 0
0 2 −1 −4 0 3


F1∼F1+F2
F3∼F3+2F2

'

En particular,rang(A) = 3 i, per tant, la matriúesregular. 3 0 3 −3 3 0
0 −1 2 −4 3 0
0 0 3 −12 6 3


F1∼F1−F3

F2∼3F2−2F3

'

 3 0 0 9 −3 −3
0 −3 0 12 −3 −6
0 0 3 −12 6 3

 .

Per tant,

A−1
=

 3 −1 −1
−4 1 2
−4 2 1

 .



U P C
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Proposició 1.51 Si les matrius A i B són regulars, llavors:
(a) A−1 és regular i (A−1)−1

= A.
(b) At és regular i (At)−1

= (A−1)t .
(c) αA és regular si α 6= 0 i (αA)−1

=
1
α

A−1.
(d) AB és regular i (AB)−1

= B−1A−1.

Exemple 1.52Sabent queA és regular, resolguem l’equació matricial

A
(
X−1

)t
A−1

= At .

En primer lloc,multiplicant perA−1 a l’esquerra i perA a la dreta, tenim que(
X−1

)t
= A−1At A ,

d’on, transposant els dos membres i tenint en compte que(AB)t
= Bt At , resulta que((

X−1
)t)t

= At
(
At
)t (

A−1
)t

.

A més a ḿes, donat que(At)t
= A, l’expressío anterior queda

X−1
= At A

(
A−1

)t
.

I com que(AB)−1
= B−1A−1, es dedueix que(

X−1
)−1

=
(
(A−1)t

)−1
A−1(At)−1

que, ja que(At)−1
= (A−1)t , es pot escriure(

X−1
)−1

=
(
(A−1)−1

)t
A−1(At)−1 .

Finalment, fent servir que(A−1)−1
= A, obtenim

X = At A−1(At)−1 .
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1.4 Recapitulació

Exemple 1.53 Analitzem per quins valors del paràmetreα és simètrica la matriu
seg̈uent:

A =

 1 1 α

α 1 1
1 α 1

 .

Tenim que la seva matriu transposadaés

At
=

 1 α 1
1 1 α

α 1 1

 .

Cal imposar, doncs, que
At

= A ,

és a dir,  1 α 1
1 1 α

α 1 1

 =

 1 1 α

α 1 1
1 α 1

 .

I és clar ara que, igualant coeficient a coeficient d’ambdues matrius, s’obté que la
condicío que s’ha de verificaŕes

α = 1 .
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Exemple 1.54Estudiem el rangde la matriu anterior en funció del par̀ametreα: 1 1 α

α 1 1
1 α 1

 .

Triangulem–la fent servir elmètode de Gauss: 1 1 α

α 1 1
1 α 1


F2∼F2−αF1
F3∼F3−F1

'

 1 1 α

0 1− α 1 − α2

0 α − 1 1− α

 .

El segon element de la segona fila no s’anul.la si, i noḿes si,α 6= 1. Continuem, doncs,
suposant queα 6= 1 i deixem el casα = 1 per analitzar després: 1 1 α

0 1 − α 1 − α2

0 α − 1 1− α


F3∼F3+F2

'

 1 1 α

0 1 − α 1 − α2

0 0 2− α − α2

 .

I tenim que2 − α − α2
= 0 si, i noḿes si,α = 1 o α = −2.

Per tant, siα 6= 1, −2, cap de les tres files no s’anul.la completamenti, en con-
seq̈uència,rang(A) = 3.

A més a ḿes, siα = −2, és clar querang(A) = 2, ja quela darrera filáes completament
nul.la, per̀o no aix́ı les dues primeres.

I, finalment, siα = 1, és evident, a la vista de quinaés la matriuA, querang(A) = 1.
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José M. Moreno

Vicenç Sales
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Exemple 1.55Estudiemel sistema seg̈uent en funcío del par̀ametreα:

x + y + αz = 1

αx + y + z = α2

x + αy + z = α

 .

Triangulem el sistema fent servir elmètode de Gauss: 1 1 α 1
α 1 1 α2

1 α 1 α


F2∼F2−αF1
F3∼F3−F1

'

 1 1 α 1
0 1− α 1 − α2 α2

− α

0 α − 1 1− α α − 1

 .

El segon element de la segona fila no s’anul.la si, i noḿes si,α 6= 1. Continuem, doncs,
suposant queα 6= 1 i deixem el casα = 1 per analitzar després: 1 1 α 1

0 1 − α 1 − α2 α2
− α

0 α − 1 1− α α − 1


F3∼F3+F2

'

 1 1 α 1
0 1 − α 1 − α2 α2

− α

0 0 2− α − α2 α2
− 1

 .

Com que2 − α − α2
= 0 si, i noḿes si,α = 1 o α = −2, és clar que siα 6= 1, −2,

tenim querangA = rang(A|B) = 3 i el sistemáescompatible determinat.

Si α = −2, substituint a la darrera matriu, veiem querangA = 2 i rang(A|B) = 3.
Per tant, el sistemáesincompatible.

Finalment, quanα = 1, és clar querang(A) = rang(A|B) = 1. En conseq̈uència, el
sistemáescompatible indeterminat amb dos graus de llibertat.
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Exemple 1.56Resolguemel sistema anterior en funció del par̀ametreα:

x + y + αz = 1

αx + y + z = α2

x + αy + z = α

 .

En l’exemple precedent, hem vist que siα 6= 1, −2, el sistema eracompatible deter-
minati la matriu obtinguda després de la triangulació del sistema era 1 1 α 1

0 1 − α 1 − α2 α2
− α

0 0 2 − α − α2 α2
− 1

 .

Aleshores,substituint cap endarrera, s’obt́e fàcilment que lasolucío, en funcío del
par̀ametreα, és

x = 1 − α ·

(
−

α + 1

α + 2

)
−

1

α + 2
=

(α + 1)2

α + 2

y =

α2
− α −

(
1 − α2

)
·

(
−

α + 1

α + 2

)
1 − α

=
1

α + 2

z =
α2

− 1

2 − α − α2
= −

α + 1

α + 2


.

I si α = 1, hem vist que el sistema eracompatible indeterminat amb dos graus de
llibertat. La sevasolucío general–en forma param̀etrica– és,òbviament,

x = 1 − λ − µ

y = λ

z = µ

 .
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Exemple 1.57Anem a analitzar ara per quins valors del paràmetreα la matriu seg̈uent
ésregulari per quinséssingular. I, en aquest́ultim cas, buscarem unamatriu quadrada
no nul.la X que, multiplicada perA, sigui la matriu nul.la:

A =

 1 1 α

α 1 1
1 α 1

 .

Com que ja hem vist, després de triangular–la fent servir elmètode de Gauss, que
rang(A) = 3 si, i noḿes si,α 6= 1, −2, dedüım queés regularquanα 6= 1, −2 i
singularsi α = 1 o α = −2.

Llavors, siα = 1, una solucío del sistema homogeniAX = 0 1 1 1 0
1 1 1 0
1 1 1 0


ésx = 1, y = −1 i z = 0, d’on s’obt́e queuna possible matriu solució és

X =

 1 1 1
−1 −1 −1

0 0 0

 .

Anàlogament, siα = −2, el sistema homogeni ila possible matriu solució són ara 1 1 −2 0
−2 1 1 0

1 −2 1 0

 i X =

 1 1 1
1 1 1
1 1 1

 ,

respectivament.
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Exemple 1.58Calculem lainversade la matriu dels exemples precedentsen funcío del
par̀ametreα pels casos en què és regular:

A =

 1 1 α

α 1 1
1 α 1

 .

Sabem queA ésregularquanα 6= 1, −2. Plantegem, en tal cas, l’equacío matricial
AX = I i resolguem–la pelmètode de Gauss–Jordan: 1 1 α 1 0 0

α 1 1 0 1 0
1 α 1 0 0 1


F2∼F2−αF1
F3∼F3−F1

'

 1 1 α 1 0 0
0 1 − α 1 − α2

−α 1 0
0 α − 1 1− α −1 0 1


F1∼(α−1)F1+F2

F3∼F3+F2

'

 α − 1 0 1− α −1 1 0
0 1− α 1 − α2

−α 1 0
0 0 2 − α − α2

−1 − α 1 1


F1∼F3−(α+2)F1

F2∼(α+2)F2−(α+1)F3

'

 (α + 2)(1 − α) 0 0 1 −α − 1 1
0 (α + 2)(1 − α) 0 1 1 −α − 1
0 0 (α + 2)(1 − α) −α − 1 1 1

 ,

ja que2 − α − α2
= (α + 2)(1 − α) i α2

− 1 = (α + 1)(α − 1).

Per tant, perα 6= 1, −2, tenim:

A−1
=

1

(α + 2)(α − 1)
·

 −1 α + 1 −1
−1 −1 α + 1

α + 1 −1 −1

 .
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2 Determinants

2.1 Determinants

Teorema 2.1Existeix una única aplicació del conjunt de matrius quadrades d’or-
dre n a coeficients reals –o complexos– en el conjunt dels números reals –
respectivament complexos– que a cada matriu quadrada A li associa un número,
representat per det(A), amb les propietats següents:

(a) És una funció multilineal de les columnes, és a dir:

• Si una columna es descompon en una suma, Ai
= Bi

+ Ci , aleshores

det(A1
· · · Ai

· · · An) = det(A1
· · · Bi

· · · An) + det(A1
· · · Ci

· · · An) .

• Si en una columna es treu un factor comú, Ai
= αBi , aleshores

det(A1
· · · Ai

· · · An) = α det(A1
· · · Bi

· · · An) .

(b) És una funció alternadade les columnes, és a dir, si dues columnes són iguals,
Ai

= A j , el valor és 0:

det(A1
· · · Ai

· · · A j
· · · An) = 0 .

(c) El valor corresponent a la matriu identitat és 1:

det(I ) = 1 .

Definició 2.2 Aquesta aplicació s’anomenadeterminant i el valor det(A) que
correspon a cada matriu quadradaA s’anomenadeterminant d’ A.
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En particular, eldeterminantd’una matriu quadradaA =

(
a1

1 a2
1

a1
2 a2

2

)
d’ordre 2és

det(A) =

∣∣∣∣ a1
1 a2

1
a1

2 a2
2

∣∣∣∣ = a1
1a2

2−a2
1a1

2

que, gr̀aficament, ve representat per l’esquema

Exemple 2.3Calculem el seg̈uentdeterminant d’ordre 2:∣∣∣∣−2 1
3 −3

∣∣∣∣ = (−2)(−3) − 1 · 3 = 3 .

Igualment, eldeterminantd’una matriu quadradaA =

 a1
1 a2

1 a3
1

a1
2 a2

2 a3
2

a1
3 a2

3 a3
3

 d’ordre 3és

det(A) =

∣∣∣∣∣∣
a1

1 a2
1 a3

1
a1

2 a2
2 a3

2
a1

3 a2
3 a3

3

∣∣∣∣∣∣ = a1
1a2

2a3
3 + a2

1a3
2a1

3 + a3
1a1

2a2
3−a3

1a2
2a1

3 − a2
1a1

2a3
3 − a1

1a3
2a2

3

que, gr̀aficament, ve donat per l’esquema següent, anomenatregla de Sarrus:

Exemple 2.4Calculem el seg̈uentdeterminant d’ordre 3:∣∣∣∣∣∣
3 −3 −5

−3 2 4
2 −5 7

∣∣∣∣∣∣ = 42− 24− 75+ 20− 63+ 60 = −40.
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Proposició 2.5 Sigui A una matriu quadrada.
(a) Si A té una columna de zeros, llavors det(A) = 0.
(b) Si permutem dues columnes d’A, el determinant canvia de signe:

det(A1
· · · Ai

· · · A j
· · · An) = − det(A1

· · · A j
· · · Ai

· · · An) .

(c) Si a una columna li sumem un múltiple d’una altra, el determinant no varia:

det(A1
· · · Ai

+ αA j
· · · A j

· · · An) = det(A1
· · · Ai

· · · A j
· · · An) .

(d) det(A) = 0 si, i només si, les columnes d’A són linealment dependents.

Totes aquestes propietats són igualment v̀alides perfilesen lloc decolumnes.

Exemple 2.6Calculem el seg̈uentdeterminant d’ordre 3:∣∣∣∣∣∣
3 −3 −5 + 3α

−3 2 4− 2α

2 −5 7+ 5α

∣∣∣∣∣∣ .
Tenim: ∣∣∣∣∣∣

3 −3 −5 + 3α

−3 2 4 − 2α

2 −5 7 + 5α

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
3 −3 −5

−3 2 4
2 −5 7

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣

3 −3 3α

−3 2 −2α

2 −5 5α

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
3 −3 −5

−3 2 4
2 −5 7

∣∣∣∣∣∣+ α

∣∣∣∣∣∣
3 −3 3

−3 2 −2
2 −5 5

∣∣∣∣∣∣ = −40,

ja que elprimer determinant́es el del darrer exemple, mentre que elsegonés 0perqùe
les dueśultimes columnes śon les mateixes, però canviades de signe.
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Proposició 2.7 Si A és triangular, el seu determinant és el producte dels elements
de la diagonal:

det(A) = a1
1a2

2 · · · an
n .

Observacío 2.8 Aplicantoperacions elementals, es pot arribar a una matriu triangular,
el determinant de la qualés el producte dels coeficients de la diagonal principal. Només
cal tenir en compte, doncs, cóm les transformacions elementals modifiquen el valor del
determinant. Aquest́es elmètode de Gaussper al c̀alcul de determinants.

Exemple 2.9Càlcul del determinant∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −5 4 3
3 −4 7 5
4 −9 8 5

−3 2 −5 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ .∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −5 4 3
3 −4 7 5
4 −9 8 5

−3 2 −5 3

∣∣∣∣∣∣∣∣F2∼2F2−3F1
F3∼F3−2F1
F4∼2F4+3F1

=
1

2

1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −5 4 3
0 7 2 1
0 1 0 −1
0 −11 2 15

∣∣∣∣∣∣∣∣ F3∼7F3−F2
F4∼7F4+11F2

=

1

4

1

7

1

7

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −5 4 3
0 7 2 1
0 0 −2 −8
0 0 36 116

∣∣∣∣∣∣∣∣
F4∼F4+18F3

=
1

4

1

49

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −5 4 3
0 7 2 1
0 0 −2 −8
0 0 0 −28

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

2 · 7 · (−2) · (−28)

4 · 49
= 4 .
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Àlgebra Lineal

Rafel Amer

Francesc Carreras
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Proposició 2.10 det(At) = det(A).

Proposició 2.11 (a) det(αA) = αn det(A), essent n l’ordre de la matriu A.
(b) det(AB) = det(A) det(B).

Proposició 2.12 (a) det(−A) = (−1)n det(A), essent n l’ordre de la matriu A.
(b) det(Ak) = (det(A))k, per qualsevol nombre natural k.

Exemple 2.13Si A i B són matrius quadrades d’ordre 2ambdet(A) = 4 i det(B) = 3,

det

(
−

1

2
At B2

)
=

(
−

1

2

)2

det(At) det(B2) =
1

4
det(A)(det(B))2

=
1

4
· 4 · 32

= 9 .

Teorema 2.14Una matriu quadrada A és regular si, i només si, det(A) 6= 0.

I, en tal cas, det(A−1) =
1

det(A)
.

Definició 2.15Les matrius regulars ambdeterminant positius’anomenendirectes;
i les dedeterminant negatiu, inverses.

Exemple 2.16La matriu  1 −2 −2
−2 1 −2
−2 −2 1


ésregulari inversa, ja que el seudeterminant́es igual a−27.
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Definició 2.17 Una matriuA ésortogonal si, i noḿes si,At A = I .

Proposició 2.18 Una matriu quadrada A és ortogonal si, i només si, A−1
= At .

En particular, lesmatrius quadrades ortogonals són regulars.

Proposició 2.19 (a) El producte de matrius ortogonals és també ortogonal.
(b) Si una matriu quadrada és ortogonal, llavors la seva matriu transposada o in-
versa -ja que coincideixen- és també ortogonal.

Proposició 2.20 El determinant de tota matriu ortogonal quadrada és 1 o −1.

Per tant, les matrius ortogonalsdirectessón les que tenen determinant1; i les inverses,
les de determinant igual a−1.

Exemple 2.21La matriu

A =
1

3

 1 −2 −2
−2 1 −2
−2 −2 1


ésortogonalperqùe

At
· A =

1

3

 1 −2 −2
−2 1 −2
−2 −2 1

 1

3

 1 −2 −2
−2 1 −2
−2 −2 1

 = I .

I com quedet(A) =

(
1

3

)3

· (−27) = −1, és, a ḿes a ḿes,inversa.
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José M. Moreno

Vicenç Sales
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2.2 Menors

Definició 2.22 S’anomenamenor d’ordre r d’una matriuA ∈ Mm×n(R) al de-
terminant de qualsevol submatriu quadradad’ordrer de la matriuA.

Elsmenors d’ordre 1són elselements de la matriu.

Definició 2.23 Direm que un menorM ′ contéun menorM si la submatriu corres-
ponent aM ′ cont́e a la submatriu que correspon aM .

Exemple 2.24Considerem la matriu

A =


2 −1 3 4 5
3 0 4 1 2

−5 −2 −6 5 4
1 2 3 2 1


Llavors el menor ∣∣∣∣ 2 −1

3 0

∣∣∣∣ = 3

és unmenor d’ordre 2d’ A, mentre que∣∣∣∣∣∣
2 −1 3
3 0 4

−5 −2 −6

∣∣∣∣∣∣ = 0

és unmenor d’ordre 3d’ A quecont́eel menor anterior.
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Proposició 2.25 r files d’una matriu A són linealment dependents si, i només si,
tots els menors d’ordre r obtinguts a partir d’aquestes files són iguals a 0.

Proposició 2.26Si r files d’una matriu A són linealment independents, llavors una
altra fila és combinació lineal d’aquestes si, i només si, tots els menors obtinguts
afegint la nova fila i cadascuna de les altres columnes són iguals a 0.

Totes aquestes propietats són igualment v̀alides percolumnesen lloc defiles.

Exemple 2.27Considerem la matriu anterior

A =


2 −1 3 4 5
3 0 4 1 2

−5 −2 −6 5 4
1 2 3 2 1

 .

És clar que el menor d’ordre 2 ∣∣∣∣ 2 −1
3 0

∣∣∣∣ = 3

ésno nuli, en conseq̈uència,les dues primeres files –i també les dues primeres columnes–
són linealment independents. I com que els menors obtinguts“orlant” aquest amb la
tercera fila i cadascuna de les altres columnes són totsnuls∣∣∣∣∣∣

2 −1 3
3 0 4

−5 −2 −6

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
2 −1 4
3 0 1

−5 −2 5

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
2 −1 5
3 0 2

−5 −2 4

∣∣∣∣∣∣ = 0 ,

dedüım que latercera filáes combinacío lineal de les dues primeres.
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Àlgebra Lineal

Rafel Amer

Francesc Carreras
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Proposició 2.28 Una matriu A verifica que rangA ≥ r si, i només si, conté un
menor no nul d’ordre r .

Exemple 2.29En la matriu anterior

A =


2 −1 3 4 5
3 0 4 1 2

−5 −2 −6 5 4
1 2 3 2 1

 ,

donat que el menor d’ordre 3 format per les dues primeres i la darrera fila i per les tres
primeres columnes

M =

∣∣∣∣∣∣
2 −1 3
3 0 4
1 2 3

∣∣∣∣∣∣ = 7 6= 0

ésno nul, sabem ja querangA ≥ 3.

En particular, tenim la coneguda caracterització seg̈uent del rang.

Proposició 2.30 El rang d’una matriu A és l’ordre del major menor no nul que
conté.

Aquesta proposició ens d́ona una manera de saber sirangA = r : quan tenim un menor
M d’ordre r no nul, comprovem sitots els menors d’ordrer + 1 śon nuls. Ara b́e,
segons el seg̈uent resultat noḿes cal considerar els menors obtinguts“orlant” M .
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Àlgebra Lineal

Rafel Amer

Francesc Carreras
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Vicenç Sales

Josep Tudurı́

JJ II

J I

Imprimir

Tancar

Sortir

Pàgina 36 de194

Teorema 2.31Càlcul del rang per menors.
El rang és r si, i només si, hi ha algun menor no nul d’ordre r i els menors d’ordre
r + 1 que el contenen són nuls.

Exemple 2.32Calculemper menors el rangde la matriu anterior

A =


2 −1 3 4 5
3 0 4 1 2

−5 −2 −6 5 4
1 2 3 2 1

 .

Ja hem vist que rangA ≥ 3, ja que el menor

M =

∣∣∣∣∣∣
2 −1 3
3 0 4
1 2 3

∣∣∣∣∣∣ = 7 6= 0

és no nul.

Aleshores, donat que elrang no pot ser 4(perqùe la tercera filáes combinacío lineal de
les dues primeres i, per tant, no poden haver–hi quatre files linealment independents),
dedüım querangA = 3.

Observacío 2.33 Observem que en el raonament anterior hem fetús del concepte de
combinacío lineal de filesper trobar r̀apidament el rang de la matriu. Aquesta forma
de procediŕes interessant aplicar–la sempre que sigui possible.
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Definició 2.34 El sistemaAX = B ésde Cramer si, i noḿes si,A ésregular.

Teorema 2.35Regla de Cramer.
Si AX = B és de Cramer i A1, A2, . . . , An són les columnes de la matriu A,

xi =
det(A1 A2

· · · B · · · An)

det(A1 A2 · · · Ai · · · An)
per a i = 1, 2, . . . , n.

Exemple 2.36Resolucío del sistema d’equacions

3x − 2y + z = −14

4x + y − 3z = 1

−2x + 3y + 5z = 3

 , és a dir,

 3 −2 1
4 1 −3

−2 3 5

 x
y
z

 =

−14
1
3

 .

Com quedet(A) = 84 6= 0, el sistemáesde Crameri la sevasolucío és

x =

∣∣∣∣∣∣
−14 −2 1

1 1 −3
3 3 5

∣∣∣∣∣∣
84

=
−168

84
= −2

y =

∣∣∣∣∣∣
3 −14 1
4 1 −3

−2 3 5

∣∣∣∣∣∣
84

=
252

84
= 3

z =

∣∣∣∣∣∣
3 −2 −14
4 1 1

−2 3 3

∣∣∣∣∣∣
84

=
−168

84
= −2 .
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Àlgebra Lineal

Rafel Amer

Francesc Carreras
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Observacío 2.37 QuanAX = B éscompatible, per̀o no és de Cramer, cal suprimir
les equacionsno corresponents a les files del menor no nul d’ordre màxim i passar a
l’altre costat les inc̀ognitesque no śon del menor. Aquest́es elmètode de Cramer.

Exemple 2.38Resolucío del sistema
2x − y + z = 3

−2x + y − 3z = −2

4x − 2y = 7

 , és a dir,

 2 −1 1
−2 1 −3

4 −2 0

 x
y
z

 =

 3
−2

7

 .

Com quedet(A) = 0, el sistemano és de Cramer, per̀o és evident que∣∣∣∣−1 1
1 −3

∣∣∣∣ = 2

és unmenor no nul d’ordre m̀axim d’A i (A|B), ja que∣∣∣∣∣∣
−1 1 3

1 −3 −2
−2 0 7

∣∣∣∣∣∣ = 0 .

Aleshores, eliminant la tercera equació i passant els termes enx a la dreta, queda:

−y + z = 3 − 2x

y − 3z = −2 + 2x

}
.

La solucío del sistemaen forma expĺıcita és, doncs,

y =

∣∣∣∣ 3 − 2x 1
−2 + 2x −3

∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣ 3 1
−2 −3

∣∣∣∣+ x

∣∣∣∣−2 1
2 −3

∣∣∣∣
2

=
−7 + 4x

2

z =

∣∣∣∣−1 3 − 2x
1 −2 + 2x

∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣−1 3
1 −2

∣∣∣∣+ x

∣∣∣∣−1 −2
1 2

∣∣∣∣
2

=
−1

2
.
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Àlgebra Lineal

Rafel Amer

Francesc Carreras
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2.3 Traces i adjunts

Definició 2.39 Donada una matriu quadradaA ∈ Mn×n(R), s’anomenamenor
centrat de A a tot menor corresponent a files i columnes del mateix ordre.

Exemple 2.40Donada la matriu d’ordre 4

A =


2 −5 4 3
3 −4 7 5
4 −9 8 5

−3 2 −5 3

 ,

el menor centratcorresponent a lesfiles i columnes primera, segona i quartaés∣∣∣∣∣∣
2 −5 3
3 −4 5

−3 2 3

∣∣∣∣∣∣ = 58.

És interessant remarcar que elsmenors centrats corresponents a una sola fila i columna
no śon res ḿes que elselements de la seva diagonal.

Exemple 2.41En el cas de la matriu anterior, elmenor centrat corresponent la tercera
fila i columnaés ∣∣ 8

∣∣ = 8 .
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Definició 2.42 Donada una matriu quadradaA ∈ Mn×n(R), s’anomenatraça
d’ordre k de A, trk(A), a lasuma de tots els seus menors centrats d’ordrek.

La traça d’ordre 1s’anomena simplementtraça, se sol representar pertr (A) i és igual
a lasuma dels elements de la diagonalde la matriuA.

I la traça d’ordren d’una matriu nóes res ḿes que el seudeterminant.

Exemple 2.43Donada la matriu d’ordre 4

A =


2 −5 4 3
3 −4 7 5
4 −9 8 5

−3 2 −5 3

 ,

la sevatraça d’ordre 3́es

tr3(A) =

∣∣∣∣∣∣
2 −5 4
3 −4 7
4 −9 8

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣

2 −5 3
3 −4 5

−3 2 3

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣

2 4 3
4 8 5

−3 −5 3

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
−4 7 5
−9 8 5

2 −5 3

∣∣∣∣∣∣
= −2 + 58+ 2 + 208= 266,

mentre que la sevatraçaés

tr (A) = 2 − 4 + 8 + 3 = 9 .
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Definició 2.44 Donada una matriu quadradaA ∈ Mn×n(R) i fixat un coeficient
a j

i , si A j −
i − és la submatriu d’ordren − 1 que s’obt́e eliminant la filai i la columna

j , s’anomenaadjunt dea j
i al menor d’aquesta submatriumultiplicat per(−1)i + j :

A j
i = (−1)i + j det(A j −

i − ) .

És f̀acil recordar el signe corresponent a cada coeficient amb l’ajut de l’esquema següent:
+ − + − · · ·

− + − + · · ·

+ − + − · · ·

...
...

...
...

. . .

 .

Exemple 2.45Donada la matriu d’ordre 4

A =


2 −5 4 3
3 −4 7 5
4 −9 8 5

−3 2 −5 3

 ,

tenim que l’adjuntdel coeficienta3
3 = 8 és

A3
3 = (−1)3+3 det(A3−

3−
) =

∣∣∣∣∣∣
2 −5 3
3 −4 5

−3 2 3

∣∣∣∣∣∣ = 58.
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Vicenç Sales

Josep Tudurı́

JJ II

J I

Imprimir

Tancar

Sortir
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Teorema 2.46Regla de Laplace.
Donades una fila i o una columna j qualssevol d’una matriu quadrada A, es té que

det(A) = a1
i A1

i + a2
i A2

i + · · · + an
i An

i = a j
1 A j

1 + a j
2 A j

2 + · · · + a j
n A j

n .

És convenient aplicar la Regla de Laplacedesenvolupant per una lı́neaque tingui el
màxim de zerospossible. Aquests es poden introduir fent serviroperacions elementals.

Exemple 2.47Calculem eldeterminantde la matriuA anterior∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −5 4 3
3 −4 7 5
4 −9 8 5

−3 2 −5 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Fixem el darrer element de la primera fila, per exemple, ipivotemsobre ell perposar
zerosa la resta d’elements de l´última columna:∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −5 4 3
3 −4 7 5
4 −9 8 5

−3 2 −5 3

∣∣∣∣∣∣∣∣F2∼3F2−5F1
F3∼3F3−5F1
F4∼F4−F1

=
1

3
·

1

3
·

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −5 4 3

−1 13 1 0
2 −2 4 0

−5 7 −9 0

∣∣∣∣∣∣∣∣

=
1

3
·

1

3
· (−3) ·

∣∣∣∣∣∣
−1 13 1

2 −2 4
−5 7 −9

∣∣∣∣∣∣ = 4 .
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Definició 2.48Si A ∈ Mn×n(R) és una matriu quadrada, lamatriu adjunta de A,
Aad, és la que resulta de substituir cadacoeficienta j

i de A pel seuadjuntA j
i .

Proposició 2.49 (a) Si rang(A) ≤ n − 2, llavors Aad
= 0.

(b) Si rang(A) = n − 1, es té que rang(Aad) = 1.
(c) Si A és regular, aleshores Aad és també regular.

Exemple 2.50Càlcul de l’adjuntade la matriu

A =


2 −5 4 3
3 −4 7 5
4 −9 8 5

−3 2 −5 3

 .

En un exemple anterior, hem vist que l’adjuntde l’elementa3
3 = 8 és

A3
3 = (−1)3+3 det(A3−

3−
) =

∣∣∣∣∣∣
2 −5 3
3 −4 5

−3 2 3

∣∣∣∣∣∣ = 58.

Calculant aǹalogament la resta d’adjuntsdels coeficients deA, s’obt́e:

Aad
=


208 22 −98 30
10 2 −4 2

−124 −14 58 −18
−18 −2 8 −2

 .
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Proposició 2.51 (a) (Aad)t
= (At)ad.

(b) A · (Aad)t
= (Aad)t

· A = (detA) · I .

Teorema 2.52(a) Si A és singular, llavors

A · (Aad)t
= (Aad)t

· A = 0 ,

essent 0 la matriu nul.la.
(b) Si A és regular, aleshores

A−1
=

1

detA
(Aad)t .

Exemple 2.53Càlcul de lainversade la matriu

A =


2 −5 4 3
3 −4 7 5
4 −9 8 5

−3 2 −5 3

 .

Com quedet(A) = 4, la sevainversaés

A−1
=

1

4


208 22 −98 30
10 2 −4 2

−124 −14 58 −18
−18 −2 8 −2


t

=
1

2


104 5 −62 −9
11 1 −7 −1

−49 −2 29 4
15 1 −9 −1

 .
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2.4 Recapitulació

Exemple 2.54Calculem eldeterminantde la matriu seg̈uent

A =

 α 1 1
1 α 1
1 1 α


en funcío del par̀ametreα i analitzem en quins casoséssingulari en quinsésregular.

En casos com aquest i similars en què la matriu, per exemple,té els mateixos elements
per files o per columnes excepte l’ordre, ésútil sumar totes les altres files o columnes
a una donada. Tenim aixı́:

det(A) =

∣∣∣∣∣∣
α 1 1
1 α 1
1 1 α

∣∣∣∣∣∣
F1∼F1+F2+F3

=

∣∣∣∣∣∣
α + 2 α + 2 α + 2

1 α 1
1 1 α

∣∣∣∣∣∣
= (α + 2) ·

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
1 α 1
1 1 α

∣∣∣∣∣∣F2∼F2−F1
F3∼F3−F1

= (α + 2) ·

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
0 α − 1 0
0 0 α − 1

∣∣∣∣∣∣
= (α − 1)2(α + 2) .

En particular, els valors pels quals aquestdeterminant s’anul.la són α = 1 i α = −2.
Per tant, siα = 1 o α = −2 la matriuA éssingular.

I, en canvi, siα 6= 1 i − 2, el determinant́es diferent de zeroi la matriu A és, doncs,
regular.
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Exemple 2.55Analitzem, a continuacío, per quins valors del paràmetreα, la matriu
anterior

A =

 α 1 1
1 α 1
1 1 α


ésortogonal.

Per tal que ho sigui, cal que
At A = I .

En el nostre cas, α 1 1
1 α 1
1 1 α

 α 1 1
1 α 1
1 1 α

 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ,

és a dir,  α2
+ 2 2α + 1 2α + 1

2α + 1 α2
+ 2 2α + 1

2α + 1 2α + 1 α2
+ 2

 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .

Això equival, per tant, a que

α2
+ 2 = 1 i 2α + 1 = 0

que,òbviament,́esimpossible.

En conseq̈uència, es dedueix que aquesta matriuno és ortogonal per cap valor del
par̀ametreα.
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Exemple 2.56Estudiem el rangde la matriu anterior en funció del par̀ametreα:

A =

 α 1 1
1 α 1
1 1 α

 .

En primer lloc, ja hem vist que siα 6= 1, −2, la matriu A és regular i, per tant,
rang(A) = 3.

Si α = 1, la matriuA és  1 1 1
1 1 1
1 1 1


i és clar, llavors, querang(A) = 1.

I si α = −2, la matriuA és −2 1 1
1 −2 1
1 1 −2

 .

Aleshores, per exemple, el menor d’ordre 2 format per les dues primeres files i colum-
nesésno nul:

M =

∣∣∣∣−2 1
1 −2

∣∣∣∣ = 3 .

I, en conseq̈uència, com que la matriuA no pot tenir rang igual a 3, es dedueix que
rang(A) = 2.
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Exemple 2.57Estudiem i resolguemel sistema seg̈uent en funcío del par̀ametreα:

αx + y + z = 1

x + αy + z = α

x + y + αz = α2

 .

Si α 6= 1, −2, la matriu del sistemáes regulari, aplicant laregla de Cramer, s’obt́e:

x =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
α α 1
α2 1 α

∣∣∣∣∣∣
(α − 1)2(α + 2)

= −
α + 1

α + 2

y =

∣∣∣∣∣∣
α 1 1
1 α 1
1 α2 α

∣∣∣∣∣∣
(α − 1)2(α + 2)

=
1

α + 2

z =

∣∣∣∣∣∣
α 1 1
1 α α

1 1 α2

∣∣∣∣∣∣
(α − 1)2(α + 2)

=
(α + 1)2

α + 2



.

Si α = 1, és clar querang(A) = rang(A|B) = 1. Llavors, el sistemáescompatible
indeterminat amb dos graus de llibertati la sevasolucío generalenforma expĺıcita és

x = 1 − y − z .

I si α = −2, ∣∣∣∣∣∣
−2 1 1

1 −2 −2
1 1 4

∣∣∣∣∣∣ = 9 6= 0 .

Per tant,rang(A|B) = 3. I com querang(A) = 2, el sistemáesincompatible.
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Exemple 2.58Considerem la matriu anterior

A =

 α 1 1
1 α 1
1 1 α

 .

Sabem ja quéessingularquanα = 1 o α = −2.

En el cas queα = 1, obtenim

A =

 1 1 1
1 1 1
1 1 1

 ,

ambrang(A) = 1 < 3 − 1. I es t́e que

Aad
=

 0 0 0
0 0 0
0 0 0


efectivament. I siα = −2, queda

A =

−2 1 1
1 −2 1
1 1 −2

 ,

ambrang(A) = 2 = 3 − 1 ara. I

Aad
=

 3 3 3
3 3 3
3 3 3

 ,

verificant–se evidentment que

A · (Aad)t
= (Aad)t

· A = 0 .
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Pàgina 50 de194

Exemple 2.59Ja hem vist que la matriu dels exemples anteriors

A =

 α 1 1
1 α 1
1 1 α


ésregularquanα 6= 1, −2.

En tal cas, la sevaadjuntaés

Aad
=

 α2
− 1 1− α 1 − α

1 − α α2
− 1 1− α

1 − α 1 − α α2
− 1

 ,

és a dir,

Aad
= (α − 1)

 α + 1 −1 −1
−1 α + 1 −1
−1 −1 α + 1

 .

I, tenint en compte quedet(A) = (α − 1)2(α + 2), la inversade la matriuA en funcío
del par̀ametreα quanα 6= 1, −2 és

A−1
=

1

(α − 1)2(α + 2)
(α − 1)

 α + 1 −1 −1
−1 α + 1 −1
−1 −1 α + 1


=

1

(α − 1)(α + 2)

 α + 1 −1 −1
−1 α + 1 −1
−1 −1 α + 1

 .
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3 Espais vectorials

3.1 Espais vectorials

SiguiRn
= R × R ×

n
^
· · · × R. Els seus elementsEx = (x1, x2, . . . , xn) els anomenarem

vectors. Es defineixen dues operacions en aquest conjunt.

Definició 3.1 La sumadels vectorsEx = (x1, x2, . . . , xn), Ey = (y1, y2, . . . , yn) ∈

Rn és el vector
Ex + Ey = (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn).

I el producte de l’escalarα ∈ R pel vectorEx ∈ Rn és el vector

αEx = (αx1, αx2, . . . , αxn) .

Proposició 3.2 (a) Associativa: (Ex + Ey) + Ez = Ex + (Ey + Ez).
(b) Commutativa: Ex + Ey = Ey + Ex.
(c) Neutre: Existeix un vector E0 tal que E0 + Ex = Ex per a tot vector Ex.
(d) Oposat: Per a cada vector Ex, existeix un vector −Ex tal que Ex + (−Ex) = 0.
(e) Distributiva del producte per a la suma de vectors: α(Ex + Ey) = αEx + αEy.
(f) Distributiva del producte per a la suma d’escalars: (α + β)Ex = αEx + β Ex.
(g) Compatibilitat: α(β Ex) = (αβ)Ex.
(h) Unitat: 1Ex = Ex.

Es diu queRn, amb aquestes operacions,és l’espai vectorial num̀ericde dimensío n.
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Definició 3.3 Tot conjunt E provist d’unasumai un productecom aquest que
compleixin les vuit propietats anteriors s’anomenaespai vectorial.

Els elements d’E s’anomenenvectors, mentre que els ńumeros reals s’anomenenes-
calars. Com a cas lı́mit, tenim l’espai vectorialnul: {E0}.

Observacío 3.4 Elsconjunts de matriusMm×n(R), amb la suma i el producte per esca-
lars coneguts, śon espais vectorials. Podem identificarRn ambM1×n(R) o Mn×1(R),
segons si escrivim els vectors en fila o en columna.

Ex

Ey
Ex + Ey

Ex 2Ex 3Ex

−Ex−2Ex

Definició 3.5 A E0 se l’anomena elvector nul, i a −Ex el vector oposatde Ex.

A Rn, el vectornul és elE0 = (0, . . . , 0) i l’ oposatde Ex és el−Ex = (−x1, . . . ,−xn).

Proposició 3.6 Per a cada vector Ex i cada escalar α es compleix:
(a) 0 · Ex = E0 i α · E0 = E0.
(b) αEx = E0 H⇒ α = 0 ó Ex = E0.
(c) (−α)Ex = α(−Ex) = −(αEx).

Exemple 3.7Si Ex = (1, 2, −3) i Ey = (−1, 0, 3), aleshores

Ex + Ey = (1, 2, −3)+(−1, 0, 3) = (0, 2, 0) i −2Ex = −2(1, 2, −3) = (−2, −4, 6) .
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Definició 3.8 Se’n diu que un vectorEx és combinació lineal dels vectors
Ee1, Ee2, . . . , Eek si, i noḿes si,existeixenescalarsα1, α2, . . . , αk tals que

Ex = α1Ee1 + α2Ee2 + · · · + αkEek .

Ee1

Ee2
α1Ee1 + α2Ee2

Exemple 3.9Veiem si el vector(5, −2, 1) éscombinacío linealdels vectors(2, −1, 0)

i (0, 2, 1). Cal veure siexisteixen escalarsα, β ∈ R tals que

(5, −2, 1) = α(2, −1, 0) + β(0, 2, 1) .

Igualant component a component, obtenim el sistema d’equacions

2α = 5

−α + 2β = −2

β = 1


que, evidentment,́es incompatiblei, per tant, el vector(5, −2, 1) no és combinacío
linealdels vectors(2, −1, 0) i (0, 2, 1).
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Definició 3.10 {Ee1, Ee2, . . . , Eek} són linealment dependentssi, i noḿes si,existei-
xen escalarsα1, α2, . . . , αk no tots nulstals que

α1Ee1 + α2Ee2 + · · · + αkEek = E0 .

Per tant, direm que{Ee1, Ee2, . . . , Eek} són linealment independentssi, i noḿes si,

α1Ee1 + α2Ee2 + · · · + αkEek = E0 H⇒ α1 = α2 = · · · = αk = 0 .

Proposició 3.11 (a) Si k > 1, {Ee1, Ee2, . . . , Eek} són linealment dependents si, i
només si, algun d’ells és combinació lineal dels altres. I si k = 1, cal que Ee1 = E0.
(b) {Ee1, Ee2, . . . , Eek} són linealment independents si, i només si, cap d’ells és nul ni
combinació lineal dels altres.

L. dependents L. independents

Exemple 3.12Veiem si{(2, −1, 0), (0, 2, 1), (5, −2, 1)} són linealment dependents o
independents. Deα(2, −1, 0) + β(0, 2, 1) + γ (5, −2, 1) = (0, 0, 0), s’obt́e:

2α + 5γ = 0

−α + 2β − 2γ = 0

β + γ = 0


 2 0 5 0

−1 2 −2 0
0 1 1 0


F2∼2F2+F1

'

 2 0 5 0
0 4 1 0
0 1 1 0

 .

Aleshores, com que aquest sistema homogeniés compatible determinat, es dedueix que
té la solucío trivial nomési, per tant, els vectors són linealment independents.
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Definició 3.13Direm que{Ee1, Ee2, . . . , Eek} és unsistema de generadorsde l’espai
si, i noḿes si, tot vector de l’espaíescombinacío lineal d’ells, és a dir, per tot
vectorEx, existeixen escalarsα1, α2, . . . , αk tals que

Ex = α1Ee1 + α2Ee2 + · · · + αkEek .

Proposició 3.14 Suposem que {Ee1, Ee2, . . . , Eek} formen un sistema de generadors
de l’espai i que {Ee′

1, Ee′

2, . . . , Ee′

k′} són linealment independents. Aleshores, k ≥ k′.

Definició 3.15 S’anomenabasede l’espai a totsistema de generadorsformat per
vectorslinealment independents.

Destaca labase caǹonicaBc deRn: {(1, 0, . . . , 0), (0, 1, . . . , 0), . . . , (0, 0, . . . , 1)} .

S. de generadors (i no base) deR3 Base deR3

Proposició 3.16 Tot sistema de generadors d’un espai no nul conté una base.

Exemple 3.17Els vectors{(2, −1, 0), (0, 2, 1)} no śon un sistema de generadorsde
R3, ja que abans hem vist que el vector(5, −2, 1) no és combinacío lineald’ells. En
particular, doncs, tampocno śon basedeR3.
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Teorema 3.18Teorema de les bases.
Totes les bases de l’espai tenen el mateix nombre de vectors.

Definició 3.19 S’anomenadimensió al nombre coḿu de vectorsde qualsevol de
les bases de l’espai. Es denota perdim(E).

Òbviament,dim(Rn) = n. Si E = {E0}, definimdim({E0}) = 0.

Proposició 3.20 Si l’espai té dimensió n, aleshores:
(a) k vectors amb k > n no poden ser linealment independents.
(b) k vectors amb k < n no poden ser sistema de generadors de l’espai.

Proposició 3.21 Si l’espai té dimensió n, llavors:
(a) si {Ee1, Ee2, . . . , Een} són linealment independents, aleshores són base de l’espai.
(b) si {Ee1, Ee2, . . . , Een} és un sistema de generadors de l’espai, llavors és una base.

És a dir, si coneixem la dimensió de l’espai i tenimtants vectors com indica la dimensió,
només cal comprovar una de les dues condicionsde la definicío de base.

Exemple 3.22Els vectors{(2, −1, 0), (0, 2, 1), (5, −2, 1)} śı són basedeR3, ja que
aquest espai té dimensío 3, i ja hem comprovat anteriorment que aqueststresvectors
són linealment independents.
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3.2 Components i canvis de base

Proposició 3.23 B = {Ee1, Ee2, . . . , Een} és una base de l’espai si, i només si, tot
vector de l’espai s’expressa de manera única com a combinació lineal dels vectors
de B, és a dir, si per a cada vector Ex de l’espai, existeix una única llista ordenada
d’escalars (x1, x2, . . . , xn) tal que

Ex = x1Ee1 + x2Ee2 + · · · + xnEen .

Definició 3.24 (x1, x2, . . . , xn) s’anomenencomponents deEx respecteB.

Exemple 3.25Calculem lescomponentsde (7, −2) respecteB′
= {(−1, 2), (1, 1)}.

De
(7, −2) = x′(−1, 2) + y′(1, 1) ,

s’obt́e
−x′

+ y′
= 7

2x′
+ y′

= −2

}
.

I d’aqúı, x′
= −3, y′

= 4. Per tant, lescomponentsde(7, −2) respecteB′ són(−3, 4).

x

yx′

y′

Ex
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En labase caǹonicaBc, les components de qualsevol vectorEx = (x1, x2, . . . , xn) són
(x1, x2, . . . , xn) tamb́e. Parlarem, en tal cas, decomponents caǹoniques.

Observacío 3.26Observem que, siB = {Ee1, Ee2, . . . , Een} és una base de l’espai, el vec-
tor Ee1 té components(1, 0, . . . , 0), el vectorEe2 té components(0, 1, . . . , 0), etc. Això
significa que, si treballem amb components respecte d’aquesta base, aquests vectors
B = {Ee1, Ee2, . . . , Een} ”fan el paper de base canònica”en aquest cas.

Proposició 3.27 (a) Si els vectors Ex, Ey tenen components (x1, x2, . . . , xn),
(y1, y2, . . . , yn) respecte d’una base B, llavors el vector Ex + Ey té components

(x1 + y1, x2 + y2, ..., xn + yn)

respecte la mateixa base B.
(b) Si α és un escalar i Ex és un vector que té components (x1, x2, . . . , xn) respecte
la base B, aleshores el vector αEx té components

(αx1, αx2, . . . , αxn)

respecte d’aquesta base B.

Això permet“identificar” tot vector amb les seves components respecte d’una base.

Proposició 3.28 (a) El vector nul E0 té components (0, 0, . . . , 0) en qualsevol base.
(b) Si el vector Ex té components (x1, x2 . . . , xn) respecte d’una base B, el seu
vector oposat −Ex té components (−x1, −x2, . . . ,−xn) respecte d’aquesta mateixa
base.

Exemple 3.29Com que el vector(7, −2) té components(−3, 4) respecte la baseB′

d’abans, resulta que el vector(−7, 2) té components(3, −4) respecte d’aquesta matei-
xa base.
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Vicenç Sales

Josep Tudurı́

JJ II

J I

Imprimir

Tancar

Sortir
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Definició 3.30 S’anomenamatriu del conjunt de vectors Ee′

1, Ee′

2, . . . , Ee′

k respecte
d’una baseB = {Ee1, Ee2, . . . , Een} a lamatriuC que t́e per columnes les components
de cadascun d’ells respecte d’aquesta base.

La identificacío entre vectors i components respecte de certa base permet“traduir” a
simples c̀alculs matricials totes les qüestions relatives a conceptes vectorials.

Proposició 3.31 (a) Si X és la matriu columna de les components d’un vector Ex
respecte de B, llavors el vector Ex és combinació lineal de Ee′

1, Ee′

2, . . . , Ee′

k si, i només
si, rangC = rang(C|X) .

(b) {Ee′

1, Ee′

2, . . . , Ee′

k} són linealment independents si, i només si, rangC = k .

(c) {Ee′

1, Ee′

2, . . . , Ee′

k} formen un sistema de generadors de l’espai si, i només si,
rangC = n .

En particular, quan tenimtants vectors com la dimensió de l’espai, s’obt́e la seg̈uent
caracteritzacío de base.

Proposició 3.32{Ee′

1, Ee′

2, . . . , Ee′
n} formen base de l’espai si, i només si, C és regular.

Exemple 3.33Aix ı́, B′
= {(−1, 2), (1, 1)} és unabasede l’espai vectorialR2, ja que

la matriu deB′ respecte de la base canònicaBc és

C =

(
−1 1

2 1

)
que, evidentment,́esregular.
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Definició 3.34 Dues basesB i B′ d’un espai tenen lamateixa orientació si, i
només si,C és directa. I tenendiferent orientació si, i noḿes si,C és inversa.

Les bases deRn amb lamateixaorientacío que labase caǹonicase’n diuenpositives;
i les que la tenendiferent, negatives.

Orientacío positiva Orientacío negativa

Ee1

Ee2 Ee1

Ee2
B = {Ee1, Ee2}

Orientacío positiva

Ee1
Ee2

Ee3

Ee1
Ee2

Ee3
Orientacío negativa

B = {Ee1, Ee2, Ee3}

Exemple 3.35La baseB′
= {(−1, 2), (1, 1)} dels exemples anteriorśesnegativa, ja

que la matriu de la baseB′ respecte de la base canònicaBc ésinversa:∣∣∣∣−1 1
2 1

∣∣∣∣ = −3< 0 .
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Definició 3.36 S’anomenamatriu de canvi de basedeB′ a B, M(B′,B), a la
matriu regularC de la baseB′ respecte la baseB. Si C ésdirecta, es diu que el
canvi de baseconserva l’orientació; i si ésinversa, es diu quecanvia l’orientació.

(Rn,B′)
C

−−−−−−−−→ (Rn,B) .

Exemple 3.37La matriu de canvi de basede la baseB′ d’abans a la base canònicaBc

és
C =

(
−1 1

2 1

)
.

Proposició 3.38 Si C = M(B′,B) és la matriu de canvi de base de B′ a B
(Rn,B′)

C
−−−−−−−−→ (Rn,B) ,

llavors C−1
= M(B,B′) és la matriu de canvi de base de B a B′

(Rn,B)
C−1

−−−−−−−−−→ (Rn,B′) .

Exemple 3.39La matriu de canvi de basede la base caǹonicaBc a la baseB′ és

C−1
=

(
−1 1

2 1

)−1

= −
1

3

(
1 −1

−2 −1

)
.

Proposició 3.40 Si C = M(B′,B) és la matriu de canvi de base de B′ a B i
D = M(B′′,B) és la matriu de canvi de base de B′′ a B

(Rn,B′)
C

−−−−−−−−→ (Rn,B) , (Rn,B′′)
D

−−−−−−−−→ (Rn,B) ,

llavors P = C−1D = M(B′′,B′) és la matriu de canvi de base de B′′ a B′

(Rn,B′′)
P=C−1D

−−−−−−−−−−−−→ (Rn,B′) .

Exemple 3.41SiB′′
= {(5, −1), (−1, 5)}, la matriu de canvi de basedeB′′ aB′ és

P = C−1D = −
1

3

(
1 −1

−2 −1

)
·

(
5 −1

−1 5

)
=

(
−2 2

3 1

)
.
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Teorema 3.42Fórmula del canvi de base.
Si C = M(B′′,B′) és la matriu de canvi de base de B′′ a B′

(Rn,B′′)
C

−−−−−−−−→ (Rn,B′) ,

i X′ i X′′ les matrius-columna de les components d’un vector Ex en les bases B′ i
B′′, llavors

X′
= C X′′ .

Exemple 3.43L’expressío de les components(x′, y′) respecte la baseB′ d’un vector
arbitrari Ex deR2 en funcío de les seves components(x′′, y′′) respecte la baseB′′ és(

x′

y′

)
=

(
−2 2

3 1

)(
x′′

y′′

)
, és a dir,

{
x′

= −2x′′
+2y′′

y′
= 3x′′

+y′′ .

y′

x′

y′′

x′′

Ex
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3.3 Subespais vectorials

Definició 3.44 S’anomenasubespai vectoriald’un espai a tot subconjuntV de
l’espai quéesno buiti tancat per la suma i el producte per escalars:
(a) Ex, Ey ∈ V H⇒ Ex + Ey ∈ V .
(b) α ∈ R, Ex ∈ V H⇒ αEx ∈ V .

{E0} és un subespai vectorial, que s’anomenanul. I l’ espain’és un altre, anomenattotal.

Proposició 3.45 Un subconjunt no buit V d’un espai és un subespai vectorial si, i
només si, tota combinació lineal de vectors de V és també de V .

En particular, tenim queel conjunt de les combinacions lineals d’un conjunt de vectors
qualsevoĺes un subespai vectorial.

Ex

Ey
αEx + β Ey

V

Observacío 3.46 És important remarcar també que, en considerar el subespai vectorial
de les combinacions lineals d’un conjunt de vectorslinealment independents, no es pot
prescindir de cap d’ells, ja que llavors el subespai obtingut no seria el mateix.
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José M. Moreno

Vicenç Sales
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Definició 3.47 {Ev1, Ev2, . . . , Evk} és unsistema de generadorsd’un subespai vecto-
rial V si, i noḿes si,tot vector deV és combinacío lineald’ells. Direm tamb́e que
V est̀ageneratper{Ev1, Ev2, . . . , Evk} i escriuremV = 〈Ev1, Ev2, . . . , Evk〉.

Proposició 3.48 Si V = 〈Ev1, Ev2, . . . , Evk〉 i W = 〈 Ew1, Ew2, . . . , Ewl 〉 són dos subes-
pais d’un espai, llavors

V ⊆ W si i, només si, Ev1 ∈ W, Ev2 ∈ W, . . . , Evk ∈ W ,

és a dir, els vectors Ev1, Ev2, . . . , Evk són tots ells combinació lineal dels vectors
Ew1, Ew2, . . . , Ewl .

Definició 3.49 S’anomenabased’un subespai a totsistema de generadorsdel
subespai format per vectorslinealment independents.

Els sistemeslinealment independentssón, en realitat,bases del subespai que generen.

S. de generadors (i no base) deV V Base deV V

Exemple 3.50V = 〈(1, −2, 1), (2, −1, −1), (−1, −1, 2)〉 és elsubespai vectorial ge-
neratpel conjunt de vectors{(1, −2, 1), (2, −1, −1), (−1, −1, 2)} queés, per tant, un
sistema de generadorsdel subespaiV .

I {(1, −2, 1), (2, −1, −1)} n’és unabase, ja que aquests dos vectors són linealment
independentsi (−1, −1, 2) = (1, −2, 1) − (2, −1, −1).
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Proposició 3.51 (a) Si C és la matriu d’un sistema de generadors d’un subespai V
diferent de l’espai respecte de certa base B, i X és la matriu columna de les com-
ponents d’un vector genèric Ex de l’espai respecte d’aquesta mateixa base, llavors

Ex ∈ V si i, només si, rangC = rang(C|X) .

(b) En imposar la condició rangC = rang(C|X) anterior, s’obté un sistema d’e-
quacions lineals homogeni.

Definició 3.52 Aquestesequacions lineals homogèniess’anomenenequacions
impl ı́citeso cartesianesdel subespaiV respecte de la baseB.
Quan d’aquestes equacions no se’n pugui treure cap sense que el sistema deixi de
ser equivalent, direm que lesequacions implı́citessónminimals.

En el cas del’espai, no s’obt́e cap condicío i es diu queno té equacions impĺıcites.

Exemple 3.53Considerem labase{(1, −2, 1), (2, −1, −1)} del subespaiV d’abans. 1 2 x
−2 −1 y

1 −1 z


F2∼F2+2F1
F3∼F3−F1

'

 1 2 x
0 3 2x + y
0 −3 −x + z


F3∼F3+F2

'

 1 2 x
0 3 2x + y
0 0 x + y + z

 .

Per tant, l’equacío impĺıcita deV respecte de la base canònicaBc ésx + y + z = 0.

Observacío 3.54 Resolent el sistema de les equacions implı́cites, s’obt́euna base.

Exemple 3.55Si l’equacío impĺıcita respecte de la base canònicaBc d’un subespaíes
x + y + z = 0, llavors, resolent–la, tenim quex = −y − z i, per tant,

(x, y, z) = (−y − z, y, z) = y(−1, 1, 0) + z(−1, 0, 1)

és l’element geǹeric del subespaiV , i {(−1, 1, 0), (−1, 0, 1)} n’és, doncs,una base.
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Proposició 3.56 Canvis de base en equacions implı́cites d’un subespai.
Si AX = 0 és el sistema de les equacions implı́cites respecte d’una base B d’un
subespai vectorial V i

X = C X′

és la fórmula de canvi de base de B′ a B, llavors

(AC)X′
= 0

és el sistema de les equacions implı́cites respecte de la base B′ del subespai V .

Exemple 3.57Considerem la baseB′
= {(2, −1, 0), (0, 2, 1), (5, −2, 1)}.

La fórmula del canvi de basedeB′ a la base caǹonicaBc és x
y
z

 =

 2 0 5
−1 2 −2

0 1 1

 x′

y′

z′

 ,

és a dir, 
x = 2x′

+ 5z′

y = −x′
+ 2y′

− 2z′

z = y′
+ z′

Per tant,substituintaquestes expressions en l’equació impĺıcita deV respecte deBc

x + y + z = 0 ,
obtenim

(2x′
+ 5z′) + (−x′

+ 2y′
− 2z′) + (y′

+ z′) = 0 ,

és a dir,
x′

+ 3y′
+ 4z′

= 0 .

Aquestáes, doncs, l’equacío impĺıcita del subespai vectorialV respecte de la baseB′.
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Teorema 3.58Teorema de les bases.
Totes les bases d’un subespai vectorial tenen el mateix nombre de vectors.

Definició 3.59 S’anomenadimensió d’un subespai vectorial,dim(V), al nombre
comú de vectorsde les seves bases.

Si ladimensío deV és1, direm queV és unarecta vectorial; si és2, unpla vectorial;
i si ésn − 1, unhiperpl à vectorial.

Proposició 3.60Siguin V i W dos subespais vectorials tals que V ⊆ W. LLavors:
(a) dim(V) ≤ dim(W).
(b) dim(V) = dim(W) si, i només si, V = W.

Proposició 3.61 (a) Si C és la matriu d’un sistema de generadors d’un subespai
vectorial V respecte d’una base qualsevol B, aleshores

dim(V) = rang(C) .

(b) Si AX = 0 són les equacions implı́cites d’un subespai vectorial V respecte
d’una base qualsevol B, llavors

dim(V) = n − rang(A) ,

és a dir, el nombre de graus de llibertat del sistema.

Exemple 3.62El subespai vectorialV dels exemples anteriors té dimensío 2 i és, per
tant, unpla vectorial.
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Definició 3.63S’anomenarang d’un conjunt de vectors{Ev1, Ev2, . . . , Evk} de l’espai
a ladimensío del subespai que generen:

rang{Ev1, Ev2, . . . , Evk} = dim 〈Ev1, Ev2, . . . , Evk〉 .

Proposició 3.64 El rang d’un conjunt de vectors és igual al nombre màxim de
vectors linealment independents que conté.

Proposició 3.65 Un vector Ex és combinació lineal d’uns vectors {Ev1, Ev2, . . . , Evk}

de l’espai si, i només si,

rang{Ev1, Ev2, . . . , Evk, Ex} = rang{Ev1, Ev2, . . . , Evk} .

Proposició 3.66 Si C és la matriu del conjunt de vectors {Ev1, Ev2, . . . , Evk} respecte
d’una base qualsevol B, aleshores

rang{Ev1, Ev2, . . . , Evk} = rang(C) .

Observacío 3.67En particular, retrobem aquı́ la condicío que ha de verificar un vector
Ex per tal de sercombinacío lineald’uns vectors{Ev1, Ev2, . . . , Evk}: que siX és la matriu
columna de les components deEx en la baseB i C és lamatriu del conjunt de vectors
{Ev1, Ev2, . . . , Evk} respecte d’aquesta baseB, aleshores

rang(C|X) = rang(C) .

Exemple 3.68Els vectors{(1, −2, 1), (2, −1, −1), (−1, −1, 2)} tenenrang igual a 2,
ja quegeneren el subespaiV anterior que, tal com hem vist, té dimensío 2.
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3.4 Recapitulació

Exemple 3.69SiguiB = {Ee1, Ee2, Ee3} una certa base deR3 i considerem els vectors

Ee′

1 = 2Ee1 − Ee2

Ee′

2 = 2Ee2 + Ee3

Ee′

3 = 5Ee1 − 2Ee2 + Ee3

 .

Veiem si el vectorEe′

3 éscombinacío linealdels vectorsEe′

1 i Ee′

2.

Les componentsdel vectorEe′

1 respecte de la baseB són (2, −1, 0), les deEe′

2 són
(0, 2, 1) i les deEe′

3 són (5, −2, 1).

Cal veure, doncs, siexisteixen escalarsα, β ∈ R tals que

(5, −2, 1) = α(2, −1, 0) + β(0, 2, 1) .

Igualant component a component, obtenim el sistema d’equacions

2α = 5

−α + 2β = −2

β = 1


que, evidentment,́esincompatiblei, per tant, el vectorEe′

3 no és combinacío linealdels
vectorsEe′

1 i Ee′

2.
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Exemple 3.70Considerem de nou els vectors{Ee′

1, Ee′

2, Ee′

3} de l’exemple anterior.

Treballant novament amb les components d’aquests vectors respecte de la baseB, te-
nim que la condicío dedepend̀encia o independ̀encia lineaĺes

α(2, −1, 0) + β(0, 2, 1) + γ (5, −2, 1) = (0, 0, 0) .

D’aqúı s’obt́e el sistema homogeni

2α + 5γ = 0

−α + 2β − 2γ = 0

β + γ = 0


i, aplicant el m̀etode de Gauss, obtenim: 2 0 5 0

−1 2 −2 0
0 1 1 0


F2∼2F2+F1

'

 2 0 5 0
0 4 1 0
0 1 1 0

 .

Aleshores, com que aquest sistema homogeniés compatible determinat, es dedueix
queté la solucío trivial nomési, per tant, els vectors{Ee′

1, Ee′

2, Ee′

3} són linealment inde-
pendents.

En particular, com que tenimtres vectors linealment independents en un espai vectorial
de dimensío tamb́e tres, resulta que

B′
= {Ee′

1, Ee′

2, Ee′

3}

és una altrabasedeR3.
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Exemple 3.71Donades les basesB = {Ee1, Ee2, Ee3} i B′
= {Ee′

1, Ee′

2, Ee′

3} d’abans, lamatriu
de canvi de basede la baseB′ a la baseB és 2 0 5

−1 2 −2
0 1 1

 .

D’altra banda, aquesta matriuésdirecta, ja que∣∣∣∣∣∣
2 0 5

−1 2 −2
0 1 1

∣∣∣∣∣∣ = 3> 0 .

Per tant, es tracta d’uncanvi de basequeconserva l’orientació.

Finalment, tenim que lafórmula del canvi de baseque d́ona l’expressío de les compo-
nents(x, y, z) d’un vector qualsevol de l’espai en la baseB en funcío de les compo-
nents(x′, y′, z′) del mateix vector en la baseB′ és x

y
z

 =

 2 0 5
−1 2 −2

0 1 1

 x′

y′

z′

 ,

és a dir, 
x = 2x′

+ 5z′

y = −x′
+ 2y′

− 2z′

z = y′
+ z′ .
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Exemple 3.72Considerem ara lamatriu de canvi de basede la baseB a la baseB′,
que sabem quées lainversade la matriu de canvi de base de la baseB′ a la baseB: 2 0 5

−1 2 −2
0 1 1

−1

=
1

3
·

 4 5 −10
1 2 −1

−1 −2 4

 .

Això significa que l’expressío dels vectors de la baseB en funcío dels de la baseB′ és

Ee1 =
1

3
(4Ee′

1 + Ee′

2 − Ee′

3)

Ee2 =
1

3
(5Ee′

1 + 2Ee′

2 − 2Ee′

3)

Ee3 =
1

3
(−10Ee′

1 − Ee′

2 + 4Ee′

3)


i que lafórmula del canvi de baseque d́ona l’expressío de les components(x′, y′, z′)

respecte de la baseB′ d’un vector qualsevol de l’espaien funcío de les seves compo-
nents(x, y, z) respecte de la baseB és x′

y′

z′

 =
1

3
·

 4 5 −10
1 2 −1

−1 −2 4

 x
y
z

 ,

és a dir, 
x′

=
1

3
(4x + 5y − 10z)

y′
=

1

3
(x + 2y − z)

z′
=

1

3
(−x − 2y + 4z) .
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Exemple 3.73Sigui araV el subespai vectorial generatpel conjunt de vectors{Ev1, Ev2}

tals que
Ev1 = Ee1 − 2Ee2 + Ee3

Ev2 = 2Ee1 − Ee2 − Ee3

}
,

onB = {Ee1, Ee2, Ee3} és la base dels exemples anteriors.

Calculem lesequacions implı́citesdeV respecte de la baseB.

En primer lloc, tenim que les components dels vectorsEv1 i Ev2 respecte de la baseB són

(1, −2, 1) i (2, −1, −1)

respectivament. Aleshores, notant per

(x, y, z)

les components d’un vector genèric de l’espai respecte d’aquesta mateixa baseB, ob-
tenim:  1 2 x

−2 −1 y
1 −1 z


F2∼F2+2F1
F3∼F3−F1

'

 1 2 x
0 3 2x + y
0 −3 −x + z


F3∼F3+F2

'

 1 2 x
0 3 2x + y
0 0 x + y + z

 .

Per tant, l’equacío impĺıcitadeV respecte de la baseB és

x + y + z = 0 .
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Exemple 3.74Considerem la baseB′
= {Ee′

1, Ee′

2, Ee′

3} introdüıda anteriorment.

Volem trobar l’equacío impĺıcitadel subespai vectorialV respecte d’aquesta baseB′.

Tal com hem vist abans, lafórmula del canvi de basede la baseB′ a la baseB és x
y
z

 =

 2 0 5
−1 2 −2

0 1 1

 x′

y′

z′

 ,

és a dir, 
x = 2x′

+ 5z′

y = −x′
+ 2y′

− 2z′

z = y′
+ z′

Aleshores,substituintaquestes expressions en l’equació impĺıcita deV respecte deB
x + y + z = 0 ,

obtenim
(2x′

+ 5z′) + (−x′
+ 2y′

− 2z′) + (y′
+ z′) = 0

que, operant, es transforma en

x′
+ 3y′

+ 4z′
= 0

queés, doncs, l’equacío impĺıcitadel subespai vectorialV respecte de la baseB′.

Observacío 3.75 Tamb́e es podria haver trobat aquesta equació impĺıcita calculant
les components dels vectorsEv1 i Ev2 respecte de la baseB′ i aplicant Gauss llavors a
aquestes. Però és obvi que aquesta forma de procedirés ḿes lenta.
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4 L’espai vectorial euclidià

4.1 L’espai vectorial euclidià

Definició 4.1 El producte escalarde Ex = (x1, x2, . . . , xn) i Ey = (y1, y2, . . . , yn)

és: Ex · Ey = x1y1 + x2y2 + · · · + xnyn .

Si Ex · Ey = 0, diem queEx i Ey sónortogonalso perpendiculars, i escrivim Ex ⊥ Ey.

Proposició 4.2 (a) Definida positiva: Ex · Ex ≥ 0 i Ex · Ex = 0 ⇐⇒ Ex = E0.
(b) Simètrica: Ex · Ey = Ey · Ex.
(c) Compatible amb el producte per escalars: (αEx) · Ey = α(Ex · Ey) = Ex · (αEy).
(d) Distributiva respecte de la suma: Ex · (Ey + Ez) = Ex · Ey + Ex · Ez.

Definició 4.3 En general, s’anomenaproducte escalaren un espai vectorialE a
tota operacío com l’anterior que tingui aquestes mateixes propietats.

Proposició 4.4 (a) E0 · Ex = Ex · E0 = 0.
(b) Ex · (−Ey) = −(Ex · Ey) = (−Ex) · Ey.

Exemple 4.5Si Ex = (−2, 1, 0) i Ey = (8, −1, 3), llavors
Ex · Ey = −2 · 8 + 1 · (−1) + 0 · 3 = −17.

En particular, doncs,Ex i Ey no śon ortogonals.
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Definició 4.6 La norma, mòdul o longitud d’un vectorEx és el ńumero real
‖ Ex ‖ =

√
Ex · Ex .

Els vectors denorma 1s’anomenenunitaris .

Proposició 4.7 Si Ex = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn, aleshores

‖ Ex ‖ =

√
x2

1 + x2
2 + · · · + x2

n .

Proposició 4.8 (a) ‖ Ex ‖ ≥ 0 i ‖ Ex ‖ = 0 ⇐⇒ Ex = E0.
(b) ‖ αEx ‖ = |α |‖ Ex ‖.
(c) | Ex · Ey | ≤ ‖ Ex ‖‖ Ey ‖ (desigualtat de Schwarz).
(d) ‖ Ex + Ey ‖ ≤ ‖ Ex ‖ + ‖ Ey ‖ (desigualtat triangular).

En particular,dividint un vector per la seva normas’obt́e unvector unitari.

Exemple 4.9En el cas dels vectors d’abansEx = (−2, 1, 0) i Ey = (8, −1, 3):

‖ Ex ‖ =

√
(−2)2 + 12 + 02 =

√
5 i ‖ Ey ‖ =

√
82 + (−1)2 + 32 =

√
74.

I els vectors 1
‖ Ex ‖

· Ex =
1

√
5
(−2, 1, 0) i 1

‖ Ex ‖
· Ex =

1
√

74
(8, −1, 3) són, doncs,unitaris.

Proposició 4.10 Teorema de Pitàgores.
(a) ‖ Ex + Ey ‖

2
= ‖ Ex ‖

2
+ ‖ Ey ‖

2 si, i només si, Ex ⊥ Ey .

(b) ‖ Ex − Ey ‖
2

= ‖ Ex ‖
2
+ ‖ Ey ‖

2 si, i només si, Ex ⊥ Ey .

Ex

EyEx + Ey

Ex

Ey Ex − Ey
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Definició 4.11 L’ angle (no orientat)entre dos vectorsno nulsEx i Ey és el nombre
real entre 0 iπ

ÊxEy = arccos
Ex · Ey

‖ Ex ‖‖ Ey ‖
.

Cal observar que aquesta definició té sentit per ladesigualtat de Schwarz, ja que en
virtud d’aquesta el quocient anterior té mòdul menor o igual que 1 i pren valors, per
tant,entre−1 i 1. En particular, obtenim aixı́ la “f órmula cl̀assica”del producte escalar:

Ex · Ey = ‖ Ex ‖‖ Ey ‖ cosÊxEy .

Exemple 4.12Amb els vectorsEx = (−2, 1, 0) i Ey = (8, −1, 3) d’abans, tenim:

ÊxEy = arccos
−17

√
5
√

74
= arccos

−17
√

370

370
= 152.10◦ .

Proposició 4.13 Dos vectors no nuls Ex i Ey són ortogonals si, i només si, ÊxEy =
π

2
.

Proposició 4.14 Teorema del cosinus.
(a) ‖ Ex + Ey ‖

2
= ‖ Ex ‖

2
+ ‖ Ey ‖

2
+ 2‖ Ex ‖‖ Ey ‖ cosÊxEy .

(b) ‖ Ex − Ey ‖
2

= ‖ Ex ‖
2
+ ‖ Ey ‖

2
− 2‖ Ex ‖‖ Ey ‖ cosÊxEy .
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Definició 4.15 El producte vectorial de Ex = (x1, x2, x3) i Ey = (y1, y2, y3) deR3

és Ex ∧ Ey = (x2y3 − x3y2, x3y1 − x1y3, x1y2 − x2y1) .

Si {Ei , Ej , Ek} representa la base canònica deR3, ésútil la “regla nemot̀ecnica”seg̈uent:

Ex ∧ Ey =

∣∣∣∣∣∣
Ei Ej Ek
x1 x2 x3

y1 y2 y3

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
Ei x1 y1
Ej x2 y2
Ek x3 y3

∣∣∣∣∣∣ .

Proposició 4.16 (a) Ex ∧ Ey = −Ey ∧ Ex.
(b) (αEx) ∧ Ey = α(Ex ∧ Ey) = Ex ∧ (αEy).
(c) (Ex + Ey) ∧ Ez = Ex ∧ Ez + Ey ∧ Ez i Ex ∧ (Ey + Ez) = Ex ∧ Ey + Ex ∧ Ez.
(d) Ex ∧ Ey = E0 si, i només si, Ex i Ey són linealment dependents.
(e) Si Ex i Ey són linealment independents, {Ex, Ey, Ex ∧ Ey} és una base positiva de R3.
(f) ‖ Ex ∧ Ey ‖ = ‖ Ex ‖‖ Ey ‖ sin ÊxEy.
(g) Ex ∧ Ey és ortogonal a Ex i Ey.

ExEy

Ex ∧ Ey

Exemple 4.17El producte vectorial dels vectorsEx = (−2, 1, 0) i Ey = (8, −1, 3) és

Ex ∧ Ey = (−2, 1, 0) ∧ (8, −1, 3) = (3, 6, −6) .
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Definició 4.18Unabase ortogonalde l’espaíes la formada per vectorsortogonals
dos a dos. Unabase ortonormalés unabase ortogonalde vectorsunitaris.

Proposició 4.19 Si Ex i Ey són vectors ortogonals de R3, llavors {Ex, Ey, Ex ∧ Ey} és una
base ortogonal positiva de R3.

Proposició 4.20 Les fórmules del producte escalar, la norma i l’angle no orientat
són les mateixes si es treballa amb components respecte de bases ortonormals.

Exemple 4.21Considerem els vectorsEx i Ey que, en certabase ortonormalB, tenen
components(−2, 1, 0) i (8, −1, 3) respectivament. Aleshores:

Ex · Ey = −2 · 8 + 1 · (−)1 + 0 · 3 = −17

‖ Ex ‖ =

√
(−2)2 + 12 + 02 =

√
5

‖ Ey ‖ =

√
82 + (−1)2 + 32 =

√
74

ÊxEy = arccos
−17

√
5
√

74
= arccos

−17
√

370

370
= 152.10◦ .

Proposició 4.22Les fórmules del producte vectorial són les mateixes si es treballa
amb components respecte de bases ortonormals positives.

Exemple 4.23Si en el cas anterior la base ortonormalés tamb́e positiva, el producte
vectorialdels vectorsEx i Ey és:

Ex ∧ Ey = (−2, 1, 0) ∧ (8, −1, 3) = (3, 6, −6) .
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Proposició 4.24 Si B′
= {Ee′

1, Ee′

2, . . . , Ee′
n} és una base de l’espai i C és la matriu de

canvi de base de B′ a una altra base ortonormal B qualsevol, aleshores
(a) B′ és una base ortogonal de Rn

⇐⇒ CtC és una matriu diagonal.
(b) B′ és una base ortonormal de Rn

⇐⇒ CtC = I , és a dir, C és ortogonal.

Exemple 4.25La baseB′
=
{1

5(4, 3), 1
5(−3, 4)

}
ésortonormal, ja que la sevamatriu

de canvi de baseC a la base caǹonica –quées ortonormal–́esortogonal:

CtC =
1

5

(
4 3

−3 4

)
1

5

(
4 −3
3 4

)
=

1

25

(
25 0
0 25

)
= I .

Definició 4.26Elscanvis de baseentre duesbases ortonormalss’anomenencanvis
ortogonals de base.

x

y

x′

y′ Ex
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4.2 Subespais vectorials de l’espai vectorial euclidià

Proposició 4.27 El conjunt de vectors de l’espai que són ortogonals a tots els
vectors d’un subespai donat V formen un altre subespai vectorial V⊥.

Definició 4.28 V⊥ se’n diusubespai ortogonalo suplementari ortogonaldeV .

Proposició 4.29 (V⊥)⊥ = V i dim(V⊥) = n − dim(V).

V

V⊥

Proposició 4.30 Donat un sistema de generadors d’un subespai V , V⊥ és el con-
junt de vectors de l’espai que són ortogonals a tots els generadors de V .

Exemple 4.31Considerem el subespaiV = 〈(1, 1, 0), (1, 0, 1)〉 . El seusubespai or-
togonalV⊥ té, llavors, equacions implı́citesx + y = 0 i x + z = 0.

Observacío 4.32 El proćes inverśes tamb́evàlid.

Exemple 4.33L’ ortogonaldel subespai d’equacionsx + y = 0 i x + z = 0 és el
generat per(1, 1, 0) i (1, 0, 1).
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Vicenç Sales

Josep Tudurı́

JJ II

J I

Imprimir

Tancar

Sortir
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Definició 4.34 Es diu que dos subespais vectorialsV i W són ortogonals si, i
només si,Ex ⊥ Ey per a totEx ∈ V i tot Ey ∈ W.

Proposició 4.35 Dos subespais V i W són ortogonals si, i només si, cadascun dels
generadors de V és ortogonal a cadascun dels generadors de W.

Proposició 4.36 (a) V⊥ és el major subespai d’entre els ortogonals a V .
(b) Dos subespais vectorials V i W són ortogonals si, i només si,

V ⊆ W⊥ i W ⊆ V⊥ .

Exemple 4.37Els subespais vectorialsV = 〈(1, 1, 0), (1, 0, 1)〉 i W = 〈(1, −1, −1)〉

sónortogonals, ja que
(1, 1, 0) · (1, −1, −1) = 0

(1, 0, 1) · (1, −1, −1) = 0 .

De fet, resolent les equacions deV⊥ trobades anteriorment,és f̀acil comprovar que
V⊥

= W en aquest cas.
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Teorema 4.38Donats un subespai V i un vector qualsevol Ex de l’espai:
(a) Existeix un únic vector Ex′

∈ V tal que Ex′′
= Ex − Ex′

∈ V⊥.
(b) Ex′ és el vector de V tal que el valor ‖ Ex′′

‖ = ‖ Ex − Ex′
‖ és el mı́nim.

Definició 4.39 Al vector Ex′ se l’anomena laprojecció ortogonal de Ex sobreV o
la millor aproximaci ó de Ex enV .

I el simètric de Ex respecte aV es defineix com

Ex∗
= 2Ex′

− Ex = Ex′
− Ex′′

= Ex − 2Ex′′ .

Proposició 4.40 (a) Ex′
= Ex ⇐⇒ Ex ∈ V i Ex′

= E0 ⇐⇒ Ex ∈ V⊥.
(b) Ex∗

= Ex ⇐⇒ Ex ∈ V i Ex∗
= E0 ⇐⇒ Ex = E0.

Ex

Ex′

Ex′′

Ex′′
= Ex − Ex′

Ex∗
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Teorema 4.41Si V = 〈Ev1, Ev2, . . . , Evk〉, la projecció ortogonal de Ex sobre V és
Ex′

= x1Ev1 + x2Ev2 + · · · + xkEvk ,

on x1, x2, . . . , xk són solucions del sistema lineal –que sempre és compatible–
Ev1 · Ev1 Ev1 · Ev2 · · · Ev1 · Evk

Ev2 · Ev1 Ev2 · Ev2 · · · Ev2 · Evk

. . . . . . . . . . . .

Evk · Ev1 Evk · Ev2 · · · Evk · Evk

 ·


x1

x2

. . .

xk

 =


Ev1 · Ex
Ev2 · Ex
. . .

Evk · Ex

 .

I x1, x2, . . . , xk són únics si, i només si, {Ev1, Ev2, . . . , Evk} és una base de V .

Exemple 4.42Si prenem araEx = (−5, 8, 4) i V = 〈(1, 1, 0), (1, 0, 1)〉, queda:(
(1, 1, 0) · (1, 1, 0) (1, 1, 0) · (1, 0, 1)

(1, 0, 1) · (1, 1, 0) (1, 0, 1) · (1, 0, 1)

)(
x
y

)
=

(
(1, 1, 0) · (−5, 8, 4)

(1, 0, 1) · (−5, 8, 4)

)
,

és a dir,
(

2 1
1 2

)(
x
y

)
=

(
3

−1

)
,

que t́e solucío x =
7
3 i y = −

5
3. Per tant,

Ex′
=

7
3 · (1, 1, 0) −

5
3 · (1, 0, 1) =

1

3
(2, 7, −5)

Ex∗
= 2Ex′

− Ex =
2
3(2, 7, −5) − (−5, 8, 4) =

1

3
(19, −10, −22) .

Observacío 4.43 Quan hi haun sol generadorEv1, queda la f́ormula: Ex′
=

Ev1·Ex
Ev1·Ev1

Ev1.

Proposició 4.44 Ex′′
= Ex − Ex′ és la projecció ortogonal de Ex sobre l’ortogonal V⊥.

Exemple 4.45En el mateix exemple d’abans, com queV⊥
= 〈(1, −1, −1)〉, tenim:

Ex′′
=

(1,−1,−1)·(−5,8,4)
(1,−1,−1)·(1,−1,−1)

(1, −1, −1) = −
17
3 · (1, −1, −1)

Ex′
= Ex − Ex′′

= (−5, 8, 4) −
(
−

17
3 · (1, −1, −1)

)
=

1

3
(2, 7, −5) .
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Definició 4.46 Unabase ortogonald’un subespaiV és la que t́e els vectorsorto-
gonals dos a dos. I unabase ortonormalés unabase ortogonalde vectorsunitaris.

Observacío 4.47 El concepte deprojeccío ortogonalpermet construir unabase orto-
gonal Ew1, Ew2, . . . , Ewk a partir d’una altra baseEv1, Ev2, . . . , Evk: només cal restara cada
vector –a partir del segon– la sevaprojeccío ortogonal sobre el subespaigenerat pels
anteriors. Aquest́es l’anomenatmètode d’ortogonalitzacío de Gram–Schmidt.

Ewk = = Evk − Ev′

k (k = 2, . . . , m),

on Ev′

k és la projeccío ortogonal del vectorEvk sobre el subespai

〈 Ew1 , Ew2 , . . . , Ewk−1〉 = 〈Ev1 , Ev2 , . . . , Evk−1〉 .

Per exemple, els tres primers vectors s’obtenen aixı́:

Ew1 = Ev1

Ew2 = Ev2−Ev′

2

Ew3 = Ev3−Ev′

3

Ev2 Ew1 = Ev1

Ev′

2

−Ev′

2

Ew2

Ew3

Ev′

3

−Ev′

3

Ew1

Ew2

Ev3
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Proposició 4.48 Si B = {Ev1, Ev2, . . . , Evk} és una base ortogonal de V , aleshores

Ex′
=

Ev1 · Ex

Ev1 · Ev1
· Ev1 +

Ev2 · Ex

Ev2 · Ev2
· Ev2 + . . . +

Evk · Ex

Evk · Evk
· Evk .

Teorema 4.49Fórmula explı́cita del mètode d’ortogonalització de Gram-Schmidt.
Si {Ev1 , Ev2 , . . . , Evk} és una base d’un subespai vectorial V , llavors els vectors

Ew1 = Ev1

Ew2 = Ev2 −
Ew1 · Ev2

Ew1 · Ew1
· Ew1

. . .

Ewk = Evk −

(
Ew1 · Evk

Ew1 · Ew1
· Ew1 +

Ew2 · Evk

Ew2 · Ew2
· Ew2 + · · · +

Ewk−1 · Evk

Ewk−1 · Ewk−1
· Ewk−1

)
formen una base ortogonal { Ew1 , Ew2 , . . . , Ewk} de V .

Exemple 4.50Amb la base{(1, 1, 0), (1, 0, 1)} del subespaiV anterior, tenim:

Ew1 = (1, 1, 0)

Ew2 = (1, 0, 1) −
(1,1,0)(1,0,1)
(1,1,0)(1,1,0)

(1, 1, 0) =
1
2(1, −1, 2) ' (1, −1, 2) .

Per tant,{(1, 1, 0), (1, −1, 2)} és unabase ortogonalde V . I, dividint cada vector per

la seva norma, obtenim unabase ortonormaldeV :
{

1
√

2
(1, 1, 0), 1

√
6
(1, −1, 2)

}
.

Observacío 4.51 Si disposem d’unabase ortogonald’un subespai, podem aplicar la
fórmula de la proposició anterior per trobar ḿes f̀acilment laprojeccío ortogonal.

Exemple 4.52Aix ı́, en el nostre cas, tenim:

Ex′
=

(1,1,0)(−5,8,4)
(1,1,0)(1,1,0)

(1, 1, 0) +
(1,−1,2)(−5,8,4)
(1,−1,2)(1,−1,2)

(1, −1, 2) =
1

3
(2, 7, −5) .
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José M. Moreno

Vicenç Sales
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4.3 Millors aproximacions d’un sistema lineal: mı́nims quadrats

Considerem un sistema d’equacions linealsAX = B qualsevol:

a1
1x1 + a2

1x2 + · · · + an
1xn = b1

a1
2x1 + a2

2x2 + · · · + an
2xn = b2

. . . . . . . . . . . . . . . .

a1
mx1 + a2

mx2 + · · · + an
mxn = bm

 .

Donats uns valors(x1, x2, . . . , xn) arbitraris, l’error comès en una equació qualsevol
–per exemple, lai -èsima–́es

εi = |a1
i x1 + a2

i x2 + · · · + an
i xn − bi | .

Exemple 4.53Considerem el sistema d’equacions lineals

2x + y = 2

x + y = 1

x + 2y = 0

 o bé

 2 1
1 1
1 2

( x
y

)
=

 2
1
0

 .

Aquest sistemáes clarament incompatible. Si prenem els valorsx = 1, y = 0, tenim
que l’errorcomès en la primera equació, per exemple,́es

ε1 = |2 · 1 + 0 − 2| = 0 .

En particular, com que l’erroŕes 0, aix̀o significa que els valors anteriors verifiquen la
primera equació, comés f̀acil comprovar.
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A partir d’aquests errors“parcials”, disposem de moltes maneres de definir un error
“global”. El més utilitzat, anomenatquadràtic, és el seg̈uent:

ε =

√
ε2

1 + . . . + ε2
m

=

√
|a1

1x1 + · · · + an
1xn − b1|

2 + . . . + |a1
mx1 + · · · + an

mxn − bm|2

=

√
(a1

1x1 + · · · + an
1xn − b1)2 + . . . + (a1

mx1 + · · · + an
mxn − bm)2 .

Aleshores,“interpretant”com a vectors les columnesA1, A2, . . . , An de la matriuA i
les matrius-columnaX i B, ens queda

ε = ‖ AX − B ‖ .

Exemple 4.54Considerem el sistema d’equacions anterior

2x + y = 2

x + y = 1

x + 2y = 0

 o bé

 2 1
1 1
1 2

( x
y

)
=

 2
1
0

 .

Llavors, amb els valorsx = 1, y = 0 d’abans, es té que

AX − B =

 2 1
1 1
1 2

( 1
0

)
−

 2
1
0

 =

 0
0
1


i, en conseq̈uència, l’error quadr̀atic és

ε = ‖ (0, 0, 1) ‖ = 1 .
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Àlgebra Lineal

Rafel Amer

Francesc Carreras
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En general, elmètode dels ḿınims quadrats consisteix en trobar els valors deX que
minimitzenl’ error quadr̀atic.

Proposició 4.55Els valors de X que minimitzen l’error quadràtic són les solucions
del sistema lineal

AX = B′ ,

on B′ és la projecció ortogonal del vector-columna B sobre el subespai generat
pels vectors-columna A1, A2, . . . , An de la matriu A.

Exemple 4.56Considerem el sistema lineal d’abans

2x + y = 2

x + y = 1

x + 2y = 0

 o bé

 2 1
1 1
1 2

( x
y

)
=

 2
1
0

 .

Cal trobar, en conseqüència, laprojeccío ortogonaldel vector(2, 1, 0) sobre el subespai
V = 〈(2, 1, 1), (1, 1, 2)〉. Aplicant la f́ormula corresponent, ens queda el sistema lineal(

(2, 1, 1) · (2, 1, 1) (2, 1, 1) · (1, 1, 2)

(1, 1, 2) · (2, 1, 1) (1, 1, 2) · (1, 1, 2)

)(
x
y

)
=

(
(2, 1, 1) · (2, 1, 0)

(1, 1, 2) · (2, 1, 0)

)
,

és a dir, (
6 5
5 6

)(
x
y

)
=

(
5
3

)
.

Observacío 4.57Observem que el sistema obtingut noés cap altre queAt AX = At B.
Aquest fetés general i el que s’hauria de fer, llavors,és resoldre aquest sistema i, amb
les solucions̄x1, . . . , x̄n trobades, resoldre el nou sistemaAX = x̄1A1

+ . . . + x̄n An.
Per̀o x̄1A1

+ . . . + x̄n An
= AX̄ –on X̄ és la matriu-columna formada perx̄1, . . . , x̄n–

i, per tant, ens queda el sistemaAX = AX̄, la solucío del qualés,òbviament,X = X̄.
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Llavors, tenint en compte aquestes consideracions, obtenim el resultat central següent:

Teorema 4.58Donat un sistema lineal AX = B, els valors que minimitzen l’error
quadràtic són les solucions del sistema –que sempre és compatible–

At AX = At B .

Exemple 4.59Considerem de nou el sistema

2x + y = 2

x + y = 1

x + 2y = 0

 o bé

 2 1
1 1
1 2

( x
y

)
=

 2
1
0

 .

Aplicant la fórmula anterior, queda(
2 1 1
1 1 2

) 2 1
1 1
1 2

( x
y

)
=

(
2 1 1
1 1 2

) 2
1
0


que, tal com hem vist en l’exemple anterior, es transforma en el sistema(

6 5
5 6

)(
x
y

)
=

(
5
3

)
,

queés compatible determinat i té solucío

x =
15

11
, y = −

7

11
.

I l’error quadr̀atic és

ε =

√(
2 ·

15

11
−

7

11
− 2

)2

+

(
15

11
−

7

11
− 1

)2

+

(
15

11
− 2 ·

7

11
− 0

)2

=

√
3

11
.
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Proposició 4.60 La solució obtinguda en aplicar el mètode dels mı́nims quadrats
a un sistema d’equacions lineals AX = B és única si, i només si, el rang d’A és
igual al nombre d’incògnites. I, en cas contrari, l’error quadràtic és el mateix per
totes les solucions del sistema.

Exemple 4.61Considerem el sistema

x − 2y = 2

−x + 2y = 0

}
o bé

(
1 −2

−1 2

)(
x
y

)
=

(
2
0

)
,

queés clarament incompatible. Si apliquem el mètode dels ḿınims quadrats obtenim(
1 −1

−2 2

)(
1 −2

−1 2

)(
x
y

)
=

(
1 −1

−2 2

)(
2
0

)
,

és a dir, (
2 −4

−4 8

)(
x
y

)
=

(
2

−4

)
,

queés compatible indeterminat –en aquest cas, es té que rangA = 1, per̀o el nombre
d’incògnitesésn = 2– i té solucío general

x = 1 + 2y .

Aleshores, per calcular l’error quadràtic prenem una qualsevol de les seves solucions
–per exemple,x = 1, y = 0– i tenim que

ε =

√
(1 − 2 · 0 − 2)2

+ (−1 + 2 · 0 − 0)2
=

√
2 .
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Observacío 4.62 Fins ara, ens hem limitat a aplicar el mètode dels ḿınims quadrats a
sistemes incompatibles. Evidentment, si el sistemaéscompatible, els valors obtinguts
en aplicar el m̀etode dels ḿınims quadrats śon les solucionsexactesdel sistema original
i, en tal cas, l’error quadràtic észero.

Exemple 4.63Apliquem el m̀etode dels ḿınims quadrats al sistema

x − y = 0

x + y = 2

}
o bé

(
1 −1
1 1

)(
x
y

)
=

(
0
2

)
,

que, evidentment,́es compatible determinat i té solucio

x = 1 , y = 1 .

S’obt́e el nou sistema(
1 1

−1 1

)(
1 −1
1 1

)(
x
y

)
=

(
1 1

−1 1

)(
0
2

)
,

és a dir, (
2 0
0 2

)(
x
y

)
=

(
2
2

)
,

que,òbviament, t́e la mateixa solució

x = 1 , y = 1 .

I si calculem l’error quadr̀atic tenim que

ε =

√
(1 − 1 − 0)2 + (1 + 1 − 2)2 = 0 .



U P C
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4.4 Recapitulació

Quan treballem ambcomponentsde vectors respecte d’unabase qualsevol, el que s’ha
de ferésdeterminar tots els productes escalarsentre els vectors de la base.

Exemple 4.64Els vectors de la baseB = {Ee1, Ee2, Ee3} deR3 compleixen que‖ Ee1 ‖ = 1
i ‖ Ee2 ‖ = ‖ Ee3 ‖ = 4. A més a ḿes,Ee1 i Ee2 formen unanglede60◦, Ee1 i Ee3 de120◦, i Ee2

i Ee3 sónortogonals.

Siguin Ex i Ey els vectors que tenencomponents(−2, 1, 0) i (8, −1, 3) en la baseB.

Ee1 · Ee1 = 1 Ee1 · Ee2 = 2 Ee1 · Ee3 = −2

Ee2 · Ee2 = 16 Ee2 · Ee3 = 0 Ee3 · Ee3 = 16

Ex · Ey = (−2Ee1 + Ee2) · (8Ee1 − Ee2 + 3Ee3) = −16+ 4 + 12+ 16− 16+ 0 = 0

‖ Ex ‖ =

√

Ex · Ex =

√
(−2Ee1 + Ee2) · (−2Ee1 + Ee2)

=
√

4 − 4 − 4 + 16 =
√

12 = 2
√

3

‖ Ey ‖ =

√
Ey · Ey =

√
(8Ee1 − Ee2 + 3Ee3) · (8Ee1 − Ee2 + 3Ee3)

=
√

64− 16− 48− 16+ 16+ 0 − 48+ 0 + 144=
√

96 = 4
√

6

ÊxEy = arccos
0

2
√

3 · 4
√

6
=

π

2
= 90◦ .

Observem que, en particular,Ex i Ey sónortogonals.
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L’anterior c̀alcul ambcomponents respecte d’una base qualsevoles pot aplicar tamb́e
per a laresta de q̈uestions ja vistes.

Exemple 4.65Veiem ćom es poden trobar unabase ortogonali unabase ortonormal
de l’espai en funcío d’una base donada, fent servir les mateixes dades de l’exemple
precedent.

Aplicant lafórmula del m̀etode d’ortogonalització de Gram–Schmidt, tenim:

Ew1 = Ee1

Ew2 = Ee2 −
Ew1·Ee2
Ew1· Ew1

· Ew1 = Ee2 −
2
1 Ew1 = −2 Ew1 + Ee2 = −2Ee1 + Ee2

Ew3 = Ee3 −

(
Ew1·Ee3
Ew1· Ew1

· Ew1 +
Ew2·Ee3
Ew2· Ew2

· Ew2

)
= Ee3 −

(
Ee1·Ee3
Ee1·Ee1

· Ee1 +
(−2Ee1+Ee2)·Ee3

(−2Ee1+Ee2)·(−2Ee1+Ee2)
· (−2Ee1 + Ee2)

)
= Ee3 −

(
−2
1 Ee1 +

4+0
4−4−4+16(−2Ee1 + Ee2)

)
= Ee3 + 2Ee1 −

1
3(−2Ee1 + Ee2)

=
1
3(8Ee1 − Ee2 + 3Ee3) ' 8Ee1 − Ee2 + 3Ee3 .

Per tant,{Ee1, −2Ee1 + Ee2, 8Ee1 − Ee2 + 3Ee3} és unabase ortogonal deR3.

Llavors, per ortonormalitzar–la, només queda dividir cadascun d’aquests vectors per
la seva corresponent norma. Però, com queEw1 = Ee1 i Ew2 i Ew3 són, precisament, els
vectorsEx i Ey de l’exemple anterior, tenim que labase ortonormal deR3 buscadáes{

Ee1,
1

2
√

3
(−2Ee1 + Ee2),

1

4
√

6
(8Ee1 − Ee2 + 3Ee3)

}
.
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Exemple 4.66Amb les mateixes dades d’aquests darrers exemples, siguiV el subespai
vectorial generatpels vectorsEv1 i Ev2 que, en la baseB = {Ee1, Ee2, Ee3} d’abans, tenen
componentsrespectives(1, 1, 0) i (1, 0, 1). Veiem ćom es pot calcular el seu subespai
ortogonalV⊥.

Un vector qualsevolEx de l’espai de components genèriques(x, y, z) respecte aB per-
tany aV⊥ si, i noḿes si, és ortogonala cadascun dels generadors deV . Per tant,
imposant que elsproductes escalarsdel vectorEx = xEe1 + yEe2 + zEe3 amb els vectorsEv1

i Ev2 siguin 0, s’obtenen les condicions

(Ee1 + Ee2) · (xEe1 + yEe2 + zEe3) = 0

(Ee1 + Ee3) · (xEe1 + yEe2 + zEe3) = 0 .

I, fent el producte escalar terme a terme, queda

x + 2y − 2z + 2x + 16y + 0z = 0

x + 2y − 2z − 2x + 0y + 16z = 0

}
,

és a dir,
3x + 18y − 2z = 0

−x + 2y + 14z = 0

}
,

que t́e solucío x =
32
3 z i y = −

5
3z.

Per tant,V⊥ est̀a generat, per exemple, pel vector que té components(32, −5, 3) res-
pecte de la baseB:

V⊥
= 〈32Ee1 − 5Ee2 + 3Ee3〉 .
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Exemple 4.67Novament, amb les mateixes dades dels exemples precedents, conside-
rem elvectorEx que t́ecomponents(−5, 8, 4) respecte de la baseB d’abans i el subespai
V generat pels vectors de components(1, 1, 0) i (1, 0, 1) en la mateixa baseB.

Hem trobat ja que l’ortogonal del subespai vectorialV és el subespai generat pel vector
Ev de components(32, −5, 3) respecte de la baseB. Aleshores, laprojeccío ortogonal
del vectorEx sobre elsubespai ortogonal del subespaiV és:

Ex′′
=

Ev · Ex

Ev · Ev
· Ev =

(32Ee1 − 5Ee2 + 3Ee3) · (−5Ee1 + 8Ee2 + 4Ee3)

(32Ee1 − 5Ee2 + 3Ee3) · (32Ee1 − 5Ee2 + 3Ee3)
(32Ee1 − 5Ee2 + 3Ee3)

=
−160+ 512− 256+ 50− 640− 0 + 30+ 0 + 192

1024− 320− 192− 320+ 400+ 0 − 192+ 0 + 144
(32Ee1 − 5Ee2 + 3Ee3)

=
−272

544
(32Ee1 − 5Ee2 + 3Ee3) = −

1

2
(32Ee1 − 5Ee2 + 3Ee3) .

En conseq̈uència, laprojeccío ortogonali el simètricdel vectorEx respecte del subespai
vectorialV són, respectivament:

Ex′
= Ex − Ex′′

= (−5Ee1 + 8Ee2 + 4Ee3) −

(
−

1

2
(32Ee1 − 5Ee2 + 3Ee3)

)
=

1

2
(22Ee1 + 11Ee2 + 11Ee3)

Ex∗
= 2Ex′

− Ex = 2 ·
1

2
(22Ee1 + 11Ee2 + 11Ee3) − (−5Ee1 + 8Ee2 + 4Ee3)

= 27Ee1 + 3Ee2 + 7Ee3 .
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Exemple 4.68Volem trobar la rectay = ax + b que“millor aproxima” la taula

x −2 1 2 4 5 7

y 1 −2 2 0 3 3

Imposant que la recta passi pels punts, s’obté el sistema incompatible següent:

−2a + b = 1

a + b = −2

2a + b = 2

4a + b = 0

5a + b = 3

7a + b = 3


o AX = B , amb A =


−2 1

1 1
2 1
4 1
5 1
7 1

 i B =


1

−2
2
0
3
3

 .

Aplicant la fórmulaAt AX = At B del mètode dels ḿınims quadrats i operant, queda:(
99 17
17 6

)(
a
b

)
=

(
36
7

)
.

La solucío d’aquest sistema i la recta corresponent obtinguda són

a =
97

305
, b =

81

305
i y =

97x + 81

305
respectivament. I l’error quadràtic és

ε =

√(
−

113
305 − 1

)2
+
(178

305 + 2
)2

+
(55

61 − 2
)2

+
(469

305 − 0
)2

+
(566

305 − 3
)2

+
(152

61 − 3
)2

= 12

√
29

305
.
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Gràficament, larectaobtinguda en aquest exemple i l’error quadr̀atic comès śon els
seg̈uents:

-4 -2 2 4 6 8

-4

-2

2

4

ε1

ε2

ε3

ε4

ε5
ε6

ε =

√
ε2

1 + ε2
2 + ε2

3 + ε2
4 + ε2

5 + ε2
6 = ‖ AX − B ‖ .

Observacío 4.69 Aquest exemplées una il.lustracío del que s’anomenaajust d’una
corba a un ńuvol de punts. En aquest cas, la corba era una recta concretament, però es
pot fer el mateix amb una paràbola, etc. Un cas com aquest molt important es dóna en
Estad́ıstica en considerar larecta de regressió.

Cal remarcar, però, que estem parlant d’aplicacions del m̀etode dels ḿınims quadrats,
el qual ve referit sempre a un sistema d’equacions lineals qualsevol en general.
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5 Transformacions lineals

5.1 Transformacions lineals

Definició 5.1 f : Rn
−→ Rm és unatransformació lineal si, i noḿes si,

(a) f (Ex + Ey) = f (Ex) + f (Ey) per totEx, Ey ∈ Rn.
(b) f (αEx) = α f (Ex) per totα ∈ R i tot Ex ∈ Rn.

Com a exemple genèric, tenim latransformacío lineal nul.la

0 : Rn
−→ Rm ,

queés la definida per
0(Ex) = E0 per tot Ex ∈ Rn ,

és a dir,

0(x1, x2, . . . , xn) = (0, 0, . . . , 0) per tot (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn .

Proposició 5.2 Definició explı́cita.
Les transformacions lineals són les que consten d’expressions lineals en totes les
components de la imatge d’un vector genèric.

f (x1, . . . , xn) = (a1
1x1 + · · · + an

1xn, . . . , a1
mx1 + · · · + an

mxn) .

Exemple 5.3L’aplicació f : R3
−→ R2 seg̈uent, per exemple,́eslineal:

f (x, y, z) = (3x − 2y − 2z, x − 3y + 4z) .
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Proposició 5.4 Una transformació f : Rn
−→ Rm és lineal si, i només si, transfor-

ma combinacions lineals de vectors en combinacions lineals de les seves imatges
amb els mateixos escalars.

Proposició 5.5 En tota transformació lineal f : Rn
−→ Rm

(a) les imatges de vectors linealment dependents de Rn són vectors linealment
dependents de Rm.
(b) la imatge d’un subespai de Rn és un subespai de Rm i l’antiimatge d’un subes-
pai de Rm és un subespai de Rn.
(c) les imatges d’un sistema de generadors d’un subespai de Rn formen un sistema
de generadors del seu subespai imatge de Rm.

Proposició 5.6 Definició per les imatges d’una base.
Si coneixem les imatges dels vectors d’una base, queda determinada la imatge
de qualsevol altre vector: només cal expressar–lo com a combinació lineal dels
vectors de la base i, aleshores, la seva imatge és la combinació lineal de les imatges
dels vectors de la base amb els mateixos escalars.

Exemple 5.7La transformacío lineal f anterior pot ser definida també com la que

f (1, 0, 0) = (3, 1)

f (0, 1, 0) = (−2, −3)

f (0, 0, 1) = (−2, 4)

 .
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Definició 5.8 S’anomenamatriu associadaa la transformació lineal f en les ba-
sesB1 deRn i B2 deRm a la matriuMB1,B2( f ) que t́e percolumnes les components
de les imatges dels vectors de la baseB1 respecte de la baseB2.

Teorema 5.9 Imatges i antiimatges.
Si X és la matriu–columna de les components d’un vector qualsevol Ex en una base
B1 de Rn, SX és la matriu–columna de les components de la seva imatge f (Ex) en
una base B2 de Rm i A és la matriu de la transformació lineal f : Rn

−→ Rm en
aquestes bases, llavors

SX = AX .

Exemple 5.10Això significa que en l’exemple anterior es té que(
x̄
ȳ

)
=

(
3 −2 −2
1 −3 4

) x
y
z

 o bé
x̄ = 3x − 2y − 2z

ȳ = x − 3y + 4z

}
,

on (x, y, z) i (x̄, ȳ) són lescomponents caǹoniquesrespectives d’un vector qualsevol
Ex deR3 i de la seva imatgef (Ex) enR2. Aixı́, la imatgedel vector(1, 1, 2) s’obt́e de(

3 −2 −2
1 −3 4

) 1
1
2

 =

(
−3

6

)
,

d’on f (1, 1, 2) = (−3, 6), mentre que resolent el sistema lineal(
3 −2 −2 1
1 −3 4 −2

)
F2∼3F2−F1

'

(
3 −2 −2 1
0 −7 14 −7

)
,

obtenim queles antiimatgesdel vector(1, −2) formen el conjunt

f −1(1, −2) =
{
(x, y, z) ∈ R3 : x = 1 + 2z , y = 1 + 2z

}
.
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Pàgina 102 de194

Teorema 5.11Fórmula del canvi de base general.
Donada una transformació lineal f : Rn

−→ Rm, si A = MB1,B2( f ) és la matriu
de f en les bases B1 i B2 i A′

= MB′

1,B
′

2
( f ) és la matriu de f en les bases B′

1 i B′

2,
llavors

A′
= C−1

2 AC1 ,

on C1 és la matriu de canvi de base de B′

1 a B1 i C2 la de canvi de base de B′

2 a B2:

(Rn,B′

1)
C1

−−−−−−−−−→(Rn,B1)
A

−−−−−−−−−→(Rm,B2)
C−1

2
−−−−−−−−−→

(Rm,B′

2)

& %
↑

A′
= C−1

2 AC1

Observacío 5.12 Podem escriure també lafórmula del canvi de baseen la forma

MB′

1,B
′

2
( f ) = M(B2,B′

2)MB1,B2( f )M(B′

1,B1) .

Exemple 5.13Considerem les bases deR3 i R2 B′

1 = {(1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1)} i
B′

2 = {(1, −2), (2, −1)}. L’esquema corresponentés

(R3,B′

1)
C1

−−−−−−−−−−→(R3,Bc)
A

−−−−−−−−−→(R2,Bc)
C−1

2
−−−−−−−−−→

(R2,B′

2)

& %
↑

A′
= C−1

2 AC1

amb

C1 = M(B′

1,Bc) =

 1 1 0
1 0 1
0 1 1

 i C2 = M(B′

2,Bc) =

(
1 2

−2 −1

)
.

Per tant, lamatriu de la transformació lineal f anterior en les basesB′

1 i B′

2 és

MB′

1,B
′

2
( f ) =

(
1 2

−2 −1

)−1( 3 −2 −2
1 −3 4

) 1 1 0
1 0 1
0 1 1

 =
1

3

(
3 −11 2
0 7 −7

)
.
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Definició 5.14 S’anomenanucli d’una transformació lineal f –Nuc( f )– al con-
junt de vectors deRn tals quela seva imatgées el vector nul. I s’anomenaimatge
de f –Im( f )– al conjunt de vectors deRm quesón imatge d’algun vector deRn.

Proposició 5.15 (a) Nuc( f ) és un subespai de Rn i Im( f ) és un subespai de Rm.
(b) Les imatges de sistemes de generadors de Rn són sistemes de generadors de
Im f .
(c) dim Nuc( f ) + dim Im( f ) = n.

Teorema 5.16Sigui A la matriu de f respecte de les bases B1 de Rn i B2 de Rm.
(a) AX = 0 formen un sistema d’equacions implı́cites de Nuc( f ) en la base B1.
(b) Les columnes de A són les components en la base B2 d’un sistema de gene-
radors de Im( f ).

Definició 5.17 Donada una matriuA, s’anomenanucli d’ A al conjunt de vectors
Ex = (x1, x2, . . . , xn) tals queAX = 0, on X és la matriu-columna deEx.

Exemple 5.18En la transformació lineal f anterior, lesequacions implı́cites del nucli
són (

3 −2 −2
1 −3 4

) x
y
z

 =

(
0
0

)
o bé

3x − 2y − 2z = 0

x − 3y + 4z = 0

}
,

mentre que{(3, 1), (−2, −3), (−2, 4)} és unsistema de generadors de la imatgede f .

Observacío 5.19 Podem trobaruna base del nuclii equacions implı́cites de la imatge.
Aix ı́, Nuc( f ) = 〈(2, 2, 1)〉 i Im( f ) no t́e equacions implı́cites, ja queIm( f ) = R2.
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Definició 5.20 Se’n diurang d’una transformació lineal f : Rn
−→ Rm a:

rang( f ) = dim Im( f ) .

Proposició 5.21 Si A és matriu d’una transformació lineal f : Rn
−→ Rm:

(a) rang( f ) = rangA.
(b) dim Nuc( f ) = n − rang( f ) = n − rangA.

Proposició 5.22 Sigui f : Rn
−→ Rm una transformació lineal.

(a) Si f és exhaustiva, llavors les imatges dels vectors d’una base de Rn formen
un sistema de generadors de Rm.
(b) Si f és injectiva, llavors les imatges dels vectors d’una base de Rn formen un
sistema de vectors linealment independents de Rm.

Proposició 5.23 Sigui f : Rn
−→ Rm una transformació lineal.

(a) f és exhaustiva si, i només si, Im( f ) = Rm.
(b) f és injectiva si, i només si, Nuc( f ) = {E0}.

Proposició 5.24 Sigui f : Rn
−→ Rm una transformació lineal.

(a) f és exhaustiva si, i només si, rang( f ) = m.
(b) f és injectiva si, i només si, rang( f ) = n.

Exemple 5.25En el nostre exemple,rang( f ) = rangA = 2 i, en conseq̈uència, f no
és injectiva, per̀o śı exhaustiva.
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5.2 Endomorfismes

Definició 5.26 Una transformació lineal f : Rn
−→ Rn s’anomena unendomor-

fismedeRn.

Un exemple geǹeric molt important d’endomorfismées laidentitat, que es defineix
com l’endomorfisme

I : Rn
−→ Rn

tal que
I (Ex) = Ex per tot Ex ∈ Rn ,

és a dir,

I (x1, x2, . . . , xn) = (x1, x2, . . . , xn) per tot (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn .

Exemple 5.27Podem considerar, per exemple, l’endomorfismef : R3
−→ R3 que

compleix
f (1, 2, −2) = (1, 2, 3)

f (2, 3, −4) = (−2, 1, −4)

f (2, −1, −3) = (1, −1, 1)

 ,

o sigui, el que t́ematriu associada

MB,Bc( f ) =

 1 −2 1
2 1 −1
3 −4 1


en les basesB = {(1, 2, −2), (2, 3, −4), (2, −1, −3)} i caǹonica deR3.
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José M. Moreno

Vicenç Sales
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Proposició 5.28 Un endomorfisme f : Rn
−→ Rn és bijectiu si, i només si,

Im( f ) = Rn i Nuc( f ) = {E0}.

Proposició 5.29 Si f : Rn
−→ Rn és un endomorfisme bijectiu, llavors les imat-

ges dels vectors d’una base de Rn formen una altra base de Rn.

Proposició 5.30 Si f : Rn
−→ Rn és un endomorfisme, llavors f és bijectiu si, i

només si, rang( f ) = n.

En particular, siA és la matriu d’un endomorfisme respecte de dues basesqualssevol,
es verifica quef ésbijectiusi, i noḿes si,A ésregular.

Exemple 5.31La matriu de l’endomorfisme de l’exemple precedent en les basesB =

{(1, 2, −2), (2, 3, −4), (2, −1, −3)} i caǹonica deR3 era 1 −2 1
2 1 −1
3 −4 1

 .

Aplicant el m̀etode de Gauss, tenim: 1 −2 1
2 1 −1
3 −4 1


F2∼F2−2F1
F3∼F3−3F1

'

 1 −2 1
0 5 −3
0 2 −2

 .

Per tant, elrang de la matriúes 3, és a dir,́esregulari, en conseq̈uència, l’endomorfisme
f deR3 considerat́esbijectiu.
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Vicenç Sales

Josep Tudurı́

JJ II

J I

Imprimir

Tancar

Sortir
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Definició 5.32 S’anomenamatriu associadaa un endomorfismef en la baseB
deRn a la seva matriu associada en les basesB i B: MB( f ) = MB,B( f ).

Evidentment, la matriu de tot endomorfisme –encara que sigui en bases diferents–és
semprequadrada.

Proposició 5.33 La matriu associada a l’endomorfisme identitat en qualsevol base
és la matriu identitat.

Exemple 5.34Calculem lamatriu associada a l’endomorfismef anterior en la baseB.
L’esquema corresponentés ara

(R3,B) I
−−−−−−−−→ (R3,B) A

−−−−−−−−−→(R3,Bc)
C−1

−−−−−−−−−→(R3,B)

& %
↑

A′
= C−1AI = C−1A

amb

C = M(B,Bc) =

 1 2 2
2 3 −1

−2 −4 −3

 i M(B,B) = I =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .

En conseq̈uència, lamatriu associada a l’endomorfismef en la baseB és

MB( f ) =

 1 2 2
2 3 −1

−2 −4 −3

−1 1 −2 1
2 1 −1
3 −4 1

 =

 41 −56 19
−25 35 −12

5 −8 3

 .
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Teorema 5.35Fórmula del canvi de base per a endomorfismes.
Considerem un endomorfisme f : Rn

−→ Rn i dues bases B i B′. Si A = MB( f )

és la matriu de f en la base B i A′
= MB′( f ) és la matriu de f en la base B′,

aleshores A′
= C−1AC ,

on C és la matriu de canvi de base de B′ a B:
(Rn,B′) C

−−−−−−−−−→(Rn,B) A
−−−−−−−−−→(Rn,B) C−1

−−−−−−−−−→ (Rn,B′)

& %
↑

A′
= C−1AC

Observacío 5.36 Podem escriure ara també lafórmula del canvi de baseen la forma

MB′( f ) = M(B,B′)MB( f )M(B′,B) .

Exemple 5.37Calculem ara lamatriu en la base canònica de l’endomorfismef dels
exemples precedents. L’esquemaés ara

(R3,Bc)
C−1

−−−−−−−−−→(R3,B) A
−−−−−−−−−→(R3,B) C

−−−−−−−−−→ (R3,Bc)

& %
↑

A′
= CAC−1

amb

C = M(B,Bc) =

 1 2 2
2 3 −1

−2 −4 −3

 .

I, per tant, lamatriu en la base canònica de l’endomorfismef , MBc( f ), és 1 2 2
2 3 −1

−2 −4 −3

 41 −56 19
−25 35 −12

5 −8 3

 1 2 2
2 3 −1

−2 −4 −3

−1

=

 31 4 19
16 3 10
73 10 45

 .
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Proposició 5.38 El determinant de qualsevol matriu associada a un endomorfisme
és invariant per canvis de base.

Definició 5.39 S’anomenadeterminant d’un endomorfismef deRn al determi-
nant, det( f ), de qualsevol de les seves matrius associades en alguna base.

Proposició 5.40 det( f ) 6= 0 si, i només si, rang( f ) = n, és a dir, si és bijectiu i,
per tant, transforma bases de Rn en bases de Rn.

Definició 5.41 Els endomorfismes ambdeterminant positius’anomenendirectes;
i els dedeterminant negatiu, inversos.

Proposició 5.42 (a) Un endomorfisme és directe si, i només si, conserva l’orienta-
ció de les bases, és a dir, si transforma bases positives en bases positives i negatives
en negatives.
(b) Un endomorfisme és invers si, i només si, canvia l’orientació de les bases, és a
dir, si transforma bases positives en negatives i viceversa.

Exemple 5.43En l’exemple anterior, eldeterminantde l’endomorfismef és

det( f ) =

∣∣∣∣∣∣
31 4 19
16 3 10
73 10 45

∣∣∣∣∣∣ F1∼3F1−4F2
F3∼3F3−10F2

=
1

3

1

3

∣∣∣∣∣∣
29 0 17
16 3 10
59 0 35

∣∣∣∣∣∣ =
3

9

∣∣∣∣ 29 17
59 35

∣∣∣∣ = 4 .

Per tant, l’endomorfismef ésdirecte, ja quedet( f ) > 0.
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Definició 5.44 S’anomenapolinomi caracterı́stic d’ A a p(x) = det(A − x I ).

Proposició 5.45 El polinomi caracterı́stic de qualsevol matriu associada a un en-
domorfisme és invariant per canvis de base i

p(x) = (−1)n
(
xn

− tr1(A)xn−1
+ tr2(A)xn−2

+ . . . + (−1)ndet(A)
)
.

Definició 5.46 S’anomenapolinomi caracterı́stic d’un endomorfismef al poli-
nomi caracteŕıstic de qualsevol de les seves matrius associades en alguna base.

Proposició 5.47 Les traces de qualsevol matriu associada a un endomorfisme no
canvien en fer un canvi de base.

Definició 5.48 S’anomenatraça d’ordre k d’un endomorfismef deRn, trk( f ),
a la traça d’ordrek de qualsevol de les seves matrius associades en alguna base.
En particular, latraça d’ordre 1se’n diutraça de f , tr ( f ).

Exemple 5.49En el cas de l’endomorfismef dels exemples precedents, si considerem
la sevamatriu associada en la base canònica, tenim que la sevatraça d’ordre 2́es

tr2( f ) =

∣∣∣∣ 31 4
16 3

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ 31 19
73 45

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ 3 10
10 45

∣∣∣∣ = 29+ 8 + 35 = 72.

Anàlogament, la sevatraça d’ordre 1o traçaés
tr ( f ) = 31+ 3 + 45 = 79.

I, per tant, com que hem vist abans quedet( f ) = 4, el polinomi caracteŕıstic de f és
p(x) = −x3

+ 79x2
− 72x + 4 .
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Àlgebra Lineal

Rafel Amer

Francesc Carreras
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5.3 Diagonalització

Sigui f un endomorfisme que, en certa baseB = {Ee1, Ee2, . . . , Een}, té matriu associada
A. Volem trobar algunabase adequadaB′

= {Ee′

1, Ee′

2, . . . , Ee′
n} en la que la matriu def

sigui diagonal:

D =


λ1

λ2
. . .

λn

 .

Caldr̀a, doncs, quef (Ee′

i ) = λi Ee′

i per ai = 1, 2, . . . , n.

Definició 5.50 λ ∈ R és unvalor propi de f si f (Ex) = λEx per algunEx 6= E0.

Proposició 5.51 Els valors propis són les arrels del polinomi caracterı́stic.

De cada valor propi cal destacar la sevamultiplicitat mλ com a arrel del caracterı́stic.
Si mλ = 1, direm quéessimple; i, en cas contrari,múltiple (doblesi mλ = 2, etc).

Exemple 5.52Sigui f l’endomorfisme deR3 que en la base canònica t́e matriu

A =

 0 −4 6
−1 3 −6
−1 4 −7

 .

El seupolinomi caracteŕıstic és

p(x) =

∣∣∣∣∣∣
−x −4 6
−1 3− x −6
−1 4 −7 − x

∣∣∣∣∣∣ = −x3
− 4x2

− 5x − 2 = −(x + 1)2(x + 2) .

Per tant, elsvalors propis def sónλ1 = −1, queésdoble, i λ2 = −2, queéssimple.
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Definició 5.53 Ex 6= E0 és unvector propi de f si f (Ex) = λEx per a algunλ ∈ R.

Proposició 5.54 (a) Cada vector propi Ex 6= E0 està associat a un únic valor propi.
(b) Vectors propis de valors propis diferents són linealment independents.

Per la primera d’aquestes propietats, es parla devector propi de valor propi λ.

Proposició 5.55 Nuc(A − λI ) és el conjunt de tots els vectors propis amb valor
propi λ afegint–hi el vector nul.

Definició 5.56 Vλ = Nuc(A − λI ) se’n diusubespai propidevalor propiλ.

Proposició 5.57 (a) Si λ té multiplicitat mλ i dλ = dim Vλ, llavors 1 ≤ dλ ≤ mλ.
(b) En particular, si el valor propi és simple, aleshores dλ = mλ = 1.

Exemple 5.58Els subespais propisV−1 = Nuc(A + I ) i V−2 = Nuc(A + 2I ) de
l’exemple d’abans venen donats per 1 −4 6 0

−1 4 −6 0
−1 4 −6 0

 i

 2 −4 6 0
−1 5 −6 0
−1 4 −5 0


F2∼2F2+F1
F3∼2F3+F1

'

 2 −4 6 0
0 6 −6 0
0 4 −4 0

 ,

i són, doncs, respectivament,

V−1 : x − 4y + 6z = 0 i V−2 :
x − 2y + 3z = 0

y − z = 0

}
.
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Vicenç Sales

Josep Tudurı́

JJ II

J I

Imprimir

Tancar

Sortir

Pàgina 113 de194

Definició 5.59 Un endomorfismef deRn ésdiagonalitzablesi, i noḿes si, exis-
teix una base en la que la seva matriu associadaésdiagonal.

Teorema 5.60Primera condició suficient de diagonalització.
Si un endomorfisme f de Rn té n valors propis diferents –és a dir, si tots els valors
propis són simples–, aleshores és diagonalitzable.

Definició 5.61 Es diu que una matriu quadradaA ésdiagonalitzablesi, i noḿes
si, existeix una matriu regularC tal queD = C−1AC és unamatriu diagonal.

Proposició 5.62 Si A és la matriu d’un endomorfisme f en certa base, es verifica
que f és diagonalitzable si, i només si, A és diagonalitzable.

En conseq̈uència, lesdiagonalitzacions d’endomorfismes i de matriussón aǹalogues.

Teorema 5.63Segona condició suficient de diagonalització.
Tota matriu simètrica és diagonalitzable.

Exemple 5.64En el nostre exemple,́es clar que la matriuno és sim̀etricai, per tant,
no podem aplicar la segona condició suficient de diagonalització.

Per̀o, a ḿes a ḿes, hem vist quehi havia un valor propi doblei, en conseq̈uència,
tampoc no podem aplicar la primera condició suficient de diagonalització.
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Teorema 5.65Condició necessària i suficient de diagonalització.
Un endomorfisme f de Rn és diagonalitzable si, i només si,
(a) El polinomi caracterı́stic es descompon totalment en factors lineals —és a dir,
té totes les arrels reals—:

p(x) = (x − λ1)
m1(x − λ2)

m2 · · · (x − λk)
mk .

(b) La multiplicitat de tots els valors propis és igual a la dimensió del seu subespai
propi corresponent:

mλi = dλi ,

per a tot i = 1, 2, . . . , k.

Observem que la segona condició només cal comprovar–la pels valors propis múltiples,
ja que es verifica autom̀aticament pels simples.

Exemple 5.66En el nostre exemple, tenim que elpolinomi caracteŕıstic descomposa
en factors linealsi, a més, per l’́unic valor propi ḿultiple —queésλ = −1— es verifica
que

d−1 = dim Nuc( f + I ) = 3 − 1 = 2 = m−1 .

En conseq̈uència, aix̀o significa que l’endomorfismef considerat en el nostre exemple
ésdiagonalitzable.

Queda, doncs, noḿes,diagonalitzar–lo.
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Teorema 5.67Diagonalització d’endomorfismes i matrius diagonalitzables.
Si un endomorfisme f de Rn és diagonalitzable, aleshores:
(a) La matriu diagonal D té els valors propis a la diagonal principal, escrits tantes
vegades com indiqui la seva multiplicitat.
(b) La base de vectors propis s’obté reunint bases de cada subespai propi.
(c) La matriu del canvi de base C –que s’obté escrivint en columna les components
dels vectors nous en funció dels vells en el mateix ordre que els corresponents va-
lors propis a D– verifica que

D = C−1AC, AC = C D i A = C DC−1 .

Exemple 5.68En primer lloc, com que els valors propis eren el−1 (doble) i el −2
(simple), tenim que lamatriu diagonaĺes

D =

−1 0 0
0 −1 0
0 0 −2

 .

D’altra banda, resolent els sistemes de les equacions implı́cites dels subespais propis, es
veu f̀acilment queV−1 = Nuc(A+ I ) = 〈(4, 1, 0), (−6, 0, 1)〉 i V−2 = Nuc(A+2I ) =

〈(−1, 1, 1)〉 i, per tant,una base de vectors propisés

B = {(4, 1, 0), (−6, 0, 1), (−1, 1, 1)} .

Finalment, lamatriu del canvi de basecorresponent́es

C =

 4 −6 −1
1 0 1
0 1 1


i és f̀acil comprovar, per exemple, que es verifica queAC = C D.
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Proposició 5.69 Potències d’una matriu diagonalitzable.
Si A és diagonalitzable amb matriu diagonal D i matriu de canvi de base C, ales-
hores

Ak
= C DkC−1

per a cada k ∈ N, on

Dk
=


λ1

λ2
. . .

λn


k

=


λk

1
λk

2
. . .

λk
n

 .

Exemple 5.70En el cas d’abans tenim que, per a cadak ∈ N,

Ak
=

 4 −6 −1
1 0 1
0 1 1

 (−1)k

(−1)k

(−2)k

 4 −6 −1
1 0 1
0 1 1

−1

=

 4 · (−1)k
−6 · (−1)k

−(−2)k

(−1)k 0 (−2)k

0 (−1)k (−2)k

−1 5 −6
−1 4 −5

1 −4 6



=

 2 · (−1)k
− (−2)k

−4 · (−1)k
+ 4 · (−2)k 6 · (−1)k

− 6 · (−2)k

−(−1)k
+ (−2)k 5 · (−1)k

− 4 · (−2)k
−6 · (−1)k

+ 6 · (−2)k

−(−1)k
+ (−2)k 4 · (−1)k

− 4 · (−2)k
−5 · (−1)k

+ 6 · (−2)k



= (−1)k
·

 2 −4 6
−1 5 −6
−1 4 −5

+ (−2)k
·

−1 4 −6
1 −4 6
1 −4 6

 .
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5.4 Recapitulació

Exemple 5.71SiguinB = {Ee1, Ee2, Ee3} i B′
= {Ee′

1, Ee′

2, Ee′

3} dues bases deR3 i consi-
derem la tranformació lineal f : R3

−→ R3 tal que

f (Ee1) = 2Ee′

1 − 3Ee′

2

f (Ee2) = −4Ee′

1 + 9Ee′

2 − Ee′

3

f (Ee3) = 6Ee′

1 − 12Ee′

2 + Ee′

3

 .

La matriu def en les basesB = {Ee1, Ee2, Ee3} i B′
= {Ee′

1, Ee′

2, Ee′

3} és

A′
= MB,B′( f ) =

 2 −4 6
−3 9 −12

0 −1 1

 .

Llavors, per trobar laimatgedel vector3Ee1 + 2Ee2 + Ee3 fem 2 −4 6
−3 9 −12

0 −1 1

 3
2
1

 =

 4
−3
−1

 ,

d’on

f (3Ee1 + 2Ee2 + Ee3) = 4Ee′

1 − 3Ee′

2 − Ee′

3 ,

mentre que l’antiimatgedel vector4Ee′

1 − 3Ee′

2 − Ee′

3 s’obt́e resolent el sistema lineal 2 −4 6 4
−3 9 −12 −3

0 −1 1 −1


F2∼2F2+3F1

'

 2 −4 6 4
0 6 −6 6
0 −1 1 −1

 ,

que t́e solucío x = 4 − z i y = 1 + z i, en conseq̈uència,

f −1(4Ee′

1 − 3Ee′

2 − Ee′

3) = {(4 − z)Ee1 + (1 + z)Ee2 + zEe3 , amb z ∈ R} .



U P C
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Exemple 5.72Amb les mateixes dades de l’exemple anterior, anem a calcular ara
simult̀aniamentbasesi equacions implı́citesdel nucli i de laimatgede f en termes de
les basesB = {Ee1, Ee2, Ee3} i B′

= {Ee′

1, Ee′

2, Ee′

3} respectivament. 2 −4 6 0 x′

−3 9 −12 0 y′

0 −1 1 0 z′


F2∼2F2+3F1

'

 2 −4 6 0 x′

0 6 −6 0 3x′
+ 2y′

0 −1 1 0 z′


F3∼6F3+F2

'

 2 −4 6 0 x′

0 6 −6 0 3x′
+ 2y′

0 0 0 0 3x′
+ 2y′

+ 6z′

 .

Aleshores, del sistema lineal homogeni format per la matriu del sistema i la primera de
les columnes del final –la dels zeros–, es dedueix que lesequacions implı́cites del nucli
respecte de la baseB són

x − 2y + 3z = 0

y − z = 0

}
.

És clar que la solució d’aquest sistemáes x = −z, y = z i, com que una de les
solucionśesx = −1, y = 1 i z = 1, es dedueix que unabase del nuclíes

{−Ee1 + Ee2 + Ee3} .

Finalment, de la triangulació de la matriu del sistema es té que unabase de la imatge
és

{2Ee′

1 − 3Ee′

2, −4Ee′

1 + 9Ee′

2 − Ee′

3} .

I de la matriu del sistema i de la darrera de les columnes obtenim que l’equacío
implı́cita de la imatge respecte de la baseB′ és

3x′
+ 2y′

+ 6z′
= 0 .
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Exemple 5.73Suposem ara que, amb les dades dels exemples precedents, es verifica,
a més a ḿes, que

Ee′

1 = Ee1 + Ee2 + Ee3

Ee′

2 = Ee2 + Ee3

Ee′

3 = Ee3

 .

Veiem quináes la matriu def en la baseB = {Ee1, Ee2, Ee3}.

Considerem l’esquema corresponent, que araés

(R3,B) I
−−−−−−−−−→ (R3,B) A′

−−−−−−−−−→(R3,B′) C
−−−−−−−→ (R3,B)

& %
↑

A = CA′ I = CA′

on la matriu def en les basesB i B′ és

A′
= MB,B′( f ) =

 2 −4 6
−3 9 −12

0 −1 1


i lesmatrius de canvi de basesón

C = M(B′,B) =

 1 0 0
1 1 0
1 1 1

 i M(B,B) = I =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .

Per tant, lamatriu de f en la baseB és

A =

 1 0 0
1 1 0
1 1 1

 2 −4 6
−3 9 −12

0 −1 1

 =

 2 −4 6
−1 5 −6
−1 4 −5

 .
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Exemple 5.74Considerem ara una nova baseB′′
= {Ee1 + Ee2, Ee1 + Ee3, Ee2 + Ee3}. Volem

calcular la matriu def en aquesta nova base.

Ara l’esquema corresponentés

(R3,B′′) C
−−−−−−−−−→(R3,B) A

−−−−−−−−−→(R3,B) C−1
−−−−−−−−−→ (R3,B′′)

& %
↑

A′′
= C−1AC

on la matriu def en la baseB és la d’abans

A = MB( f ) =

 2 −4 6
−1 5 −6
−1 4 −5


i la matriu de canvi de basede la baseB′′ a la baseB és

C = M(B′′,B) =

 1 1 0
1 0 1
0 1 1

 .

Per tant, lamatriu de f en la baseB′′ és

A′′
=

 1 1 0
1 0 1
0 1 1

−1 2 −4 6
−1 5 −6
−1 4 −5

 1 1 0
1 0 1
0 1 1

 =
1

2

−1 7 2
−3 9 2

9 −21 −4

 .
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Exemple 5.75Anem a analitzar si l’endomorfismef definit anteriorment́es o no dia-
gonalitzable.

Cal partir, doncs, de la seva matriu associada en una certa base. Anteriorment, hem
trobat aquesta matriu respecte de dues bases diferentsB i B′′. Agafant, per exemple, la
corresponent a la baseB

A =

 2 −4 6
−1 5 −6
−1 4 −5

 ,

tenim que

p(x) = det(A − x I ) =

∣∣∣∣∣∣
2 − x −4 6
−1 5− x −6
−1 4 −5 − x

∣∣∣∣∣∣ = −x(x − 1)2 .

Per tant, els valors propis def sónλ1 = 0, queéssimple, i λ2 = 1, queésdoble. Cal,
doncs, analitzar si per a aquestúltim –queés l’únic múltiple– la sevamultiplicitat és
tamb́e 2.

Per̀o les equacions implı́cites deV1 = Nuc(A − I ) corresponen al sistema lineal 1 −4 6 0
−1 4 −6 0
−1 4 −6 0

 .

I com que, evidentment,d1 = dim Nuc(A− I ) = 3− rang(A− I ) = 3− 1 = 2 = m1,
es dedueix que, efectivament, l’endomorfismef diagonalitza.
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Exemple 5.76Finalment,diagonalitzaremel nostre endomorfismef .

D’una banda, cal trobar una base deV0 = Nuc(A − 0I ) = Nuc(A). Per̀o això ja ho
hav́ıem fet –i, a ḿes a ḿes, respecte de la baseB– i hav́ıem obtingut que

V0 = Nuc(A) = Nuc( f ) = 〈−Ee1 + Ee2 + Ee3〉 .

D’una altra banda, en analitzar la diagonalització de f , hav́ıem trobat que les equaci-
ons impĺıcites deV1 = Nuc(A − I ) corresponien al sistema lineal 1 −4 6 0

−1 4 −6 0
−1 4 −6 0

 ,

la solucío del quaĺesòbviamentx = 4y − 6z. Aleshores, una base deV1 est̀a formada
pelsvectors de components(4, 1, 0) i (−6, 0, 1) respecte de la baseB. Per tant:

V1 = Nuc(A − I ) = 〈4Ee1 + Ee2, −6Ee1 + Ee3〉 .

En conseq̈uència, labase de vectors propisés

{−Ee1 + Ee2 + Ee3, 4Ee1 + Ee2, −6Ee1 + Ee3} ,

la matriudiagonali la decanvi de basesón

D =

 0
1

1

 i C =

−1 4 −6
1 1 0
1 0 1


respectivament i es té, doncs, que 0

1
1

 =

−1 4 −6
1 1 0
1 0 1

−1 2 −4 6
−1 5 −6
−1 4 −5

−1 4 −6
1 1 0
1 0 1

 .
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6 Transformacions lineals de l’espai vectorial euclidìa

6.1 Endomorfismes sim̀etrics i diagonalització ortogonal

Definició 6.1 Un endomorfismef : Rn
−→ Rn éssimètric si, i noḿes si,

f (Ex) · Ey = Ex · f (Ey)

per a qualssevolEx, Ey ∈ Rn.

Proposició 6.2 Si B = {Ee1, Ee2, . . . , Een} és una base de Rn, aleshores un endomor-
fisme f : Rn

−→ Rn és simètric si, i només si,

f (Eei ) · Eej = Eei · f (Eej )

per a tot i, j = 1, 2, . . . , n.

Proposició 6.3 Sigui A la matriu d’un endomorfisme f : Rn
−→ Rn respecte

d’una base ortonormal qualsevol. Aleshores:

f és simètric si, i només si, A és simètrica.

Exemple 6.4L’ endomorfisme que en la base canònica—queésortonormal— té matriu

A =

 2 1 1
1 2 1
1 1 2


éssimètricper serA simètrica.
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El resultat seg̈uent es dedueix de la darrera proposició i la segona condició suficient de
diagonalitzacío.

Proposició 6.5 Els endomorfismes simètrics són diagonalitzables.

Exemple 6.6Diagonalitzeml’endomorfismef deR3 definit en l’exemple anterior.

El seupolinomi caracteŕıstic és

p(x) =

∣∣∣∣∣∣
2 − x 1 1

1 2− x 1
1 1 2− x

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
4 − x 4 − x 4 − x

1 2− x 1
1 1 2− x

∣∣∣∣∣∣
= (4 − x) ·

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
1 2− x 1
1 1 2− x

∣∣∣∣∣∣ =(4 − x) ·

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
0 1− x 0
0 0 1− x

∣∣∣∣∣∣ = (4 − x)(1 − x)2

i els valors propis śon, doncs,1 (doble) i 4 (simple). A més, els subespais propis
obtinguts śon Nuc(A − I ) = 〈(1, 0, −1), (0, 1, −1)〉 i Nuc(A − 4I ) = 〈(1, 1, 1)〉. En
conseq̈uència,

{(1, 0, −1), (0, 1, −1), (1, 1, 1)}

és unabase de vectors propisi lesmatrius de canvi de base i diagonalsón

C =

 1 0 1
0 1 1

−1 −1 1

 i D =

 1
1

4


respectivament i es té, doncs, que 1

1
4

 =

 1 0 1
0 1 1

−1 −1 1

−1 2 1 1
1 2 1
1 1 2

 1 0 1
0 1 1

−1 −1 1

 .
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Proposició 6.7 Vectors propis corresponents a valors propis diferents d’un endo-
morfisme simètric són ortogonals.

Com que es pot considerar que una matriu representa un endomorfisme en una base
qualsevol, podem agafar una ortonormal —per exemple, la canònica— i“transportar”
els resultats anteriors.

Proposició 6.8 Vectors propis corresponents a valors propis diferents d’una matriu
simètrica són ortogonals.

Exemple 6.9Observem que, efectivament, en l’endomorfisme anterior que en la base
caǹonica tenia matriu associada

A =

 2 1 1
1 2 1
1 1 2

 ,

els vectors propis(1, 0, −1) i (0, 1, −1) —que śon devalor propi 1— són ortogonals
al vector propi(1, 1, 1) —queés devalor propi 4—.

Observacío 6.10 En general,́es important remarcar que endiagonalitzar qualsevol
matriu sim̀etrica—encara que no representi la matriu d’un endomorfisme simètric res-
pecte d’una base ortonormal—, s’ha de verificar la propietat anterior i, per tant, els
vectors propis obtinguts per diferents valors propis han de ser forçosamentortogonals.
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Com que els vectors propis de valor propi diferent són ortogonals, noḿes calortogo-
nalitzarles bases de cada subespai propi per a obtenir unabase ortogonalde vectors
propis.

Proposició 6.11 Un endomorfisme f : Rn
−→ Rn admet una base ortogonal de

vectors propis si, i només si, és simètric.

Proposició 6.12 Una matriu quadrada admet una base ortogonal de vectors propis
si, i només si, és simètrica.

Exemple 6.13En el nostre exemple, noḿes cal aplicar Gram-Schmidt a Nuc( f − I ),
ja que dim Nuc( f − 4I ) = 1. Tenim:

Ew1 = (1, 0, −1)

Ew2 = (0, 1, −1) −
(0,1,−1)·(1,0,−1)
(1,0,−1)·(1,0,−1)

· (1, 0, −1) = (0, 1, −1) −
1
2(1, 0, −1)

=
1
2(−1, 2, −1) ' (−1, 2, −1) .

Per tant,{(1, 0, −1), (−1, 2, −1), (1, 1, 1)} és unabase ortogonal de vectors propis.

Observacío 6.14 Cal observar que la nova matriu de canvi de base

P =

 1 −1 1
0 2 1

−1 −1 1


verifica ara quePt P és una matriudiagonal.
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Definició 6.15 Es diu que un endomorfismef : Rn
−→ Rn diagonalitza en base

ortonormal o queésortogonalment diagonalitzablesi, i noḿes si, admet una
base ortonormal de vectors propis.

Teorema 6.16Teorema espectral.
Un endomorfisme és ortogonalment diagonalitzable si, i només si, és simètric.

Definició 6.17 Es diu que una matriu quadradaA ésortogonalment diagonalit-
zableo quediagonalitza en base ortonormalsi, i noḿes si, existeix unamatriu
ortogonalP tal queD = P−1AP = Pt AP.

Teorema 6.18Teorema espectral generalitzat.
Una matriu quadrada és ortogonalment diagonalitzable si, i només si, és simètrica.

Exemple 6.19Per tant, com que hem vist ja que l’endomorfisme dels exemples prece-
dents que en la base canònica t́e matriu associada

A =

 2 1 1
1 2 1
1 1 2


éssimètric, es dedueix quéesortogonalment diagonalitzable. I, en particular, hóes
tamb́e la matriu sim̀etricaA.
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Teorema 6.20Diagonalització ortogonal de matrius i endomorfismes simètrics.
(a) La matriu diagonal s’obté com en la diagonalització ordinària: escrivint els va-
lors propis en la diagonal principal tantes vegades com indiqui la seva multiplicitat.
(b) La base ortonormal de vectors propis s’obté reunint bases ortonormals dels
subespais propis.
(c) La matriu del canvi de base P és ortogonal, és a dir,

Pt P = I o P−1
= Pt ,

i verifica que

D = P−1AP = Pt AP i A = P DP−1
= P DPt .

Exemple 6.21En l’exemple anterior, unabase ortonormal de vectors propisés ara{
1

√
2
(1, 0, −1),

1
√

6
(−1, 2, −1),

1
√

3
(1, 1, 1)

}
,

la corresponentmatriu ortogonal de canvi de baseés

P =
1

√
6


√

3 −1
√

2
0 2

√
2

−
√

3 −1
√

2


i es verifica que 1

1
4

=
1

√
6


√

3 −1
√

2
0 2

√
2

−
√

3 −1
√

2

−1 2 1 1
1 2 1
1 1 2

 1
√

6


√

3 −1
√

2
0 2

√
2

−
√

3 −1
√

2


=

1
√

6

√
3 0 −

√
3

−1 2 −1
√

2
√

2
√

2

 2 1 1
1 2 1
1 1 2

 1
√

6


√

3 −1
√

2
0 2

√
2

−
√

3 −1
√

2

 .
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6.2 Projeccions ortogonals, simetries i rotacions

Definició 6.22 S’anomenaprojecció ortogonal sobre unsubespaiV deRn a l’a-
plicació PV : Rn

−→ Rn que a cada vectorEx ∈ Rn li associa la sevaprojeccío
ortogonalsobreV :

PV (Ex) = Ex′ .

Si V = Rn s’obt́e la identitat(PV = I ); i si V = {E0}, l’ endomorfisme nul(PV = 0).
Si V 6= Rn, {E0} se’n diuestricta (axial si V és unarecta, plana si V és unpla,...).

Teorema 6.23Diagonalització ordinària i ortogonal d’una projecció ortogonal.
(a) Les projeccions ortogonals són endomorfismes simètrics.
(b) Els subespais propis de PV són V1 = V i V0 = V⊥. Per tant, si dim V = k,
la matriu diagonal en la base —o base ortonormal— de vectors propis obtinguda
reunint bases —o bases ortonormals respectivament— de V i V⊥ és

1
. . .
(k)

1
0

. . .
(n − k)

0


.

Exemple 6.24Si V = 〈(1, 1, 1)〉, com queV⊥
= 〈(1, 0, −1), (0, 1, −1)〉, la matriu

diagonal dePV en labase de vectors propisB′
= {(1, 1, 1), (1, 0, −1), (0, 1, −1)} és 1

0
0

 .
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Proposició 6.25 (a) Nuc(PV ) = V⊥ i Im(PV ) = V .
(b) PV (PV (Ex)) = PV (Ex), per tot Ex ∈ Rn.
(c) PV (Ex) + PV⊥(Ex) = Ex, per tot Ex ∈ Rn.

Proposició 6.26Si A′ i A′′ són les matrius de PV i PV⊥ en la mateixa base, llavors:
(a) A′2

= A′.
(b) A′

+ A′′
= I .

A partir de lamatriu de diagonalització d’una projeccío ortogonales pot trobar la seva
matriu en una altra basequalsevol mitjançant uncanvi de base.

Exemple 6.27La imatgede laprojeccío ortogonalanteriorésV = 〈(1, 1, 1)〉, mentre
que elnucli ésV⊥

= 〈(1, 0, −1), (0, 1, −1)〉. I, mitjançant elcanvi de baseseg̈uent,

(R3,Bc)−−−−−−−−→ (R3,B′) −−−−−−−−→ (R3,B′) −−−−−−−−→ (R3,Bc)

& %
↑

amb M(B′,Bc) =

 1 1 0
1 0 1
1 −1 −1

 i MB′(PV ) =

 1
0

0

 ,

obtenim que lamatriu de la projecció ortogonal axialPV en la base caǹonicaés

A′
=

 1 1 0
1 0 1
1 −1 −1

 1
0

0

 1 1 0
1 0 1
1 −1 −1

−1

=
1

3

 1 1 1
1 1 1
1 1 1

 .

Observacío 6.28 A′ és sim̀etrica, com correspon a la matriu d’unendomorfisme sim̀etric
en una base ortonormal—la caǹonica en aquest cas—. I, efectivament,A′2

= A′.
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Vicenç Sales

Josep Tudurı́

JJ II

J I

Imprimir

Tancar

Sortir

Pàgina 131 de194

Definició 6.29 S’anomenasimetria respecte d’unsubespaiV deRn a l’aplicacío
SV : Rn

−→ Rn que a cada vectorEx ∈ Rn li associa el seusimètric respecte deV :

SV (Ex) = Ex∗ .

Si V = Rn és laidentitat(SV = I ); i si V = {E0} quedamenys la identitat(SV = −I ).
Si V 6= Rn, {E0} se’n diuestricta (axial si V és unarecta, plana si V és unpla,...).

Teorema 6.30Diagonalització ordinària i ortogonal d’una simetria.
(a) Les simetries són endomorfismes simètrics.
(b) Els subespais propis de SV són V1 = V i V−1 = V⊥. Per tant, si dim V = k,
la matriu diagonal en la base —o base ortonormal— de vectors propis obtinguda
reunint bases —o bases ortonormals respectivament— de V i V⊥ és

1
. . .
(k)

1
−1

. . .
(n − k)

−1


.

Exemple 6.31Si V = 〈(1, 1, 1)〉, aplicant el m̀etode de Gram-Schmidt a la base
{(1, 0, −1), (0, 1, −1)} deV⊥ i normalitzant, es t́e que lamatriu diagonal deSV en la

base ortonormal de vectors propisB′′
=

{
1

√
3
(1, 1, 1), 1

√
2
(1, 0, −1), 1

√
6
(−1, 2, −1)

}
és  1

−1
−1

 .
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Proposició 6.32 (a) Les simetries són endomorfismes bijectius.
(b) SV (SV (Ex)) = Ex, per tot Ex ∈ Rn.
(c) SV (Ex) = 2PV (Ex) − Ex, per tot Ex ∈ Rn.

Proposició 6.33 Si A′ i A∗ són les matrius de PV i SV en la mateixa base, llavors:
(a) A∗2

= I .
(b) A∗

= 2A′
− I .

Anàlogament al cas d’una projecció ortogonal, a partir de lamatriu de diagonalització
d’una simetriaes pot trobar tamb́e la sevamatriu en una altra basequalsevol mitjançant
uncanvi de base.

Exemple 6.34Calculem lamatriu en la base canònicade lasimetria axialrespecte del
subespaiV = 〈(1, 1, 1)〉 anterior.

Aprofitant ara lamatriu de la projecció ortogonal en la base canònicacalculada en un
exemple anterior, tenim que

A∗
= 2A′

− I = 2 ·
1

3

 1 1 1
1 1 1
1 1 1

−

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 =
1

3

−1 2 2
2 −1 2
2 2 −1

 .

Observacío 6.35 Tamb́e en aquest exemple la matriuA∗ és sim̀etrica, ja que torna a
ser la matriu d’unendomorfisme sim̀etric en una base ortonormal—la caǹonica una
altra vegada—. I, aǹalogament, es verifica també queA∗2

= I .
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Sigui {Ev1, Ev2, . . . , Evn−2} unsistema ortonormaldeRn i V = 〈Ev1, Ev2, . . . , Evn−2〉.

Definició 6.36La rotació R : Rn
−→ Rn d’angleα al voltant deEv1, Ev2, . . . , Evn−2

és:
R(Ex) = Ex′

+ (cosα)Ex′′
+ (sinα)Ex′′⊥ , per totEx ∈ Rn ,

on Ex′ i Ex′′ són lesprojeccions ortogonalsrespectives deEx sobreV i V⊥, Ex′′⊥
∈ V⊥

ésortogonal aEx′′ i d’ igual normai la base{Ev1, Ev2, . . . , Evn−2, Ex′′, Ex′′⊥
} éspositiva.

Si α = 0 és I ; i si α = π , unasimetria respecte deV . Si α 6= 0, π se’n diuestricta.

Definició 6.37 La composicío C : Rn
−→ Rn derotacío R d’angleα al voltant

de Ev1, Ev2, . . . , Evn−2 i simetria planaSV⊥ depla ortogonalV⊥ és:

C(Ex) = SV⊥ (R(Ex)) , per totEx ∈ Rn .

Si α = 0 és unasimetria respecte deV⊥; i si α = π , −I . Siα 6= 0, π se’n diuestricta.

Proposició 6.38 (a) Les rotacions i les composicions són endomorfismes bijectius.
(b) C(Ex) = R

(
SV⊥(Ex)

)
, per tot Ex ∈ Rn.

A R2 ésV = {E0}, lesrotacionsi composicionssón igualsi en diemgirs G d’angleα.
I a R3 hi ha unúnic vectorEv que, per comoditat, se sol donarsense normalitzar.

α

Ex

G(Ex)
Ex

Ex′

Ex′′

V

V⊥Ev

α

R(Ex)

Ex

Ex′

Ex′′

V

V⊥Ev

α

C(Ex)
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Teorema 6.39(a) Els subespais propis respectius de R i C són V1 = V i V−1 = V .
(b) En tota base ortonormal positiva {Ev1, Ev2, . . . , Evn} obtinguda afegint una base
ortonormal {Evn−1, Evn} de V⊥ a Ev1, Ev2, . . . , Evn−2, les matrius respectives de R i C
són


1

. . .
(n − 2)

1
cosα − sinα

sinα cosα

 i


−1

. . .
(n − 2)

−1
cosα − sinα

sinα cosα

 .

Per tant, mitjançantcanvis de base, es pot trobar tamb́e lamatriu en una base qualsevol.
Exemple 6.40La matriu de la rotacío d’angle 4π

3 al voltant de(1, 1, 1) en la base

ortonormal positivaB′′
=

{
1

√
3
(1, 1, 1), 1

√
2
(1, 0, −1), 1

√
6
(−1, 2, −1)

}
és 1

−
1
2

√
3

2

−

√
3

2 −
1
2

 .

Aleshores, a partir de l’esquema decanvi de baseseg̈uent
(R3,Bc)−−−−−−−−→ (R3,B′′)−−−−−−−−→ (R3,B′′)−−−−−−−−→ (R3,Bc)

& %
↑

on lamatriu de canvi de base de la baseB′′ a la base caǹonicaBc ésortogonalperqùe
les dues bases són ortonormals, es t́e que la sevamatriu en la base canònicaés

1
√

3
1

√
2

−
1

√
6

1
√

3
0 2

√
6

1
√

3
−

1
√

2
−

1
√

6


 1

−
1
2

√
3

2

−

√
3

2 −
1
2




1
√

3
1

√
3

1
√

3
1

√
2

0 −
1

√
2

−
1

√
6

2
√

6
−

1
√

6

 =

 0 1 0
0 0 1
1 0 0

 .
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José M. Moreno

Vicenç Sales
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6.3 Isometries lineals

Definició 6.41 f : Rn
−→ Rn és unaisometria lineal si, i noḿes si,conserva els

productes escalars:
f (Ex) · f (Ey) = Ex · Ey , per totEx, Ey ∈ Rn .

La identitat I i menys la identitat−I són isometries. Les altres se’n diuenestrictes.

Proposició 6.42 Determinació.
(a) f : Rn

−→ Rn és una isometria si, i només si, conserva els productes escalars
dels vectors d’una base B = {Ee1, Ee2, . . . , Een} qualsevol:

f (Eei ) · f (Eej ) = Eei · Eej , per a tot i, j = 1, 2, . . . , n.

(b) En particular, ho és si transforma una base ortonormal en una altra ortonormal.

Proposició 6.43 (a) Les isometries són endomorfismes bijectius.
(b) Sigui A la matriu d’un endomorfisme f : Rn

−→ Rn en una base ortonormal.

f és una isometria si, i només si, A és ortogonal.

Exemple 6.44L’ endomorfisme que en la base canònica—queésortonormal— té ma-
triu associada

A =

 0 0 −1
−1 0 0

0 −1 0


és unaisometria, perqùe

At A =

 0 −1 0
0 0 −1

−1 0 0

 0 0 −1
−1 0 0

0 −1 0

 = I .
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Proposició 6.45 Sigui f : Rn
−→ Rn una isometria. Llavors:

(a) f conserva les normes dels vectors.
(b) f conserva els angles no orientats entre vectors.
(c) f conserva l’ortogonalitat de vectors.
(d) Si V és un subespai vectorial de Rn, aleshores f (V⊥) = [ f (V)]⊥.
(e) Si V i W són subespais ortogonals, llavors f (V) i f (W) són també ortogonals.

Per tant, si tenim lesequacions implı́citesd’un subespai respecte d’unabase ortonor-
mal, podem aprofitar el fet que els seus coeficients són components de vectors ortogo-
nals al subespai respecte d’ aquesta mateixa baseper calcular laimatge del subespai.

Exemple 6.46Calculem laimatge del pla d’equació x = 0 per laisometria f donada
per lamatriu en base canònicaanterior

A =

 0 0 −1
−1 0 0

0 −1 0

 .

En primer lloc, l’ortogonal d’aquest pláes la recta generada pel vector(1, 0, 0):

〈(1, 0, 0)〉 .

Aleshores, com que laimatge d’aquest vectoŕes el vector

f (1, 0, 0) = (0, −1, 0) ,

tenim que l’ortogonal del pla imatgées la recta generada pel vector(0, −1, 0):

〈(0, −1, 0)〉 .

Aleshores, laimatge del pla d’equació x = 0 és elplad’equacío −y = 0, és a dir,

y = 0 .
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Proposició 6.47 El determinant d’una isometria és sempre igual a 1 o −1.

Per tant, les dedeterminant 1són lesdirectes; i les dedeterminant−1, lesinverses.

Proposició 6.48 Les isometries directes de R3 conserven el producte vectorial,
mentre que les inverses el transformen en el seu oposat.

Proposició 6.49 Si A és la matriu d’una isometria f : Rn
−→ Rn respecte d’una

base ortonormal qualsevol, aleshores:
(a) f és isometria directa si i, només si, A és ortogonal directa.
(b) f és isometria inversa si i, només si, A és ortogonal inversa.

Recordem que les matrius ortogonalsdirectessón les que tenen determinant igual a1 i
lesinverses, les de determinant igual a−1.

Proposició 6.50 El polinomi caracterı́stic d’una isometria és del tipus

p(x) = (x − 1)r (x + 1)s(x2
+ p1x + q1)

t1 . . . (x2
+ pkx + qk)

tk ,

on els factors quadràtics tenen arrels complexes conjugades de mòdul 1.

Exemple 6.51La isometria f anteriorésinversa, ja que

det(A) =

∣∣∣∣∣∣
0 0 −1

−1 0 0
0 −1 0

∣∣∣∣∣∣ = −1 .
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Àlgebra Lineal

Rafel Amer

Francesc Carreras
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Proposició 6.52 Les simetries, les rotacions i les composicions són isometries.

Suposant que els endomorfismes següents śon totsestrictes, s’obt́e el quadre seg̈uent:

Endomorfismes sim̀etrics Isometries lineals

Projeccions ortogonals SI NO

Simetries SI SI

Rotacions NO SI

Composicions NO SI

En particular, podem descriure lesisometriesdeR2 i R3 introdüıdes fins al moment.
Fent servir les diferents”matrius redüıdes”obtingudes per cadascuna d’elles i suposant
α 6= 0, π per evitar duplicitats, tenim:

R2 :

(
1 0
0 1

) (
−1 0

0 −1

) (
1 0
0 −1

) (
cosα − sinα

sinα cosα

)
identitat menys identitat simetries axials girs estrictes

R3 :

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

  1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

  1 0 0
0 cosα − sinα

0 sinα cosα


identitat simetries axials rotacions estrictes−1 0 0

0 −1 0
0 0 −1

  1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 −1 0 0
0 cosα − sinα

0 sinα cosα


menys identitat simetries planes composicions estrictes
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Les matrius deI i −I en qualsevol base són identitati menys identitat, respectivament.
Per a lesisometries estrictesdeR2 i R3, es pot determinar el seutipus de dues formes:
a partir de la sevamatriu en qualsevol baseo de la sevamatriu en una base ortonormal.

Teorema 6.53Classificació d’isometries estrictes de R2: tipus.
Sigui f una isometria estricta de R2 i A 6= I , −I la seva matriu en una base B.

Polinomi caracterı́stic de A A matriu en base B ortonormal Tipus

(x − 1)(x + 1)

(
a b
b −a

)
(amb a2

+ b2
= 1) Simetria axial

x2
+ px + q

(
a −b
b a

)
(amb a2

+ b2
= 1) Gir estricte

Teorema 6.54Classificació d’isometries estrictes de R3: tipus.
Sigui f una isometria estricta de R3 i A 6= I , −I la seva matriu en una base B.

Polinomi caracterı́stic de A A matriu en base B ortonormal Tipus
(x − 1)(x + 1)2 Simètrica i directa Simetria axial
(x − 1)2(x + 1) Simètrica i inversa Simetria plana

(x − 1)(x2
+ px + q) No simètrica i directa Rotació estricta

(x + 1)(x2
+ px + q) No simètrica i inversa Composició estricta

Exemple 6.55La isometria anterioŕes unacomposicío de rotacío estricta i simetria
plana, perqùe en base canònica —quéesortonormal— té matriuno sim̀etricai inversa.
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A més deltipus, calen tamb́e elselements caracteŕısticsque defineixen laisometria.

Teorema 6.56Classificació d’isometries estrictes de R2: elements caracterı́stics.
Sigui f una isometria estricta de R2 i t la traça de la seva matriu A en una base B.

Tipus Elements caracterı́stics
Simetria axial Eix de simetria: V1 = Nuc(A − I )

Gir estricte Angle: cosα =
t
2 i sinα d’igual signe que {Ex, f (Ex)} (on Ex 6= 0)

Teorema 6.57Classificació d’isometries estrictes de R3: elements caracterı́stics.
Sigui f una isometria estricta de R3 i t la traça de la seva matriu A en una base B.

Tipus Elements caracterı́stics
Simetria axial Eix de simetria: V1 = Nuc(A − I )
Simetria plana Pla de simetria: V1 = Nuc(A − I )

Rotació
estricta

Vector de gir: Ev ∈ V1 − {E0} = Nuc(A − I ) − {E0}

Angle: cosα =
t−1

2 i sinα d’igual signe que {Ev, Ex, f (Ex)} (on Ex /∈ 〈Ev〉)
Composició de
rotació estricta
i simetria plana

Vector de gir: Ev ∈ V−1 − {E0} = Nuc(A + I ) − {E0}

Angle: cosα =
t+1

2 i sinα d’igual signe que {Ev, Ex, f (Ex)} (on Ex /∈ 〈Ev〉)
Pla de simetria: V⊥

−1 = Nuc(A + I )⊥

Exemple 6.58Calculem elselements caracterı́sticsde lacomposicío estrictaanterior.
Com queV−1 = Nuc(A + I ) = 〈(1, 1, 1)〉, el vector de giŕesEv = (1, 1, 1).
A més,cosα =

1
2. I com que(1, 0, 0) /∈ 〈(1, 1, 1)〉, f (1, 0, 0) = (0, −1, 0) i la base

{(1, 1, 1), (1, 0, 0), (0, −1, 0)} ésnegativa, es t́esinα < 0 i l’ angleés, doncs,α =
5π
3 .

Finalment, elpla de simetriave donat perV⊥

−1 i és, en conseq̈uència,x + y + z = 0.
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José M. Moreno

Vicenç Sales
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Pàgina 141 de194

6.4 Recapitulació

Exemple 6.59Sigui B = {Ee1, Ee2, Ee3} una base deR3 tal que‖ Ee1 ‖ = ‖ Ee2 ‖ =
√

2,
‖ Ee3 ‖ =

√
3, Ee1 i Ee2 formen unangle de 60◦ i Ee1, Ee3 i Ee2, Ee3 sónortogonals.

Analitzem siéssimètric l’endomorfismef deR3 que, en la baseB, té matriu

A =
1

3

 1 0 4
−2 −3 −2

2 0 −1

 .

Ee1 · Ee1 = 2 Ee1 · Ee2 = 1 Ee1 · Ee3 = 0

Ee2 · Ee2 = 2 Ee2 · Ee3 = 0 Ee3 · Ee3 = 3

Com que labase nóes ortonormal, fem els productes escalars de cadascun dels vectors
deB amb cadascuna de les seves imatges. De fet, només cal fer–ho pels corresponents
a vectors diferents, ja que en els altres casosés obvi que la condició es verifica sempre.

Ee1 · f (Ee2) =Ee1 · (−Ee2) = −1

Ee2 · f (Ee1) =Ee2 ·
1
3(Ee1 − 2Ee2 + 2Ee3) =

1
3 · (1 − 4 + 0) = −1

Ee1 · f (Ee3) =Ee1 ·
1
3(4Ee1 − 2Ee2 − Ee3) =

1
3 · (8 − 2 − 0) = 2

Ee3 · f (Ee1) =Ee3 ·
1
3(Ee1 − 2Ee2 + 2Ee3) =

1
3 · (0 − 0 + 6) = 2

Ee2 · f (Ee3) =Ee2 ·
1
3 · (4Ee1 − 2Ee2 − Ee3) =

1
3(4 − 4 + 0) = 0

Ee3 · f (Ee2) =Ee3 · (−Ee2) = 0 .

Per tant, l’endomorfismef éssimètric, ja que

Ee1 · f (Ee2) = Ee2 · f (Ee1) , Ee1 · f (Ee3) = Ee3 · f (Ee1) i Ee2 · f (Ee3) = Ee3 · f (Ee2) .
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Exemple 6.60Amb les mateixes dades de l’exemple anterior, anem adiagonalitzar
l’endomorfismef i a trobar unabase de vectors propis, unabase ortogonal de vectors
propisi unabase ortonormal de vectors propis.

p(x) =

∣∣∣∣∣∣
1
3 − x 0 4

3
−

2
3 −1 − x −

2
3

2
3 0 −

1
3 − x

∣∣∣∣∣∣ = −(x−1)(x+1)2 i D =

 1
−1

−1

 .

Els subespais propisV1 i V−1 venen donats per les equacions−2 0 4 0
−2 −6 −2 0

2 0 −4 0

 i

 4 0 4 0
−2 0 −2 0

2 0 2 0


respectivament, i tenen solució x = 2z, y = −z en el primer cas ix = −z en el segon.
En conseq̈uència, labase de vectors propisés

{2Ee1 − Ee2 + Ee3, Ee2, −Ee1 + Ee3} .

Apliquem ara Gram–Schmidt a la base deV−1: Ew1 = Ee2

Ew2 = (−Ee1 + Ee3) −
Ew1·(−Ee1+Ee3)

Ew1· Ew1
· Ew1 = (−Ee1 + Ee3) −

−1+0
2 Ee2 ' −2Ee1 + Ee2 + 2Ee3 .

Llavors, labase ortogonal de vectors propisés

{2Ee1 − Ee2 + Ee3, Ee2, −2Ee1 + Ee2 + 2Ee3} .

Finalment, com que‖ Ee2 ‖ =
√

2 i

(2Ee1 − Ee2 + Ee3) · (2Ee1 − Ee2 + Ee3) = 8 − 2 + 0 − 2 + 2 − 0 + 0 − 0 + 3 = 9

(−2Ee1 + Ee2 + 2Ee3) · (−2Ee1 + Ee2 + 2Ee3) = 8 − 2 − 0 − 2 + 2 + 0 − 0 + 0 + 12 = 18,

la base ortonormal de vectors propisés{
1

3
(2Ee1 − Ee2 + Ee3),

1
√

2
Ee2,

1
√

18
(−2Ee1 + Ee2 + 2Ee3)

}
.



U P C
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Exemple 6.61Amb la mateixa base dels exemples precedents, anem a calcular ara una
base de vectors propis, unabase ortogonal de vectors propisi unabase ortonormal de
vectors propis, aix́ı com lamatriu diagonalcorresponent a laprojeccío ortogonali a la
simetriarespecte del subespai vectorialV = 〈2Ee1 − Ee2 + Ee3〉.

Com que hem de reunir bases deV i V⊥, cal trobar primer una base d’aquest darrer.
Cal, doncs, que

(2Ee1 − Ee2 + Ee3) · (xEe1 + yEe2 + zEe3) = 0 ,

d’on 4x +2y− x −2y+3z = 0, és a dir,3x +3z = 0. La solucío és, per tant,x = −z
i, en conseq̈uència,V⊥

= 〈Ee2, −Ee1 + Ee3〉. Aixı́, la base de vectors propisés

B′
= {2Ee1 − Ee2 + Ee3, Ee2, −Ee1 + Ee3} .

Observem que aquesta baseés la mateixa que la trobada en el darrer exemple. I com
que ara caldria ortogonalitzar la base deV⊥ –que es correspon amb el subespai propi
de valor propi−1 d’abans– i normalitzar–la després, quées justament el que s’havia
fet en l’exemple d’abans, tenim que labase ortogonal de vectors propisés

{2Ee1 − Ee2 + Ee3, Ee2, −2Ee1 + Ee2 + 2Ee3} ,

la base ortonormal de vectors propisés{
1

3
(2Ee1 − Ee2 + Ee3),

1
√

2
Ee2,

1
√

18
(−2Ee1 + Ee2 + 2Ee3)

}
i lesmatrius diagonals dePV i SV són, respectivament, 1

0
0

 i

 1
−1

−1

 .
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Exemple 6.62Continuem amb el mateix exemple i calculem ara lamatriu de la pro-
jecció ortogonal i la simetriaanteriors en la baseB.

Considerem l’esquema següent referit aPV :

(R3,B) −−−−−−−−→ (R3,B′) −−−−−−−−→ (R3,B′) −−−−−−−−→ (R3,B)

& %
↑

on

M(B′,B) =

 2 0 −1
−1 1 0

1 0 1

 i MB′(PV ) =

 1
0

0

 .

En conseq̈uència, lamatriu dePV en la baseB és 2 0 −1
−1 1 0

1 0 1

 1
0

0

 2 0 −1
−1 1 0

1 0 1

−1

=
1

3

 2 0 2
−1 0 −1

1 0 1

 .

Finalment, lamatriu deSV en la baseB és

2 ·
1

3

 2 0 2
−1 0 −1

1 0 1

−

 1
1

1

 =
1

3

 1 0 4
−2 −3 −2

2 0 −1

 .

Observem que, com era d’esperar, aquestaúltima és la matriu inicial def respecte de
la baseB.
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Vicenç Sales

Josep Tudurı́

JJ II

J I

Imprimir

Tancar

Sortir
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Exemple 6.63Considerem de nou l’exemple inicial amb la baseB i l’endomorfisme
f definits llavors. Ens proposem esbrinar si aquestés unaisometria lineal.

Com que la baseB no és ortonormal, cal comprovar si esconserven els productes
escalarsdels vectors de la base:

f (Ee1) · f (Ee1) =
1

3
(Ee1 − 2Ee2 + 2Ee3) ·

1

3
(Ee1 − 2Ee2 + 2Ee3)

=
1

9
· (2 − 2 + 0 − 2 + 8 − 0 + 0 − 0 + 12) = 2

f (Ee2) · f (Ee2) = (−Ee2) · (−Ee2) = 2

f (Ee3) · f (Ee3) =
1

3
(4Ee1 − 2Ee2 − Ee3) ·

1

3
(4Ee1 − 2Ee2 − Ee3)

=
1

9
· (32− 8 − 0 − 8 + 8 + 0 − 0 − 0 + 3) = 3

f (Ee1) · f (Ee2) =
1

3
(Ee1 − 2Ee2 + 2Ee3) · (−Ee2) =

1

3
· (−1 + 4 − 0) = 1

f (Ee1) · f (Ee3) =
1

3
(Ee1 − 2Ee2 + 2Ee3) ·

1

3
(4Ee1 − 2Ee2 − Ee3)

=
1

9
· (8 − 2 − 0 − 8 + 8 + 0 + 0 − 0 − 6) = 0

f (Ee2) · f (Ee3) = (−Ee2) ·
1

3
(4Ee1 − 2Ee2 − Ee3) =

1

3
· (−4 + 4 + 0) = 0 .

En conseq̈uència, com que

f (Ee1) · f (Ee1) = 2 = Ee1 · Ee1 , f (Ee2) · f (Ee2) = 2 = Ee2 · Ee2 , f (Ee3) · f (Ee3) = 3 = Ee3 · Ee3 ,

f (Ee1) · f (Ee2) = 1 = Ee1 · Ee2 , f (Ee1) · f (Ee3) = 0 = Ee1 · Ee3 i f (Ee2) · f (Ee3) = 0 = Ee2 · Ee3 ,

l’endomorfismef śı és unaisometria lineal.



U P C
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Observacío 6.64 En l’exemple d’abans, hem comprovat que l’endomorfismef és una
isometria lineal. Aix̀o ja ho sab́ıem, perqùe en els exemples anteriors havı́em vist que
es tracta d’unasimetria, les quals śon sempre isometries. Però, fins i tot en l’exemple
seg̈uent, prescindirem d’aquest fet i veurem que, a partir de la seva classificació com a
isometria, arribem a la mateixa conclusió.

Exemple 6.65Continuant amb les dades de l’exemple anterior,classifiquemla isome-
tria lineal f .

Ara la base en la que ve donada la matriu associada a la isometriano és ortonormal
i, per tant, hem de fer servir elteorema de classificació de les isometries deR3 per a
bases arbitr̀aries.

Com que ja hem vist anteriorment que elpolinomi caracteŕıstic era

p(x) = −(x − 1)(x + 1)2 ,

dedüım que es tracta d’unasimetria axial.

Finalment, l’eix de simetriáesV1 = Nuc(A − I ) que, tal i com hav́ıem calculat ja en
exemples anteriors,és el subespai vectorial

〈2Ee1 − Ee2 + Ee3〉 .

Resumint, doncs, tenim quef és la simetria axial respecte de la recta vectorial

〈2Ee1 − Ee2 + Ee3〉 .
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Àlgebra Lineal

Rafel Amer

Francesc Carreras
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Vicenç Sales

Josep Tudurı́

JJ II

J I

Imprimir

Tancar

Sortir
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7 Geometria lineal

7.1 L’espai afı́

Definició 7.1 S’anomenaespai af́ı a un conjuntA amb una operació de la forma

A × E
+

−→ A

(p, Ex) 7−→ p + Ex
—on E és unespai vectorial—, que verifica:
(a)Associativitat: Per totp ∈ A i tot Ex, Ey ∈ E, (p + Ex) + Ey = p + (Ex + Ey).
(b) Determinacío: Donatsp, q ∈ A existeix unúnic Ex ∈ E tal quep + Ex = q.
I s’anomenadimensió de l’espai af́ı A a ladimensío de l’espai vectorialE.

L’exemple ḿes important́es l’espai af́ı usualRn, amb lasuma+ d’espai vectorial.

Definició 7.2 Els elements deA s’anomenenpunts i els deE, vectors. I l’ únic
vectorEx =

−→pq tal quep +
−→pq = p + Ex = q, vector lliure d’origen p i extrem q.

p

q = p + Ex = p +
−→pq

Ex =
−→pq

Proposició 7.3 Per a qualssevol p, q, r ∈ A es compleix que:
(a) −→pq = E0 si, i només si, p = q.
(b) −→qp = −

−→pq.
(c) −→pq +

−→qr =
−→pr .
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Definició 7.4 S’anomenabaricentre dek puntsp1, p2, . . . , pk d’un espai af́ı A al
punt p0 ∈ A tal que

−−→p0p1 +
−−→p0p2 + · · · +

−−→p0pk = E0 .

Proposició 7.5 Donats els punts p1 = (p1
1, p2

1, . . . , pn
1), p2 = (p1

2, p2
2, . . . , pn

2),
. . ., pk = (p1

k, p2
k, . . . , pn

k) de Rn, el seu baricentre és el punt p0 ∈ Rn obtingut a
partir de les mitjanes aritmètiques:

p0 =

(
p1

1 + p1
2 + · · · + p1

k

k
,

p2
1 + p2

2 + · · · + p2
k

k
, . . . ,

pn
1 + pn

2 + · · · + pn
k

k

)
.

Definició 7.6 Al baricentrede dos punts se l’anomenapunt mitj à.

Proposició 7.7 Donats els punts p = (p1, p2, . . . , pn) i q = (q1, q2, . . . , qn) de
Rn, el seu punt mitjà és el punt m ∈ Rn obtingut a partir de les semisumes:

m =

(
p1 + q1

2
,

p2 + q2

2
, . . . ,

pn + qn

2

)
.

Exemple 7.8El punt mitj̀adels punts(2, 6) i (3, 2) és el punt

m =

(
2 + 3

2
,

6 + 2

2

)
=

(
5

2
, 4

)
.
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Donat que, fixat un punt de l’espai afı́, qualsevol altre punt es correspon a unúnic
vector,és natural referir–nos a un punt arbitrari a partir d’un altre punt i d’unsistema
de generadorsde l’espai. El cas ḿes important́es quan aquestés unabase.

Definició 7.9 Una referència cartesiana o af́ı R = {O ; B} d’un espai af́ı A és
un conjunt format per unpunt O ∈ A i unabaseB de E.
O s’anomemaorigen de coordenadesi elsvectors deB, vectors de la refer̀encia.

L’exemple ḿes important́es larefer̀encia caǹonica, formada pel punt(0, 0, . . . , 0) com
aorigen de coordenadesi per labase caǹonicaBc:

Rc = {(0, 0, . . . , 0); (1, 0, . . . , 0), (0, 1, . . . , 0), . . . , (0, 0, . . . , 1)} .

Definició 7.10 Es diu quedues refer̀encies afinssón de la mateixao de diferent
orientació segons ho siguin les corresponentsbases.

Les d’igual orientacío que la caǹonica se’n diuenpositivesi les dediferent, negatives.

Exemple 7.11R′
= {(3, 2); (2, 1), (−1, 1)} és unarefer̀encia cartesianadeR2, ja que

B = {(2, 1), (−1, 1)} és unabase. I éspositiva, ja queB = {(2, 1), (−1, 1)} tamb́e ho
és, perqùe ∣∣∣∣ 2 −1

1 1

∣∣∣∣ = 3> 0 .
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Definició 7.12S’anomenacoordenadesde p respecte deR = {O ; B} a lescom-
ponentsdel vector

−→
Open la baseB. I aquest vector

−→
Opse’n diuvector de posicío.

Aix ı́, les coordenades de l’origen de coordenadesO són (0, 0, . . . , 0) i les deO + Ee1,
O + Ee2, . . ., O + Een són (1, 0, . . . , 0), (0, 1, . . . , 0), . . ., (0, 0, . . . , 1), respectivament.
I en larefer̀encia caǹonicaRc, tot punt(x1, x2, . . . , xn) técoordenades(x1, x2, . . . , xn).

Proposició 7.13 (a) Les coordenades del punt p+ Ex s’obtenen sumant les coorde-
nades del punt p amb les components del vector Ex.
(b) Les components del vector lliure −→pq s’obtenen restant les coordenades del punt
p de les coordenades del punt q.

Això permet, fixada una referència, treballar ambcoordenadesen lloc depunts.

Proposició 7.14 Les coordenades d’un punt p ∈ A són els valors (x1, x2, . . . , xn)

tals que p = O + x1Ee1 + x2Ee2 + . . . + xnEen .

Exemple 7.15Calculem lescoordenadesde(2, 6) respecte de la referènciaR′ anterior.
De (2, 6) = (3, 2) + x′(2, 1) + y′(−1, 1) ,

s’obt́e quex′
= 1 i y′

= 3. Per tant, el punt(2, 6) té coordenades(1, 3) respecteR′.

x′

y′
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Teorema 7.16Fórmula del canvi de referència.
Siguin R = {O; B} i R′

= {O′
; B′

} dues referències. Si B és la columna de
coordenades de O′ respecte R i C la matriu del canvi de base de B′ a B, llavors,
representant per X i X′ les columnes de coordenades d’un punt qualsevol p en R
iR′ respectivament, es té que

X = B + C X′ .

Definició 7.17 Es parla, en tal cas, decanvi de refer̀enciadeR′ aR. I es diu que
ésdirecte o invers, segons ho sigui el corresponentcanvi de base.

Proposició 7.18Els canvis directes conserven l’orientació i els inversos la canvien.

Exemple 7.19Considerem novament la referènciaR′
= {(3, 2); (2, 1), (−1, 1)}. Si

(x, y) són les coordenades canòniques d’un punt qualsevol i(x′, y′) les seves coor-
denades en la referènciaR′, el canvi de refer̀encia deR′ aRc ésdirectei ve donat
per (

x
y

)
=

(
3
2

)
+

(
2 −1
1 1

)(
x′

y′

)
, és a dir ,

x = 3 + 2x′
− y′

y = 2 + x′
+ y′

}
.

x

y

x′

y′
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Observacío 7.20 De la fórmula del canvi de referència, cal destacar–ne dos casos: si
C = I , no hi ha canvi dels vectors de la base, i es diu que hi ha hagut unatranslació
d’eixos; i si B = 0, no hi ha canvi d’origen de coordenades, i es parla decanvi d’eixos
—que equival, de fet, a uncanvi de baseentre els vectors de les referències—.

Proposició 7.21 Tot canvi de referència de R′
= {O′

; B′
} a R = {O; B} es pot

descomposar en una translació de R′′ a R i un canvi d’eixos de R′ a R′′, amb
R′′

= {O′
; B} —o viceversa, però ambR′′

= {O; B′
}—.

Exemple 7.22En l’exemple anterior, siR′′
= {(3, 2); (1, 0), (0, 1)}, el canvi de re-

ferència deR′
= {(3, 2); (2, 1), (−1, 1)} aRc es descomposa en la translació deR′′ a

Rc tal que (
x
y

)
=

(
3
2

)
+

(
1 0
0 1

)(
x′′

y′′

)
=

(
3
2

)
+

(
x′′

y′′

)
,

i el canvi d’eixos deR′ aR′′ donat per(
x′′

y′′

)
=

(
0
0

)
+

(
2 −1
1 1

)(
x′

y′

)
=

(
2 −1
1 1

)(
x′

y′

)
.

translacío d’eixos canvi d’eixos
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7.2 Varietats lineals

Definició 7.23 Unavarietat lineal és un conjunt de punts de la forma

L = p + V ,

on p és un punt iV és unsubespai vectoriald’E anomenatdirecció o subespai
director deL.

Els vectors deV s’anomenenvectors directorsdeL i es diu queL passaper p.

Proposició 7.24 (a) x ∈ L = p + V si, i només si, −→px ∈ V .
(b) L = p + V ⊆ L ′

= p′
+ V ′ si, i només si, V ⊆ V ′ i p ∈ L ′.

Exemple 7.25Donats el puntp = (1, 0, 1) i el subespai vectorial

V = 〈(0, 1, 1), (−1, 2, 0)〉 ,

la varietat linealL quepassaper p i té direcccío associadaV és

L = (1, 0, 1) + 〈(0, 1, 1), (−1, 2, 0)〉 .
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En particular, una varietat lineal queda determinada donant unpunt de pasi un sistema
de generadorsde la seva direcció. El cas ḿes important́es quan aquestés unabasei,
llavors, se’n diureferènciade la varietat lineal.

Definició 7.26 La dimensió d’unavarietat linealL és la de la sevadireccío V :

dim(L) = dim(V) .

Si la dimensío és1, en diemrecta; si és2, pla; i si ésn − 1, hiperpl à.

Elspuntssón, de fet, les varietats lineals dedimensío 0, ja quep = p + {E0}.

Proposició 7.27 Siguin L i L ′ dues varietats lineals tals que L ⊆ L ′. LLavors:
(a) dim L ≤ dim L ′.
(b) dim L = dim L ′ si, i només si, L = L ′.

Exemple 7.28En l’exemple d’abans, larefer̀enciade la varietat lineal està formada
pel punt de pas(1, 0, 1) i la base{(0, 1, 1), (−1, 2, 0)}. I, en particular, es tracta d’un
pla, perqùe la seva direccío té dimensío 2.
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Es poden definir i calcular els diferentstipus d’equacionsd’una varietat lineal de for-
ma aǹaloga al cas dels subespais vectorials. Cal remarcar, però, que ara les equacions
implı́cites o cartesianesno śon homog̀eniesen general.

Proposició 7.29 (a) La dimensió d’una varietat lineal és el nombre de graus de
llibertat de les seves equacions implı́cites.
(b) El sistema homogeni associat a les equacions implı́cites d’una varietat lineal
respecte d’una referència dóna les equacions implı́cites de la direcció de la varietat
lineal respecte de la base de la referència.

Exemple 7.30Donats el pla anterior i la referència caǹonicaRc, tenim en primer lloc
(x, y, z) = (1, 0, 1) + α(0, 1, 1) + β(−1, 2, 0) ,

queés l’equacío param̀etrica vectorialo equacío vectorialsimplement. Llavors, podem
posar x = 1 − β

y = α + 2β

z = 1 + α


i obtenim, aix́ı, lesequacions param̀etriques escalarsoequacions param̀etriquesnomés.
Per tant,imposant la compatibilitat d’aquest sistema 0 −1 x − 1

1 2 y
1 0 z − 1

 ,

s’obt́e que la sevaequacío impĺıcitaen aquest caśes

2x + y − z − 1 = 0 .

I, en particular, l’equacío impĺıcitaen la base caǹonica de la sevadireccío és

2x + y − z = 0 .
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Observacío 7.31La fórmula del canvi de referènciapermet trobar tamb́e lesequacions
implı́citesd’una varietat lineal en una altra referència de forma totalment anàloga al cas
dels subespais.

Exemple 7.32Considerem la referènciaR′
= {(0, 1, −1); (1, 1, 1), (1, 1, 0), (1, 0, 0)}.

Aplicant lafórmula del canvi de referènciadeR′ a la refer̀encia caǹonicaRc x
y
z

 =

 0
1

−1

+

 1 1 1
1 1 0
1 0 0

 x′

y′

z′

 ,

és a dir,

x = x′
+ y′

+ z′

y = 1 + x′
+ y′

z = −1 + x′

 ,

queda

2(x′
+ y′

+ z′) + (1 + x′
+ y′) − (−1 + x′) − 1 = 0

que, agrupant i substituint, dóna

2x′
+ 3y′

+ 2z′
+ 1 = 0 . .
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Definició 7.33 Direm que dues varietats linealsL = p + V i L ′
= p′

+ V ′ són
paral.leles, L ‖ L ′, si i noḿes si,

V ⊆ V ′ o V ′
⊆ V .

Si śonparal.lelesi no incloses una en l’altra, en diemestrictament paral.leles.

En particular, dues varietats lineals de lamateixa dimensió són paral.lelessi les seves
direccions coincideixen. I, llavors, o śonparal.leles estricteso iguals.

coincidents paral.leles estrictes

Proposició 7.34 Si les equacions implı́cites de dues varietats lineals de la mateixa
dimensió són les mateixes excepte els termes independents, llavors són paral.leles.

En particular, donatqualsevol puntx, L ′
= x + V ésparal.lela aL i passa perx.

Exemple 7.35El plaparal.lel a l’anterior que passa per(1, 2, −5) té equacío

2x + y − z + D = 0 ,

amb 2· 1 + 2 − (−5) + D = 0. Per tant,D = −9 i el pla és

2x + y − z − 9 = 0 .
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Definició 7.36 Es diu que dues varietats linealsL = p + V i L ′
= p′

+ V ′ són
secantso quees tallensi, i noḿes si, la sevainterseccío és no buida.

Si śon secants, per̀o no incloses una en l’altra, direm que śon estrictament secantso
quees tallen estrictament.

I quanno siguin ni paral.leles ni secantsdirem ques’encreuen.

Definició 7.37 Al vector
−→
pp′ l’anomenaremvector de posicío relativa deL i L ′.

secants estrictes s’encreuen

Exemple 7.38La recta
(x, y, z) = (2, 1, 2) + α(1, 1, 1)

i el pla anterior
2x + y − z − 1 = 0

sónestrictament secants, ja que la seva intersecció s’obt́e d’imposar

2(2 + α) + (1 + α) − (2 + α) − 1 = 0 ,

que d́onaα = −1, i és, per tant, el punt(1, 0, 1).
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7.3 L’espai afı́ euclidià

Definició 7.39 S’anomenaespai af́ı euclidià a tot espai af́ı A associat a l’espai
vectorial euclidìaRn.

Novament, l’exemple ḿes important́es l’espai af́ı Rn amb la seva estructura d’espai
vectorial euclidìa.

Definició 7.40 Es defineix ladistància entre dos puntsqualssevolp i q d’un
espai af́ı euclidìa com:

d(p, q) = ‖
−→pq‖ .

Proposició 7.41 Per a qualssevol p, q, r ∈ A, es compleix que:
(a) d(p, q) = 0 si, i només si, p = q.
(b) d(q, p) = d(p, q).
(c) d(p, r ) ≤ d(p, q) + d(q, r ) (desigualtat triangular).

Exemple 7.42Donats els puntsp = (0, 7, 1) i q = (2, 1, 3) deR3, es t́e que

−→pq = (2, −6, 2)

i, per tant, ladist̀anciaentre ellśes

d(p, q) = ‖
−→pq‖ = ‖ (2, −6, 2) ‖ =

√
22 + (−6)2 + 22 =

√
44 = 2

√
11.
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Definició 7.43 Si A és un espai afı́ euclidìa i B és unabase ortonormalde Rn,
direm que la refer̀enciaR = {O;B} ésrectangular o euclidiana.

Proposició 7.44 La distància entre dos punts p i q de coordenades (p1, . . . , pn) i
(q1, . . . , qn) respecte d’una referència euclidiana qualsevol és

d(p, q) =

√
(q1 − p1)

2
+ (q2 − p2)

2
+ · · · + (qn − pn)

2 .

En particular, elscanvis de refer̀enciaentrerefer̀encies euclidianesvenen donats per
canvis de baseentrebases ortonormals, és a dir,canvis de base ortogonals.

Definició 7.45 En aquest cas, direm que elcanvi de refer̀enciaésortogonal.

Exemple 7.46El canvi de refer̀enciadeR′
=

{
(3, 2); 1

√
2
(1, 1), 1

√
2
(−1, 1)

}
aRc és

ortogonal directe:

x

y

x′
y′
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Definició 7.47Si L = p+V , elsubespai ortogonalV⊥ deV , s’anomenasubespai
associato normal a L. I els seus vectors,vectors associatso normals.

Proposició 7.48 En referència euclidiana, els coeficients dels termes no indepen-
dents de les equacions implı́cites d’una varietat lineal són les components d’un
sistema de generadors del seu subespai associat i viceversa.

Definició 7.49 Dues varietats linealsL = p + V i L ′
= p′

+ V ′ sónperpendicu-
lars, L⊥L ′, si i noḿes si,

V⊥
⊆ V ′ o V ′

⊆ V⊥ .

En particular, donatqualsevol puntx, L ′
= x + V⊥ ésperpendicular aL i passa perx.

Exemple 7.50Donat el plax − 3y + z − 2 = 0, el vector(1, −3, 1) és unvector
associatseu i larecta perpendiculara aquest pla que passa per(0, 7, 1) és

x

1
=

y − 7

−3
=

z − 1

1
.
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Definició 7.51 S’anomenaprojecció ortogonal i simètric d’un puntx sobre una
varietat linealL = p + V als punts

x′
= p +

−→px′ i x∗
= p +

−→px∗ ,

on−→px′ i −→px∗ són laprojeccío ortogonali el simètricdel vector−→px sobreV .

Proposició 7.52 (a) La projecció ortogonal d’un punt x sobre una varietat lineal L
és la intersecció de les varietats lineals L = p + V i L ′

= x + V⊥.
(b) El simètric d’un punt x respecte d’una varietat lineal L = p + V és el punt
x∗

= x + 2
−→
xx′

= x′
+

−→
xx′.

p

x

−→px

x′
−→
px′

x∗

−→
px∗

Exemple 7.53En l’exemple d’abans, lainterseccío de la recta perpendicular i el pla
s’obt́e substituint els valors dex, y i z a l’equacío del pla:

α − 3(7 − 3α) + 1 + α = 2, d’on α = 2 .

Per tant, laprojeccío ortogonaĺes el punt(0, 7, 1) + 2 · (1, −3, 1) = (2, 1, 3).

I el simètric és, doncs,(0, 7, 1) + 2 · (2, −6, 2) = (4, −5, 5).
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Definició 7.54La distància entre dues varietats linealsL = p+V i L ′
= p′

+V ′

és elmı́nim de les dist̀anciesentre punts de l’una i de l’altra:

d(L , L ′) = min{ d(x, x′) : x ∈ L , x′
∈ L ′

} .

Evidentment, siL i L ′ sónsecants, la dist̀anciaentre elleśeszero.

Proposició 7.55 (a) Si −→px′′ és la projecció ortogonal del vector −→px sobre el subes-
pai V⊥ associat a L = p + V , aleshores

d(x, L) = ‖
−→px′′

‖ .

(b) Si en certa referència euclidianaR el punt p té coordenades (p1, p2, . . . , pn) i
l’hiperplà H té equació A1x1 + A2x2 + · · · + Anxn + A0 = 0, llavors

d(p, H) =
|A1p1 + A2p2 + · · · + An pn + A0|√

A1
2 + A2

2 + · · · + An
2

.

p

x

−→px

x′
−→
px′

−→px′′

Exemple 7.56La dist̀anciadelpunt p = (0, 7, 1) al pla P : x − 3y + z − 2 = 0 és

d(p, P) =
|0 − 3 · 7 + 1 − 2|√

12 + (−3)2 + 12
=

22
√

11
= 2

√
11.
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Proposició 7.57(a) Siguin L i L ′ dues varietats lineals tals que dim(L) ≤ dim(L ′).
Aleshores

d(L , L ′) = d(x, L ′′) , per a tot x ∈ L ,

on L ′′ és la mı́nima varietat lineal paral.lela a L que conté L ′.

(b) En particular, si L i L ′ són paral.leles, llavors

d(L , L ′) = d(x, L ′) , per a tot x ∈ L .

L

L ′

L ′′

Exemple 7.58Com que elpla P : x −3y+z−2 = 0 i el pla P′ : x −3y+z+20 = 0
són paral.lels i el punt p = (0, 7, 1) pertany a aquest darrer, tenim que ladist̀ancia
entre tots dośes la mateixa que la del punt al primer d’ells que, tal com hem vist en
l’exemple anterior,́es

d(p, P) = 2
√

11.

Observacío 7.59Observem que aquesta distànciacoincideixamb la dist̀ancia del punt
(0, 7, 1) a la sevaprojeccío ortogonal(2, 1, 3) sobre el plax − 3y + z − 2 = 0.
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Vicenç Sales

Josep Tudurı́

JJ II

J I

Imprimir

Tancar

Sortir
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7.4 Recapitulació

Exemple 7.60SiguiR = {O; Ee1, Ee2, Ee3} una certa referència deR3 i considerem una
altrarefer̀enciaR′

= {O + Ee1 + 2Ee2 − Ee3; Ee1 + Ee2 + Ee3, Ee1 + Ee2, Ee1}.

Volem descomposarel canvi de refer̀encia deR′ aR en unatranslacío seguida d’un
canvi d’eixos.

En primer lloc, considerem la novarefer̀enciaR′′
= {O + Ee1 + 2Ee2 − Ee3; Ee1, Ee2, Ee3}.

Llavors, el canvi de referència deR′ aR, que ve donat per x
y
z

 =

 1
2

−1

+

 1 1 1
1 1 0
1 0 0

 x′

y′

z′

 , és a dir ,

x = 1 + x′
+ y′

+ z′

y = 2 + x′
+ y′

z = −1 + x′

 ,

es descompon en la translació deR′′ aR x
y
z

 =

 1
2

−1

+

 x′′

y′′

z′′

 , és a dir ,

x = 1 + x′′

y = 2 + +y′′

z = −1 + z′′

 ,

i el canvi d’eixos deR′ aR′′ x′′

y′′

z′′

 =

 1 1 1
1 1 0
1 0 0

 x′

y′

z′

 , és a dir ,

x′′
= x′

+ y′
+ z′

y′′
= x′

+ y′

z′′
= x′

 .
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Exemple 7.61Calculem ara elcanvi de refer̀encia inversdel de l’exemple anterior,́es
a dir, el que va deR aR′.

La matriu del canvi de base, en aquest cas, serà la matriu inversa de l’anterior: 1 1 1
1 1 0
1 0 0

−1

=

 0 0 1
0 1 −1
1 −1 0

 .

I les coordenades de l’origenO de la refer̀enciaR respecte de larefer̀enciaR′ surten
de  0

0
0

 =

 1
2

−1

+

 1 1 1
1 1 0
1 0 0

 x′

y′

z′

 ,

d’on s’obt́e x′
= 1, y′

= −3 i z′
= 1. Per tant, el canvi de referència buscat́es x′

y′

z′

 =

 1
−3

1

+

 0 0 1
0 1 −1
1 −1 0

 x
y
z

 ,

és a dir,

x′
= 1 + z

y′
= −3 + y − z

z′
= 1 + x − y

 .
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Exemple 7.62Considerem ara la rectaR′ d’equacions implı́cites

x′
+ y′

+ 2z′
+ 1= 0

−x′
+ y′

+ 5= 0

}

respecte de la referènciaR′ d’abans.

Anem a determinar les seves equacions implı́cites respecte de la referència inicialR.

A partir del canvi de referència deR aR′ trobat en l’exemple anterior

x′
= 1 + z

y′
= −3 + y − z

z′
= 1 + x − y

 ,

tenim que, substituint a les equacions de la recta respecte de la referènciaR′ de l’enun-
ciat, s’obt́e

(1 + z) + (−3 + y − z) + 2(1 + x − y) + 1 = 0

−(1 + z) + (−3 + y − z) + 5 = 0

}

i, per tant, les equacions implı́cites de la rectaR′ respecte de la referènciaR són

2x − y + 1 = 0

y − 2z + 1 = 0

}
.
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Exemple 7.63Considerem ara una novarectaR d’equacions implı́cites

x + 1 = 0

y + z = 0

}
respecte de la referència inicialR i la rectaR′ de l’exemple precedent.

Anem a determinar la sevaposicío relativa.

En primer lloc, resolent els sitemes de cadascuna de les rectes,és f̀acil veure que les
equacions param̀etriques deR i R′ són

x = −1

y = β

z = −β

 i

x = α

y = 1 + 2α

z = 1 + α

 .

Per tant,R passa pel puntp decoordenades(−1, 0, 0) respecte de la referènciaR i té
vector directorEv decomponents(0, 1, −1) respecte de la base de la referènciaR; i R′

passa pel puntp′ decoordenades(0, 1, 1) respecte de la mateixa referència i t́e vector
directorEv′ decomponents(1, 2, 1) respecte de la seva base.

Aleshores, el vector de posició relativa
−→
pp′ té components(0, 1, 1) − (−1, 0, 0) =

(1, 1, 1). I com que ∣∣∣∣∣∣
1 0 1
1 1 2
1 −1 1

∣∣∣∣∣∣ = 16= 0 ,

es dedueix que els vectors
−→
pp′, Ev i Ev′ són linealment independentsi, en conseq̈uència,

les dues rectes s’encreuen.
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Exemple 7.64Suposem ara que, a més a ḿes, la refer̀encia inicialR = {O; Ee1, Ee2, Ee3}

éseuclidiana. Anem a calcular larecta perpendicular secant comunaR′′ a les dues
rectes anteriorsR i R′.

Llavors, podem agafar el vectorEw decomponents(0, 1, −1)∧ (1, 2, 1) = (3, −1, −1)

en labase ortonormalB = {Ee1, Ee2, Ee3} de la refer̀encia com avector directorde la recta
R′′ (ja que, encara que la referència no sigui positiva, el producte vectorial serà, en tot
cas, el seu oposat; i tots dos serveixen com a vector director de la recta).

Per tant, aquesta rectaés lainterseccío del pla P que passa pel punt decoordenades
(−1, 0, 0) respecte de la referènciaR i té vectors directors decomponents(0, 1, −1) i
(3, −1, −1) respecte de la base ortonormalB de la refer̀encia 0 3 x + 1

1 −1 y
−1 −1 z


i del pla P′ que passa pel punt decoordenades(0, 1, 1) respecte de la mateixa re-
ferènciaR i té vectors directors decomponents(1, 2, 1) i (3, −1, −1) en la mateixa
baseB  1 3 x

2 −1 y − 1
1 −1 z − 1

 .

Aleshores, fent els c̀alculs corresponents, s’obtenen lesequacions implı́citesde cadas-
cun d’aquests dos plansP i P′, que resulten ser2x+3y+3z+2 = 0 i x−4y+7z−3 = 0
respectivament. Per tant, larecta perpendicular secant comunaR′′ a R i R′ és la
d’equacions implı́cites

R′′ :
2x + 3y + 3z + 2 = 0

x − 4y + 7z − 3 = 0

}
.
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Exemple 7.65Calculem ara ladist̀anciaentre les rectesR i R′ d’abans iels correspo-
nents punts de cadascuna d’elles que estan a aquesta distància.

Com queR i R′ no śon paral.lelesi tenen la mateixa dimensió, la dist̀anciaentre amb-
duesés igual a ladist̀ancia d’un punt d’una d’elles al pla paral.lel seu que conté l’altra.

Aix ı́, unvector Ew associatal pla pot ser elproducte vectorial dels vectors directorsde
les rectes, que era el decomponents(3, −1, −1) respecte de la base ortonormal deR.

Llavors, laprojeccío ortogonaldelvector
−→
pp′ sobre elsubespai associata aquest pláes

−→
pp′

′′

=

−→
pp′

· Ew

Ew · Ew
· Ew =

(1, 1, 1) · (3, −1, −1)

(3, −1, −1) · (3, −1, −1)
· (3, −1, −1) =

1

11
(3, −1, −1)

i, en conseq̈uència, ladist̀ancia entre ambdues rectesés

d(R, R′) = ‖
−→
pp′

′′

‖ =

√
11

11
.

Finalment, per trobar els punts deR′ i R′′ que estan a aquesta distància, noḿes cal de-
terminar els punts d’intersecció de la seva recta perpendicular comuna amb cadascuna
d’elles

2x + 3y + 3z + 2 = 0

x − 4y + 7z − 3 = 0

2x − y + 1 = 0

y − 2z + 1 = 0

 i

2x + 3y + 3z + 2 = 0

x − 4y + 7z − 3 = 0

x + 1 = 0

y + z = 0


que, resolent, resulten ser els punts que, en la referènciaR, tenencoordenadesrespec-
tives (

−8

11
,
−5

11
,

3

11

)
i

(
−1,

−4

11
,

4

11

)
.
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8 Còniques i qùadriques

8.1 Paràbola, el.lipse i hipèrbola

Definició 8.1 Definició mètrica de par̀abola.
Donats un puntF i una rectaR del pla af́ı euclidìa tal queF /∈ R, s’anomena
paràbola determinada per aquest punt i aquesta recta al conjunt de punts del pla
queequidistende tots dos:

d(x, F) = d(x, R) .

Definició 8.2 El punt F s’anomenafocus; la rectaR, directriu ; la dist̀ancia del
focus a la directriu,paràmetre; el punt mig del focus i de la seva projecció orto-
gonal sobre la directriu,vèrtex; i les rectes paral.lela i perpendicular a la directriu
que passen pel vèrtex,eixos principal i secundari, respectivament.

x
F

R
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Proposició 8.3 En la referència euclidiana R′
= {O′

; Ee′

1, Ee′

2} formada pel vèrtex
O’ i dos vectors directors unitaris respectius Ee′

1 i Ee′

2 dels eixos principal i secundari,
es té —segons Ee′

2 tingui el sentit de la directriu al focus o viceversa—:

(a) el focus té coordenades ±

(
0,

p

2

)
i l’equació de la directriu és

y′
= ∓

p

2
,

on p és el paràmetre;
(b) l’equació de la paràbola és

y′
= ±

x′2

a2
, amb a = +

√
2p .

Definició 8.4 La refer̀enciaR′ se’n diuprincipal ; i l’equació anterior,reduı̈da.

Exemple 8.5Considerem lapar̀abolaformada pels punts queequidistendel punt(2, 2)

i de la rectax − y + 4 = 0.

La interseccío d’aquesta recta i de la seva perpendicular pel focusés el punt(0, 4) i,
per tant, elvèrtexés el punt mig de tots dos:(1, 3). I prenentun vector unitari de la
directriu i el seu ortogonal en el sentit de la directriu al focus, la refer̀encia principaĺes

R′
=

{
(1, 3); 1

√
2
(1, 1), 1

√
2
(1, −1)

}
.

A més, elpar̀ametreo dist̀ancia del punt a la rectáes

p =
|2 − 2 + 4|√
12 + (−1)2

=
4

√
2

= 2
√

2 ,

d’on s’obt́e que la sevaequacío redüıdaés

y′
=

x′2

4
√

2
.
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Definició 8.6 Definició mètrica d’el.lipse.
Donats dos punts diferentsF i F ′ del pla af́ı euclidìa, s’anomenael.lipse determi-
nada per aquests dos punts al conjunt de punts del pla tals que lasuma de les seves
dist̀ancies aF i F ′ és constant:

d(x, F) + d(x, F ′) = k , amb k > d(F, F ′) .

Definició 8.7 F i F ′ s’anomenenfocus; la dist̀ancia entre ells,distància focal;
el seu punt mig,centre; la recta que els uneix,eix principal ; la perpendicular a
aquesta pel centre,eix secundari; i les interseccions amb els eixos,vèrtexs.

x

FF ′
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Proposició 8.8 En la referència euclidiana R′
= {O′

; Ee′

1, Ee′

2} formada pel centre
O′ i dos vectors directors unitaris respectius Ee′

1 i Ee′

2 dels eixos principal i secundari,
(a) els focus tenen coordenades (c, 0) i (−c, 0) i la distància focal és 2c;
(b) l’equació de l’el.lipse és

x′2

a2
+

y′2

b2
= 1 , amb a =

k

2
i b = +

√
a2 − c2 ;

(c) els vèrtexs són els punts de coordenades (a, 0), (−a, 0), (0, b) i (0, −b).

Definició 8.9 La refer̀enciaR′ s’anomenaprincipal ; l’equacío anterior,reduı̈da;
i a i b, semieixos major i menor, respectivament.

QuanF = F ′, l’ el.lipse se’n diucircumfer ència. En aquest cas, els dos semieixos
coincideixen i s’anomenenradi : r = a = b. A més a ḿes, podem agafar com eixos
dos qualssevol perpendiculars que passin pel centre. I l’equacío és, aleshores:

x′2
+ y′2

= r 2 .

Exemple 8.10Considerem l’el.lipse tal que lasuma de les distànciesdels seus punts
als punts(2, 1) i (0, 3) és8.
La refer̀encia principalconsta del punt mig(1, 2) dels dos focus i dels vectors unitaris
corresponents al vector(2, −2) que els uneix i al seu ortogonal(2, 2):

R′
=

{
(1, 2); 1

√
2
(1, −1), 1

√
2
(1, 1)

}
.

I com que2c = d((2, 1), (0, 3)) =
√

8 = 2
√

2, es t́e que

a =
8

2
= 4 i b2

= a2
− c2

= 16− 2 = 14

i l’ equacío redüıdaés, doncs, x′2

16
+

y′2

14
= 1 .
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Definició 8.11 Definició mètrica d’hip̀erbola.
Donats dos punts diferentsF i F ′ del pla af́ı euclidìa, s’anomenahipèrbola deter-
minada per aquests dos punts al conjunt de punts del pla tals que elvalor absolut
de la difer̀encia de les seves distàncies aF i F ′ és constant:

|d(x, F) − d(x, F ′)| = k , amb k < d(F, F ′) .

Definició 8.12 F i F ′ s’anomenenfocus; la dist̀ancia entre ells,distància focal; el
seu punt mig,centre; la recta que els uneix,eix principal ; la seva perpendicular
pel centre,eix secundari; i les interseccions amb els eixos,vèrtexs.

FF ′

x
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Proposició 8.13 En la referència euclidianaR′
= {O′

; Ee′

1, Ee′

2} formada pel centre
O′ i dos vectors directors unitaris respectius Ee′

1 i Ee′

2 dels eixos principal i secundari,
(a) els focus tenen coordenades (c, 0) i (−c, 0) i la distància focal és 2c;
(b) l’equació de la hipèrbola és

x′2

a2
−

y′2

b2
= 1, amb a =

k

2
i b = +

√
c2 − a2 ;

(c) hi ha dos vèrtexs: els punts de coordenades (a, 0) i (−a, 0).

Definició 8.14La refer̀enciaR′ s’anomenaprincipal ; l’equacío anterior,reduı̈da;
a i b, semieixos real i imaginari; i les rectesy′

=
b
ax′ i y′

= −
b
ax′, aśımptotes.

Si a = b, les aśımptotes śonperpendicularsi la hipèrbola se’n diuequilàtera.

Observacío 8.15Larefer̀encia principali l’ equacío redüıdacaracteritzen lespar̀aboles,
lesel.lipsesi leshipèrboles, ja que a partir d’elles es pot trobar també la sevadefinició.

Exemple 8.16Considerem lahipèrbolaque en larefer̀encia principal

R′
=

{
(1, 2); 1

√
2
(1, −1), 1

√
2
(1, 1)

}
,

té equacío redüıda
x′2

− y′2
= 1 .

Aleshores, com quea = 1, es t́e que elsvèrtexssón els punts(
1 +

1
√

2
, 2 −

1
√

2

)
i
(
1 −

1
√

2
, 2 +

1
√

2

)
.

I com queb = 1 tamb́e, es dedueix quec =
√

2 i, per tant, elsfocussón els punts
(2, 1) i (0, 3) .

En particular, com quek = 2a = 2, aquesta hip̀erbolaés la formada pels punts tals que
el valor absolut de la diferència de les seves distàncies als punts(2, 1) i (0, 3) és 2.
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8.2 Còniques

Si R = {O ; Ee1, Ee2} és una refer̀encia del pla afı́ euclidìa, notem perX la matriu-
columna de lescoordenades(x, y) d’un punt respecte deR i per V la matriu-columna
de lescomponents(v1, v2) d’un vector en la seva baseB = {Ee1, Ee2}.

Definició 8.17 Unacònica és un conjunt de punts del pla afı́ euclidìa que, en una
refer̀enciaR = {O ; Ee1, Ee2}, verifiquen una equació

F(x, y) = q1
1x2

+ 2q2
1xy + q2

2 y2
+ 2l1x + 2l2y + t = 0

amb almenys un dels coeficientsq1
1, q2

1 o q2
2 no nuls.

Cal observar que, en canviar de referència, varia la seva equació, per̀o no la forma
general d’aquesta. A ḿes, ens limitarem noḿes al cas derefer̀encies euclidianes.

Els dososd’abans s’han introduı̈t per simplificacío de f́ormules posteriors. Si els coe-
ficients śon enters, però algun d’aquestśes senar, conv́e multiplicar l’equacío per 2.
Notant

Q =

(
q1

1 q2
1

q2
1 q2

2

)
i L =

(
l1
l2

)
,

l’equacío anterior es pot representar en l’anomenadaforma matricial

Xt QX + 2L t X + t = 0 ,

on Q éssimètricai se’n diupart quadr àtica, L part lineal i t terme independent.

Exemple 8.18La cònica que en la referència caǹonica t́e equacío xy + x − 2y − 3 = 0
es pot escriure també en la forma2xy + 2x − 4y − 6 = 0 que, matricialment,́es(

x y
) ( 0 1

1 0

)(
x
y

)
+ 2

(
1 −2

) ( x
y

)
− 6 = 0 .
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Definició 8.19 S’anomenacentre de simetriad’una c̀onica a tot punt tal que el
simètric de qualsevol punt de la cònica respecte d’ell pertanyi també a la c̀onica.
I eix de simetria a tota recta tal que elsimètric de qualsevol punt de la cònica
respecte d’ella sigui també de la c̀onica.

I se’n diuvèrtexsa lesinterseccionsde lacònicaamb elseixos de simetria.

Proposició 8.20 (a) Els centres de simetria són les solucions del sistema lineal

QX + L = 0 .

(b) Si Ev és vector propi de valor propi no nul de Q, el següent és un eix de simetria:

V t
· (QX + L) = 0 .

(c) La intersecció de dos eixos de simetria és un centre de simetria.

Exemple 8.21En la c̀onica2xy + 2x − 4y − 6 = 0 anterior, de(
0 1
1 0

)(
x
y

)
+

(
1

−2

)
=

(
y + 1
x − 2

)
=

(
0
0

)
s’obt́e quex = 2 i y = −1 i, per tant, elcentre de simetriáes el punt(2, −1). A
més, els valors propis deQ són 1 i −1 —que śon no nuls— i els seus vectors propis
respectius(1, 1) i (−1, 1). I de(

1 1
) ( y + 1

x − 2

)
= 0 i

(
1 −1

) ( y + 1
x − 2

)
= 0 ,

obtenim els seuseixos de simetria: x + y − 1 = 0 i x − y − 3 = 0.

Finalment, fent la intersecció d’aquests amb la cònica, s’obtenen punts imaginaris pel
primer d’ells i elsvèrtexs(3, 0) i (1, −2) en el cas del segon.
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Definició 8.22Les c̀oniques queno tenen centre de simetrias’anomenencòniques
sense centrei les queśı en tenen, còniques amb centre.

Siguinλ1 i λ2 elsvalors propisde Q —on, si hi ha unvalor propi nul, ésλ2 = 0— i
B′

= {Ee′

1, Ee′

2} unabase ortonormal de vectors propisde lamatriu sim̀etricaQ.

Teorema 8.23Classificació de còniques: referència principal.
(a) Les còniques sense centre tenen un únic vèrtex O′ i, en la referència euclidiana

R′
= {O′

; Ee′

1, Ee′

2} ,

la seva equació és del tipus λ1x′2
+ 2l ′y′

= 0, amb l ′ = E′

2
t
· L .

(b) En les còniques amb centre, si O′ és un centre de simetria de la cònica, llavors
en la referència euclidiana

R′
= {O′

; Ee′

1, Ee′

2} ,

la seva equació és del tipus λ1x′2
+ λ2y′2

+ t ′ = 0, amb t ′ = F(O′).

Definició 8.24 Aquestesrefer̀encies euclidianess’anomenenprincipals.

Exemple 8.25La cònica d’abanstenia centre de simetriai és, per tant,amb centre. I
com que

t ′ = F(O′) = F(2, −1) = −2 ,

es t́e que, en larefer̀encia principal

R′
=

{
(2, −1);

1
√

2
(1, 1),

1
√

2
(−1, 1)

}
,

la sevaequacío és
x′2

− y′2
− 2 = 0 .
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Amb l’equacío anterior, en funcío de l’anul.lació o no dels seus coeficients i aı̈llant, es
troba l’anomenadaequacío redüıda i, a partir d’ella, els diferentstipus de c̀oniques:

Teorema 8.26Classificació de còniques: equació reduı̈da i tipus.

Tipus d’equació Equació reduı̈da Tipus de cònica

λ1x′2
+ 2l ′y′

= 0 y′
= ±

x′2

a2 paràbola

λ1x′2
+ λ2y′2

+ t ′ = 0

x′2

a2 +
y′2

b2 = 1
x′2

a2 −
y′2

b2 = 1

−
x′2

a2 −
y′2

b2 = 1

el.lipse real

hipèrbola

el.lipse imaginària

λ1x′2
+ λ2y′2

= 0
±

x′2

a2 ±
y′2

b2 = 0
x′2

a2 −
y′2

b2 = 0

rectes secants imaginàries
rectes secants reals

λ1x′2
+ t ′ = 0

x′2

a2 = 1

−
x′2

a2 = 1

rectes paral.leles reals
rectes paral.leles imaginàries

λ1x′2
= 0 ±

x′2

a2 = 0 (o x′2= 0) recta doble

I, a més de lacircumfer ència real i la hipèrbola equilàtera, per l’el.lipse imagiǹaria
tenim lacircumfer ència imagiǹaria en la que, fentr = a = b, quedax′2

+ y′2
= −r 2.

Exemple 8.27Aı̈llant, a partir de l’equacío x′2
− y′2

−2 = 0, s’obt́e l’equacío redüıda:

x′2

2
−

y′2

2
= 1 .

Per tant,́es unahipèrbola—queésequil̀atera, ja quea = b =
√

2—.



U P C
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Definició 8.28Lescòniques que no estan formades per parells de rectesse’n diuen
no degenerades.

Proposició 8.29 Les ası́mptotes d’una hipèrbola d’equació F(x, y) = 0 formen
un parell de rectes secants reals d’equació

F(x, y) − t ′ = 0 ,

on t ′ = F(O′) i O′ és el centre de simetria de la hipèrbola.

Exemple 8.30En lahipèrboladels exemples precedents, s’ha vist queO′
= (2, −1) i

t ′ = F(O′) = −2. En conseq̈uència, l’equacío del parell de rectes secants format per
les dues aśımptotes de la hip̀erbolaés2xy + 2x − 4y − 6 − (−2) = 0, és a dir,

xy + x − 2y − 2 = 0 .

x

y

x′y′
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Vicenç Sales

Josep Tudurı́

JJ II

J I

Imprimir

Tancar

Sortir
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Definició 8.31 Les còniques formades per parells de rectesse’n diuendege-
nerades.

En lescòniques degeneradesel més interessant́esdeterminar les rectes que la formen.

Exemple 8.32En el cas delparell de rectestrobat en l’exemple anterior, de

xy + x − 2y − 2 = (ax + by + c)(a′x + b′y + c′) ,

s’obtenen les condicions
aa′

= 0

ab′
+ ba′

= 1

bb′
= 0

ac′
+ a′c = 1

bc′
+ b′c = −2

cc′
= −2


.

Aleshores, de la primera i tercera equacions, es dedueix que ha de sera′
= b = 0 o bé

a = b′
= 0 (els casosa = a′

= 0 i b = b′
= 0 no donen lloc a un parell de rectes). De

fet, els dos casos són equivalents i prenent, per exemple,a′
= b = 0, queda

ab′
= 1

ac′
= 1

b′c = −2

cc′
= −2

 .

Llavors, com que les expressions anteriors s’han de determinar excepte una constant,
podem agafara = b′

= 1. I, substituint, s’obt́e c = −2 i c′
= 1 i, en conseq̈uència,

les rectes que formen la cònica degenerada—és a dir, lesaśımptotes de la hip̀erbola
anterior— śon x = 2 i y = −1.
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8.3 Quàdriques

SiR = {O ; Ee1, Ee2, Ee3} és una refer̀encia del pla afı́ euclidìa, notem perX la matriu-
columna de lescoordenades(x, y, z) d’un punt respecte deR i per V la matriu-
columna de lescomponents(v1, v2, v3) d’un vector en la seva baseB = {Ee1, Ee2, Ee3}.

Definició 8.33 Unaquàdrica és un conjunt de punts de l’espai afı́ euclidìa tridi-
mensional que, en una referènciaR = {O ; Ee1, Ee2, Ee3}, verifiquen una equació

q1
1x2

+ q2
2 y2

+ q3
3z2

+ 2q2
1xy + 2q3

1xz+ 2q3
2 yz+ 2l1x + 2l2y + 2l3z + t = 0 ,

amb algunq j
i 6= 0 almenys.

Cal observar que, en canviar de referència, varia la seva equació, per̀o no la forma
general d’aquesta. A ḿes, ens limitarem noḿes al cas derefer̀encies euclidianes.

Les consideracions sobre elsdosossón les mateixes que per les còniques. I notant

Q =

 q1
1 q2

1 q3
1

q2
1 q2

2 q3
2

q3
1 q3

2 q3
3

 i L =

 l1
l2
l3

 ,

l’equacío anterior es pot representar en l’anomenadaforma matricial

Xt QX + 2L t X + t = 0 ,

on Q éssimètricai se’n diupart quadr àtica, L part lineal i t terme independent.

Exemple 8.34La qùadricax2
− 8y + 2z + 3 = 0 s’escriu

(
x y z

) 1 0 0
0 0 0
0 0 0

 x
y
z

+ 2
(

0 −4 1
) x

y
z

+ 3 = 0 .
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José M. Moreno

Vicenç Sales
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Definició 8.35 S’anomenacentre de simetria, eix de simetriao pla de simetria
d’una qùadrica a tot punt, recta o pla respectivament tal que elsimètricde qualsevol
punt de la qùadrica respecte d’ell hi pertanyi també a la qùadrica.

I els vèrtexssón lesinterseccionsde laquàdricaamb elseixos de simetriasi n’hi
ha, o amb elsplans de simetriaen cas contrari.

Proposició 8.36 (a) Els centres de simetria són les solucions del sistema lineal

QX + L = 0 .

(b) Si Ev és vector propi de valor propi no nul de Q, el següent és un pla de simetria:

V t
· (QX + L) = 0 .

(c) La intersecció de dos eixos o de dos plans de simetria és un centre o un eix de
simetria, respectivament.

Exemple 8.37En la qùadrica d’abans, l’equació delscentres de simetriáes 1 0 0
0 0 0
0 0 0

 x
y
z

+

 0
−4

1

 =

 x
−4

1

 =

 0
0
0

 ,

queno t́e solucío. A més,Q ja est̀a diagonalitzada, els seus valors propis són λ1 = 1
i λ2 = λ3 = 0 i els vectors propis,(1, 0, 0), (0, 1, 0) i (0, 0, 1). Aixı́, el primerés un
vector propi de valor propi no nul. I de(

1 0 0
) x

−4
1

 = 0 ,

es t́e que elpla de simetriáesx = 0. Llavors, intersecant–lo amb la quàdrica, s’obt́e la
recta que conté els v̀ertexs, queés la quepassa per

(
0, 3

8, 0
)

i tévector director(0, 1, 4).
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José M. Moreno

Vicenç Sales
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Definició 8.38 Les qùadriques queno tenen centre de simetrias’anomenen
quàdriques sense centrei les queśı en tenen, quàdriques amb centre.

Siguinλ1, λ2 i λ3 elsvalors propisde Q —on elsnuls, si n’hi ha, śon elsdarrers— i
B′

= {Ee′

1, Ee′

2, Ee′

3} unabase ortonormal de vectors propisde lamatriu sim̀etricaQ.

Teorema 8.39Classificació de quàdriques: referència principal.
(a) En les quàdriques sense centre, si O′ és un vèrtex —i Ee′

2 és un vector director
unitari de la recta dels vèrtexs si n’hi ha—, es té que en la referència euclidiana

R′
= {O′

; Ee′

1, Ee′

2, Ee′

3} ,

la seva equació és del tipus λ1x′2
+ λ2y′2

+ 2l ′z′
= 0, amb l ′ = E′

3
t
· L .

(b) En les quàdriques amb centre, si O′ és un centre de simetria, llavors en la
referència euclidiana

R′
= {O′

; Ee′

1, Ee′

2, Ee′

3} ,

la seva equació és del tipus λ1x′2
+ λ2y′2

+ λ3z′2
+ t ′ = 0, amb t ′ = F(O′).

Definició 8.40 Aquestesrefer̀encies euclidianess’anomenenprincipals.

Exemple 8.41La qùadrica anterioŕessense centre. Per tant,Ee′

3 = Ee′

1∧Ee′

2 = (1, 0, 0)∧
1

√
17

(0, 1, 4) =
1

√
17

(0, −4, 1). I, com que

l ′ =
1

√
17

(
0 −4 1

) 0
−4

1

 =
√

17,

llavors, en larefer̀encia principal

R′
=

{(
0, 3

8, 0
)
; (1, 0, 0), 1

√
17

(0, 1, 4), 1
√

17
(0, −4, 1)

}
,

la sevaequacío ésx′2
+ 2

√
17z′

= 0.
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José M. Moreno

Vicenç Sales
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Com en lescòniques, tenim lesequacions redüıdesi tipus de quàdriquesseg̈uents:

Teorema 8.42Classificació de quàdriques: equacions reduı̈des i tipus.
Tipus d’equació Equació reduı̈da Tipus de quàdrica

λ1x′2
+ λ2y′2

+ 2l ′z′
= 0

z′
= ±

x′2

a2 ±
y′2

b2

z′
=

x′2

a2 −
y′2

b2

paraboloide el.lı́ptic
paraboloide hiperbòlic

λ1x′2
+ 2l ′z′

= 0 z′
= ±

x′2

a2 cilindre parabòlic

λ1x′2
+ λ2y′2

+ λ3z′2
+ t ′ = 0

x′2

a2 +
y′2

b2 +
z′2

c2 = 1
x′2

a2 +
y′2

b2 −
z′2

c2 = 1
x′2

a2 −
y′2

b2 −
z′2

c2 = 1

−
x′2

a2 −
y′2

b2 −
z′2

c2 = 1

el.lipsoide real
hiperboloide d’una fulla

hiperboloide de dues fulles
el.lipsoide imaginari

λ1x′2
+ λ2y′2

+ λ3z′2
= 0

±
x′2

a2 ±
y′2

b2 ±
z′2

c2 = 0

±
x′2

a2 ±
y′2

b2 ∓
z′2

c2 = 0

con imaginari
con real

λ1x′2
+ λ2y′2

+ t ′ = 0

x′2

a2 +
y′2

b2 = 1
x′2

a2 −
y′2

b2 = 1

−
x′2

a2 −
y′2

b2 = 1

cilindre el.lı́ptic real
cilindre hiperbòlic

cilindre el.lı́ptic imaginari

λ1x′2
+ λ2y′2

= 0
±

x′2

a2 ±
y′2

b2 = 0
x′2

a2 −
y′2

b2 = 0

plans secants imaginaris
plans secants reals

λ1x′2
+ t ′ = 0

x′2

a2 = 1
−

x′2

a2 = 1

plans paral.lels reals
plans paral.lels imaginaris

λ1x′2
= 0 ±

x′2

a2 = 0 (o x′2= 0) pla doble
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Definició 8.43 Les qùadriques que estanformades per un parells de plansse’n
diuendegenerades; i les queno ho estan, no degenerades.

En lesquàdriques degenerades, interessa especialment ladeterminacío dels dos plans
que formen la qùadrica, que es fa de forma anàloga al cas de les còniques.

I en el de lesqùadriques no degenerades, ens limitarem noḿes a la sevaclassificacío.
Tanmateix, per̀o, destacarem les derevolució —que śon les que tenendos valors propis
no nuls iguals— i lesesferes—que śon elsel.lipsoidesque tenen elstres valors propis
iguals—. Aquestes poden serreals o imaginàries, es pot agafar com a eixos seustres
perpendiculars qualssevol que passin pel centrei, anomenantradi a r = a = b = c, la
seva equació és:

x′2
+ y′2

+ z′2
= ±r 2 .

Exemple 8.44Si äıllem z′ de l’equacío obtinguda per a la quàdrica dels exemples
anteriors,x′2

+ 2
√

17z′
= 0, la sevaequacío redüıdaqueda

z′
= −

x′2

2
√

17
i és, doncs, uncilindre parab̀olic.

x

y

z

x′ y′

z′
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Aquests śon elsgràfics en refer̀encia principalde lesquàdriques no degenerades reals:

paraboloide el.lı́ptic paraboloide hiperb̀olic cilindre parab̀olic

z′
=

x′2

a2 +
y′2

b2 z′
=

x′2

a2 −
y′2

b2 z′
=

x′2

a2

el.lipsoide real hiperboloide d’una fulla hiperboloide de dues fulles
x′2

a2 +
y′2

b2 +
z′2

c2 = 1 x′2

a2 +
y′2

b2 −
z′2

c2 = 1 x′2

a2 −
y′2

b2 −
z′2

c2 = 1

con real cilindre el.lı́ptic real cilindre hiperb̀olic
x′2

a2 +
y′2

b2 −
z′2

c2 = 0 x′2

a2 +
y′2

b2 = 1 x′2

a2 −
y′2

b2 = 1
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Pàgina 189 de194

8.4 Recapitulació

Exemple 8.45SiguiR = {O; Ee1, Ee2} unarefer̀encia euclidianadel pla. Anem a de-
terminar larefer̀encia principali l’ equacío redüıdade lapar̀abolaformada pels punts
queequidistendel punt de coordenades(2, 2) i de la recta d’equació x − y + 4 = 0 en
aquesta referència.

La projeccío ortogonal del punt de coordenades(2, 2) sobre la recta que en la referència
R té equacío x − y + 4 = 0 és la intersecció d’aquesta recta i de la seva perpendicular
per aquest punt —quées la recta d’equació x + y − 4 = 0 respecte deR—, és a
dir, el punt de coordenades(0, 4). Per tant, elvèrtexés el punt mig d’aquest i del de
coordenades(2, 2), o sigui, el punt de coordenades(1, 3).

Llavors, prenent elvector director unitari de la directriu i el seu vector ortogonal unitari
en la direccío de la directriu al focus, s’obt́e que larefer̀encia principaĺes

R′
=

{
O + Ee1 + 3Ee2;

1
√

2
(Ee1 + Ee2),

1
√

2
(Ee1 − Ee2)

}
.

A més, elpar̀ametre—o dist̀ancia del focus a la recta directriu—́es

p =
|2 − 2 + 4|√
12 + (−1)2

=
4

√
2

= 2
√

2

i, en conseq̈uència, l’equacío redüıdaés

y′
=

x′2

4
√

2
.
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Exemple 8.46Rećıprocament, trobarem ara elfocus, l’ equacío de la directriu respecte
de la refer̀enciaR i la definició mètricade lapar̀abolaque en larefer̀encia principal

R′
=

{
O + Ee1 + 3Ee2;

1
√

2
(Ee1 + Ee2),

1
√

2
(Ee1 − Ee2)

}
té equacío redüıda

y′
=

x′2

4
√

2
.

En primer lloc, de l’equacío redüıdaes dedueix que elpar̀ametreés p = 2
√

2, ja que
ha de ser2p = 4

√
2. Per tant, com que elfocus té coordenades

(
0,

p
2

)
= (0,

√
2)

en la refer̀encia principal, les sevescoordenades en la referènciaR són (2, 2) i, en
conseq̈uència,és el punt

O + 2Ee1 + 2Ee2 .

Pel que fa a ladirectriu, en larefer̀encia principalla sevaequacío ésy′
= −

p
2 = −

√
2.

I, tenint en compte que el canvi de referència deR′ aR ve donat per(
x
y

)
=

(
1
3

)
+

1
√

2

(
1 1
1 −1

)(
x′

y′

)
,

äıllant, es t́e que(
x′

y′

)
=

1
√

2

(
1 1
1 −1

)(
x − 1
y − 3

)
, és a dir,

x′
=

1
√

2
(x + y − 4)

y′
=

1
√

2
(x − y + 2)

 ,

d’on, substituint a l’equacío redüıdai operant, s’obt́e la sevaequacío respecte deR
x − y + 4 = 0 .

Finalment, obtenim que aquestaés lapar̀abola formada pels punts que equidisten del
punt de coordenades(2, 2) i de la recta d’equació x − y + 4 = 0 en la refer̀enciaR.
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Exemple 8.47Anem a trobar ara l’equacío respecte de la referència euclidianaR
anterior de lapar̀abolaque en larefer̀encia principal

R′
=

{
O + Ee1 + 3Ee2;

1
√

2
(Ee1 + Ee2),

1
√

2
(Ee1 − Ee2)

}
té equacío redüıda

y′
=

x′2

4
√

2
.

En primer lloc, el canvi de referència de la referència

R′
=

{
O + Ee1 + 3Ee2;

1
√

2
(Ee1 + Ee2),

1
√

2
(Ee1 − Ee2)

}
a la refer̀enciaR = {O; Ee1, Ee2} ve donat per(

x
y

)
=

(
1
3

)
+

1
√

2

(
1 1
1 −1

)(
x′

y′

)
,

d’on, äıllant x′ i y′, s’obt́e que(
x′

y′

)
=

1
√

2

(
1 1
1 −1

)(
x − 1
y − 3

)
,

és a dir,

x′
=

1
√

2
(x + y − 4)

y′
=

1
√

2
(x − y + 2)

 .

Finalment, substituint aquestes expressions a l’equacío redüıda i operant, s’obt́e l’e-
quacío buscada:

x2
+ 2xy + y2

− 16x = 0 .
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Exemple 8.48Rećıprocament tamb́e a l’exemple anterior, considerem ara lacònica
d’equacío x2

+2xy+ y2
−16x = 0 respecte de la referència anterior iclassifiquem–la.

En primer lloc, (
1 1
1 1

)(
x
y

)
+

(
−8

0

)
=

(
0
0

)
no t́e solucío i, per tant, la c̀onicaéssense centrei es tracta, doncs, d’unapar̀abola.

El polinomi caracteŕıstic de la matriu de la part quadràticaés

p(x) =

∣∣∣∣ 1 − x 1
1 1− x

∣∣∣∣ = x(x − 2)

i els valors propis śon, doncs,λ1 = 2 i λ2 = 0.

A més a ḿes, els subespais propis respectius tenen equacions−x + y = 0 i x + y = 0
i els vectors propis corresponents són, per tant,Ee1 + Ee2 i Ee1 − Ee2. Llavors

l ′ =
1

√
2

(
1 −1

) (−8
0

)
= −4

√
2 ,

d’on s’obt́e l’equacío 2x′2
− 8

√
2y′

= 0. En conseq̈uència, l’equacío redüıdaés

y′
=

x′2

4
√

2
.

Finalment, l’eix de simetriave donat per(
1 1

) [( 1 1
1 1

)(
x
y

)
+

(
−8

0

)]
= 0 ,

és a dir,2x+2y−8 = 0 en la refer̀enciaR. I intersecant aquesta recta amb la paràbola
s’obt́e el punt de coordenandes(1, 3) i, en definitiva, larefer̀encia principaĺes

R′
=

{
O + Ee1 + 3Ee2;

1
√

2
(Ee1 + Ee2),

1
√

2
(Ee1 − Ee2)

}
.
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Exemple 8.49Considerem una novarefer̀encia euclidianaR = {O; Ee1, Ee2, Ee3} deR3.
Anem a trobar l’equacío respecte d’aquesta referènciadelcon realque en larefer̀encia
principal

R′
= {O − 2Ee1 − 2Ee3; Ee1, Ee2, Ee3}

té equacío redüıda
x′2

+ y′2
− z′2

= 0 .

En primer lloc, elcanvi de refer̀enciade la refer̀encia principal a la referènciaR—que,
en aquest cas,és noḿes unatranslacío d’eixos— ve donat per x

y
z

 =

−2
0

−2

+

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 x′

y′

z′

 =

−2
0

−2

+

 x′

y′

z′

 ,

d’on, äıllant x′, y′ i z′, s’obt́e que x′

y′

z′

 =

 x + 2
y

z + 2

 ,

és a dir,
x′

= x + 2

y′
= y

z′
= z + 2

 .

Finalment, substituint aquestes expressions a l’equacío redüıda i operant, s’obt́e l’e-
quacío buscada:

x2
+ y2

− z2
+ 4x − 4z = 0 .
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Exemple 8.50De nou rećıprocament a l’exemple anterior, anem aclassificarara la
quàdricad’equacío x2

+ y2
− z2

+ 4x − 4z = 0 en la refer̀enciaR d’abans.

El sistema dels centres de simetriaés 1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 x
y
z

+

 2
0

−2

 =

 0
0
0

 ,

que t́e solucío x = −2, y = 0 i z = −2 i, per tant, la qùadricaésamb centre, queés el
punt de coordenades(−2, 0, −2) respecteR, és a dir,

O′
= O − 2Ee1 − 2Ee3 .

I, en particular,t ′ = F(−2, 0, −2) = 0.

D’altra banda, la matriuQ ja est̀a diagonalitzadai els seus valors propis són, en con-
seq̈uència,λ1 = λ2 = 1 i λ3 = −1. Per tant, l’equació obtinguda –que jáes l’equacío
redüıdaen aquest cas–́es

x′2
+ y′2

− z′2
= 0

i la quàdricaés, doncs, uncon reali, en particular,́esno degenerada. A més a ḿes,
aquest cońes derevolucío, ja queQ té un valor propi doble:λ1 = λ2 = 1.

Finalment, tamb́e pel fet de ja estar diagonalitzada la matriuQ, tenim que els vec-
tors propis śon els de components(1, 0, 0), (0, 1, 0) i (0, 0, 1) en la refer̀enciaR, i la
refer̀encia principalobtingudáes, doncs,

R′
= {O − 2Ee1 − 2Ee3 ; Ee1, Ee2, Ee3} .
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