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1 Matrius i sistemes d’equacions lineals

1.1 Matrius

Definicid 1.1 Unamatriu de m filesi n columnesamb coeficients realg&s una
funcio
A {12 ... mx{12....n)—R

gue assigna a cada parelirtiexs(i, j) un nombre readaij .

Es habitual representar una matAten la forma

a]i ai ay
A | @2 & ay

posant el coeficierﬁ1-j alafilai i la columnaj. Es diu queA és unamatriu del tipus
m x n. El conjunt de totes aquestes es representd/per, (R). A lesfileso columnes
d’'una matriuA les representarem pé i A' respectivament.

En particular, cal destacar lesatrius quadradeson x n, lesmatrius fila 01 x n, i
lesmatrius columnaom x 1. Les matriusl x 1 son, de fethumeros reals

Unasubmatriu és la matriu formada per algunes de les files i columnes d’una matriu.

Tamke podem considerar totes aquestes definicions de foralagaen el cas de que
treballem amimimeros complexoen lloc de reals.
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Donades dues matriusi B amb el mateix nombre de files, notarém B) la matriu
obtinguda al posar consecutivament les columndési B respectivament, i direm que
la matriu(A|B) s’ha obtingut peadjunciot de totes dues.

Definicio 1.2 La matriutransposadad’una matriuA € Mmnxn(R) és la matriu
Al € Mpym(R) de coeficienta'j pertotj =1,2,...,nii=212,...,m.

Proposicib 1.3 (AH! = A.

Exemple 1.4 Latransposadde la matriu

5 1 -2
A=|-1 -3 6
1 2 —4
és la matriu
5 -1 1
Al = 1 -3 2
-2 6 -4

Definicio 1.5 Una matriu quadrad& éssimetrica si, i nomes si,aij = aij per
qualssevol, j =1,2,...,n.

Proposicid 1.6 Una matriu quadrada A és simétrica si, i només si, A' = A.

Exemple 1.7 La matriu anterioésno sinetricaevidentment.



Definicio 1.8 Lasumade dues matriug\ i B del tipusmx n totes duegs la matriu
S= A+ Bdonadapes =a’ +b'pertoti=1,2,....,mitotj=12...,n.

| el producte per un nombre real ¢ €s la matriuP = « A tal que piJ = ozaiJ per
toti=1,2,...,mitot j =1,2,...,n.

Es defineix lanatriu nul la O com la matriu formadantegrament pexeros |, donada

Algebra Lineal : o . .
una matriuA qualsevol, es defineix la seva matdposada— A com I'obtinguda en

Rafel Amer canviar el signe a tots els seus elements.

Francesc Carreras

Jﬁi::;gg::go Proposici 1.9 Si A, B,C € Mmxn(R) i, B € R, Ilavors
Josep Tuduri (a) Associativa: A+ (B+C) = (A+ B) +C.

(b) Commutativa: A4+ B =B + A.

(c) Neutre: A4 0= A per a tota A.

(d) Oposat: per a cada matriu A, A+ (—A) = 0.

(e) Distributiva respecte de la suma de matrius: ¢(A+ B) = ¢ A+ oB.
(f) Distributiva respecte de la suma de nombres: (¢ + B)A=a A+ BA.
(g) Compatibilitat dels productes: (¢B)A = a(BA).

(h) Unitat: 1A = A.

: 5 1. 6 0
Exemple 1.10Si A = (2 2) I B= (1 5 ) llavors

3 3
3A—ZB:<4 2).

Proposicib 1.11 (a) (A + B)' = Al + B
) (@A) = a AL,




Definicid 1.12Si A € Mmxn(R) i B € Mnyp(R), el seuproducte és la matriu
P = AB € M p(R) definida per

Pij = Y k_18ikbkj = &i1b1j + &2 + - - + @inbn
pertoti=1,2,....mij=12...,p.

Algebra Lineal

-2 1 3 -4 21 14 3
Rafel Amer 3 -4
Francesc Carreras Exemple 1.13 2 31 O 5 1 |= 10 -11 |,
José M. Moreno 5 -2 3 1 1 7
Vicenc Sales 2 =3
Josep Tuduri jaque, perexemple - (—2)+3-3+1-5+0-2=10.

Es defineix, per a cada cadala matriu unitat o identitat 1, com la matriu quadrada
n x n formada pewnsa la diagonal zerosa fora.

Proposicid 1.14 Quan sén factibles els productes, es compleixen les propietats:
(a) Associativa: A(BC) = (AB)C.

(b) Element unitat: |lyA = A= Alp per a tota A € Mmxn(R).

(c) Distributives: A(B+C) = AB+ AC, (B+C)A=BA+CA

(d) Compatibilitat: (¢ A)B = a(AB) = A(aB).

Proposicib 1.15 (AB)! = B' Al

En particular, quar sigui una matriu quadrada, podem considerardignciade A:
A"=A.A- . A,



Definicio 1.16 Direm que undila A; d’una matriuA éscombinacio lineal d’altres
filesAr, Ar,, ..., A Si, i NOMES siexisteixeruns escalargy, ay, . . ., ok tals que
AI - OllArl—f—OlZArz + +akAfk

- Definicio 1.17 Direm que unes fileg\,, Ar,, ..., Ay, sonlinealment indepen-
Algebra Lineal dentssi, i nonmes si,capd’ellesés combinadi lineal de les altres.
Rafel Amer
Francesc Carreras . L .. . . . o 0
José M. Moreno Proposicio 1.18 Les files Ay, . .., Ay, son linealment independents si, i només si,
Viceng Sales OllArl—l—Olerz—i-"'—l—C(kArk:O = a1=ar2=---=oax=0.
Josep Tuduri

Definicio 1.19 S’anomenaang per files d’'una matriu alhnombre naxim de files
linealment independents que t

Totes aquestes definicions i propietaia sralogues en el cas de les columnes.

Teorema 1.20El rang per files i el rang per columnes d’una matriu coincideixen.

Definicid 1.21 S'anomenaang d’ A rangA al seu rang per files o per columneg

Proposicib 1.22 (a) rangA = rangA'.
(b)ranga A) = rangAssia # 0.
(c) rang AB) < min{rangA, rangB}.
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Anomenenpperacions elementals per filea les transformacions ségnts:

(a) Intercanviar files.
(b) Sumar o restar un iftiple d’'una fila a una altra.
(c) Multiplicar o dividir una fila per un nombre diferent de zero.

Analogament es defineixen legeracions elementals per columnes

Proposicio 1.23 En efectuar operacions elementals, el rang d’una matriu no varia.

Observacb 1.24 Fent operacions elementals, tota matriu estipabgular, és a dir:

e Les files amb tots els coeficients nusdesultimes.

e El primer coeficient no nul de cada fila, anomemiabt, esh situat a la dret
dels pivots anteriors.

e Els coeficients situats per sota de cada pioot suls.

En tal cas, efangés elnombre de files no completament tad que hi ha o b el
nombre de pivotgue s’han obtingut. Aquess 'anomenatetode de Gauss.

Exemple 1.25Calculem efangde la matriu se@ent, triangulant-la per files peletode
de Gauss

2 -1 3 45 2 -1 3 4 5

3 0 41 2 ~{0 3 -1 -10 -11

-5 -2 -6 5 4)Fr~2rb-3F 0O -9 3 30 33
F3~2F3+5F;

Ara és clar que sumant-li a la darrera fila la segona multiplicada per 3, obtenim zeros
a tota la tercera fila. En cons@mqcia, la matriué dues files no completament tes
I, per tantrangA = 2.
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1.2 Sistemes d’equacions lineals

Definicié 1.26 Un sistema d’equacions linealsgle m equacions n incognitesés
una coleccio d’equacions del tipus

alxi+a?xp+---+alxn = by
ajxi+asxa+---+ajx, = by

atxi+a2xo+---+axn = bn

on elscoeficientsai’, elstermes independentsby, by, ..., by i els valors que
poden prendre leisicognitesxy, Xo, ..., X, SOn nombres reals (0, en tot cas, cof-
plexos).

Un sistema&shomogenisi els seusermes independentérs tots nuls

Exemple 1.27El sistema d’equacions lineals
2X—y+z=-1
X+4y—z=7
X+y+22=-6
esh format pei3 equacions i 3 inagnitesi no és homogeni

Els coeficientsde la in@gnitax, per exemple,@ 2, 1i 7, i elstermes independents
son—1,7i —6.
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Tot sistema d’equacions lineals es pot representar matricialment en la foxma B:

a% a% PPN ag X2 _ b2
31%] .a.g:] .o .. .. '. 312] Xn bm

La matriuA se’n diude coeficientsi X i B, matrius columna dhcognitesi determes
independents.La informacb del sistema eatresumida en lmatriu ampliada (A|B):

Exemple 1.28El sistema d’equacions lineals anterior
2X—y+z=-1

X+4y—z=7
X+y+2z2=-6

es representa en la forma

2 -1 1)\ (x (1
1 4 -1|fy]|=| 7
7 1 2)\z \ -6

| la sevamatriu ampliad&s
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Unasolucio és una cdeccio de nombres que compleixartesles igualtats del sistema.
Dos sistemes amb les mateixes solucions se’n digervalents

Un sistemascompatible si admet alguna solugii incompatible si no n'admet cap.
| un sistema compatiblesdeterminat si t&é una solud i indeterminat si en & mes.

En aquest darrer cas, $alucio generaldel sistema consistiren posar algunes de les
incognites principals) en funcd de les altressecunaries) —queés laforma explicita—

0 bé totes elles en fungid’'uns certgparametres—forma parametrica—. Al nombre
d’incognites securaties o pametres se 'anomemaaus de llibertat del sistema.

Proposicid 1.29 Tot sistema homogeni és compatible.

Aix 0 és perge tot sistema homogeni admetlaluch trivial X1 = X = --- = X, = 0.

Exemple 1.30Una de les solucions del sistethamogenisedient (format, en aquest
cas, per una sola equati
X—2y+3z=0

es, efectivamenty = y = z = 0. De fet,és obvi queescompatible indeterminamb
dos graus de llibertatque la sevaolucb general-enforma parargtrica- és

X =20 — 38
y=o
z=
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Teorema 1.31 Teorema de Rouché-Frobenius.

(a) El sistema AX = B és compatible si, i només si, rang A) = rang A|B).

(b) Si AX = B és compatible, llavors és determinat si, i només si, rang A) = n.
(c) I si és indeterminat, el nombre de graus de Ilibertat és n — rang A).

Com que en aquest teorema résrintervenen els rangs de la matAu de la matriu
ampliada(A|B), nomes cal calcular aquests pektode de Gausstal com hem vist
abans pel &lcul del rang d’'una matriu—.

Exemple 1.32Vejam quinés elcamacterdel sistema d’equacions lineals

2X—y+z=-1
X+4y—z=7
X+y+2z2=-6

Tenim:
2 -1 1| -1 2 -1 1{-1
1 4 -1| 7 ~]10 9 —-3| 15 ~
7 1 2| —6 ) Fo~2F,—F 0 9 -3|-5
Fa~2FaTF1 Fa~Fs—F2

2 -1 1| -1
0O 9 -3| 15
0O 0 0]-20

| com querang A) = 2, pelo rang A|B) = 3, el sistemasincompatible
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De I'exemple anterior es dedueix que tot sistema d’equacions lineals es pot transformal
mitjancant operacions elementals, en un sistema equivaleiote triangular, que

es pot resoldre péeisubstitucd endarrera” Aquestés elmetode de Gausger a la
resoluco de sistemes d’equacions lineals.

Exemple 1.33Resolucd del sistema d’equacions

2X—3y—z=-7
X+4y —-3z=7
X+y—2z=-16

Aleshores
2 -3 -1| -7 2 -3 —-1|-7
1 4 -3 7 ~10 11 -5| 21 ~
7 1 —-2|-16 ) Fr2F-F 0 23 3| 17

Fa~2F3—T7F; F3~11F3—23F>

2 -3 -1 —7
0 11 -5 21
0O O 148| —296

Com querangA = rang A|B) = 3, el sistema&scompatible determinat.lavors

2X—3y—z= -7 2X—3y+2=-7 2X—-34+2=-7
11y — 5z =121 — 1ly—-5-2) =21 } — y=1
148 = —296 z=-2 z=-2

| la soluct del sistema&s, doncsx = -3,y =1,z= —2.



Tot sistema d’equacions lineals es pot transformar, mitjangant operacions elementals
en un sistema equivalent d&ma triangular rediida, és a dir, que compleixi

e El sistema esten forma triangular.

e Els coeficients situats per sota i per sobre de cada piwvohals.

Algebra Lineal Aquestés elmetode de Gauss-Jordani resulta especialment indicat per adaolucod

Rafel Amer simulaniade sistemes d’equacions lineals aminlateixa matriu de coeficients

Francesc Carreras . . , . . ..
José M. Moreno Exemple 1.34Considerem els sistemes d’equacions linealsisets

Meehieaes 2Xx —3y—z=2 2x —3y—z=3
Josep Tuduri .
X+4y+2z2=-2 I X4+4y+2z=2
3X+y+2z=0 X+y+z=1
Escrivint els dos sistemes en una sola matriu i aplicamtsébde de Gauss—Jordan
2 -3 -1 2 3 2 -3 -1| 2 3
1 4 2/-2 2 ~|l0 11 5|-6 1 o~
3 1 1] 0 1) Fr2r-F 0 11 5| -6 —7 ) F~11F+3R
F3~2F3—3F; Fa~Fa3—F2

22 0 4] 4 36
0 11 5|-6 1
O 0 0] O -8
En el primer cas, com queangA = rang A|B) = 2 # 3, el sistemascompatible
indeterminat amb un grau de lliberfda sevasolucb general-enforma expicita— és
2—-2z —6—5z
~ 1 YT T
mentre que el sega@sincompatible ja querang A) = 2, peo rang A|B) = 3.
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1.3 Equacions matricials i matrius singulars i regulars

Quan coneixem el resultat d’'una opefage desconeixem algun dels elements que
hi intervenen, obtenim la sewajuacb matricial basica

En el cas de laransposid, tenim X' = A, que € solucd X = (Xt)t = Al

Exemple 1.35Si
X1 X2 t . 1 2
yi 2 ) \-2 -4 )’
<x1 xz)_<1 —2)
yi Y2) \2 -4)°
En quant a lauma quedaA + X = Bo X + A = B, que tenen solubiX = B — A.
Exemple 1.36La solucb de

1 2 n X1 X2 . 2 4
-2 -4 yi 2 )\ -4 -8
X1 X2 . 1 2
yi 2 ) \-2 -4 )"
Finalment, peproducte per escalgrdea X = A s’obte X = O—llA, sempre que # 0.

Exemple 1.37De
_3_(X1 X2>_( 1 2)
yi 2) \ -2 —4)’

(3 3)=-3(=22)
yi Y2 ) 3 \-2 -4 )

llavors

s'obte
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Observacb 1.38 Les equacions matricials del tipysX = B poden ser considerades
com un conjunt de sistemes lineals amb la mateixa matriu de coeficients, que poder
resoldresimul@aniamentpel métode de Gauss—JordafEn consegiencia, poden te-

nir tamke solucd Unica (quarrangA = rang A|B) = n), infinites solucions (quan
rangA = rang A|B) < n) o no tenir-ne cap (quamngA # rang A|B)).

Exemple 1.39Considerem Bquacd matricial
1 2 X1 X2 N 2 4
2 4 )\y1 o)\ -4 -8)"
Resoldre aquesta equa@quival a resoldre els sistemes d’equacions lineals
X1+ 2y1=2 | Xp+ 2y, =4
—2X1 — 4y, = —4 2% — 4y, =8|
| és clar, doncs, que hi hafinites solucionsque $n

2-2y1 4-2y, )
X = , ambyy, ¥, e R.
( Vi Vo Y1, Y2
Observacb 1.40 Les equacions matricials del tipu§A = B poden reduir-se a les
anteriorstransposanels dos membres de la igualtat. Aixle XA = B tenim que
(XA = B!, ésadir Al X! = B!, queés del primer tipus. |, resolent aquesta, obtenim
X!, d’'on, transposantenim quex = (Xt)t.

Exemple 1.41Donada I'equad@ matricial del tipusX A= B

X1 Y1 1 -2 . 2 —4

X2 Yo 2 -4) \4 -8 )"
transposanis’ob I'equacd matricial anterior i, per tant, les seva&sucionsson

2-2y1 4—2y, )t (2—2y1 yl)
X = = ,  amby, R.
( y1 Y2 4-2y; Vo Y1 ¥2 €
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Observach 1.42 Considerem les matrius

(13) 1 oee(33)

Llavors, és evident queAB = B A, en particular, doncs, tenim que gloducte de

matrius noés commutatiu

Definici6 1.43 Sigui A una matriu quadradao nulla.

Se’n diu queA ésdivisora de zerosi, i nonmes si, existeix alguna matriu quadrada

no nulla X tal que
AX=0 0 XA=0.
Diem queA éssimplificable si, i nomes si, de les relacions
AX =AY (0] XA=YA
se’n dedueix quel = .

Finalment, direm quésinvertible si, i nonés si, existeix alguna matriu quadrada

no nulla X tal que
AX =1 o] XA=1.

L'existencia de matrius per les quals es donen algunes de les situacions anteriors pos
de manifest que aquestes propietats del producte de matriresmateixes que

estem habituats en d’altres casos i, per tant, no en podeims fEelles en general.

Aquestsguatrefets —lano commutativitat'existencia de matriuslivisores de zero
I'existencia de matriusio simplificables I'existencia de matriusio invertibles es

coneixen com el&efectes” del producte de matrius.
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Definici6 1.44 Les matrius quadradesx n que tenemang menor que s'anome-
nensingulars.

Teorema 1.45Si A és una matriu quadrada, llavors son equivalents:
(a) A és divisora de zero.

(b) A no és invertible.

(c) A no és simplificable.

(d) A és singular.

Exemple 1.46Considerem la matriu

30 1

A= 12 -1

-1 4 -3

Anem a veure quéssingulari a trobar una matriX tal que AX = 0. Tenim que
30 1 3 0 1
1 2 -1 ~|0 -6 4
-1 4 -3 JF~-3k+F \0 12 -8
F3~3F3+F1

Per tantyang A) = 2i A és, doncssingular

| per trobar una matriu que, multiplicada per ella, sigui la matridayuhones cal
tenir en compte que una de les solucions del sistema homogeng qaenta matriu
I'anteriorésx = —1,y = 2i z = 3. Per tantuna possible solutiés

-1 -1 -1
X = 2 2 2
3 3 3



Algebra Lineal

Rafel Amer
Francesc Carreras
José M. Moreno
Viceng Sales
Josep Tuduri

Definici6 1.47 Les matrius quadrades<n que tenemangn s’anomenemegulars.

Les matriusegularsson, doncs, lesio divisores de zegsimplificables invertibles

Proposicio 1.48 Si A és regular, la matriu X tal que AX =1 o XA =1 és tinica.

Definicio 1.49 A aquesta matriu 'anomenemversad’ A i la notem perA—.

Exemple 1.50Anem a veure si la matriu ségntésregulari, en cas afirmatiu, a

calcular la sevinversa
311
A=14 1 2
4 21
Resolent lequacd matricial AX = | pel metode de Gauss—Jordan:
311|100 3 1 1) 100
4 1 2/010 ~10 -1 2|-4 30 ~
4 2 1|0 0 1/F~3r-4F 0 2 -1|-4 0 3/ F~F+R
F3~3F3—4F; Fa~F3+2F>
En particularfang A) = 31, per tant, la matriesregular
3 03l -330 3 00 9 -3 -3
0 -1 2| -430 ~|0 -3 0| 12 -3 -6
0O 0 3|-12 6 3/ F~F-Fs 0O O03|-12 6 3
Fo~3F—2F3
Per tant, 3 -1 -1
Al=1-4 1 2



Proposicio 1.51 Si les matrjus Ai B son regulars, llavors:
(a) A1 és regulari (A~ =

(b) Al és regular i (AH~1 = (A_l)t

(c)aAésregularsia # 0i (@A)~ 1= 0—1[A_1.

(d) AB és regulari (AB)~!t = B~1A7L

Algebra Lineal ] . o
Exemple 1.52Sabent queA és regularresolguem I'equadi matricial
Rafel Amer

1\t A
Francesc Carreras A (X 1) A 1— At .
José M. Moreno .
. . . —1 y .
. En primer lloc,multiplicant perA== a I'esquerra i peA a la dretatenim que

Josep Tuduri (X—l)t — A“IAIA,
d’on, transposant els dos membres i tenint en compte ' = B' Al resulta que
((x)') = At (A (A7)
A més a nés, donat queA!)! = A, I'expressb anterior queda
X1=AA(AD) .
| com que(AB)~! = B~1A~1, es dedueix que
(X_l)_l _ ((A—l)t)—l A-L(AH-1
que, jaque AH 1t = (A Ht es pot escriure
(XD = (AHH ALAY T,
Finalment, fent servir queA—1)~1 = A, obtenim
X=AA71AY T
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1.4 Recapitulacio

Exemple 1.53 Analitzem per quins valors del panetrex és simetricala matriu
sedlent:
1

=
Q

A=

=
=

o
1

Q
[N

Tenim que la seva matriu transpos@sa

1 o 1
Al=|1 1 «
a 1 1
Cal imposar, doncs, que
Al = A,
es adir,
1 o 1 1 1 «
1 1o l]l=la 11
a 1 1 1 o 1

| és clar ara que, igualant coeficient a coeficient d’'ambdues matriusg Sjolet la
condicib que s’ha de verificags
a=1.
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Exemple 1.54Estudiem el rangle la matriu anterior en funtidel padmetrex:

1 1 «
a 1 1
1 o 1
Triangulem—la fent servir ehetode de Gauss
1 1 « 1 1 o
a 1 1 ~|10 1—-a 1-02
1 o 1 Fo~Fo—aFq 0O u—-1 1—-«
F3~F3—F1

El segon element de la segona fila no s’dasi, i nonés six # 1. Continuem, doncs,
suposant que # 1ideixem el cagx = 1 per analitzar desps:

1 1 o 1 1 o
0 1-a 1—q? ~10 1-a 1-—a?
0 a—1 1-« 0 0 2-a-—a?

F3~Fz+F2
| tenim que2 — o — o = 0 Si, i noMés si,x = 1o = —2.

Per tant, sic # 1, —2, cap de les tres files no s’aralcompletament, en con-
seglencia,rang A) = 3.

Ameés angs, sk = —2, ésclar queang A) = 2, jaquela darrera fila&és completament
nutla, peod no aix les dues primeres

[, finalment, sie = 1, s evident, a la vista de quiga la matriuA, querang A) = 1.
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Exemple 1.55Estudiemel sistema sdient en fund del paametrex:

X+y+az=1
ozx-l—y—|-2=0(2
Xt+tay+zZ=u

Triangulem el sistema fent servirektode de Gauss

11 o1l 1 1 o 1
a 1 1|a? ~10 1-a 1-d?|a?—«
l o 1| a /FFRaf O a—-1 1—-a | a-1

Fa~Fa—Fq

El segon element de la segona fila no s’dasl, i nones si,w # 1. Continuem, doncs,
suposant que # 1ideixem el cagr = 1 per analitzar desps:

1 1 o 1 1 1 o 1
0 1-a 1—-a?|a?—« ~10 1—« 1—a? o —«
2| 2
O -1 1-a|a-1 FaFatF 0 0 2-a-—« -1
Com que2 — o — a? = 0si, i només si,x = 10w = —2, és clar que sir # 1, —2,

tenim querangA = rang A|B) = 31 el sistemaéscompatible determinat

Sia = —2, substituint a la darrera matriu, veiem gaggA = 2 i rang A|B) = 3.
Per tant, el sistemasincompatible

Finalment, quamr = 1, és clar queang A) = rang A|B) = 1. En consegiencia, el
sistemaéscompatible indeterminat amb dos graus de llibertat



Exemple 1.56Resolguenel sistema anterior en furicel paametrex:

X+y+az=1
aX+y+z=a?
X+ay+z=«
e En I'exemple precedent, hem vist quessi~ 1, —2, el sistema eraompatible deter-
Algebra Lineal minati la matriu obtinguda desps de la triangulabidel sistema era
Rafel Amer 1 1 (04 1
Francesc Carreras 01—« 1—a? a?—«
José M. Moreno 0 0 2 _ o — 042 a2 -1
Viceng Sales
Josep Tuduri Aleshores,substituint cap endarrera’obte facilment que lasolucb, en funco del
palmetrex, €s
a+1 1 (« + 1)2
X=1-—a- (- — =
o+ 2 o+ 2 o+ 2
1
2, (1—g?) . [_&T
e a a)<a+2)_ L
y= l1-« T a+2
. a’—1 o+t 1
T 2—a—a?2 w42

I sie = 1, hem vist que el sistema e@mpatible indeterminat amb dos graus de
llibertat. La sevasolucb generalen forma paramtrica- €s,0bviament,

X=1—-XA—pu
y=~2
Z=1
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Exemple 1.57Anem a analitzar ara per quins valors delgraetrex la matriu segent
ésregulari per quinséssingular I, en aquestiltim cas, buscarem umaatriu quadrada
no nulla X que, multiplicada peA, sigui la matriu nula:

1 1 «
A=laoa 1 1
1 o 1

Com que ja hem vist, desgs de triangular—la fent servir eietode de Gausgue
rang A) = 3 si, i nomes si,a # 1, —2, dedim queésregularquana # 1, —2 i
singularsic« = 1o0a = —2.

Llavors, sie = 1, una soluadd del sistema homogeri X = 0

11 1|0
11 1|0
11 1|0
ésx =1,y=—1iz=0,don s’ob& queuna possible matriu solutés
1 1 1
X=|-1 -1 -1
O 0 O
Analogament, sit = —2, el sistema homogenia possible matriu soludison ara
1 1 -2|0 111
-2 1 1|0 i X=[|111]},
1 -2 1/0 111

respectivament.



Exemple 1.58Calculem lanversade la matriu dels exemples precedestiguncd del
parmetrex pels casos en @es regular:

1 1 «
A=la 1 1
1 o 1
Algebra Lineal Sabem queéA ésregularquana # 1, —2. Plantegem, en tal casgljuacd matricial
AX = | iresolguem—la penetode de Gauss—Jordan
Rafel Amer
F;izzeac ;2:;’;‘:5 1 1 «a|1 00 1 1 o 1 00
k. a1 1/010 ~|01-a 1-0?|-a 10 ~
Josep Tuduri 1 o« 1|10 0 1/)r~Fm-af \O0O a—1 1—a | -1 0 1 F~@-DFR+F
_— Fa~F3—F1 Fa~F3+F2
a—1 0 l-« -1 10
0 1-a 1-a? —a 10 ~
0 0 2—a—-0d’|-1-a 1 1) F~F@2F
Fo~(a+2)Fo—(a+1)F3
(¢+2)(1—w) 0 0 1 —a—1 1
0 (@+2)(1—a) 0 1 1 —a-1],
0 0 a@+21l-—a)|—a-1 1 1

jaque2 —a —a’=(@+2)1l—a)ia?—1= (a + 1(x—1).
Per tant, petr £ 1, —2, tenim:
1 -1 o+1 -1

- N |
@+2)@-D \ypr1 1 -1

-1




2 Determinants

2.1 Determinants

Teorema 2.1 Existeix una tinica aplicacio del conjunt de matrius quadrades d’or-

Algebra Lineal dre n a coeficients reals —o complexos— en el conjunt dels niimeros reals —
respectivament complexos— que a cada matriu quadrada A li associa un niimero,

Rafel Amer 2 -

Iy — representat per det( A), amb les propietats segiients:

José M. Moreno z .. T £ .
: (a) Es una funcié multilineal de les columnes, és a dir:

Viceng Sales i ) ;
Josep Tuduri e Si una columna es descompon en una suma, A' = B' + C', aleshores

det Al... Al... A") = det(Al...B' ... A") 4 det(Al...C' ... A").
e Sien una columna es treu un factor comu, A = ozBi, aleshores
detAl... Al ... A" = gy detAl...B' ... A").

(b) Es una funcié alternadade les columnes, és a dir, si dues columnes sén iguals,
A' = Al, el valor és O:

detAl... Al ... Al... A") = 0.
(c) El valor corresponent a la matriu identitat és 1:
det(l) =1.

Definicid 2.2 Aquesta aplicaé s’anomenaleterminant i el valor def(A) que
correspon a cada matriu quadradla’anomenaleterminant d’ A.
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) d’ordre 2és

NTPETY

1
En particular, ebeterminant’una matriu quadrada = (al

1
a; a 1.2 2 ?2
det(A) = ail aé = aja5—aja,
que, gaficament, ve representat per 'esquema
e o
o o

Exemple 2.3 Calculem el segentdeterminant d’ordre:2

-2 1
‘ 3 _3'_(—2)(—3)—1-3_13.2 .
Igualment, ebdeterminant’una matriu quadrada = | al a a5 | d’ordre 3és
1 .2 43
al a2 a} a3 83 a3
detA) = |af a3 a | = ajofal + afedal + ajajel -alejal - ajafel - afadel
1 .2 43
a3 B
gue, gaficament, ve donat per 'esquemaisegt, anomenatgla de Sarrus
e o o e o o
e o o o o o
e o o o o o

Exemple 2.4 Calculem el segentdeterminant d’ordre:3

3 -3 -5
-3 2 4|=42-24-75420-63+60= —40.
2 -5 7
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Proposicio 2.5 Sigui A una matriu quadrada.
(a) Si A té una columna de zeros, llavors det(A) = 0.
(b) Si permutem dues columnes d’ A, el determinant canvia de signe:

detAl... Al... Al ... A") = —det(Al... Al ... Al... A"y,
(c) Si a una columna li sumem un multiple d’una altra, el determinant no varia:
detAl... Al f ¢ Al ... Al ... A") =deAl... AT... Al ... AD).
(d) dett A) = O si, i només si, les columnes d’A son linealment dependents.

Totes aquestes propietatinsgualment alides peffiles en lloc decolumnes

Exemple 2.6 Calculem el se@entdeterminant d’ordre:3

3 -3 -5+4+3«x

-3 2 4—2a

2 -5 7+5x

Tenim:

3 -3 -5+ 3« 3 -3 -5 3 -3 3«
-3 2 4—-2a|=|-3 2 4|+|-3 2 -2«
2 -5 745« 2 -5 7 2 -5 ba

3 -3 -5 3 -3 3

=|-3 2 4|4a|-3 2 -2 |=-40,
2 -5 7 2 -5 5

ja que elprimer determinanés el del darrer exemplenentre que etegorées Operqgle

les duediltimes columnes@n les mateixes, percanviades de signe
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Proposicio 2.7 Si A és triangular, el seu determinant és el producte dels elements
de la diagonal:

det(A) = ajas---af.

Observacb 2.8 Aplicantoperacions elementales pot arribar a una matriu triangular,
el determinant de la quék el producte dels coeficients de la diagonal principal. &om
cal tenir en compte, doncshm les transformacions elementals modifiquen el valor del
determinant. Aqueds elmetode de Gausper al @alcul de determinants.

Exemple 2.9 Calcul del determinant

2 -5 4 3
3 -4 75
4 -9 8 5|
-3 2 -5 3
2 -5 4 3 2 -5 4 3
3 4 75 _11jo0 72 1 B
4 -9 85 ~—22/0 10 -1
_ _ Fo~2F>—3F; _ N _
3 2 -5 3 [23:2%4;%%1 0 11 2 15 F53~7|7=4Fili2=2
2 -5 4 3 2 -5 4 3
1110 7 2 1 ~11jo 7 2 1|_
477/0 0 -2 -8 ~449/0 0 -2 -8|
0 0 36 116 . o 0 0 0 -28
2:7:(=2- (=28 _,
4.49 o
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Proposicib 2.10 def(Al) = det(A).

Proposicio 2.11 (a) deflw A) = «" det(A), essent n I’ordre de la matriu A.
(b) det(AB) = det(A) det(B).

Proposicio 2.12 (a) det(— A) = (—1)" det(A), essent n I’ordre de la matriu A.
(b) det A¥) = (det A))K, per qualsevol nombre natural K.

Exemple 2.13Si Ai B son matrius quadradesatdre 2ambdet A) = 4i detB) = 3,
1 1\? 1 1
det(—EAt BZ) = (_E) det A!) det(B?) = Zdel(A)(del(B))z =7 4.3 =09,

Teorema 2.14 Una matriu quadrada A és regular si, i només si, def( A) # 0.

I, en tal cas, dett A~1) = L
’ ’ ~ det(A)’

Definici6 2.15Les matrius regulars amiteterminant positis’anomenenlirectes
i les dedeterminant negatjunverses

Exemple 2.16La matriu

1 -2 -2
-2 1 -2
-2 -2 1

ésregulari inversa ja que el sedleterminanés igual a—27.
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Definicié 2.17 Una matriuA ésortogonal si, i només si,A'A = | .

Proposicid 2.18 Una matriu quadrada A és ortogonal si, i només si, A~ = AL,

En particular, lesnatrius quadrades ortogonatnsregulars

Proposicio 2.19 (a) El producte de matrius ortogonals és també ortogonal.
(b) Si una matriu quadrada és ortogonal, llavors la seva matriu transposada o in-
versa -ja que coincideixen- és també ortogonal.

Proposicid 2.20 El determinant de tota matriu ortogonal quadrada és 1 o —1.

Per tant, les matrius ortogonalsectesson les que tenen determinahti lesinverses
les de determinant igual-al.

Exemple 2.21La matriu

1 1 -2 -2

A=—-| -2 1 -2

3S\2 2 1

ésortogonalperqe
1 1 -2 -2 1 1 -2 -2
AlbA==1-2 1 2 |2|-2 1 -2]=1.
S\l2 2 1 2 2 1
3

1
| com quedet(A) = (5) - (=27) = —1, és, an@s a nes,inversa



2.2 Menors

Definicio 2.22 S’anomenanenor d'ordre r d’'una matriuA € Mmxn(R) al de-
terminant de qualsevol submatriu quadrdtadrer de la matriuA.

Algebra Lineal Elsmenors d’ordre Bon elselements de la matriu
Rafel Amer Ty : / . g :
Francesc Carreras Definicio 2.23 Direm que un menoM’ conté un menorM si la submatriu corres;
José M. Moreno ponent aM’ cong a la submatriu que corresporiva
Viceng Sales
Josep Tuduri

Exemple 2.24Considerem la matriu

2 -1 3 45
3 0 412
A=l _5 2 6 5 4
1 2 321
Llavors el menor
2 -1 _3
3 0|
és unmenor d’ordre 2’ A, mentre que
2 -1 3
3 0 4|=0
-5 -2 -6

és unmenor d’ordre 31’ A queconé el menor anterior.




Algebra Lineal

Rafel Amer
Francesc Carreras
José M. Moreno
Viceng Sales
Josep Tuduri

Proposicio 2.25r files d’una matriu A sén linealment dependents si, i només si,
tots els menors d’ordre I obtinguts a partir d’aquestes files son iguals a 0.

Proposicid 2.26 Sir files d’una matriu A son linealment independents, llavors una
altra fila és combinacio lineal d’aquestes si, i només si, tots els menors obtinguts
afegint la nova fila i cadascuna de les altres columnes soén iguals a 0.

Totes aquestes propietatsmsigualment alides percolumnesen lloc defiles.

Exemple 2.27Considerem la matriu anterior

2 -1 3 45
3 0 412
A=l _5 2 65 4
1 2 3 21
Es clar gue el menor d’ordre 2
2 -1|
3 0|

ésno nuli, en consegéencia/es dues primeres files —i tafkes dues primeres columnes—
son linealment independents com que els menors obtingutsrlant” aquest amb la
tercera fila i cadascuna de les altres columibeststsnuls

2 -1 3 2 —1 4 2 -1 5
3 0 4|=| 3 01|=|3 0 2]|=0,
5 2 6| |-5 -25| |[-5 -2 4

dedum que latercera filaés combinadi lineal de les dues primeres
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Proposicio 2.28 Una matriu A verifica que rangA > r si, i només si, conté un
menor no nul d’ordrer .

Exemple 2.29En la matriu anterior

2 -1 3 45

A 3 0 412 ,
-5 -2 -6 5 4
1 2 3 21

donat que el menor d’ordre 3 format per les dues primeres i la darrera fila i per les tres
primeres columnes

2 -1 3
M=|3 0 4|=7+#0
1 23

ésno nul sabem ja queangA > 3.

En particular, tenim la coneguda caracteritbasggient del rang.

Proposicio 2.30 EI rang d’una matriu A és I’ordre del major menor no nul que
conté.

Aquesta proposibiens @na una manera de saberaigA = r: quan tenim un menor
M d’ordrer no nul, comprovem siots els menors d’ordre 4+ 1 Hn nuls. Ara g,
segons el sdgent resultat nos cal considerar els menors obtinglatdant” M.
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Teorema 2.31Calcul del rang per menors.
Elrang ésr si, i només si, hi ha algun menor no nul d’ordre r i els menors d’ordre
I + 1 que el contenen sén nuls.

Exemple 2.32Calculemper menors el rande la matriu anterior

2 -1 3 45

3 0 412

A=l 5 2 65 4

1 2 321
Ja hem vist que rangd > 3, ja que el menor
2 -1 3

M=|3 0 4|=7#0

1 2 3

€s no nul.

Aleshores, donat que edng no pot ser {perqie la tercera fil&s combinadi lineal de
les dues primeres i, per tant, no poden haver—hi quatre files linealment independents
dedum querangA = 3.

Observacb 2.33 Observem que en el raonament anterior henuisedel concepte de
combinaco lineal de filesper trobar apidament el rang de la matriu. Aquesta forma
de procedigs interessant aplicar—la sempre que sigui possible.
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Definici6 2.34 El sistemaA X = B ésde Cramer si, i noneés si,A ésregulac

Teorema 2.35Regla de Cramer.

Si AX = B és de Crameri AL, A2, ..., A" s6n les columnes de la matriu A,
detA1AZ ... B ... AM)

X = GetAlAZ ... A ... AY)

pera i =12 ...,n.

Exemple 2.36Resolucd del sistema d’equacions

X-2y+z=-14 3 -2 1 X _14
4x+y—-3z=1 , esadir, 4 1 -3 y | = 1
—2x+3y+52=3 -2 3 5 z 3
Com quedet(A) = 84 +# 0, el sistemasde Cramei la sevasolucb és
-14 -2 1
1 1 -3
«— 3 3 5] -168 2
B 84 T84
3 -14 1
4 1 -3
-2 3 5 252 3
Y= 84 ~ 84
3 -2 -14
4 1 1
-2 3 3 —168
7 = = e —2




Observacb 2.37 QuanAX = B éscompatible peid no és de Cramercal suprimir
les equaciongo corresponents a les files del menor no nul d'ordéim i passar a
I'altre costat les inognitesque no &n del menor. Aquegts elmetode de Cramer.

Exemple 2.38Resolucd del sistema

2x—y+z=3 2 -1 1 X 3
A _ —2X+y—3z=-2;, ésadir, -2 1 -3 y | =] -2
Algebra Lineal M2y =7 4 _2 0 2 7
Rafel Amer . , sz .
Francesc Carreras Com quedet(A) = 0, el sistemano és de Crameipeio és evident que
José M. Moreno -1 1
Viceng Sales 1 -3 =2
Josep Tuduri ; .. . .
és unmenor no nul d’ordre @xim d’Ai (A|B), ja que
-1 1 3
1 -3 -2 |=0.
-2 0 7

Aleshores, eliminant la tercera equacpassant els termes era la dreta, queda:
—-y+z=3-2x
y—3z=-2+2x

La solucb del sistemaen forma exgkita és, doncs,

3_2x 1 3 1], |2 1
21 2x -3 2 _3 2 _3|  _744x
y= 2 = 2 =2
1 3-2x -1 3], -1 -2
1 —242x 1 -2 1 2| -1
7 = e = —

2 N 2 2
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2.3 Traces i adjunts

Definicio6 2.39 Donada una matriu quadrade € Mnxn(R), S'Tanomenanenor
centrat de A a tot menor corresponent a files i columnes del mateix ordre.

Exemple 2.40Donada la matriu d’ordre 4

2 5 4 3
3 .4 75

A=1 4 9 85|
3 2 .53

el menor centratorresponent a lefdes i columnes primera, segona i quagg

2 -5 3
3 —4 5| =058.
-3 2 3

Es interessant remarcar que elsnors centrats corresponents a una sola fila i columna

no Hn res nés que elelements de la seva diagonal

Exemple 2.41En el cas de la matriu anterior, menor centrat corresponent la tercera

fila i columnaés
|8 |=8.
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Definicid6 2.42 Donada una matriu quadrad® € M,«n(R), s'anomendraca
d'ordre kdeA, tri(A), alasuma de tots els seus menors centrats d'dedre

Latraca d’'ordre Is’anomena simplementaca, se sol representar per(A) i és igual
a lasuma dels elements de la diagodella matriuA.

| la traca d’ordren d’'una matriu ncés res rés que el sedeterminant

Exemple 2.43Donada la matriu d’ordre 4

2 -5 4 3
3 -4 75
A=l 4 0 85|
-3 2 -5 3
la sevatraca d’ordre s

2 -5 4 2 -5 3 2 4 3 -4 7 5
trs(A)=|3 -4 7|+| 3 -4 5(+| 4 8 5(+|-9 8 5
4 -9 8 -3 2 3 -3 -5 3 2 -5 3

= —2+4 58+ 2+ 208= 266,
mentre que la sevaacaés

tr(A)=2-4+8+3=09.



Algebra Lineal

Rafel Amer
Francesc Carreras
José M. Moreno
Viceng Sales
Josep Tuduri

Definicid 2.44 Donada una matriu quadraddee Mn.n(R) i fixat un coeficient
al, si A/~ és la submatriu d’ordre — 1 que s’obé eliminant la filai i la columna

j, S'anomenadjunt dea]-j al menor d’aquesta submatriwltiplicat per(—1)' */;

Al = (=1 i det A7) .

Es facil recordar el signe corresponent a cada coeficient amb I'ajut de I'esqueinemteg

+

I+ |

+
+

I =+

+

Exemple 2.45Donada la matriu d’ordre 4

2 -5 43

3 -4 75
A=l 4 9 85|

-3 2 -5 3

tenim que ladjuntdel coeficients = 8 és
2 -5 3
AS=(-1)*3detA)=| 3 -4 5|=58.

-3 23
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Teorema 2.46 Regla de Laplace.
Donades una filai o una columna | qualssevol d’una matriu quadrada A, es té que

det(A) = alAl + a2A2 4+ ...+ a Al =al Al yalAl +... 1 alAl.

Es convenient aplicar la Regla de Laplatesenvolupant per unikaque tingui el
maxim de zeropossible. Aquests es poden introduir fent sepgieracions elementals

Exemple 2.47Calculem eldeterminantle la matriuA anterior

2 -5 43

3 -4 75

4 -9 8 5|
-3 2 -5 3

Fixem el darrer element de la primera fila, per exemppeyatemsobre ell peposar
zerosa la resta d’elements ddiltima columna:

2 -5 4 3 2 -5 4 3
3 -4 7 5 _}_}_—1 13 10
4 -9 8 5 3 3 2 -2 40
F2~3F,—5F
-3 2 -5 3 F§~3F§_5Fi -5 7 -9 0
Fa~Fs—F1
1 1 -1 13 1

—Z.2.(-3-| 2 -2 4|=4.
-5 7 -9
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Definicid 2.48 Si A € Mnxn(R) &s una matriu quadrada,teatriu adjunta deA,
A9, &s la que resulta de substituir cadzficienta,! de A pel sevadjuntA/ .

Proposicib 2.49 (a) Sirang A) < n — 2, llavors A9 = 0.
(b) Sirang A) = n — 1, es té que rang A2%) = 1.
(c) Si A és regular, aleshores A?9 és també regular.

Exemple 2.50Calcul de l'adjuntade la matriu

2 -5 4 3
3 -4 75
A= 4 -9 85
-3 2 -5 3

En un exemple anterior, hem vist quadjuntde I'elementas = 8 és

2 -5 3
AS = (=133 detAY) = 2 —421 2 = 58.

Calculant aalogament la resta dtjuntsdels coeficients dé, s’obte:

208 22 -98 30

10 2 -4 2
—124 -14 58 -18
-18 -2 8 -2

Aad —
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Proposicib 2.51 (a) (A%t = (Ah2d,
(b) A- (ARt = (A2 A — (detA) -

Teorema 2.52(a) Si A és singular, llavors
A (Aad)t — (Aad)t A= O,

essent O la matriu nulia.
(b) Si A és regular, aleshores
1
-1 _ ad t
~ detA (A7)

Exemple 2.53Calcul de lainversade la matriu

2 -5 4 3
3 -4 765
A= 4 -9 85
-3 2 -5 3

Com quedet(A) = 4, la sevanversaes

208 22 -98 30 104 5 -62 -9

Al 1 10 2 -4 2| _1 11 1 -7 -1
4| -124 -14 58 -18 | 2| 49 -2 29 4
-18 -2 8 -2 15 1 -9 -1
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2.4 Recapitulacio

Exemple 2.54Calculem eldeterminantle la matriu seg@ent

a 1 1
A=11 « 1
1 1 «

en funcb del paametrex i analitzem en quins cas@ssingulari en quinsésregular

En casos com aquest i similars ereda matriu, per exemplég els mateixos elements
per files o per columnes excepte I'ordésitil sumar totes les altres files o columnes
a una donada. Tenim aix

a 1 1 a+2 a+2 a+?2
detA)=|1 o 1 = 1 o 1
LY o e rirer 1 1 o
111 1 1 1
=+2)- |1 a 1 =(a+2)-|0 «a—1 0
1 1 o |fR~FR-FK 0 0O o-1
Fa~F3—F1

= (@ —D*a+2).

En particular, els valors pels quals aquésterminant s'antid sonoe = 1ia = —2.
Per tant, st = 1 0« = —2la matriu A éssingulat

[, en canvi, sik # 1i — 2, eldeterminangs diferent de zerbla matriu A &s, doncs,
regular
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Exemple 2.55Analitzem a continuad, per quins valors del pametrex, la matriu
anterior

a1 1
A=11 « 1
1 1 «
ésortogonal
Per tal que ho sigui, cal que
AlA = | .
En el nostre cas,
a 1 1 o 1 1 100
1 o 1 1o 1|=1010]|,
1 1 « 1 1 « 0 01
es adir,
a’+2 20+1 2w+1 100
204+1 &?+2 2041 |=]101 0
2041 20+1 o?+2 001

Aix 0 equival, per tant, a que
@®+2=1 i 20+1=0
gue,obviamentgsimpossible

En consegiencia, es dedueix que aquesta matriués ortogonal per cap valor del
parametrew.
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Exemple 2.56 Estudiem el rangle la matriu anterior en funtidel padmetrex:

A=

(IR
= R
R R R

En primer lloc, ja hem vist que st # 1, —2, la matriu A ésregulari, per tant,
rang A) = 3.

Sia = 1, la matriuA és

111
111
111
i &€s clar, llavors, queang A) = 1.
| sia = —2, lamatriuA és
-2 1 1
1 -2 1
1 1 -2

Aleshores, per exemple, el menor d’ordre 2 format per les dues primeres files i colum-

nesésno nut
-2 1

1 -2

[, en consegiencia, com que la matrid no pot tenir rang igual a,3s dedueix que
rang A) = 2.

M= = 3.
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Exemple 2.57Estudiem i resolgueral sistema sdgent en fund del paametrew:

aXx+y+z=1

Xtay+z=u

X+Yy+ouZz=«
Sia # 1, —2, lamatriu del sistemés regulai, aplicant laregla de Cramegis’obte:
1 11 ’
o o 1
o’ 1 « a+1
T @-D%a+2)  a+2
a 1 1
1 o 1
1 o¢? « 1 [ -
T @-D2a+2 a+2
o 1 1
l o0 o

1 1 a? (a + 1)?
Z = =

(@ — D% +2) o+2
Sia = 1, és clar queang A) = rang A|B) = 1. Llavors, el sistemé&scompatible
indeterminat amb dos graus de lliberitit sevasolucb generabenforma expicitaés

2

X

y

X=1-y—2z.
|SiC¥=—2, -2 1 1

1 -2 —2|=9+#£0.

1 1 4

Per tantyang A|B) = 3. | com querang A) = 2, el sistemasincompatible
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Exemple 2.58Considerem la matriu anterior
a 1 1
A=11 o 1
1 1 «
Sabem ja quéssingularquane = 1oo = —2.

En el cas quer = 1, obtenim

111
A=|11 1],
111
ambrangA) =1 < 3—1. les & que
00O
Ad—1000
00O
efectivament. | sk = —2, queda
-2 1 1
A: 1 _2 1 )
1 1 -2
ambrangA) =2=3—1ara. |
3 33
A =13 3 3],
3 33

verificant—se evidentment que
A (Aad)t — (Aad)t .A=0.
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Exemple 2.59Ja hem vist que la matriu dels exemples anteriors

a 1 1
A=11 o 1
1 1 «
ésregularquana # 1, —2.
En tal cas, la sevadjuntaés
’—1 1—-a 11—«
A 1o «2-1 1-0a |,
l-a 1l—a o?—-1

es adir,
a+1 -1 -1
A= (-1 -1 a+1 -1
1 -1 a+1

l, tenint en compte queet A) = (o — 1)%(« + 2), lainversade la matriuA en funcb
del paametrex quana # 1, —2 és

a+1 -1 -1
(¢ —1) -1 o+1 -1

-1 -1 a+1
1 a+1 -1 -1

— 1 a4l -1
@=De+2\ 1  _1 441

1 1
(@ —1D%(a+2)




3 Espais vectorials

3.1 Espais vectorials

n
SiguiR" =R xR x 7. x R. Els seus elemenfs= (x1, Xa, . .., Xn) €ls anomenarem

Algebra Lineal L . )
vectors Es defineixen dues operacions en aquest conjunt.

Rafel Amer

Francesc Carreras L N N

José M. Moreno Definicio 3.1 La sumadels vector< = (X1, X2, ..., Xn), Y = (Y1, Y2, ..., Yn) €
Vicenc Sales R" és el vector
Josep Tuduri X o )7 — (Xl + VY1, X2+ Yo, ..., Xn + yn)

| el producte de I'escalax € R pel vectorX € R" és el vector

aX = (aXy, aXo, ..., 0Xn) .

=

Proposicio 3.2 (a) Associativa: ()? +V)+Z2=X+(Y+32).

(b) Commutativa: X +y =y + X.

(c) Neutre: Existeix un vector 0 tal que 0+X=X pera tot vector X.

(d) Oposat: Per a cada vector X, existeix un vector —X tal que X + (—X) =
(e) Distributiva del producte per a la suma de vectors: a(X + Y) = aX + ay.
(f) Distributiva del producte per a la suma d’escalars: (o + B)X = aX + BX.
(g) Compatibilitat: a(BX) = (aB)X.

(h) Unitat: 1X = X.

Es diu queR", amb aquestes operaciogs,l'espai vectorial nugric de dimens n.
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Definicidé 3.3 Tot conjuntE provist d’'unasumai un productecom aquest que
compleixin les vuit propietats anteriors s‘Tanomesaai vectorial

Els elements E s’Tanomenervectors, mentre que glsﬁmeros reals s’anomenes-
calars. Com a casihit, tenim I'espai vectoriahul: {O}.

Observacb 3.4 Elsconjunts de matriuMmn«n(R), amb la suma i el producte per esca-
lars coneguts,@ espais vectorials. Podem identifi@&l ambMi,n(R) 0 Mpy1(R),
segons si escrivim els vectors en fila o en columna.

Definicio 3.5 A 0 se 'anomena elector nul, i a —X el vector oposatde X.

A R" el vectornuléseld = (0,...,0)il oposatdeX és el—X = (—X1, ..., —Xpn).

Proposici(’)63.6 Per a cada vector X i cada escalar a es compleix:
@0-Xx=0 i «-0=0, _
baX=0=a=0 6 X=0.

(©) (—a)X = a(—X) = —(aX).

Exemple 3.7SiX = (1,2, —3) i y = (-1, 0, 3), aleshores
X+y=(1,2-3)+4(-1,0,3) =(0,2,0) i —2Xx=-2(1,2,-3) =(-2,-4,6).
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Definicio 3.8 Se’'n diu que un vectox és combinacio lineal dels vectors
€1, &, ..., & si, i només siexisteixenescalarsy, ay, . . ., ak tals que

X =016 + oo + - - + kb .

Exemple 3.9Veiem si el vectok5, —2, 1) @scombinacd linealdels vectorg2, —1, 0)
i (0, 2,1). Cal veure sixisteixen escalaks, 8 € R tals que

5,-2,1) =a(2,-1,00 + 8(0,2,1).

Igualant component a component, obtenim el sistema d’equacions

20 =5
—o+28=-2
=1

gue, evidentmentesincompatiblei, per tant, el vectox5, —2, 1) no és combinad
linealdels vectorg2, —1,0)i (0, 2, 1).
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Definici6 3.10 {€, €, ..., &/} sonlinealment dependentssi, i només si,existei-

xen escalare, o, ..., ak NO tots nuldals que
0181 + 028y + - + oy = 0.
Per tant, direm quégy, €, ..., &/} sonlinealment independentssi, i només si,
018+t +o&=0 = o1=op=-=ax=0.

Proposicio 3.11 (a) Si k > 1, {€1, &, ..., &/} son linealment dependents si, i
només si, algun d’ells és combinaci6 lineal dels altres. I si k = 1, cal que & = 0.
(b) {1, &, ..., &} son linealment independents si, i només si, cap d’ells és nul ni
combinacio lineal dels altres.

L. dependents L. independents

Exemple 3.12Veiem si{(2, —1, 0), (0, 2, 1), (5, —2, 1)} sbnlinealment dependents o
independentsDe« (2, —1,0) + B(0,2, 1) + y(5, -2, 1) = (0, 0, 0), s'obt:

200 +5y =0 2 0 5|0 2 0 5|0
—a+28—-2y=0 -1 2 210 ~|l0 4 1|0
B+y=0 01 1{0/¢ e, \0 1 1f0

Aleshores, com que aquest sistema homogsreompatible determinat, es dedueix que
té la solucd trivial nomési, per tant, els vectorsom linealment independents



Definicio 3.13 Direm que{éy, &, ..., &} és unsistema de generadorge I'espai
si, i nones si, tot vector de I'espdas combinacd lineal d’ells, és a dir, per tot
vectorX, existeixen escalaisy, ao, . . ., ak tals que

X =181 + o€ + - - - + i .

Algebra Lineal Proposicio 3.14 Suposem que {€1, €, ..., &} formen un sistema de generadors
Rafel Amer de I’espai i que (€, €, ..., ) son linealment independents. Aleshores, k > K'.

Francesc Carreras
José M. Moreno
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Definicid 3.15 S’anomenéasede I'espai a tosistema de generaddiearmat per
vectorslinealment independents

Destaca ldbase caonicaB. deR": {(1,0,...,0),(0,1,...,0),...,(0,0,...,1)}.

S. de generadors (i no base)&e

Proposicio 3.16 Tot sistema de generadors d’un espai no nul conté una base.

Exemple 3.17Els vectors{(2, —1, 0), (0, 2, 1)} no $n un sistema de generadals
RR3, ja que abans hem vist que el vectdr —2, 1) no és combinadi lineald’ells. En
particular, doncs, tampaw $n basaleR3.
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Teorema 3.18 Teorema de les bases.
Totes les bases de I’espai tenen el mateix nombre de vectors.

Definicid 3.19 S’'anomenalimensio al nombre com de vectorde qualsevol de
les bases de I'espai. Es denota gen(E).

Obviamentdim(R") = n. Si E = {0}, definimdim({@}) =0.

Proposicio 3.20 Si I’espai té dimensio n, aleshores:
(a) k vectors amb k > n no poden ser linealment independents.
(b) k vectors amb k < n no poden ser sistema de generadors de I’espai.

Proposicid 3.21 Si I’espai té dimensié n, llavors:
(a) si {€1, &, ..., €} son linealment independents, aleshores sén base de I’espai.
(b) si{€1, €, ..., En} és un sistema de generadors de ’espai, llavors és una base.

Es a dir, si coneixem la dimerdsile I'espai i tenintants vectors com indica la dimefsi
només cal comprovar una de les dues condicidefa definicd de base.

Exemple 3.22Els vectors{(2, —1, 0), (0, 2, 1), (5, —2, 1)} si son basedeR3, ja que
aquest espaétdimenso 3, i ja hem comprovat anteriorment que aquésitsvectors
sonlinealment independents
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3.2 Components i canvis de base

Proposicid 3.23 B = {€1,&, ..., &,} és una base de I’espai si, i només si, tot
vector de I’espai s expressa de manera tinica com a combinaci6 lineal dels vectors
de B, és a dir, si per a cada vector X de I’espai, existeix una tinica llista ordenada
d’escalars (X1, Xo, ..., Xp) tal que

X = X181 + Xo€ + - - - + Xn€n .

Definicio 3.24 (X1, Xo, . .., Xn) S'anomenercomponents dex respectes.

Exemple 3.25Calculem lescomponentdle (7, —2) respecte3’ = {(—1, 2), (1, 1)}.

be (7,-2) =xX'(-1,2)+ y'(1,1),
s’obte X4y =7
X' +y ==-2|"
| d’aqui, X’ = —3, y' = 4. Per tant, lesomponentsle (7, —2) respectds’ son (—3, 4).
X’ y
y/
X

<1
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En labase caanical3, les components de qualsevol veckot= (X1, X2, ..., Xn) SON

(X1, X2, . .., Xn) tamke. Parlarem, en tal cas, demponents caoniques
Observacb 3.26 Observem que, % = {€1, &, ..., &,} €s una base de I'espai, el vec-
tor &, té componentsl, 0, ..., 0), el vectoré té components0, 1, ..., 0), etc. Aixd
significa que, si treballem amb components respecte d’aquesta base, aquests vectc
B={&,8&,...,8&) "fan el paper de base canica”en aquest cas.

Proposicid 3.27 (a) Si els vectors X, Y tenen components (X1, X2, ..., Xn),

(Y1, V2, ..., Yn) respecte d’una base B, llavors el vector X + Y té components

(X1 + y1, X2+ Y2, ...; Xn + Yn)
respecte la mateixa base B.
(b) Si « és un escalar i X és un vector que té components (X1, X2, . . ., X) respecte
la base B, aleshores el vector aX té components
(X1, aXo, ..., aXp)
respecte d’aquesta base B.

Aix 0 permet'identificar” tot vector amb les seves components respecte d’'una base.

Proposicio 3.28 (a) El vector nul 0 té components (0, O, . . ., 0) en qualsevol base.
(b) Si el vector X té components (X1, X2 ..., Xn) respecte d’una base B, el seu
vector oposat —X té components (—X1, —Xo, ..., —Xp) respecte d’aquesta mateixa
base.

Exemple 3.29Com que el vecto(7, —2) té componentg—3, 4) respecte la basB’
d’abans, resulta que el vecter7, 2) té components3, —4) respecte d’aquesta matei-
xa base.



Definicio 3.30 S'anomenanatriu del conjunt de vectors &, €, ..., & respecte
d'unabaseé = {&, &, ..., &} alamatriuC que € per columnes les componergs
de cadascun d’ells respecte d’aquesta base

La identificacd entre vectors i components respecte de certa base pératktir’ a

Algebra Lineal simples @lculs matricials totes ledigstions relatives a conceptes vectorials.
Rafel Amer _ . z o s i
Francesc Carreras Proposicio 3.31 (a) Si X és la matriu columna de les components d’un vector X
José M. Moreno respecte de BB, llavors el vector X és combinacio lineal de €, €, . .., € si, i només
Meehieaes si, rangC = rangC|X) .
Josep Tuduri (b) {8, &, ..., &} son linealment independents si, i només si, rangC = k..
(c) {&. €, ...,8} formen un sistema de generadors de I’espai si, i només si,
rangC =n.

En particular, quan tenirtants vectors com la dimeriste 'espaj s'obt la sedient
caracteritzad de base.

Proposicio 3.32{&,, &, ... ., &,} formen base de I’espai si, i només si, C és regular.

Exemple 3.33Aixi, B’ = {(—1, 2), (1, 1)} és unabasede I'espai vectoriaR?, ja que
la matriu deB3’ respecte de la base caricalB3; és

(3 1)

que, evidentmengésregular
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Definicio 3.34 Dues base# i B’ d'un espai tenen lanateixa orientacio si, i
nomes si,C és directal tenendiferent orientacio si, i nonmes si,C és inversa

Les bases d&" amb lamateixaorientacod que labase caanicase’n diuenpositives
i les que la tenediferent negatives
& ) &
Cll

J

Orientacd positiva Orientacd negativa

B ={&,8&,8&)
Orientacd positiva Orientacd negativa \ g,

Exemple 3.35La base’ = {(—1, 2), (1, 1)} dels exemples anterioésnegativa ja
que la matriu de la bad® respecte de la base @ancal3. ésinversa

-1 1

5 1 = —-3< 0.




Algebra Lineal

Rafel Amer
Francesc Carreras
José M. Moreno
Viceng Sales
Josep Tuduri

Definicio 3.36 S’anomenamatriu de canvi de basede B a B, M(5’, B), a la
matriu regularC de la basd3’ respecte la basB. SiC ésdirectg es diu que el

canvi de baseonserva l'orientacio; i si ésinversa es diu queanvia I'orientacio.

®R".B) —S  R", B).

Exemple 3.37La matriu de canvi de bagte la basé&3’ d’abans a la base canical3;

es -1 1
c- (L 1)

Proposicio 3.38 Si C = M (B, B) és la matriu de canvi de base de B’ a B

®R",B) — & ®R", B),

llavors C~1 = M (B, B') és la matriu de canvi de base de B a B/

-1
R"B) — S S (R",B).

Exemple 3.39La matriu de canvi de bagte la base camical3; a la basds’ és

ci_ (-l 1\T_ 1/ 1 -1
“21) T73\2 1)

Proposicid 3.40 Si C = M(B/, B) és la matriu de canvi de base de B’ a B i

D = M(B”, B) és la matriu de canvi de base de B” a B

C D

R", By —— R", B), ®R", By —— R", B),
llavors P = C~1D = M(B”, B') és la matriu de canvi de base de B” a B/
_c-1
(Rn’ B//) P=C™"D (Rn’ B/) .

Exemple 3.41Si B” = {(5, —1), (—1, 5)}, lamatriu de canvi de basie 3" a3’ és

1 1 -1 5 -1 -2 2
—C1lp—-_= . —
Pecto=3( 1) (5 5)=(3 1)



Teorema 3.42 Formula del canvi de base.

SiC = M(B”, B') és la matriu de canvi de base de B” a B’

®R",B") —= 5 R", B),

i X" 1 X" les matrius-columna de les components d’un vector X en les bases B i

B”, llavors X' — CX

Algebra Lineal

Rafel Amer Exemple 3.43L'expresso de les componenis’, y') respecte la basg’ d'un vector
Francesc Carreras arbitrariX deRR? en funcb de les seves componerits’, y”) respecte la basé” és

José M. Moreno

Viceng Sale§ X/ -2 2 X" . ) x = —2X//—|—2y//

Josep Tuduri , = 1 R es a dll’, , ’ 1
- y 31 y y =3x"4+y".
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3.3 Subespais vectorials

Definicio 3.44 S’anomenasubespai vectoriald’'un espai a tot subconjur de
I'espai quegsno buiti tancat per la suma i el producte per escalars
@X,yeV=X+yeV.

(b)a eR,XeV = aX € V.

{0} és un subespai vectorial, que s’anomenh | I' espain’és un altre, anomentttal.

Proposicio 3.45 Un subconjunt no buit \/ d’un espai és un subespai vectorial si, i
nomeés si, tota combinacio lineal de vectors de V €és també de V.

En particular, tenim quel conjunt de les combinacions lineals d’'un conjunt de vectors
qualsevoks un subespai vectorial

Observach 3.46 Es important remarcar taralgue, en considerar el subespai vectorial
de les combinacions lineals d’'un conjunt de vectorsalment independentao es pot
prescindir de cap d’ellga que llavors el subespai obtingut no seria el mateix.
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Definicio 3.47 {v1, vy, . .., Uk} €s unsistema de generadorg’un subespai vecto;
rial V si, i nonmés sitot vector deV es combinad lineald’ells. Direm tamig que

V esthigeneratper{vs, vy, ..., Uk} i escriuremV = (1, va, ..., Uk).
Proposicio 3.48 Si V = (v1, v, ..., k) i W = (w1, Wo, ..., W) sén dos subes-
pais d’un espai, llavors

V CWsii,noméssi,v e W,00e W, ..., 0k e W,
és a dir, els vectors V1, Uz, ..., Uk son tots ells combinacié lineal dels vectors
w1, W, ..., W.

Definici6 3.49 S’anomenabase d’'un subespai a tosistema de generadodel
subespai format per vectdisealment independents

Els sistemefnealment independensén, en realitatbases del subespai que generen

Base dev

S. de generadors (i no base)\de

Exemple 3.50V = ((1, —-2,1), (2, —1, —1), (-1, —1, 2)) és elsubespai vectorial ge-
neratpel conjunt de vector§1, —2, 1), (2, —1, —1), (—1, —1, 2)} queés, per tant, un
sistema de generadadsl subespaV .

I {(1,-2,1), (2, -1, —1)} n’és unabase ja que aquests dos vectoi@ndinealment
independents(—1, —-1,2) = (1, —-2,1) — (2, -1, —-1).
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Proposicio 3.51 (a) Si C és la matriu d’un sistema de generadors d’un subespai V

diferent de I’espai respecte de certa base BB, i X és la matriu columna de les com-

ponents d’un vector genéric X de I’espai respecte d’aquesta mateixa base, llavors
X € V si i, només si, rangC = rangC|X).

(b) En imposar la condicié rangC = rangC|X) anterior, s’obté un sistema d’e-
quacions lineals homogeni.

Definici6 3.52 Aquestesequacions lineals homegiess’anomenerequacions
impliciteso cartesianesdel subespaV respecte de la bade

Quan d’aquestes equacions no se’n pugui treure cap sense que el sistema qeixi de
ser equivalent, direm que lesjuacions imptitesson minimals.

En el cas déespai no s’ob& cap condid i es diu queno té equacions impicites
Exemple 3.53Considerem ldase{(1, —2, 1), (2, —1, —1)} delsubespaV d’abans.

1 2|x 1 2 X 1 2 X
-2 1|y ~|0 3|2x+y ~|0 3| 2X+vy
1 -1z F23~;|:F23t2|fll 0 -3|—x+z FaFat Fy 0 O|x+y+z

Per tant, lequacd implicita deV respecte de la base canicaB; ésx +y+ z= 0.
Observacb 3.54 Resolent el sistema de les equacions inifgs s'obt una base

Exemple 3.55Si I'equacd implicita respecte de la base cancal3. d'un subespags
X + Y+ z =0, llavors, resolent—la, tenim que= —y — zi, per tant,

X,¥,2)=(-y—-2Y,2=vy(—-1,1,0 +2z(—-1,0,1)
és I'element geeric del subespay, i {(—1, 1, 0), (—1,0, 1)} n'és, doncsyna base
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Proposicio 3.56 Canvis de base en equacions implicites d’un subespai.
Si AX = 0 és el sistema de les equacions implicites respecte d’una base B d’un

subespai vectorial V i
X=CX

és la formula de canvi de base de B’ a B, llavors
(ACO)X' =0

és el sistema de les equacions implicites respecte de la base B’ del subespai V.

Exemple 3.57Considerem la bas& = {(2, —1, 0), (0, 2,1), (5, —2, 1)}.
Laformula del canvi de basie B’ a la base camical3; és

X 2 0 5 X’
y|l=|-12 -2 y 1,
z 01 1 v4
és adir,
X = 2x" + 57
y=-x+2y -27
z=y +7
Per tantsubstituintaquestes expressions en I'eqeicnplicita deV respecte dé;
: X+y+z=0,
obtenim y
2X'+5Z)+ (—x'+2y —-2ZY+ (Y +7Z)=0,
és a dir,

X'+3y +47Z =0.

Aquestaés, doncs, Bquacd implicita del subespai vectori® respecte de la bads.



Teorema 3.58 Teorema de les bases.
Totes les bases d’un subespai vectorial tenen el mateix nombre de vectors.

Definicié 3.59 S’'anomenalimensio d’un subespai vectoriatiim(V ), al nombre
comu de vectorgle les seves bases.

Algebra Lineal

Rafel Amer Siladimenso deV ésl, direm queV és unaecta vectorial; sié€s2, unpla vectorial;

Francesc Carreras i si ésn — 1, unhiperpla vectorial.
José M. Moreno

Viceng Sales
Josep Tuduri Proposicio 3.60 Siguin V i W dos subespais vectorials tals que V'  \W. LLavors:
(@) dim(V) < dim(W).
(b)dim(V) = dim(W) si, i només si, V = W.

Proposicio 3.61 (a) Si C és la matriu d’un sistema de generadors d’un subespai
vectorial V' respecte d’una base qualsevol B, aleshores

dim(V) =rangC).

(b) Si AX = 0 sén les equacions implicites d’un subespai vectorial V respecte

d’una base qualsevol B, llavors
dim(V) = n—rangA),

és a dir, el nombre de graus de Ilibertat del sistema.

Exemple 3.62EIl subespai vectoridV dels exemples anteriore dimenso 21 és, per
tant, unpla vectorial
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Definicio 3.63 S’anomenaang d’un conjunt de vector§iy, vy, .. ., vk} de I'espai
a ladimenso del subespai que generen

-

rang{vs, vo, ..., ok} = dim(vq, Vo, ..., Uk) .

Proposicio 3.64 El rang d’un conjunt de vectors és igual al nombre maxim de
vectors linealment independents que conté.

Proposicid 3.65 Un vector X és combinacio lineal d’uns vectors {vy, U2, . .., Uk}
de I’espai si, i només si,

rang{vy, vo, ..., Uk, X} = rang{vy, va, ..., Uk} .
Proposicio 3.66 Si C és la matriu del conjunt de vectors {v1, V2, .. ., Uk} respecte

d’una base qualsevol B, aleshores

rang{vs, vo, ..., ok} = rangC).

Observacb 3.67 En particular, retrobem agla condicb que ha de verificar un vector

X per tal de secombinacd lineald’uns vectorgvy, vy, ..., vk}: que SiX és la matriu
columna de les components gBen la base3 i C és lamatriu del conjunt de vectors
{v1, U2, ..., Uk} respecte d’aquesta baSealeshores

rangC|X) =rangC).

Exemple 3.68Els vectorq (1, —2, 1), (2, —1, —1), (-1, —1, 2)} tenenrang igual a 2
ja quegeneren el subesp¥i anterior que, tal com hem visg timenso 2.
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3.4 Recapitulacio

Exemple 3.69Sigui B = {&;, &, &)} una certa base d&3 i considerem els vectors
& =28 &
&=26+&
€ = 56 — 26 + &

Veiem si el vectog; éscombinacd linealdels vectors i &,.

Les componentsdel vectoré&, respecte de la basé son (2, -1, 0), les deé&, son
(0,2,1) iles de€; son (5, -2, 1).

Cal veure, doncs, sixisteixen escalaig, g € R tals que
(57 _27 1) - ot(2, _17 O) + /3(0’ 27 1) .

Igualant component a component, obtenim el sistema d’equacions

20 =5
—a+2=-2
=1

que, evidentmengsincompatible, per tant, el vectog; no és combinadi linealdels
vectorsg, i €,
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Exemple 3.70Considerem de nou els vectdg, €, €} de I'exemple anterior.

Treballant novament amb les components d’aquests vectors respecte delf tease
nim que la condid dedepenéncia o indeperghcia lineaks

a(2,-1,004+80,2,1) +y(5,-2,1) = (0,0,0) .

D’aqui s’obté el sistema homogeni

20 +5y =0
—a+28—-2y =0
B+y=0

i, aplicant el netode de Gauss, obtenim:

2 0 5|0 2 0 5|0
-1 2 -2|0 ~|104 1|0
01 10 01 1|0

Fo~2Fo+F1

Aleshores, com que aquest sistema homo@sntompatible determinat, es dedueix
queté la solucd trivial nomesi, per tant, els vectorgg|, €, €} sbn linealment inde-
pendents

En particular, com que teniires vectors linealment independents en un espai vectorial
de dimeng tamle tres resulta que

B' = {8, &, &}

és una altrédnasedeR3.
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Exemple 3.71Donades les basés= {€, &, &} i B’ = {€|, €, &} d'abans, lanatriu
de canvi de basde la basé3’ a la base3 és

2 0 5
-1 2 -2
01 1

D’altra banda, aquesta mat@sdirectg ja que

2 0 5
-1 2 -2 |=3>0.
01 1

Per tant, es tracta d’'uranvi de basgueconserva l'orientadi.

Finalment, tenim que l&drmula del canvi de bagpue dna I'expressh de les compo-
nents(x, y, z) d'un vector qualsevol de I'espai en la baSe=n funcb de les compo-
nents(x’, y’, Z') del mateix vector en la bas® és

X 2 0 5 x’
y|=|-12 -2 y |,
y4 01 1 y4
es adir,
X = 2x' + 57
y=-x+2y -27
z=Yy +7.
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Exemple 3.72Considerem ara lenatriu de canvi de basde la base3 a la base3’,
gue sabem ques lainversade la matriu de canvi de base de la b&Sa la bases:

-1

20 5 L[ 4 5 10
12 2| =2 1 2 1
01 1 3 \.1 2 4

Aix 0 significa que kxpres dels vectors de la bageen funcd dels de la basg’ és
&= %(4?#1 +& &)

2058, + 28~ 28))

&= %(—1061 —&+48)

i que laformula del canvi de basgue dna I'expressd de les components’, y', Z)
respecte de la bad# d’'un vector qualsevol de I'espain funcb de les seves compo-
nents(x, vy, z) respecte de la bageés

&

x’ 1 4 5 -10 X
y =3 1 2 -1 y |,
zZ -1 -2 4 z

es adir, L

X = §(4x+5y—102)
, 1

1Y :é(x+2y—z)

1
Z = é(—x —2y+42).
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Exemple 3.73Sigui araV el subespai vectorial genenagl conjunt de vectorg, vo}
tals que

U1 =€ — 28+ &3
Uy = 26 — & — &

onB = {€, &, &} és la base dels exemples anteriors.

Calculem lequacions imptitesde V respecte de la bage

En primer lloc, tenim que les components dels vecigiisi, respecte de la bageson
1,-2,) i (2,-1,-1)
respectivament. Aleshores, notant per
(X, Y, 2)

les components d’un vector genic de I'espai respecte d’aquesta mateixa liseb-
tenim

1 2]|x 1 2] x
-2 -1y ~|0 3|2X+y =
1 -1z '52:'524-'2:':1 0 —3|—x+z Fa~F3+F2
12 X
0 3| 2x+vy
O O|xX+y+z

Per tant, lequacd implicitadeV respecte de la bageés
X+y+z=0.



Exemple 3.74Considerem la basé’' = {€,, €, €} introduida anteriorment.

Volem trobar lequacd implicitadel subespai vectoril respecte d’aquesta basé

Tal com hem vist abans, farmula del canvi de baste la basdé3’ a la basd3 és

- X 2 0 5 x’
Algebra Lineal y|l=-12 -2 y |,
y4 01 1 y4
Rafel Amer ., .
Francesc Carreras esa dll’, , ,
José M. Moreno X =2x"+5z
Viceng Sales y = —x + 2y’ — 27
Josep Tuduri , ,
Z=Y + Z

Aleshoressubstituintaquestes expressions en I'eq@aianplicita deV respecte d&

X+y+z=0,
obtenim
X' +5Z)+ (X +2y -2Z)+(Y+2Z)=0

que, operant, es transforma en

X' +3y +47 =0
queés, doncs, Bquacd implicita del subespai vectorid respecte de la bag®.
Observacb 3.75 Tamke es podria haver trobat aquesta egbawiplicita calculant

les components dels vectors i v, respecte de la bad# i aplicant Gauss llavors a
aguestes. Peres obvi que aquesta forma de procedimes lenta.
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4 L'espai vectorial euclidia
4.1 Lespai vectorial euclidia
Definicio 4.1 El producte escalardeX = (X1, X2, ..., Xn) i ¥ = (Y1, Y2, ..., ¥n)

€s. X-¥=X1y1+XoY2 + -+ Xn¥n.
SiX -y =0, diem quexX i y sbnortogonalso perpendiculars, i escrivimx L V.

Proposicio 4.2 (a) Definida positiva: X - X >0 i X X =0 <= X = 0.
(b) Simétrica: X - § = Y - X.

(c) Compatible amb el producte per escalars: («X) - § = «
(d) Distributiva respecte de la suma: X - (Y +7) = X -y + X - Z.

Definicid 4.3 En general, s'Tanomen@oducte escalaren un espai vectoridt a
tota operad com I'anterior que tingui aguestes mateixes propietats.

Proposicio 4.4 (a)0- X =% -0=0
(_

BX-(=Y) =—-X-y) = (=% -Y.

Exemple 4.5SiX = (—2,1,0)i y = (8, —1, 3), llavors
X-y=-2-8+1-(-1)+0-3=-17.

En particular, doncs{ i y no $n ortogonals



Definici6 4.6 La norma, modul o longitud d’'un vectorX és el mimero real
X[ =vX-X.

Els vectors denorma 1s’anomenennitaris .

Proposicid 4.7 Si X = (X1, X2, ..., Xn) € R", aleshores
. ol 2 2
Algebra Lineal IXI|=/XT+Xx5+---+x3.
Rafel Amer
Francesc Carreras .. N . . . -
José M. Moreno PI’OpOSICD 4.8 @[ X] = 0 i | X[ = 0+ x=0.
Viceng Sales B laX||=|alllX].
Josep Tuduri ()| X-y| < |X|lV] (desigualtat de Schwarz).

@ X+ Y] = IXI+ [V (desigualtat triangular).

En particulardividint un vector per la seva nornstobte unvector unitari
Exemple 4.9En el cas dels vectors d’abaks= (—-2,1,0)i y = (8, —1, 3):
IX=V(=22+12+0=+5 i [y]=8+(-12+3F2=474.

| els vectorsm X = f( 2,100 =

|x|| X—N(S —1, 3) sbn, doncsunitaris

- - Proposicid 4.10 Teorema de Pitagores.

@IIX+YI2= X2+ 1Y?> siinoméssi, X LY.
_imprimir | G X —YI2= X2+ |V|? siinoméssi, X LY.
 sowr | L v
Pagina 76 de194| X R
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Definicio 4.11 L angle (no orientat)entre dos vectorso nulsX i y és el nombre
real entre O i e % .

Xy = arccos% :
XY I

Cal observar que aquesta definide sentit per ladesigualtat de Schwarja que en
virtud d’aquesta el quocient anteria@ tmodul menor o igual que 1 i pren valors, per
tant,entre—1i 1. En particular, obtenim aixa “f ormula chssica'del producte escalar:

5

XY= [XIIyllcosxy.

Exemple 4.12Amb els vectorx = (—2,1,0) i § = (8, —1, 3) d'abans, tenim:

Xy = arccos— = arccos— = 15210°.
BV 74 370

=~ T
Proposicio 4.13 Dos vectors no nuls X i Y sén ortogonals si, i només si, Xy = >

Proposicid 4.14 Teorema del cosinus.
@IX+YI2=1X1Z+1VI2+20XI1VI cosu.
B X —=YIZ=XI2+ Y% =2 X[l V] cosxy.




Definici6 4.15 El producte vectorial deX = (X1, X2, X3) i Y = (Y1, Yo, y3) deR3

€s X A Y = (X2y3 — X3Y2, X3y1 — X1Y3, X1y2 — X2Y1) -

Si{i, f K} representa la base aarica deR3, éstil la “regla nemokcnica’segient:

_— i ]k i X1 ot
Algebra Lineal XAV=1|X1 X2 X3 |=1|] X2 Vo
Rafel Amer Y1 Y2 ¥3 K X3 Y3
Francesc Carreras
José M. Moreno P icib 4.16 S T
e el ropoﬁsmloq . (32 X 1\ y _A—y /\qx.
Josep Tuduri (b)) (@X) ANy =a(XAY) = XA (aY).

C©X+WDWAZ=XAZ+YAZ i XAFJ+D=XAJ+XAZ

(d) X AV = O si, i només si, X i ¥ s6n linealment dependents.

(e) SiX iy son linealment independents, {X, ¥, X A Y} és una base positiva de RR3.
O IXAY = IX]|YIsinxy.

(g) X Ay és ortogonal aX 1.

Exemple 4.17EI producte vectorial dels vectoxs= (—2,1,0)i y = (8, —1, 3) és
XAY=(-2,1,00A(8,—-1,3) = (3,6, —6).
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Definici6 4.18 Unabase ortogonalde I'espaiés la formada per vectoestogonals
dos a dosUnabase ortonormalés unabase ortogonale vectorsunitaris

Proposicid 4.19 Si X i § sén vectors ortogonals de R3, Ilavors {X, y, X AV} és una
base ortogonal positiva de RS,

Proposicio 4.20 Les formules del producte escalar, la norma i I’angle no orientat
son les mateixes si es treballa amb components respecte de bases ortonormals.

Exemple 4.21 Considerem els vectorsi y que, en certdbase ortonormaB, tenen
components—2, 1, 0) i (8, —1, 3) respectivament. Aleshores:

%.J=-2.841-(—)1+0.3=—
1% =+v(=22+12+02 =5
§/||=\/82+(—1)2+32=\/_4

== 17./370
Xy = arccos— = arccos———— = 15210°.
574 370

Proposici 4.22 Les formules del producte vectorial sén les mateixes si es treballa
amb components respecte de bases ortonormals positives.

Exemple 4.23Si en el cas anterior la base ortonorraaltamk positiva el producte
vectorialdels vector i y és:

XAYy=(—2,1,00A(8,-1,3) = (3,6, —6).
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Proposicio 4.24Si B’ = {€,, &,, ..., &,} és una base de I’espai i C és la matriu de
canvi de base de B’ a una altra base onfonorma] B qualsevol, aleshores

(a) B’ és una base ortogonal de R" <= C!'C és una matriu diagonal.

(b) B’ és una base ortonormal de R" <= C!'C = |, és a dir, C és ortogonal.

Exemple 4.25La baseB’ = {£(4, 3), £(—3, 4)} ésortonorma) ja que la sevanatriu
de canvi de bas€ a la base camica —quees ortonormal-esortogonal

cte_ 1 438\1/4 -3\ _1/25 0)_,
“5\-34)5\3 4) 25\ 0 25)

Definicid 4.26 Elscanvis de basentre due®ases ortonormaganomenemanvis
ortogonals de base
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4.2 Subespais vectorials de I'espai vectorial euclidi

Proposicid 4.27 El conjunt de vectors de I’espai que sén ortogonals a tots els
vectors d’un subespai donat V formen un altre subespai vectorial \V/ .

Definicid 4.28 V- se’n diusubespai ortogonalb suplementari ortogonalde V.

Proposici 4.29 (VHLt =V i dimVV1) =n—dimV).

VJ_

Proposicio 4.30 Donat un sistema de generadors d’un subespai V, V+ és el con-
junt de vectors de I’espai que son ortogonals a tots els generadors de V.

Exemple 4.31Considerem el subesp¥i = ((1, 1, 0), (1,0, 1)) . El seusubespai or-
togonalV ' té, llavors, equacions imjgitesx +y = 0i x +z= 0.

Observacb 4.32 El proces inverses tamig valid.

Exemple 4.33L ortogonaldel subespai d’'equacions+y = 0ix+ 2z = 0és el
generat petl,1,0)i (1,0, 1).
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Definicid 4.34 Es diu que dos subespais vectorigls W son ortogonals si, i
només si,Xx | yperatotX € Vitoty e W.

Proposicio 4.35 Dos subespais V i W sén ortogonals si, i només si, cadascun dels
generadors de V és ortogonal a cadascun dels generadors de W.

Proposicio 4.36 (a) V- és el major subespai d’entre els ortogonals a V.
(b) Dos subespais vectorials V i W son ortogonals si, i només si,

VWt i wcvt,

Exemple 4.37Els subespais vectorials = ((1,1,0), (1,0,1)) i W = ((1, -1, —1))
sbnortogonalsja que
(1,1,0-(1,-1,-1) =0

1,0, -(1,-1,-1) =0.

De fet, resolent les equacions We- trobades anteriormengs ficil comprovar que
V+ = W en aquest cas.
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Teorema 4.38 Donats un subespai V i un vector qualsevol X de I’espai:
(a) Existeix un tinic vector X' € V tal que X" = X — X' € V*.
(b) X' és el vector de V tal que el valor || X" || = || X — X || és el minim.

Definicio 4.39 Al vector X’ se I'anomena larojeccio ortogonal de X sobreV o
la millor aproximaci 6 dex enV.

| el simetric deX respecte & es defineix com

X¥=2X' = X=X —X"=X-2X".

Proposicio 4.40 (a) X' =X <= x eV i X
b)X*=X<=XecV i X*=0Xx=0.
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Teorema 4.41SiV = (v1, U2, ..., Uk), la projeccio ortogonal de X sobre V és
X' = X1U1 + XoU2 + - - - + XkUk
on X1, Xo, ..., Xk son solucions del sistema lineal —que sempre és compatible—
51~51 1_51-1_52 51‘5k X1 _’ - X
1_52~l_51 52-52 l_52~l_5|( ) X2 . v2 X
17k"l_51 17k-172 T)k-ﬁk Xk T)k-)?
I X1, X2, ..., Xk sOn tinics si, i només si, {v1, U2, ..., Uk} és una base de V.

Exemple 4.42Si prenem ar& = (-5,8,4)i V = ((1, 1, 0), (1, 0, 1)), queda:

1,1,0-(1,1,00 (1,1,0-(1,0,12) X\ (@10-(-584
1,0,1)-(1,1,00 (1,0,1)-(1,0,2) -\ (10,1 -(-518,4 )’

e E6)-()

que € solucb x = £iy = —2. Per tant,
(L1 >—§ (1.0,1) = —(2, 7,-5)

i~ ||

X =
1
X*=2X' —X =2(2,7,-5 — (-5,8,4) = 5(19, —10, —-22).

Observacb 4.43 Quan hi haun sol generadaiy, queda ladrmula: X' = '31'

><L

v1.

C

-

Proposicid 4.44 X" = X — X' és la projecci6 ortogonal de X sobre I’ortogonal V.

Exemple 4.45En el mateix exemple d’abans, com duie = ((1, —1, —1)), tenim:
K= S -1 - = Y (L -1, -]

X' =X —X'=(-584) — (—% -(1,—1,—1)):%(2,7,—5).

X' =X —
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Definici6 4.46 Unabase ortogonald’'un subespaV/ és la queé els vectorsrto-
gonals dos a do$ unabase ortonormalés unaase ortogonale vectorsunitaris

Observacb 4.47 El concepte derojeccd ortogonalpermet construir unaase orto-
gonalws, wo, ..., wk a partir d'una altra basgy, vy, ..., vx: només cal restaa cada
vector —a partir del segon- la sewenjeccd ortogonal sobre el subesgenerat pels
anteriors. Aquests 'anomenatnetode d’ortogonalitzacb de Gram—-Schmidt

Wk = =1_5k—5|/< k=2, ...,m),

on v, és la projecd ortogonal del vectod sobre el subespai
(W1, W2, ..., Wk—1) = (U1, V2, ..., Uk—1) -

Per exemple, els tres primers vectors s’obteneh aix

w1 = U1

Wy = V2— U5

Wby = U3,

Y v
Uy 2

w2

=/

U
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Proposicio 4.48 Si B = {v1, vy, ..., Uk} és una base ortogonal de V, aleshores

= v - X v2-X V- X
X:—> = v1+—> = 'v2+"'+—> = vk'
v1 - V1 v2 - V2 Uk - Uk

Teorema 4.49F6rmula explicita del métode d’ortogonalitzacio de Gram-Schmidt.

Si{v1, V2, ..., Uk} és una base d’un subespai vectorial V, llavors els vectors
. L wpev2
W2 =V2— 5——=— W1
Wy - W

I w10k L W2-Uk L Wk—1- Uk -
'LUk:Uk—(_, — w1+ = S— W2+ -+ S > wk—l)
wiswy o w2rw2 WKk—1 * Wk—1
formen una base ortogonal {w1, wa, ..., wk} de V.

Exemple 4.50Amb la bas€(1, 1, 0), (1, 0, 1)} del subespaV anterior, tenim:

wy = (1,1, 0)

By = (1,0,1) — $FPE2FAL 1.0 = (1. -1.2) ~ (1. -1.2).
Per tant,{(1, 1, 0), (1, —1, 2)} és unabase ortogonade V. I, dividint cada vector per

: o 1

la seva norma, obtenim uiese ortonormale V: {ﬁ(l, 1,0), 76(1’ -1, 2)}.
Observacb 4.51 Si disposem d’'undase ortogonad’un subespai, podem aplicar la
formula de la proposibianterior per trobar &s facilment laprojeccd ortogonal

Exemple 4.52Aix1i, en el nostre cas, tenim:

1
N 1,1,0)(-5,8,4 1,-1,2)(-5,8,4
X = GHEPre (L, 1,0) + G391, —1,2) = 327.-5.
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4.3 Millors aproximacions d’un sistema lineal: minims quadrats

Considerem un sistema d’equacions lineals = B qualsevol:

alxi+a2+--+alxn = by
ajxi+adxp+ - +ajxy = by

a’f:!r-1xl+ar%1x2+"'+aquxn = bnm

Donats uns valorsxs, X, ..., X,) arbitraris, l'error comes en una equatiqualsevol
—per exemple, la-esima—-es

6 = |alxg + a®xg + - - +a'xy — byl

Exemple 4.53Considerem el sistema d’equacions lineals

2X+y=2 2 1 2
x+y=1% obe |1 1 (?): 1
X +2y=0 12 0

Aquest sistemé&s clarament incompatible. Si prenem els valors 1, y = 0, tenim
que l'errorcomes en la primera equaxiper exemplegs

e1=12-1+0-2=0.

En particular, com que I'erras 0, aix significa que els valors anteriors verifiquen la
primera equadi, comés facil comprovar.
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A partir d’aquests error§parcials”, disposem de moltes maneres de definir un error
“global”. EI més utilitzat, anomenajuadratic, &s el segent:

€= e+ ...+

=$%m+m+qM—wH«~H%m+m+%m—wF

=W%M+m+@m—mlhmﬂﬁm+m+%m—%ﬁ

Aleshores;interpretant”’com a vectors les columnéds', A2, ..., A" de la matriuAi
les matrius-column& i B, ens queda

ce=[|AX—B].

Exemple 4.54Considerem el sistema d’equacions anterior

2X+y=2 2 1 2
x+y=1} obe |1 1 <§>: 1
X+2y=0 12 0

Llavors, amb els valors = 1, y = 0 d’abans, es& que

2 1\ ., 2 0
AX—-B=|1 1 (o)_ 1]l=|{o
12 0 1

i, en consegencia, l'error quadatic és

e=00DI=1.
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En general, eetode dels ninims quadrats consisteix en trobar els valors deque
minimitzenl’ error quadatic.

Proposicio 4.55 Els valors de X que minimitzen 1’error quadratic son les solucions
del sistema lineal

AX =B,
on B’ és la projeccio ortogonal del vector-columna B sobre el subespai generat
pels vectors-columna Al A2 .. A" de la matriu A.

Exemple 4.56Considerem el sistema lineal d’abans

2X+y=2 2 1 2
x+y=1% obe |1 1 <X>= 1
X+2y=0 12 0

Cal trobar, en consé&@ncia, lgprojeccd ortogonadel vector(2, 1, 0) sobre el subespai
V =1(2,1,1), (1, 1, 2). Aplicant la formula corresponent, ens queda el sistema lineal

2,1,1)-(2,1,1) (21,1)-(1,1,2 X\ ((2,11)-(210
1,1,2-2,1,1 1,1,2-(1,1,2 y /) (112 210 )’

(£30)-()

Observach 4.57 Observem que el sistema obtingut@scap altre quA! AX = A!B.
Aquest fetes general i el que s’hauria de fer, llavaes,resoldre aquest sistema i, amb
les solucions, . .., X, trobades, resoldre el nou sisteAX = X1 Al + ... + X, A".
Ped %1 Al + ... + X, A" = AX —on X és la matriu-columna formada pgr, . .., Xn—
i, per tant, ens queda el sisterAx = AX, la solucd del quales,obviament X = X.
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Llavors, tenint en compte aquestes consideracions, obtenim el resultat cenigaltseg

Teorema 4.58 Donat un sistema lineal AX = B, els valors que minimitzen I error

quadratic sén les solucions del sistema —que sempre és compatible—
A'AX = A'B.

Exemple 4.59Considerem de nou el sistema

2X+y=2 2 1
x+y=1% obe |1 1 (’;>=
X+2y=0 12 0

Aplicant la formula anterior, queda
2

(zll)ii <x)_<211)1
112)\;5)\y) \112]},
gue, tal com hem vist en I'exemple anterior, es transforma en el sistema
(26)0)-(3)
5 6 y ) \3)"
gueés compatible determinaté soluco
15 7

| 'error quadatic és
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Proposicio 4.60 La solucio obtinguda en aplicar el métode dels minims quadrats
a un sistema d’equacions lineals AX = B és tinica si, i només si, el rang d’A és
igual al nombre d’incognites. I, en cas contrari, I’error quadratic és el mateix per
totes les solucions del sistema.

Exemple 4.61Considerem el sistema

X—2y=2 1 -2 X 2
be =
S e (2D06)-6)

gueés clarament incompatible. Si apliquem attade dels fimims quadrats obtenim

(2 2) (5 2)0)-(=2 2)(6):
(5 75)()-(5)

gueés compatible indeterminat —en aquest casé egle rangA = 1, peo el nombre
d’'incognitesésn = 2—i té soluco general

es a dir,

X=142y.

Aleshores, per calcular I'error quadic prenem una qualsevol de les seves solucions
—per exemplex = 1,y = 0—i tenim que

e=y/1-2.0-22+(-14+2:0- 02 =2,



Observacb 4.62 Fins ara, ens hem limitat a aplicar ektode dels fimims quadrats a
sistemes incompatibles. Evidentment, si el sistésw@mpatible els valors obtinguts
en aplicar el ,etode dels imims quadrats@ les solucionsxacteglel sistema original
i, en tal cas, I'error quadtic észera

_— Exemple 4.63Apliquem el netode dels rimims quadrats al sistema
Algebra Lineal

Rafel Amer X y_o o bé <1 _1)<X>:<O>’
Francesc Carreras X+y=2 1 1 y 2
José M. Moreno
Viceng Sales que, evidentmengs compatible determinaté solucio
Josep Tuduri
x=1, y=1.

s’obtéeInOUSizti?ai><i _1)@) :(_1 i)(g)
(52)(G)=(),

gue,obviament, & la mateixa solu®i

és adir,

x=1, y=1.

| si calculem I'error quadatic tenim que

e=v/(1-1-02+(1+1-22=0.
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4.4 Recapitulaci6

Quan treballem ambomponentsle vectors respecte d’'uiiase qualsevpel que s’ha
de ferésdeterminar tots els productes escakmtre els vectors de la base.

Exemple 4.64Els vectors de la badg = {&;, &, &} deR3 compleixen que| & || = 1
i|& ] = | &] = 4. Amés angs,é i & formen unanglede60°, &, i &3 de120,i &
i &3 sbnortogonals

SiguinX i y els vectors que tenasomponents—2, 1, 0) i (8, —1, 3) en la bases.

&-8=1 |6-&=2|8 &=-2
&-6=16|6&-8=0| &-6& =16

X-V=(—28+8&) (88, —&+3&)=-16+4+124+16—-16+0=0
IX[|=VX-X=(—281+ &) - (—281+ &)
=VA—4-4116=+12=2/3
1Vl =¥ =88 — &+ 383) - (88, — & + 3&3)
= 64— 16— 48— 16+ 16+ 0— 48+ 0 + 144= /96 = 4/6

T _o0.

? = alfrcCOS——— =
Y NN

Observem que, en particularj y sonortogonals
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L'anterior cilcul ambcomponents respecte d’'una base qualsesgot aplicar tan#
per a laresta de gestions ja vistes

Exemple 4.65Veiem @m es poden trobar ur@se ortogonalunabase ortonormal
de l'espai en fun@ d’'una base donada, fent servir les mateixes dades de I'exemple
precedent.

Aplicant laférmula del netode d’ortogonalitzadide Gram—-Schmigtenim:

w1 =€

- - 17]._' - - 2—» - - - -
Wy =& — FE2 U =& - W1 =201+ &= -28 +&
- _ R _ J)l% X - ]I)Zés X -

w3 =€~ \g,m, W1t 50, wz)

2 (—261+€)-& (_23 1 &
el e1+( 26,+6)-(—261+8&) ( 2e1+e2)>

P

Il
‘SPl
|
/—\ A~ —~ &
'Spl
15

P8+ s (28 + &) = &+ 28 - §(-28 + &)
= 1(88 — & + 38;) ~ 88, — & + 363

Il
P

Per tant{&;, —28, + &, 88, — & + 383} &s unaase ortogonal d&2.

Llavors, per ortonormalitzar—la, ndm queda dividir cadascun d’aquests vectors per
la seva corresponent norma. ®ecom quew; = € i wy i w3 sON, precisament, els
vectorsX i ¥ de 'exemple anterior, tenim que tmse ortonormal d&2 buscadés

1 1
&, —=(—28 + &), —=(88; — & + 3&; }
{ 2J§( )4Jé( )



Exemple 4.66Amb les mateixes dades d’aquests darrers exemples\siglsubespai
vectorial generapels vectorsi; i v» que, en la bas@ = {€1, &, €3} d’'abans, tenen
componentsespectivesl, 1,0) i (1,0, 1). Veiem &m es pot calcular el seu subespai
ortogonalV+.

Un vector qualsevak de I'espai de components gaigues(x, Y, z) respecte & per-
tany aV= si, i només si,ésortogonala cadascun dels generadors\de Per tant,
imposant que elproductes escaladel vectorX = x&; + y& + zé; amb els vectors;

Rafel Amer i v siguin Q s’obtenen les condicions
Francesc Carreras
José M. Moreno

Vicenc Sales (?l + ?2) : (X(El + ytfz + 2?3) =0
LS5 W (E1+ &) - (X€1 + Y& + 283) = 0.

Algebra Lineal

[, fent el producte escalar terme a terme, queda

X+2y—224+2x+16y+0z=0
X+2y—-22—-2x+0y+16z=0

es adir,

3x+18y—22:0}

—X+2y+14z=0
que € solucd x = ¥ziy = -3z

Per tantV - est generat, per exemple, pel vector ggedmponentg32, —5, 3) res-
pecte de la bass:
V1 = (328, — 56 + 383) .
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Exemple 4.67Novament, amb les mateixes dades dels exemples precedents, conside
rem elvectorX que €component$—>5, 8, 4) respecte de la baged’'abans i el subespai
V generat pels vectors de componeisl, 0) i (1, 0, 1) en la mateixa basB.

Hem trobat ja que I'ortogonal del subespai vectovids el subespai generat pel vector

v de component$32, —5, 3) respecte de la badg Aleshores, laorojeccd ortogonal

del vectorx sobre esubespai ortogonal del subespaés:
VX (328, — 56, + 363) - (—5€1 + 8&; + 4&3)

-
= _)-U:

DR (326 — 56, + 363) - (3281 — 5€; + 3€3)
_ —160+512— 256+ 50— 640— 0+ 30+ 0+ 192
~ 1024—320— 192— 320+ 400+ 0 — 192+ 0 + 144

—272

1
= — (328; — 56 +383) = —— (328, — 56 + 38y).
544( e — 5e + 3€3) 2( 61 — 56 + 363)

(328, — 56 + 3&3)

(328, — 56 + 3&s)

En consetjéncia, laprojeccd ortogonai el simetric del vectorx respecte del subespai
vectorialV sbn, respectivament:

- - - - - - 1 — - -
X'=X—X" = (—561 + 88, + 4&3) — <—§(3261 — 56 + 3e3))
1 > - -
= E(22e1 + 11e + 11e3)

- - - 1 — - - - - -
X*=2X —-X=2- 5(22e1+11e2+11e3) — (—56; + 86> + 4€3)

= 276, + 36, + 7€3.
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Exemple 4.68Volem trobar la rectay = ax + b que“millor aproxima” la taula

Imposant que la recta passi pels punts, €atsistema incompatible degnt:

—2a+b=1 91 1
at+b=-2 1 1 _2
2a+b=2 2 1 2
Aatb—0 + 0 AX=B, amb A= 4 1 i B= 0
52+ b=3 5 1 :
7a+b=3

Aplicant la formulaA'AX = A!B del meétode dels rimims quadrats i operant, queda:

99 17 ay) (36

17 6 b)) \7)°
La solucb d’aquest sistema i la recta corresponent obtingada s
97 b 81 _ 97x+81

R —_—— |
305’ 305 ' Y7 305
respectivament. | I'error quadlic és

2 2 2 2 2 2
e= (-3 1+ (2 + (-2 + (320 + (323 + (12— 3)
29

305°
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Graficament, laectaobtinguda en aquest exemple édfor quadatic comes $n els
sedgients:

€5 €6

—4r e=\/ef+e§+e§+e§+e§+eg=||AX—B||.

Observacb 4.69 Aquest exemplées una ilustracd del que s’anomenajust d’'una
corba a un avol de puntsEn aquest cas, la corba era una recta concretameateper
pot fer el mateix amb una papola, etc. Un cas com aquest molt important@saden
Estadstica en considerar leecta de regressi

Cal remarcar, pé&r;, que estem parlantaplicacions del ratode dels imims quadrats
el qual ve referit sempre a un sistema d’equacions lineals qualsevol en general.
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5 Transformacions lineals

5.1 Transformacions lineals

Definicio 5.1 f : R" — R™ és unaransformacio lineal si, i nomes si,
(@ fxX+y) = f(X)+ f(y) pertotX, y € R".
(b) f(aeX) = af (X) pertote € RitotX e R".

Com a exemple gamic, tenim latransformaa lineal nula
0:R"— R™M,

queés la definida per

-

0(X) =0 pertot X eR",
és adir,

0(X1, X2, ..., %n) = (0,0,...,0) pertot (xy,Xo,...,%n) € R".

Proposicio 5.2 Definicié explicita.
Les transformacions lineals son les que consten d’expressions lineals en totes les
components de la imatge d’un vector generic.

f(X1, ..., %) = @X1+ - +aXn, ..., 85X+ - + ahXn) -

Exemple 5.3 aplicacio f : R® —s R? segient, per exempleéslineal
f(X,y,2) = (3x—2y — 2z, x — 3y + 42).
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Proposicio 5.4 Una transformacié f : R" — R™ és lineal si, i només si, transfor-
ma combinacions lineals de vectors en combinacions lineals de les seves imatges
amb els mateixos escalars.

Proposicio 5.5 En tota transformacio lineal f : R" — R™M

(a) les imatges de vectors linealment dependents de R"™ sén vectors linealment
dependents de R™.

(b) la imatge d’un subespai de R" és un subespai de R™ i I’antiimatge d’un subes-
pai de R™ és un subespai de R".

(c) les imatges d’un sistema de generadors d’un subespai de R" formen un sistema
de generadors del seu subespai imatge de R™.

Proposicio 5.6 Definicié per les imatges d’una base.

Si coneixem les imatges dels vectors d’una base, queda determinada la imatge
de qualsevol altre vector: només cal expressar—lo com a combinacid lineal dels
vectors de la base 1, aleshores, la seva imatge €s la combinacio lineal de les imatges
dels vectors de la base amb els mateixos escalars.

Exemple 5.7 La transformad lineal f anterior pot ser definida taraltom la que
f(1,0,00 =(3,1)
f(O, 17 0) - (_2’ _3)
f(0,0,1) =(—2,9




Definicio 5.8 S’anomenanatriu associadaa la transformadi lineal f en les ba-
sesB; deR" i B, deR™ ala matriuMp, 5,( f) que € percolumnes les components
de les imatges dels vectors de la b&seespecte de la bad®.

B Teorema 5.9 Imatges i antiimatges.
Algebra Lineal Si X és la matriu—columna de les components d’un vector qualsevol X en una base
B1 de R", X és la matriu—columna de les components de la seva imatge f(X) en

Rafel Amer o . . L. n m
Francesc Carreras una base By de R™ i A és la matriu de la transformacio lineal f : R" — R™ en
José M. Moreno aquestes bases, llavors

Viceng Sales X = AX.

Josep Tuduri

Exemple 5.10Aix 0 significa que en I'exemple anterior &sdue

XY_(3 -2 -2\ [0 ) o X=H-V-2
y) \1 -3 4 Z y=x-3y+4z |’

on(x,y,2) i (X,V) son lescomponents camiquesrespectives d’'un vector qualsevol
X deRR% i de la seva imatgd (X) enR?. Aixi, la imatgedel vector(1, 1, 2) s’obté de

(3 2 _2) . _<_3>

1 -3 4 5 6

don f (1,1, 2) = (-3, 6), mentre que resolent el sistema lineal
(3 -2 -2 1) N(B -2 -2 1)
1 -3 4|-2 Fy3FyFy 0 -7 14| -7 )~

obtenim qudes antiimatgeslel vector(1, —2) formen el conjunt
11 -2 ={(x.y.2 e R®: x=1+2z,y=1+2z}.
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Teorema 5.11 Formula del canvi de base general.
Donada una transformaci6 lineal f : R" — R™, si A = Mp, 5,(f) és la matriu
de f enles bases B1iBoi A = MBLBE( f) és la matriu de f en les bases By i 35,

llavors , 1

on Cq €s la matriu de canvi de base de B’l a B1 1 Co la de canvi de base de 8/2 abBo:

-1
®.B)___ S ®m By A R By C2 R™, BY)

_—
k A =C,1AC,

Observacb 5.12 Podem escriure tanedaformula del canvi de basn la forma
Mg, 5,(T) = M(Ba2, By) Mg, 5,(F)M (B, By) .

Exemple 5.13Considerem les bases @& i R? B = {(1,1,0), (1,0, 1), (0,1, 1)} i
B, ={(1, -2), (2, —1)}. L'esquema corresponeas

-1
® By C1  (Rr3 B A w2 By___ S (®2BY
k A =C;tAC, j

11
Ci=M®BLB)=|1 0

amb
) _ , _ 1 2
i CZ_M(ZS’,ZS’C)_(_2 1]

Per tant, lanatriu de la transformagilineal f anterior en les basés, i B, és

Mo (= 2\ '(3 -2 -2 132_}3—11 2
BB ) =\ 2 —1 1 -3 4)\y,71) 38\0 7 -7)



Algebra Lineal

Rafel Amer
Francesc Carreras
José M. Moreno
Viceng Sales
Josep Tuduri

Definicio 5.14 S’anomenanucli d’una transformadi lineal f —Nuc( f)— al con-
junt de vectors d&" tals quela seva imatgés el vector null slanomenamatge
de f —Im(f)— al conjunt de vectors de™ queson imatge d'algun vector d&".

Proposicio 5.15 (a) Nuc( f) és un subespai de R" i Im( f) és un subespai de R™.
(b) Les imatges de sistemes de generadors de R" sén sistemes de generadors de
Im f.

(c)dimNua f) +dimIm(f) =n.

Teorema 5.16 Sigui A la matriu de f respecte de les bases 31 de R" i B de R™.
(a) AX = 0 formen un sistema d’equacions implicites de Nuc( f) en la base Bs.
(b) Les columnes de A son les components en la base B> d’un sistema de gene-
radors de Im(f).

Definicio 5.17 Donada una matrid\, s'anomenanucli d’ A al conjunt de vectors
X = (X1, X2, . .., Xp) tals queAX = 0, on X &s la matriu-columna de.

Exemple 5.18En la transformadi lineal f anterior, lesequacions imptites del nucli
=on (3 2 —2> ;j _(o) e X-2y-22=0

1 -3 4/, 0 Xx—3y+4z=0
mentre qud (3, 1), (-2, —3), (—2, 4)} és unsistema de generadors de la imadigef .

Observacb 5.19 Podem trobarina base del nuciiequacions imptites de la imatge
Aixi, Nuc(f) = ((2, 2, 1)) i Im(f) no t equacions imjptites ja quelm(f) = R?.



Definici6 5.20 Se'n diurang d’'una transformadi lineal f : R" — R™ a:
rang f) = dimIm(f).

Proposicio 5.21 Si A és matriu d’una transformacio lineal f : R" — R™:
_— (a) rang f) = rangA.
Algebra Lineal (b) dimNuq( f) = n —rang f) = n — rangA.

Rafel Amer

Francesc Carreras

José M. Moreno Proposicio 5.22 Sigui f : R" — R™ una transformacia lineal.
Viceng 53'95 (a) Si f és exhaustiva, llavors les imatges dels vectors d’una base de R" formen
Josep Tuduri

un sistema de generadors de R™.
(b) Si f és injectiva, llavors les imatges dels vectors d’una base de R" formen un
sistema de vectors linealment independents de R™.

Proposicio 5.23 Sigui f : R" — R™ una transformacia lineal.
(a) T és exhaustiva si, i només si, Im(f) = H§m.
(b) T és injectiva si, i només si, Nuc( f) = {0}.

Proposicio 5.24 Sigui f : R" — R™ una transformacid lineal.
(a) T és exhaustiva si, i només si, rang( f) = m.
(b) T és injectiva si, i només si, rang f) = n.

Exemple 5.25En el nostre exempleang f) = rangA = 2 i, en conseg@iencia, f no
és injectiva peld si exhaustiva
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5.2 Endomorfismes

Definicio 5.26 Una transformadi lineal f : R™ — R" s’anomena uendomor-
fismedeR".

Un exemple gegéric molt important d’endomorfismes laidentitat que es defineix
com I'endomorfisme

| :R" — R"
tal que
[ (X) =X pertot XeR",
és adir,
| (X1, X2, ..., Xn) = (X1, X2, ..., Xn) Pertot (xi, Xa,...,Xn) € R".

Exemple 5.27 Podem considerar, per exempleedtdomorfismef : R — RS que
compleix
f(lv 2’ _2) == (1’ 27 3)

f(2,3,—4) =(-2,1,-4) ;,
f(za _1’ _3) = (17 _1’ 1)
0 sigui, el que& matriu associada

1 -2 1
Mpp.(f)=1| 2 1 -1
3 4 1

en les baseB = {(1, 2, —2), (2,3, —4), (2, —1, —3)} i cardnica deR3.
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Proposicié 5.28 Un endomorfisme f : R" — R" és bijectiu si, i només si,
Im(f) =R"iNuc(f) = {0}.

Proposicit 5.29 Si f : R" — R" és un endomorfisme bijectiu, llavors les imat-
ges dels vectors d’una base de R" formen una altra base de R".

Proposicit 5.30 Si f : R" — R" és un endomorfisme, llavors f és bijectiu si, i
només si, rang f) = n.

En particular, siA s la matriu d’'un endomorfisme respecte de dues lpsssevol,
es verifica quef ésbhijectiusi, i nonés si,A ésregulac

Exemple 5.31La matriu de I'endomorfisme de I'exemple precedent en les lases
(1,2, -2), (2,3, —4), (2, —1, —3)} i cardnica deR3 era

1 -2 1
2 1 -1
3 4 1
Aplicant el netode de Gauss, tenim:
1 -2 1 1 -2 1
2 1 -1 ~|0 5 -3
3 14 1 Fo~Fy—2F; 0 2 -2
F3~F3—3F;

Per tant, etang de la matriés 3 é€s a dirésregular, en consegiencia, I'endomorfisme
f deR® consideragsbijectiu.
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Definicid 5.32 S’anomenanatriu associadaa un endomorfismé en la base3
deR" a la seva matriu associada en les badse®: Mz(f) = Mz p(f).

Evidentment, la matriu de tot endomorfisme —encara que sigui en bases dif@®nts—
sempreguadrada

Proposicio 5.33 La matriu associada a I’endomorfisme identitat en qualsevol base
és la matriu identitat.

Exemple 5.34Calculem lamatriu associada a I'endomorfisnieanterior en la basB.
L'esquema corresponeas ara

-1
®B — L ®BH —A S ®B)—C R B)
k A =Cc 1Al =c 1A j
amb
1 2 2 100
C=M@B,B) = 2 3 -1 [ MB,By=1=10 1 0
-2 -4 -3 001
En consegencia, lamatriu associada a I'endomorfisnfieen la baseé3 és
1 2 2\ '/1 -2 1 41 -56 19
Mg(fy=| 2 3 -1 2 1 -1 ]|=|-25 35 —12
-2 -4 -3 3 4 1 5 -8 3
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Teorema 5.35Formula del canvi de base per a endomorfismes.
Considerem un endomorfisme f : R" — R" i dues bases BiB'. Si A = Mp(f)
és la matriu de f en la base B i A' = Mg (f) és la matriu de f en la base BB/,

aleshores A =C-1AC,
on C és la matriu de canvi de base de B’ a B: L
®,B)—C& ,®.B_ A w8 __C" ,®,B)

K A =C tAC j

Observach 5.36 Podem escriure ara ta@lbaformula del canvi de basn la forma
Mgz (f)=MB, BYMz(f)YMB, B).

Exemple 5.37 Calculem ara lanatriu en la base canica de 'endomorfismé dels
exemples precedents. L'esqueésaara

-1
®B)— S . ®p A w5 & . ®E
k A =CAC! j

amb 1 2 2

C=M(B,B) = 2 3 -1

-2 -4 -3

I, per tant, lamatriu en la base canica de I'endomorfismé, Mg (f), és

1 2 2 41 -56 19 1 2 2\* 31 4 19
2 3 -1 -25 35 -12 2 3 -1 =]16 3 10

-2 -4 -3 5 -8 3 -2 -4 -3 73 10 45
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Proposicio 5.38 El determinant de qualsevol matriu associada a un endomorfisme
és invariant per canvis de base.

Definicio 5.39 S'anomenaleterminant d’'un endomorfismef deRR" al determi-
nant def( ), de qualsevol de les seves matrius associades en alguna base.

Proposicio 5.40 def( f) # 0 si, i només si, rang f) = n, és a dir, si és bijectiu i,
per tant, transforma bases de R" en bases de R".

Definici6 5.41 Els endomorfismes amieterminant positis’anomenenmnlirectes
i els dedeterminant negatjunversos

Proposicio 5.42 (a) Un endomorfisme és directe si, i només si, conserva I orienta-
cio de les bases, €s a dir, si transforma bases positives en bases positives i negatives
en negatives.

(b) Un endomorfisme és invers si, i només si, canvia I’ orientacio de les bases, és a
dir, si transforma bases positives en negatives 1 viceversa.

Exemple 5.43En I'exemple anterior, eleterminante 'endomorfismef és

31 4 19 29 0 17
11 3
de(f)=|16 3 10 —>~116 3 10 zé‘gg ég':m
73 10 45| Fio3r_4F, 50 0 35

Fa~3F3—10F,
Per tant, I'endomorfismé ésdirecte ja quedet( f) > 0.
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Definici6 5.44 S'anomenabolinomi caracteristicd’ Aa p(x) = dett A — x|).

Proposicio 5.45 El polinomi caracteristic de qualsevol matriu associada a un en-
domorfisme és invariant per canvis de base i

P(X) = (D" (X" — tre(A)X"L 4+ tra(AX" 2 + .+ (=D det(A)).

Definicid 5.46 S’anomenagolinomi caracteristic d’'un endomorfismef al poli-
nomi caractdstic de qualsevol de les seves matrius associades en alguna balse.

Proposicid 5.47 Les traces de qualsevol matriu associada a un endomorfisme no
canvien en fer un canvi de base.

Definicio 5.48 S'anomendraca d’ordre k d’'un endomorfismef deR", try(f),
a latraca d’ordrek de qualsevol de les seves matrius associades en algunajbase.
En particular, laraca d’ordre Ise’'n diutraca de f, tr ().

Exemple 5.49En el cas de 'endomorfismkdels exemples precedents, si considerem
la sevamatriu associada en la base oaitg tenim que la sevaaca d'ordre Z&s

31 4 31 19 3 10
16 3 73 45 10 45

Analogament, la seviaaca d’ordre lo tracaés
tr(f) =314+3+45=79.

[, per tant, com que hem vist abans qle f) = 4, el polinomi caractésticde f és
p(X) = —x3 + 7X%% — 72X + 4.

tro(f) = + + =29+ 8+35="72.
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5.3 Diagonalitzacio

Sigui f un endomorfisme que, en certa b& (&, éz .., €}, té matriu associada
A. Volem trobar algun&ase adequadd = (€, &,, .. } enla que la matriu de
siguidiagonal A1

D =

Caldm@, doncs, qué (&) = A€ perai =1,2,...,

Definicid 5.50 4 € R és unvalor propi de f si f (X) = A% per algunx # 0.

Proposicio 5.51 Els valors propis son les arrels del polinomi caracteristic.

De cada valor propi cal destacar la sevaltiplicitat m, com a arrel del caracfetic.
Sim; = 1, direm queessimple; i, en cas contrarinGltiple (doblesim; = 2, etc).

Exemple 5.52Sigui f 'endomorfisme d&R? que en la base canica & matriu

0 -4 6
A=|-1 3 -6
-1 4 -7
El seupolinomi caractéstic és
—-X —4 6
px)=[—-1 3—x -6 |=-x3—4x>?—5Bx—2=—(x+1D3(x+2).

-1 4 —7-x
Per tant, elyalors propis def sbni; = —1, queésdoblg i 1> = —2, queéssimple



Definicid 5.53 X # 0 &s unvector propi de f si f (X) = A% per a algurk € R.

Proposicio 5.54 (a) Cada vector propi X # 0 esta associat a un tinic valor propi.
(b) Vectors propis de valors propis diferents son linealment independents.

Algebra Lineal Per la primera d’aquestes propietats, es parkaedéor propi de valor propi A.

Rafel Amer
Francesc Carreras Proposicid 5.55 Nuc(A — A1) és el conjunt de tots els vectors propis amb valor
José M. Moreno . . .

S propi A afegint-hi el vector nul.

Josep Tuduri

Definici6 5.56 V;, = Nuc(A — A1) se’n diusubespai propidevalor propiA.

Proposicio 5.57 (a) Si A té multiplicitat m; i d, = dimV,, llavors 1 < d, < m;.
(b) En particular, si el valor propi és simple, aleshores d; = m; = 1.

Exemple 5.58Els subespais propi¥_1 = Nuc(A+ 1) i V_2 = Nuc(A + 21) de
I'exemple d’abans venen donats per

1 -4 6|0 2 -4 6|0 2 -4 6|0
-1 4 —6|0]i|-1 5 -6|0 ~10 6 —-6(0 |,
-1 4 —-6|0 -1 4 —-5|0 /) F~2FR+F1 0O 4 -4|0
F3~2F3+F1

i sbn, doncs, respectivament,

. X—2y+3z=0
V_1:X—4y+4+62=0 i V_o: .
y—z=0
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Definicio 5.59 Un endomorfisme deR" ésdiagonalitzablesi, i només si, exis-
teix una base en la que la seva matriu assod@adagonal

Teorema 5.60 Primera condici6 suficient de diagonalitzacio.
Si un endomorfisme f de R" té n valors propis diferents —€s a dir, si tots els valors
propis son simples—, aleshores és diagonalitzable.

Definici6 5.61 Es diu que una matriu quadradaésdiagonalitzable si, i només
si, existeix una matriu reguld® tal queD = C~1AC és unamatriu diagonal

Proposicio 5.62 Si A és la matriu d’'un endomorfisme f en certa base, es verifica
que f és diagonalitzable si, i només si, A és diagonalitzable.

En consegencia, lesliagonalitzacions d’endomorfismes i de matison aralogues.

Teorema 5.63 Segona condicié suficient de diagonalitzacio.
Tota matriu simétrica és diagonalitzable.

Exemple 5.64En el nostre exempl&s clar que la matrino és sinetricai, per tant,
no podem aplicar la segona condisiuficient de diagonalitzati

Pe, a nes a nés, hem vist quéi havia un valor propi doblé en consetencia,
tampoc no podem aplicar la primera condisuficient de diagonalitzati
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Teorema 5.65 Condicio necessaria i suficient de diagonalitzacio.

Un endomorfisme f de R" és diagonalitzable si, i només si,

(a) El polinomi caracteristic es descompon totalment en factors lineals —€s a dir,
té totes les arrels reals—:

PX) = (X — A)™M(X — A2)™M2 -+ (X — A)k .

(b) La multiplicitat de tots els valors propis €s igual a la dimensio del seu subespai
propi corresponent:

My =dy,

peratoti =1,2,..., k.

Observem que la segona con@iobneés cal comprovar—la pels valors propigliiples
ja que es verifica autoaticament pels simples.

Exemple 5.66En el nostre exemple, tenim quepllinomi caractéstic descomposa
en factors linealg a més, per lunic valor propi nilltiple —queési. = —1— es verifica
que

d_i=dmNudf +1)=3-1=2=m_1.

En consegiencia, aix significa que I'endomorfismé considerat en el nostre exemple
ésdiagonalitzable

Queda, doncs, noes,diagonalitzar—lo
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Teorema 5.67 Diagonalitzacio d’endomorfismes i matrius diagonalitzables.

Si un endomorfisme f de R" és diagonalitzable, aleshores:

(a) La matriu diagonal D té els valors propis a la diagonal principal, escrits tantes
vegades com indiqui la seva multiplicitat.

(b) La base de vectors propis s’obté reunint bases de cada subespai propi.

(c) La matriu del canvi de base C —que s’obté escrivint en columna les components
dels vectors nous en funcio dels vells en el mateix ordre que els corresponents va-
lors propis a D— verifica que

D=C1AC, AC=CD i A=cCDC1.

Exemple 5.68En primer lloc, com que els valors propis eren-dl (doble)i el —2
(simple) tenim que lamatriu diagonaés

-1 0 O
D= 0 -1 O
0O 0 -2

D’altra banda, resolent els sistemes de les equaciongitesldels subespais propis, es
veu facilmentque/_1 = Nuc(A+1) = ((4,1,0), (—6,0,1))i V_2 = Nuc(A+2l) =
((—=1,1, 1)) i, per tant,una base de vectors prog@s

B={(410),(-6,0,1),(-1,1,1)}.
Finalment, lanatriu del canvi de baseorresponengs

4 -6 -1
C=11 0 1
O 1 1

i &s facil comprovar, per exemple, que es verifica due = CD.
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Proposicid 5.69 Poténcies d’una matriu diagonalitzable.
Si A és diagonalitzable amb matriu diagonal D i matriu de canvi de base C, ales-

hores
Ak = cDkc?

peracadak € N, on
k
A )J](_

DK = —

Exemple 5.70En el cas d’abans tenim que, per a cadaN,

4 —6 -1\ [(=Dk 4 —6 -1\ "
Ak=11 0 1 (—1)k 1 0 1
0 1 1 (—2)K 0 1 1

4.(-DkK —6-(-D* —(=2%\ /(-1 5 -6
=| (DX 0 (—2)¥ -1 4 -5
0 (—1)k (—2)K 1 -4 6

~(=D+ (2% 5. (-D*-4.(-2* -6 (=D +6- (-2
—(D*+ (=2 4 (DK -4 (=2 5. (-D¥+6- (-2

2 -4 6 -1 4 -6
=D | -1 5 -6 |+2%| 1 -4 6].
-1 4 -5 1 -4 6

(2«—Dk—«2ﬁ —4- (DK +4- (-2 6«—Dk—6«—ak)
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5.4 Recapitulacio

Exemple 5.71Siguin B = {&;, &, &} i B’ = {€|, €, &} dues bases de?3 i consi-
derem la tranformasilineal f : R3 — R3 tal que

f (&) =28 - 38,

f(&) = —4€ + 98, — €

f (&) =68 — 126, + &,
La matriu def en les baseB = (€, &, &} i B’ = {€, &, &} és

2 —4 6
A=Mgg(fy=] -3 9 —12
0 -1 1
Llavors, per trobar lamatgedel vector3g; + 26, + é; fem
2 —4 6 3 4
-3 9 -12 2 1=1-3],
0 -1 1 1 -1

d’on
f (38 + 28 + &) = 4, — 3¢, — &,
mentre que kntiimatgedel vectorde, — 3€, — € s'obté resolent el sistema lineal

2 -4 6| 4 2 -4 6| 4
-3 9 -12|-3 ~[o 6 -6| 6],
0 -1  1|-1/). 0,5 \0 -1 1]|-1

que & solucox =4 —ziy=1+ zi, en consegencia,
f-148, — 38, - &) ={(4—28& +(1+2&+2&, amb zecR}.



Exemple 5.72 Amb les mateixes dades de I'exemple anterior, anem a calcular ara
simulaniamenbases equacions imptitesdel nuclii de laimatgede f en termes de
les base®3 = {&;, &, €3} i B' = {€|, €, &} respectivament.

2 -4 6|0 X 2 -4 6|0 X'
-3 9 -12|0 vy ~|0 6 —-6|0 X +2y o~
/ /
Algebra Lineal 0 - 1O z /e orer \O —1 110 z F3~6F3+F>
Rafel Amer 2 -4 6|0 , X' ,
Francesc Carreras 0 6 -6|0 X + 2y
José M. Moreno 0 0 0|0 3 +2y +67
3’(’)‘;2';952'55 Aleshores, del sistema lineal homogeni format per la matriu del sistema i la primera de

les columnes del final —la dels zeros—, es dedueix quegleacions imptites del nucli
respecte de la bagesdn

X—2y+3z=0
y—z=0]"

Es clar que la soludi d’aquest sistemasx = —z, y = zi, com que una de les
solucionsesx = —1,y = 1i z = 1, es dedueix que urzase del nucles

(€& + & +&).
Finalment, de la triangula@ide la matriu del sistema &5 jue undase de la imatge
és

{28, — 3€,, —4é, + 98, — &} .
| de la matriu del sistema i de la darrera de les columnes obtenim ggeald
implicita de la imatge respecte de la b#B&s

33X +2y +6Z =0.



Exemple 5.73Suposem ara que, amb les dades dels exemples precedents, es verifici
a més a nés, que

g =6+&+8

&=6+6&

& =&

Veiem quinaés la matriu def en la basé3 = (&, &, €s}.

Algebra Lineal

Rafel Amer Considerem | esguema corresponent, quesara

Francesc Carreras

Jos'é M. Moreno (R3’ B) I (R3’ B) A (R3’ B/) C (RS, B)
Viceng Sales

Josep Tuduri
- A=CAl =CA

on la matriu def en les baseB i B’ és

2 —4 6
A=Mgp(f)y=| -3 9 -12
0 -1 1
i les matrius de canvi de basén
1 00 1 00
C=M®B,B=]110 i MB,By=1=]10 1 0].
(1 1 1) (O 0 1)

Per tant, lanatriu def en la base’ és

100 2 —4 6 2 -4 6
A=1110 -3 9 -12|=|-1 5 -6 ].
111 0 -1 1 -1 4 -5
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Exemple 5.74Considerem ara una nova ba8e= {&, + &, &, + &, & + &}. Volem
calcular la matriu d& en aquesta nova base.

Ara I'esquema correspone@s

-1
(]RS, B”);) (RS, B) —A) (R3, B) C—) (R?)’ B//)
K A’ =C 1AC j

on la matriu def en la basé3 és la d’abans

2 -4 6
A=Mg(f)=|-1 5 -6
1 4 -5

i la matriu de canvi de baske la basé3” a la base3 es

110
C=M®B".B=|101
011
Per tant, lanatriu def en la basé3” es
110\ 7Y/ 2 -4 &6 110 (-1 7 2
Al=1]11 0 1 -1 5 —6 101=§ -3 9 2
011 -1 4 -5 011 9 21 4
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Exemple 5.75Anem a analitzar si I'endomorfismie definit anteriormenés o no dia-
gonalitzable

Cal partir, doncs, de la seva matriu associada en una certa base. Anteriorment, hel
trobat aguesta matriu respecte de dues bases difé#e#s. Agafant, per exemple, la
corresponent a la bage

2 -4 6
A: _1 5 _6 )
-1 4 -5

tenim que

2—x -4 6
px)=detA—xl)=| -1 5—-x -6 |=—x(x—1)>2.
1 4 —5-x

Per tant, els valors propis deson 11 = 0, queéssimplg i A = 1, queésdoble Cal,
doncs, analitzar si per a aquéstim —queés I'nic multiple— la sevamultiplicitat és
tamle 2.

Pe les equacions imfites deVy = Nuc(A — 1) corresponen al sistema lineal

1 -4 6|0
-1 4 -6|0
-1 4 —-6|0

| com que, evidentmently = dimNuaA—1) =3—rangA—1)=3—-1=2=m,
es dedueix que, efectivament, 'endomorfisindiagonalitza
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Exemple 5.76Finalmentdiagonalitzarenel nostre endomorfismé.

D’una banda, cal trobar una base\dg= Nuc(A — 0l) = Nuc(A). Pep aixo0 ja ho
haviem fet —i, a n@s a n&s, respecte de la baBe i haviem obtingut que

Vo = Nuc(A) = Nuc(f) = (—& + & + &3) .

D’una altra banda, en analitzar la diagonalitbade f, haviem trobat que les equaci-
ons implicites deV; = Nuc(A — |) corresponien al sistema lineal

1 -4 6|0
-1 4 —6|0 ],
-1 4 —6/|0

la solucd del qualesobviamentx = 4y — 6z. Aleshores, una base 8 est formada
pelsvectors de componenid, 1, 0) i (—6, 0, 1) respecte de la ba¢® Per tant:

Vi = Nuc(A—|) = (48 + &, —68 + &) .
En consegencia, labase de vectors propes
{—81 4 & + &, 48, + &, —66; + &),
la matriudiagonali la decanvi de basedn

0 -1 4 -6
D= 1 i C= 11 O
1 10 1
respectivament i et doncs, que
0 14 -6\ "/ 2 -4 6\ /-14 -6
1 = 11 O -1 5 -6 11 O
1 10 1 -1 4 -5 10 1
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6 Transformacions lineals de I'espai vectorial euclich

6.1 Endomorfismes singtrics i diagonalitzacio ortogonal

Definicio 6.1 Un endomorfisme : R" — R" éssimetric si, i nomes si,

fX) - y=X-1(y)
per a qualssevdi, y € R".

Proposicio 6.2 Si B = (€1, &, ..., €]} és una base de R", aleshores un endomor-
fisme f : R" — R" é&s simétric si, i només si,

f@&)-&=8-1(@&)
peratoti,j =12 ...,n.

Proposicid 6.3 Sigui A la matriu d’un endomorfisme f : R" — R" respecte
d’una base ortonormal qualsevol. Aleshores:

f és simétric si, i només si, A és simétrica.

Exemple 6.4L' endomorfisme que en la base oaita—queésortonormat— té matriu

211
A=|1 21
112

éssimetric per serA simetrica



El resultat segent es dedueix de la darrera propdasida segona condidi suficient de
diagonalitzad.

Proposicid 6.5 Els endomorfismes simétrics son diagonalitzables.

Exemple 6.6 Diagonalitzen’endomorfismef deR3 definit en 'exemple anterior.

Algebra Lineal El seupolinomi caractéstic és
Rafel Amer 2—X 1 1 4—x 4—x 4—Xx
Francfesc Carreras p(x) — 1 2_¥x 1 — 1 2_X 1
José M. Moreno
Viceng Sales 1 1 2—X 1 1 2—X
Josep Tuduri 1 1 1 1 1 1
=(@4-x-[1 2-x 1 |=4-x-]0 1-x 0 |={A—-x)1—-x)?
1 1 2— X 0 0 1-x

i els valors propis @Gn, doncs,1 (doble)i 4 (simple) A més, els subespais propis
obtinguts SnNuc(A — 1) = ((1,0, —1), (0, 1, —=1)) i Nuc(A — 41) = ((1,1, 1)). En
consedgjencia,

{(1,0,-1),(0,1,-1),(1,1, 1)}

és unabase de vectors propiges matrius de canvi de base i diagosah

1 01 1
C= 0O 11 i D= 1
-1 -1 1 4
respectivament i egf doncs, que
1 1 01\ /211 1 01
1 = 0 11 121 0 11
4 -1 -1 1 112 -1 -1 1
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Proposicio 6.7 Vectors propis corresponents a valors propis diferents d’un endo-
morfisme simetric sén ortogonals.

Com que es pot considerar que una matriu representa un endomorfisme en una ba
qualsevol, podem agafar una ortonormal —per exemple, larsea— i“transportar”
els resultats anteriors.

Proposicib 6.8 Vectors propis corresponents a valors propis diferents d’una matriu
simetrica son ortogonals.

Exemple 6.9 Observem que, efectivament, en 'endomorfisme anterior que en la base
carbnica tenia matriu associada

A=

R RN
RN
N R

els vectors propisl, 0, —1) i (0, 1, —1) —que $n devalor propi }— son ortogonals
al vector propi(1, 1, 1) —queés devalor propi 4—.

Observacb 6.10 En generalés important remarcar que ellngonalitzar qualsevol
matriu sinetrica—encara que no representi la matriu d’'un endomorfismetsiares-
pecte d’una base ortonormal—, s’ha de verificar la propietat anterior i, per tant, els
vectors propis obtinguts per diferents valors propis han de ser forcosanmaninals
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Com que els vectors propis de valor propi diferedm srtogonals nongés calortogo-
nalitzarles bases de cada subespai propi per a obtenibasa ortogonatle vectors
propis.

Proposicio 6.11 Un endomorfisme f : R" — R" admet una base ortogonal de
vectors propis si, 1 nomeés si, és simetric.

Proposicid 6.12 Una matriu quadrada admet una base ortogonal de vectors propis
si, 1 nomeEs si, €s simetrica.

Exemple 6.13En el nostre exemple, nd@s cal aplicar Gram-Schmidt a Nuc— 1),
jaque dimNu¢f — 41) = 1. Tenim:
w1 = (1,0, -1
2 = (0,1, -1) — QG=F0=0 - (1,0, - = (0,1, -1 — (1,0, -1)
=3(-1,2-1) ~(-1,2 -1).

Per tant{(1,0, —1), (-1, 2, —1), (1,1, 1)} €s unabase ortogonal de vectors propis

Observacb 6.14 Cal observar que la nova matriu de canvi de base

1 -11
P = 0 21
-1 -1 1

verifica ara queP' P s una matriwliagonal
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Definici6 6.15 Es diu que un endomorfismie: R" — R" diagonalitza en base
ortonormal o queésortogonalment diagonalitzablesi, i nonés si, admet ung
base ortonormal de vectors propis

Teorema 6.16 Teorema espectral.
Un endomorfisme €s ortogonalment diagonalitzable si, i només si, és simetric.

Definici6 6.17 Es diu que una matriu quadradaésortogonalment diagonalit-
zable o quediagonalitza en base ortonormalsi, i nonés si, existeix unanatriu
ortogonalP tal queD = P~1AP = P'AP.

Teorema 6.18 Teorema espectral generalitzat.
Una matriu quadrada és ortogonalment diagonalitzable si, i només si, €s simetrica.

Exemple 6.19Per tant, com que hem vist ja que 'endomorfisme dels exemples prece-
dents que en la base carica € matriu associada

>

Il
P RPN
S SRS
N R

éssimetric, es dedueix quésortogonalment diagonalitzabld, en particular, has
tamie la matriu singtrica A.
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Teorema 6.20 Diagonalitzacio ortogonal de matrius i endomorfismes simetrics.
(a) La matriu diagonal s’obté com en la diagonalitzacio ordinaria: escrivint els va-
lors propis en la diagonal principal tantes vegades com indiqui la seva multiplicitat.
(b) La base ortonormal de vectors propis s’obté reunint bases ortonormals dels
subespais propis.

(c) La matriu del canvi de base P és ortogonal, és a dir,

. PlP=1 o P1=P,
i verifica que

D=P!AP=P'AP i A=PDP!=PDP.

Exemple 6.21En I'exemple anterior, unbase ortonormal de vectors propsara

1 1 1
—(1,0,-1), —(—-1,2,-1), —=(1,1, 1) ¢,
{ﬁ( )\/(—3( )ﬁ( )}

la corresponenmatriu ortogonal de canvi de bags

1 V3 -1 V2\ 211\, ( V3 -142
1 = 0 2 42 (121— 0 2 V2
a) Ve\_sz -1 2 112)Vv6\_ 3 21 2

. (V3 0 -3 2 11\ 4 V3 -1 V2

= -1 2 -1 12 1]— 0 2 V2
Ve\v2 v2 2 112)6_ﬁ_1f2
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6.2 Projeccions ortogonals, simetries i rotacions

Definicio 6.22 S’anomenarojeccio ortogonal sobre ursubespaV deR" a I'a-
plicacio Py : R" — R" que a cada vector € R" li associa la sevarojeccd
ortogonalsobreV: . .

Pv(X) =X'.

SiV =R" s'obt laidentitat(Py = I);isiV = {6}, I’endomorfisme nu{Py = 0).
SiV # R", {0} se’n diuestricta (axial si V és unarectg planasiV és unpla,...).

Teorema 6.23 Diagonalitzacio ordinaria i ortogonal d’una projeccié ortogonal.
(a) Les projeccions ortogonals sén endomortfismes simetrics.

(b) Els subespais propis de Py sén V1 = V i Vo = V1. Per tant, si dimV = Kk,
la matriu diagonal en la base —o base ortonormal— de vectors propis obtinguda
reunint bases —o bases ortOformals respectivament— de \V/ i V- és

K

0
=K

\ 0/

Exemple 6.24SiV = ((1, 1, 1)), com queV+ = ((1,0, —1), (0, 1, —1)), la matriu
diagonal dePy en labase de vectors propls = {(1,1, 1), (1,0, -1), (0,1, —1)} és
1
0
0
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Proposicid 6.25 (a) Nuc(Py) = V+ilm(Py) = V.
(b) Py (Py(X)) = Py (X), per tot X € R".
(c) Pv(X) + PyL(X) = X, per tot X € R".

Proposicid 6.26 Si A’ i A” sén les matrius de Py i P, en la mateixa base, llavors:
(a) N2 = A.
M)A+ A =1,

A partir de lamatriu de diagonalitzadid’'una projecd ortogonalkes pot trobar la seva
matriu en una altra bagpialsevol mitjancant uoanvi de base

Exemple 6.27La imatgede laprojeccd ortogonalnteriorésV = ((1, 1, 1)), mentre
que elnucliéesV+ = ((1,0, —1), (0, 1, —1)). I, mitjancant ekanvi de bassegient,

R,B)— > BR3B)— & REB)— 5 R3 B

N J

1 1 O 1
amb MB,Bo)=|1 0 1 [ Mg (Py) = 0 ,
1 -1 -1 0
obtenim que lanatriu de la projecé ortogonal axiaPy en la base camicaés
1 1 0\ /1 1 1 0\ (/111
A=|1 0 1 0 1 0 1 =—1111
1 -1 -1 o/\1 -1 1 3\111

Observacb 6.28 A’ és sinetricg com correspon a la matriu d’'emdomorfisme sigtric
en una base ortonormatla cardnica en aquest cas—. |, efectivamehtt = A’
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Definicio 6.29 S'anomenaimetria respecte d'ursubespaV/ deR" a I'aplicacb
Sy : R" — R" que a cada vector € R" li associa el segimetricrespecte d¥/':

Sy (X) = X*.

SiV =R" és laidentitat(Sy = 1);islV = {6} guedamenys la identita(S, = —1).
SiV # R", {0} se’n diuestricta (axial si V és unarectg planasiV és unpla,...).

Teorema 6.30 Diagonalitzacio ordinaria i ortogonal d’una simetria.

(a) Les simetries son endomorfismes Simétrics.

(b) Els subespais propis de Sy sén V1 = V i V_1 = V. Per tant, si dimV = Kk,
la matriu diagonal en la base —o base ortonormal— de vectors propis obtinguda
reunint bases —o bases ortonormals respectivament— de V i V1 és

/ 1

w \

-k

\ -1

Exemple 6.31Si V = ((1, 1, 1)), aplicant el nétode de Gram-Schmidt a la base
{(1,0, -1, (0, 1, —1)} de V' i normalitzant, esé que lamatriu diagonal d&, en la

base ortonormal de vectors propié = {%(1, 1, 1), %(1, 0, —1), \/ié(—l, 2, —1)}
és 1
1
-1
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Proposicio 6.32 (a) Les simetries sén endomorfismes bijectius.
(b) Sy (S (X)) = X, per tot X € R",
(c) Sv(X) = 2Py (X) — X, per tot X € R".

Proposicié 6.33 Si A’ i A* sén les matrius de Py i Sy en la mateixa base, llavors:
(a) A2 = 1.

(b) A* = 2A — .

Analogament al cas d’'una projebadrtogonal, a partir de lenatriu de diagonalitzaoi
d’'una simetriaes pot trobar tanmibla sevanatriu en una altra baspialsevol mitjancant
uncanvi de base

Exemple 6.34Calculem lamatriu en la base canicade lasimetria axiarespecte del
subespaV = ((1, 1, 1)) anterior.

Aprofitant ara lamatriu de la projec@ ortogonal en la base camicacalculada en un
exemple anterior, tenim que

1 111 100 1 -1 2 2
A*:ZA’—I:Z-é 111)-1010 =3 2 -1 2
111 0 01 2 2 -1

Observacb 6.35 Tamie en aquest exemple la matiii s sinetricg ja que torna a
ser la matriu d’'urendomorfisme sigtric en una base ortonormata caronica una
altra vegada—. |, a&xlogament, es verifica taralgueA*? = 1.
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Sigui{v1, V2, ..., Un_2} unsistema ortonormaeR" i V = (v1, U, ..., Un_2).

=

Definicio 6.36 Larotacio R : R" — R" d’anglex al voltant dev, v, ..., vh 2
és: . . _ . .
R(X) = X'+ (cosa)X” + (sina)X"*, per totx € R",

onX’i X" sbn lesprojeccions ortogonakespectives de sobreV i V=, X'+ € V+
ésortogonal &” i d’igual normai la base{vy, vy, . .., Un_o, X", X"} éspositiva

Sia = 0ésl;isia = 7, unasimetria respecte d¢. Sia # 0, 7 se’n diuestricta.

Definicio 6.37 La composicb C : R" — R" derotacb R d’angle« al voltant
devy, vy, ..., un_2 i Simetria plan&s, . depla ortogonaV -+ és:

C(X) = S,. (R(X)), per totX € R".

Sia = 0 és unasimetria respecte dé"; isia = 7, —|. Sia # 0, 7 se’n diuestricta.

Proposicio 6.38 (a) Les rotacions i les composicions sén endomorfismes bijectius.
(b) C(X) = R(Sy+(X)), pertot X € R".

A R? ésV = {0}, lesrotacionsi composicionsonigualsi en diemgirs G d’anglex.
| a R3 hi ha uniinic vectory que, per comoditat, se sol dorsemse normalitzar

X
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Teorema 6.39(a) Els subespais propis respectiusde RiC sén\V, =V iV_1 = V.
(b) En tota base ortonormal positiva {v1, Uz, ..., Un} obtinguda afegint una base
ortonormal {Un_1, Un} de V* a v1, Vo, ..., Un_2, les matrius respectives de R i C
son [ 1 -1
N () -(n—-2)
1 i -1
CoSx —Sina Cosx —Sina
Sine  cosw Sine  cosu

Per tant, mitjancantanvis de bases pot trobar tamlamatriu en una base qualsevol
Exemple 6.40La matriu de larotacb d’angle%” al voltant de(1, 1, 1) en labase

itiva3” = | L 1 1) L _ !¢
ortonormal positiva3 _{ﬁ(l, 111)’ﬁ(1’0’ 1)’@( 1,2, 1)}es

1 /3
2 2
V3 1
2 2

Aleshores, a partir de 'esquema cinvi de bassedient

RSB — s REBH)— » REBH)— 5 (R3 Bo)

N J

on lamatriu de canvi de base de la bdséa la base camical3; €sortogonalpergle
les dues base®s ortonormalses & que la sevanatriu en la base canicaés

1L 1\ /g 101 1
B2 Uk B BB 010
1 0 =2 1 L 0o-L |=[o01
L1 Y A A2 e Y 100
B V2 Tk 2 72 NN
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6.3 Isometries lineals

Definicio 6.41 f : R" — R" és unasometria lineal si, i nomes si,conserva els
productes escalars
f(X)- f(y)=%X-y, pertotX,yeR".

Laidentitat! i menys la identitat-1 sbnisometries Les altres se’n diueastrictes

Proposicio 6.42 Determinacio.
(a) f : R" — R" és una isometria si, i només si, conserva els productes escalars
dels vectors d’una base B = {&y, €, ..., &} qualsevol:

f@&)-f(&)=28-8&, peratoti,j=1,2,...,n.

(b) En particular, ho és si transforma una base ortonormal en una altra ortonormal.

Proposicio 6.43 (a) Les isometries son endomorfismes bijectius.
(b) Sigui A la matriu d’un endomorfisme f : R" — R" en una base ortonormal.

f €s una isometria si, i només si, A és ortogonal.

Exemple 6.44L endomorfisme que en la base oaita—queésortonormat— té ma-

triu associada 0 0 -1
A= -1 0 O
, : . . 0 -1 O
és unasometrig perque
0 -1 O 0 0 -1
AlA = 0O 0 -1 -1 0 O0]|=I.
-1 0 O 0 -1 O
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Proposicio 6.45 Sigui f : R" — R" una isometria. Llavors:

(a) f conserva les normes dels vectors.

(b) T conserva els angles no orientats entre vectors.

(c) T conserva I’ortogonalitat de vectors.

(d) Si V és un subespai vectorial de R", aleshores f (V) =[f(V)]*.

(e) SiV i W sén subespais ortogonals, llavors f (V) i f (W) son també ortogonals.

Per tant, si tenim lesquacions imptitesd’un subespai respecte d’'ubase ortonor-
mal, podem aprofitar el fet que els seus coeficieatscomponents de vectors ortogo-
nals al subespai respecte d’ aguesta mateixajersealcular lamatge del subespai

Exemple 6.46Calculem laimatge del pla d’equacix = 0 per laisometriaf donada
per lamatriu en base camicaanterior

0O 0 -1
A=1-1 0 O
0 -1 O

En primer lloc, lortogonal d’aquest pla@s la recta generada pel vectar0, 0):
((1,0,0)).
Aleshores, com que lanatge d’aquest vect@s el vector
f(1,0,0) = (0, -1,0),
tenim que lbrtogonal del pla imatgés la recta generada pel vectér —1, 0):
((0,-1,0)).
Aleshores, lamatge del pla d’equadix = 0 és elplad’equaco —y = 0, és a dir,
y =0.



Proposicid 6.47 El determinant d’una isometria és sempre igualal o —1.

Per tant, les déeterminant on lesdirectesi les dedeterminant-1, lesinverses

Proposicib 6.48 Les isometries directes de R3 conserven el producte vectorial,
Algebra Lineal mentre que les inverses el transformen en el seu oposat.

Rafel Amer

Francesc Carreras . . ” . . . . 5
o Vs Proposici6 6.49 Si A és la matriu d’una isometria f : R" — R" respecte d’una

Viceng Sales base ortonormal qualsevol, aleshores:
Josep Tuduri (a) T és isometria directa si i, només si, A és ortogonal directa.
(b) f és isometria inversa si i, només si, A és ortogonal inversa.

Recordem que les matrius ortogondisectesson les que tenen determinant igudl a
lesinversesles de determinant igual-al.

Proposicid 6.50 EI polinomi caracteristic d’una isometria és del tipus
P(X) = (X = D (X + D3x? + prx + ... (X% + pex + o),

on els factors quadratics tenen arrels complexes conjugades de modul 1.

Exemple 6.51Laisometriaf anteriorésinversaja que

0O 0 -1
detA)=|-1 0 O0O|=-1.
0 -1 O
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Proposicio 6.52 Les simetries, les rotacions i les composicions sén isometries.

Suposant que els endomorfismesigags §n totsestrictess’obt el quadre sdgent:

Endomorfismes sigtrics | Isometries lineals
Projeccions ortogonals Sl NO
Simetries Sl SI
Rotacions NO SI
Composicions NO Sl

En particular, podem descriure lesmetriesde R? i R? introdlides fins al moment.
Fent servir les diferentsnatrius rediides”obtingudes per cadascuna d’elles i suposant

a # 0, r per evitar duplicitats, tenim:
1 O Cosx —Sina
0 -1 Sine  CcoSu

“ (oa) (a)

identitat menys identitat simetries axials girs estrictes
1 0O 1 0 0 1 0 0

RS : 010 0 -1 0 0 cosx —Sina
0 01 0O 0 -1 0 sina cosx

identitat simetries axials rotacions estrictes

-1 0 0 10 0 -1 0 0

0O -1 O 01 O 0 cosx —sina

0O 0 -1 0 0 -1 0 sina cosx

menys identitat simetries planes composicions estrictes
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Les matrius de i —| en qualsevol bas@éaidentitati menys identitgtrespectivament.
Per a lessometries estrictedeR? i R3, es pot determinar el seipus de dues formes:
a partir de la sevenatriu en qualsevol bagede la sevanatriu en una base ortonormal

Teorema 6.53 Classificacié d’isometries estrictes de R?: tipus.

Sigui f una isometria estrictade R? i A # |, —| la seva matriu en una base B.
Polinomi caracteristic de A\ A matriu en base BB ortonormal Tipus
X—1D(X+1) (E _2 ) (amb a?+b’>=1) Simetria axial
X2 4 px+q (2 _2 ) (amb a®+b*>=1) Gir estricte

Teorema 6.54 Classificacié d’isometries estrictes de R3: tipus.

Sigui f una isometria estricta de R3i A # |, —| la seva matriu en una base B.
Polinomi caracteristic de A/ A matriu en base BB ortonormal Tipus
(X — (X + 1)? Simetrica i directa Simetria axial
(x —1D*(x+1) Simétrica i inversa Simetria plana
X =D (X2+ px+0q) No simétrica i directa Rotacid estricta
(X 4+ D(X* + px+q) No simétrica i inversa Composicid estricta

Exemple 6.55La isometria anterioeés unacomposicd de rotadd estricta i simetria
plang perqwe en base camica —queesortonormat— té matriuno sinetricai inversa



A meés deltipus, calen tamb elselements caracteisticsque defineixen Iésometria

Teorema 6.56 Classificacié d’isometries estrictes de R?: elements caracteristics.
Sigui f una isometria estricta de R? it la traca de la seva matriu A en una base .
Tipus Elements caracteristics
- Simetria axial Eix de simetria: V1 = NUc(A — 1)
Algebra Lineal Gir estricte Angle: cosa = 3 i sina d’igual signe que {X, f(X)} (on X # 0)
Rafel Amer
Francesc Carreras
José M. Moreno . o . . 3 .
Vicenc Sales Teorema 6.57 Classificacio d’isometries estrictes de R”: elements caracteristics.
Josep Tuduri Sigui f una isometria estricta de R® it Ia traca de la seva matriu A en una base .
Tipus Elements caracteristics
Simetria axial Eix de simetria: /1 = NUc(A — 1)
Simetria plana Pla de simetria: V; = NUc(A — )
Rotacié Vector de gir: v € V1 — {0} = Nuc(A— 1) — {0}
estricta Angle: cosa = % isina d’igual signe que {v, X, f(X)} (on X ¢ (v))
Composicié de Vector de gir: € V_1 — {0} = Nuc(A+ 1) — {0}
rotacio estricta| Angle: COSa = % i sina d’igual signe que {v, X, f (X)} (on X ¢ (v))
i simetria plana Pla de simetria: \V _Ll = Nuc(A+ 1)+

Exemple 6.58Calculem elelements caractesticsde lacomposicd estrictaanterior.
ComqueV_; = Nuc(A+ 1) = ((1, 1, 1)), el vector de giresv = (1, 1, 1).

A més,cosa = % | com que(1,0,0) ¢ ((1,1, 1)), f(1,0,0) = (0, —1,0) i la base
{(1,1,1),(1,0,0), (0, —1,0)} ésnegativaes &sina < 0i I’ angleés, doncsy = %’T
Finalment, epla de simetriave donat pelv; i és, en conségncia,x +y + z = 0.
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6.4 Recapitulacio

Exemple 6.59Sigui B = {&;, &, &} una base d&3 tal que||&. || = |& || = V2,
| & = +/3, & i & formen unangle de 60i &;, & i &, & sbn ortogonals

Analitzem siéssimetric 'lendomorfismef deR3 que, en la basB, té matriu

(1 0 a4
A=-|_-2 3 —2
S\ 2 0 -1
G 8=2 |8 &=1]8 &=0
& 5=2 8 60 & &=3

Com que labase nas ortonormalfem els productes escalars de cadascun dels vectors
de B amb cadascuna de les seves imatges. De fetea@al fer—ho pels corresponents
a vectors diferents, ja que en els altres c&sosbvi que la condibies verifica sempre.

(@) =& 3 (481 -28 &) =34-4+0 =0
- f(&) =63 - (—€&) =0.
Per tant, I'endomorfismé éssimetric, ja que
€-T(E&) =6 f(€),& (&) =86 TE)ie (&) =& (&).

& - f(&) =8 (—&) =-1
& f(E) =6 3@ —-286+28)=3-1-44+0=-1
& - f(8) =61 (48126, —&)=3-8-2-0)=2
& f(B) =63 - 3(E1—26,+283)=3-(0—0+46) =2
&

&
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Exemple 6.60Amb les mateixes dades de I'exemple anterior, anestagonalitzar
I'endomorfismef i a trobar unébase de vectors propignabase ortogonal de vectors
propisi unabase ortonormal de vectors propis

I-x o0 2 1
px)=| -3 -1-x -3 |=-(x-Dx+D? i D= —1
1 _
3 0 —3-X 1
Els subespais prophé; i V_; venen donats per les equacions
-2 0 4|0 4 0 4|0
-2 —6 =20 i -2 0 =20
2 0 —-4]|0 2 0 2|0

respectivament, i tenen soldci = 2z, y = —z en el primer casx = —z en el segon.
En consegencia, labase de vectors propés
{261 — €+ &3, &, —€1 + &3} .
Apliquem ara Gram—Schmidt a la baseMg: w1 = &
iy = (—8& + 8 — LCBEE) ) = (&) + &) — 508 ~ 28 + & + 265

wi-wy

Llavors, labase ortogonal de vectors props

{281 — €& + &3, &, —26; + & + 263}
Finalment, com qué & || = /21
(28, —-6+6) (26, -6 +8)=8-24+0-24+2-0+0-0+3=9
(—281 + 6+ 283) - (—28, + & +283)=8-2—-0-2+24+0—-0+0+12=18,
la base ortonormal de vectors profl'rs

1
—= (= 2€1+ez+2€3)}

2
{(6‘1 e2+e3)\/§ Wit
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Exemple 6.61Amb la mateixa base dels exemples precedents, anem a calcular ara un;
base de vectors propisnabase ortogonal de vectors propisnabase ortonormal de
vectors propisaixi com lamatriu diagonatorresponent a lprojeccd ortogonai a la
simetriarespecte del subespai vectohal= (28, — & + &;).

Com que hem de reunir basesdé V=, cal trobar primer una base d’aquest darrer.
Cal, doncs, que
(261 — &+ &) - (X&1 + Y& + 283) =0
d'on4dx 42y —x —2y+3z =0, és adir3x + 3z = 0. La solucb és, pertants = —z
i, en consetiencia,V - = (&, —&; + &). Aixi, labase de vectors propés

Observem que aquesta basela mateixa que la trobada en el darrer exemple. | com
que ara caldria ortogonalitzar la base\de —que es correspon amb el subespai propi

de valor propi—1 d’abans— i normalitzar—la de§g®, quees justament el que s’havia
fet en 'exemple d’abans, tenim quelase ortogonal de vectors progs

{261 — & + &3, 6, 26 + & + 263},

la base ortonormal de vectors pr0|é's

{ (281 — & + €3), —= (= 231+ez+293)}

f ./
i lesmatrius diagonals dBy i Sy son, respectivament,
1 1
0 [ -1

0 -1
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Exemple 6.62Continuem amb el mateix exemple i calculem arankzriu de la pro-
jeccio ortogonal i la simetrianteriors en la bas8.

Considerem I'esquema sgnt referit aPy:

RSB —  » B3B)— , RB)—  (R3,B)

N J

on

2 0 -1 1
MB.,By=| -1 1 0 [ Mg (Py) = 0 .
10 1 0
En consegencia, lamatriu dePy en la basés és
2 0 -1\ (1 20-1\" /20 2
-11 O 0 -11 O =-|-10 -1
10 1 0 10 1 3\10 1

Finalment, lamatriu deS, en la base és

20 2 1 (1 0 a4
10 -1 |- 1 | -2 —3 —2|.
10 1 1 3\ 2 0 -1

Observem que, com era d’esperar, aquékiaa és la matriu inicial def respecte de
la baseB.

Wl =
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Exemple 6.63Considerem de nou I'exemple inicial amb la bdsel’endomorfisme
f definits llavors. Ens proposem esbrinar si agésstnasometria lineal

Com que la bas# no és ortonormalcal comprovar si esonserven els productes
escalarglels vectors de la base:

_ _ 1. - 1. _ -
f(el)-f(e1)=é(e1—2ez+2e3)-§(e1—262+2e3)
=é-(2—2—|—0—2+8—0+0—0—|—12)=2
f(&) f(€)=(-8) (—&) =2
. . 1 . . -1 . o
f(es)-f(es)=§(4e1—262—e3)‘§(4e1—2e2—e3)
1
=5 (32-8-0-8+8+0-0-0+3 =3
_ 1. _
f(el)-f(ez)=5(61—262+263)-(—ez)=5-(—1+4—0)=1
~ - 1. .1 -
f(el)'f(ES)Z§(el—2€‘2+293)'§(4el—292—e3)
1
:§.(8—2—0—8+8+0+0—0—6)=0
S - -1 I, 1
f(ez)-f(es)=(—ez)-§(4el—262—es)=5-(—4+4+0)=0-
En consegencia, com que
f@) f@)=2=¢6 -6, E)=2=6 &, (&) (&) =3=8&:-&s,
f@) f(&)=1=¢6 -&,T(€) (€ =0=6-&i (&) (&) =0=& &3,

’endomorfismef si és unasometria lineal
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Observacb 6.64 En I'exemple d’abans, hem comprovat que I'endomorfishés una
isometria lineal. Aix ja ho sabem, perqe en els exemples anteriors few vist que
es tracta d'unaimetrig les quals 8n sempre isometries. Reffins i tot en I'exemple
sedlent, prescindirem d’aquest fet i veurem que, a partir de la seva clas$iftzania
isometria, arribem a la mateixa conclosi

Exemple 6.65Continuant amb les dades de I'exemple antedassifiguenia isome-
tria lineal f.

Ara la base en la que ve donada la matriu associada a la isomete& ortonormal
i, per tant, hem de fer servir &korema de classificaride les isometries d&2 per a
bases arbi#iries

Com que ja hem vist anteriorment quepelinomi caractdstic era
PO = —(x — D(x + 1)?,
deduim que es tracta d’'unsimetria axial

Finalment, leix de simetriggsV; = Nuc(A — 1) que, tal i com hakem calculat ja en
exemples anterior&s el subespai vectorial

(28) — & + €3).
Resumint, doncs, tenim quieés la simetria axial respecte de la recta vectorial

(261 — & + &)



7 Geometria lineal

7.1 Lespai afi

- Definicid 7.1 S'anomenaspai af a un conjuntA amb una operaoide la forma
Algebra Lineal

AxE - A
Rafel Amer = N
Francesc Carreras , . . (p’ X) '_) p+X
Tee Y, VG —on E és unespai vectoriat-, que verifica:
Viceng Sales (a) Associativitat Per totp € AitotX,ye E,(p+X) +yV=p+ X+ V).
Josep Tuduri (b) Determinacd: Donatsp, g € A existeix uninicX € E tal quep + X = g.

| s’anomenalimensio de I'espai aif A a ladimenso de I'espai vectoriaE.

L'exemple nés importangs l'espai aff usualR", amb lasuma+ d’espai vectorial.

Definicid 7.2 Els elements d&\ s’anomenempunts i els deE, vectors | I' Gnic
vectorx = pg tal quep+ pf = p+ X = q, vector lliure d’origen pi extremg.

q=p+X=p+pg
/:m
p

Proposici@ 7.3 Per a qualssevol p, q,r € A es compleix que:
(a) PG = O si, i només si, p = q.

(b)ap = —pG.

(c) P4 +qf = Pr.
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Definicié 7.4 S'anomenaaricentre dek puntspi, pz, ..., px d’'unespai af A al
puntpg € Atal que

Do + PoP2+ - - - + PopPk = O.

Proposicio 7.5 Donats els punts p1 = (pi, P, ..., p), P2 = (3. p3, ..., pY),
e P = (PR, P2, ..., PY) de R", el seu baricentre és el punt Py € R" obtingut a
partir de les mitjanes aritmetiques:

_(PitPt P PIEPS AP PIH PR B
pO— k ] k 9 e e oy k o

Definicié 7.6 Al baricentrede dos punts se 'anomepant mitj a.

Proposicid 7.7 Donats els punts p = (p1, P2, ..., Pn) i = (Q1, 02, ..., On) de
R", el seu punt mitja és el punt m € R" obtingut a partir de les semisumes:

m— Pr+01 P2+ Q2 Pn + 0On
— 5o s .

Exemple 7.8 El punt mitiadels puntg2, 6) i (3, 2) és el punt

2+3 6+2 5
m= ("= —")=(=.4).
2 ' 2 2
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Donat que, fixat un punt de I'espaiiafjualsevol altre punt es correspon a@mic
vector,és natural referir—nos a un punt arbitrari a partir d’'un altre punt i diatema
de generadorde I'espai. El cas @s importanés quan aquesis unabase

Definicid 7.9 Unareferencia cartesiana o af R = {O; B} d'un espai af A és
un conjunt format per upuntO € Aiunabasel deE.
O s’anomemarigen de coordenadeselsvectors de€3, vectors de la refeencia

L'exemple rmés importanés larefeencia cannica formada pel punto, O, ..., 0) com
aorigen de coordenadéper labase caanical3:

Re=1{(0,0,...,0);(1,0,...,0),(0,1,...,0),...,(0,0,..., ).

Definicié 7.10 Es diu quedues refeencies afinson de la mateixao de diferent
orientacio segons ho siguin les corresponemtses

Les digual orientadd que la cannica se’n diuemositivesi les dediferent negatives
Exemple 7.11R' = {(3, 2); (2, 1), (—1, 1)} és unaeferkncia cartesiande R?, ja que
B=1{(21),(—1, 1)} és unaase | éspositiva ja queB = {(2,1), (—1, 1)} tamke ho
es perque ‘ 5 _1

1 1 =3>0.




Definici6 7.12 S'anomenaoordenadede p respecte d& = {O ; 3} alescom-
—— . 0
ponentdel vectorO p en la basés. | aquest vectoO p se’n diuvector de posico.

Aixi, les coordenades deofigen de coordenad&€3son (0,0, ...,0) iles deO + &,
O+6,...,0+6,sn(,0,...,0,(0,1,...,0),...,(0,0,..., 1), respectivament.
| en larefeencia cannicaRc, tot punt(xy, X2, ..., Xp) teécoordenade&«y, X2, . . ., Xp).

Algebra Lineal .. -
Proposicio 7.13 (a) Les coordenades del punt p + X s’obtenen sumant les coorde-

nades del punt p amb les components del vector X.
Francesc Carreras . o
José M. Moreno (b) Les components del vector lliure P0 s obtenen restant les coordenades del punt

Viceng Sales p de les coordenades del punt q.
Josep Tuduri

Rafel Amer

Aix 0 permet, fixada una refemcia, treballar amboordenadeen lloc depunts

Proposicid 7.14 Les coordenades d’un punt p € A sén els valors (X1, X2, . .., Xp)
tals que P= 0+ X181 + X8 + ... + Xn&h .

Exemple 7.15Calculem lexoordenadede (2, 6) respecte de la refenciaR’ anterior.
De (2,6) = 3,2 +x 2,1 +Yy(-1,1),
s’obté quex’ = 1i Yy = 3. Per tant, el punt2, 6) té coordenadegl, 3) respecter’.




Teorema 7.16 Formula del canvi de referencia.

Siguin R = {O; B} i R’ = {O’; B’} dues referéncies. Si B és la columna de
coordenades de O’ respecte R i C la matriu del canvi de base de B’ a B, llavors,
representant per X i X' les columnes de coordenades d’un punt qualsevol p en R
i R’ respectivament, es té que

R — X=B+CX.
Algebra Lineal
Rafel Amer Definicio 7.17 Es parla, en tal cas, denvi de referenciade’R’ aR. | es diu que
Francesc Carreras ésdirecte o invers, segons ho sigui el corresponesivi de base
José M. Moreno
Viceng Sales
Josep Tuduri

Proposicid 7.18 Els canvis directes conserven I’orientacio i els inversos la canvien.

Exemple 7.19 Considerem novament la rederciaR’ = {(3, 2); (2, 1), (=1, 1)}. Si
(X, y) son les coordenades aamques d’'un punt qualsevol(k’, y') les seves coor-
denades en la refenciaR’, el canvi de refaxncia deR’ a R, ésdirectei ve donat

er
P x\ (3 n 2 -1 X/ 65 a dir x=34+2x"—y
y ]~ \2 1 1 \yx Cy=24x+y |-
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Observacb 7.20 De laformula del canvi de refencig cal destacar—ne dos casos: si
C = I, no hi ha canvi dels vectors de la base, i es diu que hi ha hagutamsacio
d’eixos; i si B = 0, no hi ha canvi d’origen de coordenades, i es parleatei d’eixos
—que equival, de fet, a uranvi de basentre els vectors de les reéercies—.

Proposicid 7.21 Tot canvi de referéncia de R’ = {O'; B’} a R = {O; B} es pot
descomposar en una translacié de R” a R i un canvi d’eixos de R’ a R, amb
R" = {OQ’; B} —o viceversa, perd amb R’ = {O; B'}—.

Exemple 7.22En I'exemple anterior, sk” = {(3, 2); (1, 0), (0, 1)}, el canvi de re-
ferenciadeR’ = {(3,2); (2,1), (-1, 1)} aR es descomposa en la transtadeR” a

Re tal que C)=(2) (2 ()=(2)+(2):

i el canvi d’eixos deR’ aR” donat per

(5)=(2)+()G)-G)E)

translacb d’'eixos canvi d’eixos
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7.2 Varietats lineals

Definicid 7.23 Unavarietat lineal €s un conjunt de punts de la forma
L=p+V,

on p &s un punt VvV és unsubespai vectoriad’ E anomenatiireccio o subespai
director delL.

Els vectors d&/ s’anomenemectors directorsdelL i es diu queL passaper p.

Proposicid 7.24 (a) x € L = p+ V si, i només si, pX € V.
bBL=p+VCL =p +V'si,inoméssi,V_CV'ipel

Exemple 7.25Donats el punp = (1, 0, 1) i el subespai vectorial
V =(0,11),((-120),
la varietat linealL quepassaer p i té direcccd associadd/ és

L=(,01+4+¢(011),(-1,20).
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En particular, una varietat lineal queda determinada donaptinhde pasun sistema
de generadorde la seva direc6i El cas nes importangés quan aque$ts unabasei,
llavors, se’'n diueferenciade la varietat lineal.

Definicio 7.26 La dimensio d’'unavarietat linealL és la de la sevdireccb V:
dim(L) = dim(V).

Si la dimensb és1, en diemrecta; siés2, pla; i si ésn — 1, hiperpla.
Els puntsson, de fet, les varietats lineals denenso 0, ja quep = p + {6}.
Proposicid 7.27 Siguin L i L dues varietats lineals tals que L  L’. LLavors:

(a)dimL <dimL’.
(b)dimL =dimL’ si, i noméssi, L = L’.

Exemple 7.28En I'exemple d’abans, laefeenciade la varietat lineal eatformada
pelpunt de pagl, 0, 1) i la base{(0, 1, 1), (—1, 2, 0)}. I, en particular, es tracta d’'un
pla, perqwe la seva direcd@ té dimensb 2.
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Es poden definir i calcular els difererisus d’equacionsd’una varietat lineal de for-
ma ardloga al cas dels subespais vectorials. Cal remarcar, gee ara les equacions
implicites o cartesiane® Kn homog@niesen general.

Proposicid 7.29 (a) La dimensio d’una varietat lineal és el nombre de graus de
Ilibertat de les seves equacions implicites.
(b) El sistema homogeni associat a les equacions implicites d’una varietat lineal
respecte d’una referéncia déna les equacions implicites de la direccio de la varietat
lineal respecte de la base de la referéncia.

Exemple 7.30Donats el pla anterior i la refencia capnicaRc, tenim en primer lloc
(X,¥,2=(1,0,1) +«(0,1,1) + B(-1, 2,0,
gueés I'equach parangtrica vectoriab equach vectorialsimplement. Llavors, podem

posar x=1-p8
y=oa+28
Z=1+4+a«

i obtenim, aix, lesequacions paraétriques escalasequacions paraétriguenones.
Per tantjmposant la compatibilitat d’aquest sistema

0 -1|x-1
1 2 y 9
1 0jz—-1

s’obté que la sevaquacd implicitaen aquest cass
2X+y—z—-1=0.
[, en particular, lequacd implicitaen la base camica de la sevdireccd es
2X+y—z=0.
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Observacb 7.31Laformula del canvi de refenciapermet trobar tan#blesequacions
implicitesd’una varietat lineal en una altra reéeicia de forma totalment aloga al cas
dels subespais.

Exemple 7.32Considerem larefénciakR’ = {(0, 1, —1); (1, 1, 1), (1, 1, 0), (1, 0, 0)}.
Aplicant laformula del canvi de refenciadeR’ a la refeencia cabnicaR

X 0 111 x’
y | = 1]1+{1 10 y 1,
z -1 1 00 Z
es adir,
X:X/+y/+z/
y=1+x+y ¢,
z=-1+%
gqueda

2X +Y + )+ A +X +Y) = (=14+x)-1=0
gue, agrupant i substituintpda

2X'+3y +2Z+1=0.
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Definicid 7.33 Direm que dues varietats linedls= p+ Vi L' = p’' + V' son
paralleles L || L', siinomes si,

VCV' o V CV.

Si Hnparalelesi no incloses una en l'altr@&n diemestrictament paratleles

En particular, dues varietats lineals detateixa dimengi son paralelessi les seves
direccions coincideixerl, llavors, o $n paraleles estrictes iguals

coincidents paralleles estrictes

Proposicio 7.34 Si les equacions implicites de dues varietats lineals de la mateixa
dimensio son les mateixes excepte els termes independents, 1lavors sén paralieles.

En particular, donajualsevol punk, L’ = x + V ésparalela aL i passa pex.

Exemple 7.35El plaparallel a I'anterior que passa pé€t, 2, —5) té equad
2X+y—z+D =0,

amb2-1+2— (-5 + D =0. PertantD = —9iel plaés
2X+y—z—9=0.
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Definicid 7.36 Es diu que dues varietats lineadls= p+ Vi L' = p’' + V' sdon
secantso quees tallensi, i nomes si, la sevanterseca és no buida

Si sHn secantspeld no incloses una en l'altrairem que én estrictament secant
guees tallen estrictament

| quanno siguin ni parakeles ni secantdirem ques’encreuen

—
Definici6 7.37 Al vector pp’ I'anomenarenvector de posico relativadelL i L.

ﬂ : ﬂ -

secants estrictes s’encreuen

Exemple 7.38La recta
X,¥,20=(2,1,2)4+a(1,1,1)

i el pla anterior
2X4+y—2z—-1=0

son estrictament secanta que la seva interse€cs’obg d’'imposar
224+ a)+(1+a)— 2+a)—1=0,
que dnax = —1, i s, per tant, el puntl, 0, 1).
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7.3 Lespai afi euclidia

Definicidé 7.39 S’anomeneespai af euclidia a totespai af A associat a Bspai
vectorial euclidaR".

Novament, I'exemple i@ importangés I'espai af R" amb la seva estructuraetipai
vectorial euclida

Definicid 7.40 Es defineix ladistancia entre dos puntsqualssevolp i g d'un
espai aif euclidiacom:

d(p,q) = pql -

Proposicid 7.41 Per a qualssevol p, q,r € A, es compleix que:
(a)d(p, q) = Osi, i només si, p = Q.

(b)d(q, p) =d(p, q).

(c)d(p,r) <d(p,q) +d(q,r) (desigualtat triangular).

Exemple 7.42Donats els puntp = (0,7, 1) i q = (2, 1, 3) deR?, es € que
PG = (2,—6,2)

i, per tant, ladistanciaentre ellses

d(p,q) =1 pall =112, —6,2) | = V22 + (-6)2 + 22 = /44 = 2./11.
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Definicio 7.43 Si A és un espai afeuclidia i B és unabase ortonormadie R",
direm que la ref@nciak = {O; 3} ésrectangular o euclidiana.

Proposicio 7.44 La distancia entre dos punts p i ( de coordenades (p1, ..., Pp) i
(Q1, - .., On) respecte d’una refereéncia euclidiana qualsevol és

d(p, @) = /(@ — P2+ (G2 — P22+ -+ + (G — Po)?.

En particular, elsanvis de refanciaentrerefeencies euclidianegenen donats per
canvis de basentrebases ortonormalés a dircanvis de base ortogonals

Definicid 7.45 En aquest cas, direm quecnvi de refeznciaésortogonal.

Exemple 7.46El canvi de refeznciade R’ = {(3, 2); %2(1, 1), %2(—1, 1)} aR.és
ortogonal directe
y”"""’/fﬂ\\




Definicio 7.47SiL = p+V, elsubespai ortogonal - deV, s'anomenaubespai
associato normal a L. | els seus vectorsectors associat® normals.

Proposicid 7.48 En referéncia euclidiana, els coeficients dels termes no indepen-
dents de les equacions implicites d’una varietat lineal sén les components d’un

Algebra Lineal sistema de generadors del seu subespai associat 1 viceversa.

Rafel Amer
Francesc Carreras Definici6 7.49 Dues varietats lineals = p+ Vi L' = p’ + V' son perpendicu-
José M. Moreno lars, L LL’, siinonés si,

Viceng Sales

Josep Tuduri V4 cV' o V' cC V-4,

En particular, donagualsevol punk, L’ = x + V- ésperpendicular & i passa pex.
Exemple 7.50Donat el plax — 3y + z — 2 = 0, el vector(1, —3, 1) és unvector
associaseu i larecta perpendicula aquest pla que passa @r7, 1) €s

X y—-7 z-1

1 -3 1
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Definicié 7.51 S’anomenaprojeccio ortogonali simetric d’un puntx sobre una
varietat linealL = p + V als punts

X' =p+pX i x*=p+px,
on pX i pXx* son laprojeccd ortogonai el simétric del vectorpx sobreV .

Proposicid 7.52 (a) La projeccio ortogonal d’un punt X sobre una varietat lineal L

és la intersecci6 de les varietats lineals L = p+V il =x+ V=,

(b) El simétric d’un punt X respecte d’una varietat lineal L = p + V és el punt
—

X* =X + 2xx' = x’ 4+ x¥X.

Exemple 7.53En I'exemple d’abans, latersecad de la recta perpendicular i el pla
s’obté substituint els valors de y i za I'equaco del pla:

a—37—-3a)+1+a=2 don oa=2.
Per tant, lgprojeccd ortogonaks el punt0,7,1) +2- (1, -3,1) = (2, 1, 3).
| el simetricés, doncs(0,7,1) +2- (2, —6,2) = (4, -5, 5).
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Definicio 7.54 La distancia entre dues varietats lineald = p+VilL = p'+V’
és elminim de les disinciesentre punts de l'una i de l'altra:

d(L,L") =min{d(x,x") : xelL, xel’}.

Evidentment, sL i L’ sbnsecantsla distanciaentre elle®szera

Proposicid 7.55 (a) Si pX” és la projeccié ortogonal del vector pX sobre el subes-
pai V+ associata L = p + V, aleshores

d(x, L) = | pX"1I.
(b) Si en certa referencia euclidiana ‘R el punt p té coordenades (P1, P2, - .., Pn) 1
I’hiperpla H té equacio A1X1 + AxXo + - - - + AnXn + Ao = 0, llavors
|A1p1+ Agp2 + -+ + Anpn + Aol

d(p, H) =
VAZ+ A2+ + A2

X
P E;(//

Exemple 7.56La distanciadelpuntp = (0,7,1) alplaP :x —3y+z—2=0¢é&s

0-3-7+1-2 22
d(p. P) = = = 2J/11.
PP VI2+(=32+12 V11
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Proposicio 7.57 (a) Siguin L i L" dues varietats lineals tals que dim(L) < dim(L").
Aleshores

d(L,L") =d(x,L”), peratot X e L,
on L” és la minima varietat lineal parallela a L que conté L',
(b) En particular, si L i L’ sén paralieles, llavors

d(L,L") =d(x,L"), peratot xelL.

Exemple 7.58Com que eplaP : x —3y+z—2=0ielplaP’: x—3y+z+20=0

son paralelsi el punt p = (0,7, 1) pertany a aquest darrer, tenim quediatancia
entre tots do®s la mateixa que la del punt al primer d’ells que, tal com hem vist en
I'exemple anteriorgs

d(p, P) = 2V/11.

Observacb 7.59 Observem que aquesta distiacoincideixamb la disancia del punt
(0,7, 1) alasevarojeccd ortogonak2, 1, 3) sobre el plax — 3y +z— 2 = 0.
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7.4 Recapitulacio

Exemple 7.60Sigui R = {O; &, &, &} una certa refémcia deR® i considerem una
altrarefeenciaR’ = (O + €, + 26, — €3; €1 + & + €3, & + &, &}

Volem descomposael canvi de refeencia deR’ a R en unatranslacd seguida d’un
canvi d’eixos

En primer lloc, considerem la novafeenciaR” = {O + & + 28, — &s; &, &, &3},

Llavors, el canvi de reféncia deéR’ aR, que ve donat per

X 1 11 1\ (X X=1+X+y +7
y | = 2|l+]11 10 y |, ésadir, y=2+x+VY ,
Z -1 1 0O Z/ Z:_1+X/

es descompon en la translaceR” aR

X 1 X" Xx=1+x"
y | = 2 | +|y" |, ésadr, y=2++y"},
z -1 z' z=-1+7
i el canvi d’eixos deR’ aR”
X! 1 1 1 X/ X// = X/ -+ y/ + Z/
y =11 10 y |, ésadir, y' =x+YVY
Z’ 1 00 zZ 7" =¥
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Exemple 7.61Calculem ara etanvi de refegncia inverslel de I'exemple anteriogs
adir,elque vad&® aR’.

La matriu del canvi de base, en aquest cas Eematriu inversa de I'anterior:

-1

111 0O 0 1
110 =10 1 -1
100 1 -1 O

| les coordenades de I'origeD de la refeénciaR respecte de leefeenciaR’ surten
de

0 1 111 x’
ol=| 2|+(22120]|]Yy],
0 -1 1 00 v4
dons’obex’ =1,y = —-3iZ = 1. Per tant, el canvi de refemcia buscaés
x’ 1 O 0 1 X
y |={-3]+|0 1 -1 y |.
v4 1 1 -1 O z
és adir,
X'=1+2z
y'=-3+y-z2
Z=14+x—-Yy
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Exemple 7.62Considerem ara la reci& d’equacions imptites

X'+y +2Z+1=0
—X'+y +5=0

respecte de la refenciaR’ d’abans.
Anem a determinar les seves equacions iaigs respecte de la retarcia inicialR.

A partir del canvi de refémcia deR a R’ trobat en I'exemple anterior

X'=1+z
y'=-3+y-z¢,
Z=1+Xx-y

tenim que, substituint a les equacions de la recta respecte de En@ét’ de I'enun-
ciat, s’'obé

14+24+(-3+y—-2+21+x—-y)+1=0
-A+2+(-3+y—-2+5=0

i, per tant, les equacions impites de la rect&®’ respecte de la refenciaR son

2X—y+1=0
y—2z+1=0|"
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Exemple 7.63Considerem ara una novectaR d’equacions imptites

X+1=0
y+z=0

respecte de la refencia inicialR i la rectaR’ de I'exemple precedent.
Anem a determinar la seysosicb relativa

En primer lloc, resolent els sitemes de cadascuna de les réstésl veure que les
equacions paraatriques deRi R’ sbn

X=-1 X=u«
y=28 i y=1+2a

Per tant,R passa pel punp decoordenades—1, 0, 0) respecte de la refenciaR i té

vector directoy decomponents0, 1, —1) respecte de la base de la réfeciaR; i R’

passa pel punp’ decoordenadegD, 1, 1) respecte de la mateixa reéercia i € vector
directorv’ decomponentsl, 2, 1) respecte de la seva base.

Aleshores, el vector de posﬁn'relativaﬁ)f tée componentq0,1,1) — (-1,0,0) =
(1,1,1). I com que

1 01

1 1 2|=1+#0,

1 -1 1

- H —_ . - s - . [T .
es dedueix que els vectopyy, v i v' sbnlinealment independenisen consegencia,
les dues rectes s’encreuen
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Exemple 7.64Suposem ara que, agma nés, la refeéncia inicialR = {O; &y, &, €3}
éseuclidiana Anem a calcular laecta perpendicular secant comuRa a les dues
rectes anteriorf i R'.

Llavors, podem agafar el vectardecomponentg0, 1, —1) A (1,2,1) = (3, -1, —1)
en labase ortonormaP = {&;, &, &} de la refeéncia com avector directode la recta
R” (ja que, encara que la re@arcia no sigui positiva, el producte vectorialasezn tot
cas, el seu oposat; i tots dos serveixen com a vector director de la recta).

Per tant, aquesta recés laintersecad del pla P que passa pel punt deordenades
(—1, 0, 0) respecte de la refenciaR i té vectors directors deomponents0, 1, —1) i
(3, —1, —1) respecte de la base ortonorniatle la refeencia

0 3 x+1
1 -1] vy
-1 -1 z

i del pla P’ que passa pel punt dmordenades0, 1, 1) respecte de la mateixa re-
ferenciaR i té vectors directors deomponentél, 2,1) i (3, —1, —1) en la mateixa
baseB

1 3| x
2 -1ly-1
1 -1(z-1

Aleshores, fent elsadculs corresponents, s’obtenen éegiacions imptitesde cadas-
cun d’aquests dos plamsi P/, que resulten seix+3y+3z+2 = 0i x—4y+7z—3 =0
respectivament. Per tant, tacta perpendicular secant comuR4a Ri R és la
d’equacions imptites

R - 2x+3y+3z+2=0
C X—4y+7z-3=0]"



Exemple 7.65Calculem ara lalistanciaentre les recteR i R’ d’abans iels correspo-
nents punts de cadascuna d’elles que estan a aquestacthst

Com queR i R’ no 9n paralelesi tenen la mateixa dimergila distanciaentre amb-
duesés igual a ladistancia d’'un punt d’'una d’elles al pla palall seu que com I'altra.

_— Aixi, unvectorw associaal pla pot ser eproducte vectorial dels vectors directales
Algebra Lineal les rectes, que era el demponents3, —1, —1) respecte de la base ortonormal®e

Rafel Amer . . — . . ,
Francesc Carreras Llavors, laprojeccd ortogonaiel vector pp’ sobre ekubespai associataquest plés
José M. Moreno N —F—j) N (1 1.1) (3 1, -1) 1
Viceng Sales P WS » 4, L) (o, =4, — ) I L
Josep Tudur PP =T YT e ton.@-t-p b=
i, en consegencia, ladistancia entre ambdues rectes
—> V11
dR,R)=|pp II=

11 -
Finalment, per trobar els punts &i R” que estan a aquesta @istia, nonas cal de-
terminar els punts d’'interseécde la seva recta perpendicular comuna amb cadascuna

d’elles
2X+3y+32+2=0 2Xx+3y+3z24+2=0
X—4y+7z—3=0 i X—4y+7z—-3=0
2Xx—-y+1=0 X+1=0
y—2z+1=0 y+z=0

gue, resolent, resulten ser els punts que, en laget@R, tenencoordenaderespec-

tives
-8 -5 3 i 1 -4 4
11° 11711 11711/
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8 Coniques i guadriques

8.1 Parabola, ellipse i hiperbola

Definici6 8.1 Definicid metrica de paabola
Donats un punf i una rectaR del pla af euclidia tal queF ¢ R, s'anomena
parabola determinada per aquest punt i aquesta recta al conjunt de punts del pla
gueequidisterde tots dos:

dx, F)=d(x, R).

Definicio 8.2 El punt F s’anomendocus la rectaR, directriu ; la diséncia del
focus a la directriuparametre; el punt mig del focus i de la seva projeg@rto-
gonal sobre la directrivjertex; i les rectes parddla i perpendicular a la directriy
gue passen pekrtex,eixos principal i secundari respectivament.
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Proposici6 8.3 En la referencia euclidiana R’ = {O’; €, %} formada pel vertex
O’ i dos vectors directors unitaris respectius € i€, dels eixos principal i secundari,
es té —segons €, tingui el sentit de la directriu al focus o viceversa—:

(a) el focus té coordenades + (O, g) i I’equacio de la directriu és

y =0
2 b
on P és el parametre;
(b) I’equacio de la parabola és
X/2
y/:j:?, amb a:+*/2p

Definicio 8.4 La refeenciaR’ se’'n diuprincipal ; i 'equacié anterioryeduida.

Exemple 8.5Considerem Ipam@bolaformada pels punts quejuidisterdel punt(2, 2)
idelarectax —y+4=0.

La intersecd d’'aquesta recta i de la seva perpendicular pel fé&susl punt(0, 4) i,
per tant, elvertexés el punt mig de tots dosi, 3). | prenentun vector unitari de la
directriu i el seu ortogonal en el sentit de la directriu al fodaiseferencia principaks

wz{ua;%ujy%uﬁﬁy

A meés, elpaametreo distancia del punt a la rectss

2-2+4 4
= — = — = 2\/5,
PR V2

d’on s’ob& que la sevaquach redtuidaés

12
/_X
y_

4_\/2 .
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Definici6 8.6 Definicio metrica d’elipse

Donats dos punts diferenisi F’ del pla af euclidia, s'anomenallipse determi-
nada per aquests dos punts al conjunt de punts del pla tals guenfade les sevep
distancies & i F’ és constant

dx, F) +d(x,F) =k, amb k> d(F, F)).

Definicio 8.7 F i F’ s'Tanomeneriocus la distincia entre ellsgistancia focat
el seu punt miggcentre; la recta que els uneixix principal; la perpendicular o
aguesta pel centrejx secundarj i les interseccions amb els eixagrtexs
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Proposicio 8.8 En la referéncia euclidiana R’ = {O’; é’l €,} formada pel centre
O’ i dos vectors directors unitaris respectius €, i€, dels eixos principal i secundari,
(a) els focus tenen coordenades (C, 0) i (—c, 0) i la distancia focal és 2C;
(b) I’equacio de I’ellipse és
12 12

X—2 y—2:1, amb a:lf i b=++a2—c?;

a b 2
(c) els vertexs son els punts de coordenades (a, 0), (—a, 0), (0, b) i (0, —b).

+

Definicio 8.9 La refeénciaR’ s'anomenarincipal ; I'equacb anteriorreduida;
I ai b, semieixos major i menoy respectivament.

QuanF = F/, I'ellipse se’n diucircumferencia En aquest cas, els dos semieixos
coincideixen i s'Tanomeneradi: r = a = b. A més a nés, podem agafar com eixos
dos qualssevol perpendiculars que passin pel certeguacb és, aleshores:

X/2 + y/2 — r2 )
Exemple 8.10Considerem EHipsetal que lasuma de les diahciesdels seus punts
als puntg2, 1) i (0, 3) es8.
Lareferencia principaconsta del punt migl, 2) dels dos focus i dels vectors unitaris
corresponents al vecto?, —2) que els uneix i al seu ortogond, 2):

' .11 1) L
R ={12; @ -1, %}
| com que2c = d((2, 1), (0, 3)) = v/8 =22, es € que
a:§:4 i b’=a?-c?=16—-2=14

i I equacd redudaés, doncs, X2y

16 14
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Definici6 8.11 Definici6 metrica d’higerbola

Donats dos punts diferenksi F’ del pla af euclidia, s'anomenaipéerbola deter-
minada per aquests dos punts al conjunt de punts del pla tals gamebbsolut
de la difeencia de les seves disicies & i F’ és constant

ld(x, F) —d(x, F)| =k, amb k <d(F, F’).

Definicio 8.12 F i F’ s'anomeneiffiocus la distincia entre ellgjistancia focal el
seu punt miggentre; la recta que els uneixix principal ; la seva perpendicula
pel centregix secundarj i les interseccions amb els eixagrtexs
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Proposicid 8.13 En Ia referéncia euclidiana R’ = {O'; &, €,} formada pel centre
O’ i dos vectors directors unitaris respectius €, i€, dels eixos principal i secundari,
(a) els focus tenen coordenades (C, 0) i (—c, 0) i la distancia focal és 2C;
(b) I’equacio de la hiperbola és

12 /2

k
Y a=, i b=+veZ-a?;

az b2
(c) hi ha dos vertexs: els punts de coordenades (a, 0) i (—a, 0).

Definici6 8.14 Larefeenciak’ s anomen@rincipal 'equacib anterior,redu'l'da'
ai b, semieixos real i imaginari i les rectesy = x iy = ——x , admptotes

Sia = b, les asmptotes én perpendicularsla hiperbola se’n ditequilatera.
Observacb 8.15Lareferencia principail’ equach redudacaracteritzen lesaraboles
lesellipsesi les hiperbolesja que a partir d’elles es pot trobar tagnla sevalefinicio.

Exemple 8.16Considerem ldiperbolague en lareferencia principal

- .11 -1 4L

={a2; Za-v La v},
té equacod reduda X2 _y? 1.
Aleshores, com que = 1, es & que elsertexsson els punts

i _ 1 1
(“f 2- %) 1 (1-FH2r ).
| com queb = 1 tamke, es dedueix que= /2, per tant, el§ocusson els punts
21D i 03.

En particular, com quk = 2a = 2, aquesta hiprbolaés la formada pels punts tals que
el valor absolut de la diféncia de les seves distcies als punt&, 1) i (0, 3) és 2
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8.2 Coniques

SiR = {O: &1, &)} és una refé@ncia del pla afeuclidia, notem perX la matriu-
columna de lesoordenadesx, y) d’'un punt respecte d& i perV la matriu-columna
de lescomponentsvs, vo) d’'un vector en la seva bage= (&, &].

Definicid 8.17 Unaconica és un conjunt de punts del pla afuclidia que, en un
refeenciak = {O ; &, &}, verifiguen una equagi

F(X,y) = qix% + 292Xy + g5y? + 2l1x + 2y +t = 0
amb almenys un dels coeficients q; o g3 no nuls

Cal observar que, en canviar de réfecia, varia la seva equacipen no la forma
general d’'aquesta. A @s, ens limitarem noés al cas deefeencies euclidianes

Els dososd’abans s’han introdtiper simplificacd de frmules posteriors. Si els coe-
ficients $n enters, pér algun d’aquestgs senar, corvmultiplicar 'equaco per 2

Notant
(@ d) ()
ql qz |2 ’
I'equacb anterior es pot representar en 'anomenfadaa matricial
XIQX +2L'X +t =0,

on Q éssimetricai se’'n diupart quadr atica, L part lineal i t terme independent

Exemple 8.18La conica que en la reféencia cadnica & equadxy + x — 2y —3=0
es pot escriure tangen la forma&xy + 2x — 4y — 6 = 0 que, matricialmentgs

(x y)<C1) é)<§>+2(1 —2)(?)—6:0.
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Definici6 8.19 S'anomenacentre de simetriad’una @nica a tot punt tal que €
simetric de qualsevol punt de ladaica respecte d’ell pertanyi tamta la ©nica.
| eix de simetria a tota recta tal que elimetric de qualsevol punt de ladbaica
respecte d’ella sigui tangéxde la ©nica.

| se’n diuvertexsa lesinterseccionsle laconicaamb elseixos de simetria

Proposicio 8.20 (a) Els centres de simetria sén les solucions del sistema lineal
QX+ L =0.
(b) Si v és vector propi de valor propi no nul de Q, el segiient és un eix de simetria:
Vi (QX+ L) =0.

(c) La interseccio de dos eixos de simetria €s un centre de simetria.

Exemple 8.21En la ®nica2xy + 2x — 4y — 6 = 0 anterior, de

(26)(3)+(2)=(22)= (o)

s'obtt quex = 2iy = —11, per tant, elcentre de simetriés el punt(2, —1). A
mes, els valors propis d® son1i —1 —que $nno nuls— i els seus vectors propis
respectiugl, 1)i (—1,1). I de

(11)(§f;):o i(1-4)(§fé)=o,

obtenim els seusixos de simetriax + y —1=0ix -y —3=0.

Finalment, fent la intersedtid’aguests amb ladmica, s’obtenen punts imaginaris pel
primer d’ells i elsvertexs(3, 0) i (1, —2) en el cas del segon.
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Definici6 8.22 Les @niques queio tenen centre de simets@anomenemoniques
sense centre les quesi en tenenconiques amb centre

Siguinx\l i A2 elsvalors propisde Q —on, si hi ha unvalor propi nu) ési,; = 0—i
= {€], €} unabase ortonormal de vectors progis lamatriu sinetricaQ.

Teorema 8.23 Classificacio de coniques: referéncia principal.
(a) Les coniques sense centre tenen un tnic vértex O’ i, en la referéncia euclidiana

/ /e R _
R = {O ’ dl, %} 9
la seva equacid és del tipus 11x'? + 21’y = 0, amb |’ = E/zt - L.
(b) En les coniques amb centre, si O’ és un centre de simetria de la conica, llavors

en la referéncia euclidiana o
R, — {O/; d]_9 %} (}

la seva equaci6 és del tipus 11x'? + Aoy'? 4+t = 0, ambt’ = F(Q’).

Definicid 8.24 Aquesteseferencies euclidianesanomenemrincipals.

Exemple 8.25La conica d’abangenia centre de simetriaés, per tantamb centrel

com que
t'=FO)=F@2 -1)=—

es € que, en laeferencia principal

1 1
= 2,_1;_171’__1’1 ’
{( ) ﬁ( ) ﬁ( )}
| L,
a Sevaequaco es X,2 . y/2 —-2=0.



Amb I'equacbd anterior, en fund de I'anulacié o no dels seus coeficientsillant, es
troba 'anomenadaquacb reduidai, a partir d’ella, els diferentspus de aniques

Teorema 8.26 Classificacio de coniques: equacio reduida i tipus.
Tipus d’equaci6 Equacié reduida Tipus de conica
S ) 12 Q
Algebra Lineal ax2+2'y =0 y = :t’;—z parabola
2 12 .
Rafel Amer L =1 ellipse real
Francesc Carreras a/Z b,2
José M. Moreno Alx’z S Azy’z +t'=0 );—2 — {)—2 =1 hipérbola
Viceng Sales X2 y/z 11 2 2 8.0
Josep Tuduri -5 -5 =1 ellipse imaginaria
X2 y? _ . .
a2 4 2 — 0 T+ = rectes secants imaginaries
lX + 2y - 12 /2
- Y- _0 rectes secants reals
a b?
2
5 );—/2 = rectes paralleles reals
A.]_X/ +t/=0 72 o oo 0
-4 = rectes paralleles imaginaries
a
12 x'2 2
Axc=0 :t? =0(ox*=0) recta doble

I, a més de lacircumferencia reali la hiperbola equilatera, per I'etlipse imagiraria
tenim lacircumfer éncia imagiraria en la que, fent = a = b, queda</? + y'? = —r?.
Exemple 8.27Aillant, a partir de lequach x'? — y'?—2 = 0, s’obt I'equach redtida
X/2 12
L S
2 2

Per tantgs unahipérbola—queésequilatera ja quea = b = +/2—.
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Definicib 8.28 Lesconiques que no estan formades per parells de reetedliuen
no degenerades

Proposicio 8.29 Les asimptotes d’una hipérbola d’equacio F(x,y) = O formen
un parell de rectes secants reals d’equacié

F(x,y)—t' =0,

ont’ = F(Q') i O’ és el centre de simetria de la hipérbola.

Exemple 8.30En lahipérboladels exemples precedents, s’ha vist quie= (2, —1) i
t" = F(O’) = —2. En consegencia, l'equacd del parell de rectes secants format per
les dues dsptotes de la higrbolaés2xy + 2x — 4y — 6 — (—2) = 0, és a dir,

Xy+x—2y—2=0.
y
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Definicié 8.31 Les coniques formades per parells de recsesn diuendege-
nerades

En lesconiques degeneradebmeés interessarésdeterminar les rectes que la formen

Exemple 8.32En el cas deparell de recterobat en I'exemple anterior, de
Xy+Xx—2y—2=(ax+by+cy@x+by+c),

s’obtenen les condicions

aa’ =0
ab+ba =1

b =0
ac +ac=1
bd +bc=-2

cd =-2

Aleshores, de la primera i tercera equacions, es dedueix que haale-sbr= 00 bé
a=D0b =0(elscasos=a =0ib=Db" = 0nodonen lloc a un parell de rectes). De
fet, els dos casos equivalents i prenent, per exempie= b = 0, queda

abh =1

ac =1

b'c=-2

cd = -2
Llavors, com que les expressions anteriors s’han de determinar excepte una constar
podem agafaa = b’ = 1. |, substituint, s'obdc = —2i ¢’ = 11, en consegencia,

lesrectes que formen ladbnica degenerada-és a dir, lesadmptotes de la higrbola
anterio—énx =2iy = -1



8.3 Quadriques

SiR = {O; &1, &, €3} és una ref@ncia del pla dfeuclidia, notem peiX la matriu-
columna de lesoordenadesx, y, z) d’'un punt respecte d& i per V la matriu-
columna de lesomponentsv1, vy, v3) d'un vector en la seva bage= (€, &, &s}.

Algebra Lineal Definici6 8.33 Unaquadrica &s un conjunt de punts de I'espai aeficlidia tridi-
" mensional que, en una reéerciak = {O ; €, &, &}, verifiqguen una equagi
Rafel Amer
Francesc Carreras q11x2 + q22y2 + quz + 2q12xy+ quxz—i- 2q:23y2—|— 21x+ 2y +23z+t=0,
José M. Moreno i
Viceng Sales amb algurg” # 0 almenys.
Josep Tuduri

Cal observar que, en canviar de réfecia, varia la seva equacipeo no la forma
general d’aquesta. A @s, ens limitarem noés al cas deeferencies euclidianes

Les consideracions sobre elssosson les mateixes que per leSriques. | notant

ap of @\ B
Q=1[0d7 a o i L=]|1> ],
@ 9 93 I3

I'equacb anterior es pot representar en 'anomenfadaa matricial
X'QX+2L'X +t =0,

on Q éssimetricai se’'n diupart quadr atica, L part lineal i t terme independent

Exemple 8.34La quadricax? — 8y + 2z + 3 = 0 s’escriu

1 00 X X
(x y z){0 0O y |+2(0 =4 1)y |+3=0.
0 0O z Z
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Definicié 8.35 S'anomenaentre de simetrig eix de simetriao pla de simetria
d’'una quadrica a tot punt, recta o pla respectivament tal quewltricde qualsevol
punt de la gadrica respecte d’ell hi pertanyi tagb la qédrica.

| els vertexssbn lesintersecciongle laquadricaamb elseixos de simetriai n’hi
ha, o amb elglans de simetrien cas contrari.

Proposicio 8.36 (a) Els centres de simetria sén les solucions del sistema lineal
QX+ L =0.
(b) Si v és vector propi de valor propi no nul de Q, el segiient és un pla de simetria:
V. (QX+L)=0.

(c) La interseccio de dos eixos o de dos plans de simetria €s un centre o un eix de
simetria, respectivament.

Exemple 8.37En la guadrica d’abans, I'equatidelscentres de simetrias

1 00 X 0 X 0
00O v+l -4]|=|-4]|=]|10],
00O Z 1 1 0

queno t solucd. A meés,Q ja esh diagonalitzadeels seus valors propi®si; = 1
i Ao = A3 = 0 els vectors propis(l, 0, 0), (0,1,0) i (0,0, 1). Aixi, el primerés un

vector propi de valor propi no nul de X
(1 00)|-4]=0,
1

es & que epla de simetri@sx = 0. Llavors, intersecant—lo amb la &drica, s’obé la
recta que coriels \ertexs queés la quepassa pefo, g, 0) i tévector director©, 1, 4).
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Definici6 8.38 Les quadriqgues queno tenen centre de simetrslanomenen
quadriques sense centréles quesi en tenepquadriques amb centre

Siguin i1, A2 i A3 elsvalors propisde Q —on elsnuls si n’hi ha, $n elsdarrers— i
B’ = {€, &, &)} unabase ortonormal de vectors progis lamatriu sinetrica Q.

Teorema 8.39 Classificacio de quadriques: referencia principal.
(a) En les quadriques sense centre, si O’ és un vertex —i €, és un vector director
unitari de la recta dels vertexs si n’hi ha—, es té€ que en la referencia euclidiana

R' ={0; €, &, &},
la seva equaci6 és del tipus A1x'? + Loy'? + 21’7 = 0, amb |’ = Eét L.
(b) En les quadriques amb centre, si O’ és un centre de simetria, llavors en la

referéncia euclidiana I
R ={0;€,€, €&},

la seva equaci6 és del tipus A1X'% + Loy + A3Z2 +1t = 0, ambt' = F(O’).

Definicid 8.40 Aquesteseferencies euclidianesanomenemrincipals.

Exemple 8.41La quadrica anterioessense centrePer tantg; = € A€, = (1,0,0) A
1 =_L 0 —

0 LD =750 -4 1)1. [, com que 0

'=——=(0 -4 1)| -4

= )| -

llavors, en larefeencia principal

r_ 3 . 1 1 0 —
R ={(0.3.0): 1.0.0, 10,14, 20 -4 1},
la sevaequach ésx’? + 2,/17Z = 0.

= V17,
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Com en lesoniques tenim lesequacions redudesi tipus de quadriques segients:

Teorema 8.42 Classificacio de quadriques: equacions reduides i tipus.

Tipus d’equacio

Equacio reduida

Tipus de quadrica

;) X/2 y/2
7 = j:; i?

paraboloide elliptic

MXZ Y2 +2'7 =0 5 L :
DAY Z = >;—22 — 3{)_22 paraboloide hiperbolic
Ax?4+2'7 =0 Z = :I:’;—/z2 cilindre parabolic

ellipsoide real
hiperboloide d’una fulla
hiperboloide de dues fulles
ellipsoide imaginari

)\.1X/2 + )\zy/z + )\32/2 =0

con imaginari
con real

cilindre elliptic real
cilindre hiperbolic

cilindre elliptic imaginari

)\.]_X/Z + ).zylz =0

plans secants imaginaris

plans secants reals

)\.1X/2 +t'=0

plans paraliels reals
plans parallels imaginaris

)»1X/2 =0

pla doble
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Definicid 8.43 Les quadriques que estaiormades per un parells de plase’'n
diuendegeneradesi les queno ho estajno degenerades

En lesquadriques degeneraddnteressa especialmentdaterminad dels dos plans
que formen la gadricg que es fa de forma aioga al cas de leaiques.

| en el de legyuadriques no degeneragens limitarem nords a la sevalassificaad.
Tanmateix, pay, destacarem les devolucio —que $n les que tenedos valors propis
no nuls iguals— i les esferes—que $n elsellipsoidesque tenen elges valors propis
iguals—. Aquestes poden sezals o imaginaries, es pot agafar com a eixos setess
perpendiculars qualssevol que passin pel capaieomenantadi ar =a=b =c, la
seva equadiés:

X/2 + y/2 + Z/2 — :|:I’2.

Exemple 8.44Si aillem Z' de I'equacd obtinguda per a la gurica dels exemples
anteriorsx’? + 24/177 = 0, la sevaequach rediidaqueda
X/2
f—
2J/17

i &s, doncs, ugilindre parablic. z

X
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Aquests 6n elsgrafics en refezncia principatle lesquadriques no degenerades reals

paraboI0|de e!iptlc parabolmde hlpeﬂdlc cilindre parablic
4 + % 7 =% — 7 =%
- a2 - a2 b2 Y
ellipsoide real hiperboloide d’'una fulla hlperboI0|de de dues fulles
X2 y? 2_2_1 X2 ¥2 22 _ 4 X2 _y?2_ 22 _4
con real C|I|ndre elg)tlc real C|I|ndre therbllc
X2 | y? 72 x x'2

aZ

P 2
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8.4 Recapitulacio

Exemple 8.45Sigui R = {O; &, &} unareferencia euclidianael pla. Anem a de-
terminar larefeencia principal I' equacd redudade laparbolaformada pels punts
gueequidisterdel punt de coordenadé€®, 2) i de la recta d’equadix —y +4 = 0en
aquesta reféncia.

La projecco ortogonal del punt de coordenad@s?) sobre la recta que en la reéercia

R té equad x — y + 4 = 0 és la intersecéid’aquesta recta i de la seva perpendicular
per aquest punt —ques la recta d’'equagix + y — 4 = 0 respecte déR—, és a
dir, el punt de coordenades, 4). Per tant, elvertexés el punt mig d’aquest i del de
coordenadeg?, 2), o sigui, el punt de coordenades 3).

Llavors, prenent elector director unitari de la directriu i el seu vector ortogonal unitari
en la direcad de la directriu al focuss’obt que lareferencia principaks

R/Z{O+él+3é2; }
V2 V2
A mes, elparametre—o distancia del focus a la recta directriués

2-2+4 4
PR V2

i, en consegencia, l'equachd redudaés

1 . . (R




Exemple 8.46Redprocament, trobarem arafelcus I’ equacd de la directriu respecte
de la refeénciaR i la definicio metricade lapambolaque en laefeencia principal

1 1
R=lora+im —@ra). - @-o)
V2 V2
té equacd reduda /2
_ ! —
Algebra Lineal Y= 42
Rafel Amer En primer lloc, de lequach rediidaes dedueix que elaametreésp = 2./2, ja que
Francesc Carreras ha de se2p = 4v/2. Per tant, com que dbcusté coordenade$0, §) = (0,2
J‘\’;‘;Mng“g;’:;w en larefe®ncia principal les sevesoordenades en la retarciaR son (2, 2) i, en
Josep Tuduri consedjencia,és el punt . .
O + 26 + 26.
Pel que fa a lairectriy, en larefeencia principala sevaequach ésy’ = —‘—2’ = —/2.
[, tenint en compte que el canvi de rafacia deR’ a’R ve donat per
(5)-(G)+50 1))
y ] \3 J2\1 -1 y )’
dillant, es & que L
X' = —(x -4
X/ 1 /1 1 Xx—1 i : ﬁ( ty=9
= — , eésadir, ,
y J2\1 -1 y—3 y = 1(x y+2)
V2
d’on, substituint a quacd redudai operant, s'ohi la sevaquacd respecte d&

X—y+4=0.

Finalment, obtenim que aquesa laparabola formada pels punts que equidisten del
punt de coordenadé€g, 2) i de la recta d’equabix — y + 4 = 0 en la refegnciaR.



Exemple 8.47 Anem a trobar ara €quacd respecte de la refencia euclidianak
anterior de lgpamabolaque en laefencia principal

1 1
R = {o +&+3&; (=@ +8&), —=E — éz)}
V2 V2
té equacd reduda /2
_ A
Algebra Lineal Y= 42"
B — En primer lloc, el canvi de reféncia de la ref@ncia
Francesc Carreras R/ {O . 38 1 (_} R ) 1 (_' R )}
José M. Moreno = +e 1+ 56 —(e1+6€), ——=(eL—e
Viceng Sales “/é \/E
Josep Tuduri alarefeenciak = {O; &, &} ve donat per

(5)=0)- 56 1))

d’'on, dllantx" i y/, s'obt que

()=50 2)05)

es adir, 1
X'=—(x+y—4
ﬁ( y=9

1
= —(XX-y+2

Finalment, substituint aguestes expressiongquiacd redidai operant, s’ol I'e-
guacb buscada:

X% 4 2xy + y? — 16x = 0.
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Exemple 8.48 Redprocament tamd a I'exemple anterior, considerem aracanica
d’equacd x?+ 2xy+ y? — 16x = 0 respecte de la reféncia anterior classifiquem—Ila

(1) () (70)=(5)

no te solucd i, per tant, la onicaéssense centriees tracta, doncs, d’'unaambola

En primer lloc,

El polinomi caractdstic de la matriu de la part quadicaés
1-Xx 1

i els valors propis@n, doncsj; = 2i Ap = 0.

x ':x(x—Z)

A més a nés, els subespais propis respectius tenen equacionsy = 0i x +y =0
i els vectors propis corresponentmsper tantg; + € i & — &. Llavors

1 -8 )
"= —(1 -1 =42,
20 (7
d’on s’obé I'equacd 2x'2 — 82y’ = 0. En consetjéncia, lequach redudaés
/ X/2
y - 4ﬁ .

Finalment, leix de simetriave donat per

sl G)+ ()]0

ésadir2x+2y—8 = Oen larefeenciaR. | intersecant aquesta recta amb lagbenia
s’obté el punt de coordenandés 3) i, en definitiva, larefeencia principaks

R ={0+8&+3% L@+&). L@ -}
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Exemple 8.49Considerem una novafencia euclidian® = {O; &, &, &} deR3.
Anem a trobar equacd respecte d’aquesta reéeiciadel con realque en laefeencia
principal
R ={0 — 26, — 263; €, &, &}
té equacd reduda
X/2 + y/2 _ 2/2 —0.

En primer lloc, ekanvi de refeznciade la refeéncia principal a la refénciak —que,
en aquest cags nonis unaranslacd d’eixos— ve donat per

X -2 1 00 X -2 X
y | = 0O]+(0 10 y | = ol+lY |,
y4 -2 0 01 Z -2 Z

d’'on, dllantx’, y'i Z, s’obte que

X X+ 2
y | = y :
zZ Z+2
es adir,
X' =x4+2
y =y
7 =z+2

Finalment, substituint agquestes expressiongquiacd redtidai operant, s’ol I'e-
guacb buscada:

X2 +y?— 72 +4x—4z=0.
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Exemple 8.50De nou regprocament a I'exemple anterior, anentlassificarara la
quadricad’equacd x? + y? — 72 + 4x — 4z = O en la refeénciaR d’abans.

El sistema dels centres de sime&m

10 0\ /[x 2 0
o1 oy ]+ o]=]o0],
00 -1/\z 2 0

que € soluco x = -2,y =0i z= —2i, per tant, la gadricaésamb centrequeés el
punt de coordenadés-2, 0, —2) respecter, és a dir,

O' =0 —-28 — 2&;.
[, en particularf’ = F(—2,0, —2) = 0.

D’altra banda, la matriQ ja esh diagonalitzadaels seus valors propis, en con-
seqiencia,l1 = Ao = 1i A3 = —1. Per tant, 'equadi obtinguda —que jas I'equacd
redudaen aquest cases

X/2 + y/2 _ Z/2 -0

i la quadricaés, doncs, umon reali, en particulargsno degeneradaA mées a nes,
aquest cores derevolucb, ja queQ té un valor propi doblei; = Ay = 1.

Finalment, tamb pel fet de ja estar diagonalitzada la mat@u tenim que els vec-
tors propis én els de componentd, 0, 0), (0, 1,0)i (0,0, 1) en la refeenciaR, i la
referencia principabbtingudaés, doncs,

-
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