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Introduccio

Aquesta colleccié de problemes d’algebra lineal és resultat de les classes impartides per la Seccid
de Terrassa del Departament de Matematica Aplicada IT a 'Escola Técnica Superior d’Enginyers
Industrials de Terrassa des de la posada en marxa del nou pla destudis.

En el llibre s’han inclos exemples explicats a classe per aconseguir una major comprensié dels con-
ceptes teorics desenvolupats i altres problemes d'un major grau de dificultat que intenten aclarir
aquells punts en els quals hem constatat que els estudiants tenen més dificultats. No oblidem,
pero, que per aconseguir aquesta comprensio és imprescindible lesforg i el treball personal, tant
pel que fa a lestudi d’aquests conceptes com a la resolucié dexercicis. Esperem que el llibre si-
gui d'utilitat als estudiants i els aconsellem que intentin resoldre els problemes abans de llegir la
solucid. En molts casos, segurament trobaran solucions alternatives a la proposada.

Els temes en qué esta dividit el llibre sén habituals en qualsevol curs d’Algebra Lineal i sha dedi-
cat especial atencio als aspectes geometrics de I'Algebra Lineal; aixi, els dos altims capitols estan
dedicats a la Geometria i a lestudi de les coniques i quadriques.

Encara que, inicialment, aquest llibre estigui pensat per a estudiants d’Escoles Tecniques Superiors
d’Enginyeria, també pot ser util als estudiants de Matematiques, Fisica i, en general, d'un curs

elemental d’Algebra Lineal.

Es pot aconsequir I'tltima revisi6 d'aquesta obra en format PDF a I'adreca d’Internet
http://ruth.upc.es/algebra/algebra-lineal-problemes-resolts.pdf.

RAFEL AMER I VICENC SALES
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Matrius i sistemes dequacions lineals

1.1 Matrius

1. Calculeu el rang de les matrius segiients:

2 -1 3 -2 4 ;_?_i_i

a)l4 -2 5 1 7|; b)
2 -1 1 8 2 > L=l
7 7 9 1

Solucio

a) El rang d’'una matriu és el nombre maxim de vectors-columna linealment independents. Ales-
hores, per calcular el rang hem de triangular la matriu:

2 -1 3 -2 4 2 -1 3 -2 4

4 -2 5 1 7 ~10 0 -1 5 —1

2 -1 1 8 2 Fo~F>—2F, 0 0o -2 10 -2
F3~F3—F
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Els pivots de la matriu triangulada corresponen a les columnes primera i tercera, per tant, el pri-
mer i el tercer vectors-columna de la matriu inicial son linealment independents i els altres tres
son combinacié daquests i el rang d’aquesta matriu és 2.

b) Triangulant la segona matriu de lenunciat tenim que

1 5 —1 1 3 5 —1

2 -1 -3 4 _lo -7 -13 6

5 1 -1 7 —lo —-14 —26 12

7 7 9 1 JE~P22F0 \ (0 14 —26 8 )F3~F;—2F
o Fi~Fi=2F;

1 3 5 -1
0 -7 —-13 6
0 O 0 O
0 O 0 —4

12

Es evident que els vectors-columna primer, segon i quart son linealment independents i que el
tercer és combinaci6 lineal dels dos primers. Per tant, el rang d’aquesta matriu és 3.

2. Calculeu el rang de la matriu segiient segons els valors del parametre a:

1 a+1 a*+3d3
1 a+1 1 a3 + 3a?

a+1 1 1 a’ 4+ 3a
Solucio
Triangulem la matriu
1 1 a+1 a*+3d3
1 a+1 1 a3+ 3a?
a+1 1 1 a2 + 3a Fr~F>—F,
F3~F3—(a+1)F;
1 1 a+1 a* + 343
~10 a —a —a* —2a3 + 3ad?
2 5 4 3 2
0 —a —a“—-2a —a’>—4a"—3a”>+a”+ 3a Fa~Fst+F>
1 1 a+1 a* + 343
~10 a —a —a* —2a3 + 342
0 0 —a?—3a —a®—5a*—5a%+ 44 + 3a



Algebra Lineal. Problemes resolts 9

Els coeficients de la diagonal principal d'aquesta matriu depenen del parametre a, aleshores, per
calcular el rang de la matriu hem de distingir els casos segiients:

(a) Sia # 0i—a? —3a # 0, els tres primers vectors-columna sén linealment independents
i el quart és combinacio lineal dels tres primers; per tant, el rang de la matriu és 3. Tenint
en compte que —a? — 3a = 0'si, inomés si,a = 0oa = —3, resultaquesia # —3i0el
rang de la matriu és 3.

(b) Sia = 0,la matriu inicial era

10
10
10
i evidentment el rang d’'aquesta matriu és 1.
(c) Sia = —3 la matriu triangulada és

1 1 -2 0

0 -3 30

0 0 00

En aquest cas, els dos primers vectors-columna sén linealment independents i els altres dos
son combinacio lineal daquests; per tant, el rang de la matriu és 2.

Resumint, sia = Oelrang és 1,sia = —3 elrangés2isia # —31i0 el rang és 3.
3. Donada la matriu
1 -2 1
A=|3 -2 -1 ,
4 -1 2
calculeu (A — 21)3.
Solucio
En primer lloc tenim que
1 -2 1 00 -1 -2 1
A-2I=|3 -2 -1 |-210 1 0 | = 3 4 -1
4 —1 0 0 1 4 -1 0
Aleshores,
-1 -2 1 -1 -2 1
A=20)?=| 3 —4 -1 3 —4 —1
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(—D(=1)—=2-34+1-4 (=1)(=2) =2(=4) + 1(=1) —1-1=2(=1)+1-0
=| 3-1)-4-3-1-4  3(=2)—4(-4)—1(-1) 3-1—4(-1)—1-0
4(=1)=1-3+0-4  4(=2)—1(=4)+0(=1)  4-1—1(=1)+0-0

-1 91
=|-19 11 7
—7 —4 5
i finalment tenim que
-1 91 -1 =2 1
(A=202=A-2D*A-2)=|-19 11 7 3 —4 —1
—7 —4 5 4 —1
32 —35 —10
=18 -13 -30
15 25 -3

4. Calculeu, si és possible, les inverses de les matrius segiients:

A= ; B=13 9 4
1 -1 1 -1 > 4 2
1 -1 -1 1

Solucio

Per calcular la inversa de la matriu A4, hem de triangular la matriu segiient:

I 1 1 1]1000
I 1 -1 -1 {0100
I -1 1 -1]00 10
I -1 -1 1 ]0 00 1/2x"h
Fy~F4—F,
I 1 1 1] 1000
o 0o -2 -2 (-1 100
o2 0 -2 |-1010
0 -2 -2 0 |=1 0 0 1 /F~Fs
F3~F>
I 1 1 1] 1000
o -2 o -=2|-1010
“{o 0 -2 -2 |-1100
0 -2 =2 0 |=1 0 0 1/F~2F+F

Fa~F4—F>
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2 0 2 0 1 0 1 0
o =2 o —=2]-10 10
10 0 -2 -2 |-11 00
O 0 -2 2 0 0 -1 1 F1~F1+F3
Fa~Fy—
2 0 0 -2 0 1 1 O\
10 -2 0 -2 |- 0 1 0
~10 0 -2 -2 |- 1 00
0 0 0 4 I =1 -1 1 Ja2nths
F3~2F3+F,
4 0 00 1 1 1 1 \
o -4 o0 -1 -1 11
“lo 0 40 |1 1 -1 1 |r~1p
0 0 0 4 1 =1 =1 1 )F~3F
F3~=1F;3
Fuy~1F,
1000 |Va g Vg 14
2o 1 oo |la Vs —ls —lj
o0 1 0 |Va Vs Vs
00 0 1 |4 —ls —ls 1

Per tant, la matriu A4 és invertible i la seva inversa és

1 1 1 1

111 1 -1 -1
_1__

4 401 -1 1 —1

1 -1 -1 1

De la mateixa manera, calculem la inversa de la matriu B:

0

w
O
~

S O =
—_ O

F>~2F,—3F;

F3~F3—F,

2 7 3 1 00

-1 | -3 0

0 -3 —1 |—-1 0 1 )F~3F+7F
F3~F3—F,

6 0 2 |—18 14 0

0o -3 -1 -3 20

0 0 0 2 =21

12
[e]
I
w
b

[



12 Matrius i sistemes dequacions lineals

Els tres sistemes dequacions que intervenen per calcular la inversa de la matriu B sén incompa-
tibles; per tant, la matriu B no és invertible.

5. Trobeu els valors de A per als quals és invertible la matriu

1 1 -1
2 -1 A
1 10 -6

Solucid

Sabem que una matriu dordre 3 és invertible si, i només si, el seu rang és 3. Aleshores, hem de
trobar els valors de A per als quals el rang d'aquesta matriu és 3.

Triangulant la matriu tenim que

1A -1 o2 -1
2 —1 A ~lo0o —22—-1 1+2
1 10 —6 PPy 0 =A+10 =5 Jp Hrk
1A —1 L2 -1
~lo0 —24—1 A+42 ~|10 21 -A-12
0 21 —1-12 EEy 0 2A-1 A+2 Jp s iFt@it)F
1 A ~1
~|o0 21 —A—12
0 0 —21%2—41+30

Tenint en compte que —2A2 — 4\ + 30 = 0 si, i només si,

4+ V161240  4++/256  4+16 {—5

A
—4 —4 —4

resulta que el rang de la matriu és 3 i, per tant, és invertible si, i només si, A # —513.

6. Trobeu una matriu X tal que AX = B, on

(5) ()
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Solucio

Comprovem en primer lloc que la matriu A és invertible i calculem la seva inversa

(1 —5'10) N(l —5‘10)
2 4 0 1 F>~F>—2F; 0 14 -2 1 F1~14F4+5F>

(14 0 | 45 (10 | 4ha Sha
“\V 0 14 |2 1 )hA~%F T \0 1 214 14 )~

1
Fo~ iy P>

Per tant, la inversa de la matriu A4 és

1 ( 45
1—_
4 _14(—21)'

Multiplicant a Fesquerra els dos costats de la igualtat AX = B per A~ ! tenim que
AT'AX = A7'B
X=4"'B.

Y — i 4 5 26\ _ L 28 14
T4\ -2 1 4 -2 ) " 14\ 0 —-14
7. Donades les matrius

1 -2 . (1 -8 .
A_(z —4) ’ B_(z —16)'

(a) Comproveu que la matriu A no és invertible, pero que lequacio AX = B té solucic.

Aleshores,

(6)

(b) Trobeu una matriu C tal que lequacié AX = C no tingui solucié.

Solucio
a) Evidentment, la segona columna de la matriu A és multiple de la primera, per tant, la matriu A
té rang 1 i no és invertible. Aleshores, no podem resoldre lequacié6 AX = B pel mateix metode

que a lexercici 8.

Si posem
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lequacié AX = B es transforma en
1 -2 x y\_ (1 =8
2 —4 z t) \2 -16 )~

Igualant coeficient a coeficient, tenim un sistema de quatre equacions amb quatre incognites

x—2z=1
y—2t=-8
2x —4z =2
2y —4t = —16

La tercera equacio és el doble de la primera i la quarta és el doble de la segona; per tant, el sistema
queda reduit a

x—2z=1
y—2t=-8

Es evident que aquest sistema és compatible indeterminat amb dos graus de llibertat i la seva
solucid general és

x=2z+4+1
y=2t—-8

Per tant, totes les matrius de la forma

X=(22+1 2t — 8
z t

) , amb z,feR,
son solucid de lequacio inicial.
b) Sabem que en tota igualtat de matrius AX = C, les columnes de la matriu C sén combinacié

lineal de les columnes de la matriu A. Aleshores, si volem que lequaciéo AX = C no tingui solucio,
és suficient que alguna columna de la matriu C no sigui combinaci6 lineal de les columnes de la

matriu A4, per exemple:
1 3
c=(y 3)-
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8. Resoleu, és a dir, ailleu la matriu incognita X, les equacions matricials segiients:

(a) 2X + A= B.
(b) XA+ B =C.
(c) A7'XA = B.
(d AX7'B=1.
(e) A'X'+ B =C.

En tots els casos suposarem que les maqtrius que multipliquen a la X son regulars.

Solucio

(a) En aquest cas, la matriu 4, que esta sumant a un costat de la igualtat, passa a l'altre costat
restant i, el 2 passa dividint, és a dir, la solucio és

1
X=2(B-4).

(b) De manera semblant, tenim que XA = C — B i, en multiplicar els dos costats de la igualtat
per A~ ala dreta, tenim que XAA™Y = (C — B)A_l. Aleshores, la solucio és

X =(C—-B)A™'.

Observem que si una matriu regular esta multiplicant en un costat d’'una igualtat per lesquerra,
podem passar-la a lesquerra de l'altre costat de la igualtat, multiplicant per la seva inversa. De la
mateixa manera, si una matriu regular esta multiplicant en un costat d'una igualtat per la dreta,
podem passar-la a la dreta de laltre costat de la igualtat, multiplicant per la seva inversa.

(c) En aquest cas també hem de tenir en compte que (AB)~! = B~1A~!. Aleshores, pas a pas,
tindrem que
AT'XA=B

A7'X = BA!
X = ABA™ L.

(d) De manera similar
AX7'B =1

AX '=I1B1=pB"!
X 1=41p"1
X =(4"'B7Y)7"
X = BA.
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(e) Finalment, tenint en compte que (A + B)" = A’ + B'ique (AB)" = B' A, tindrem que
AT'X'+B=C
AT'X'=C-B
X" = A(C — B)
X = (A(C - B))'
X =(C'—BHA".

1.2 Sistemes dequacions lineals

9. Analitzeu el caracter del sistema dequacions lineals segiient pel métode de Gauss:

x=2y4+z=2
2x—y+3z=0
x+2y=-1

3x=5y+z=-2

Solucio

La matriu del sistema dequacions és

1 -2 1 2
2 -1 3 0
1 2 0 |-1
3 51 |2

Triangulant aquesta matriu, fent transformacions elementals per files tenim que

1 -2 1 2 1 -2 1 2
2 -1 3 0 1o 3 1 |-4
1 20 [-1 —lo 4 -1 [=3
3 =5 1 |=2 )E~F2k 0 1 =2 |—8 ) F3~3F;—4F
53:33:31;;1 I4§4~31';)4—F22
1 -2 1 2 1 -2 1 2
1o 3 1 —4 _lo 3 1 —4
—lo 0 -7 7 —lo o0 -7 7
0 0 —7 |-20 0O 0 0 |-27

Fy~F4—F3
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El sistema triangular corresponent a aquesta ultima matriu és

x=2y+z=2
3y+z=-4
-7z =17
0=-27

Evidentment, I'tltima igualtat és impossible, per tant, aquest sistema dequacions és incompatible.

10. Resoleu el sistema dequacions lineals segiient pel métode de Gauss:

X+2y—-3z=-2
3x4+z=0
2x—y +2z=73

Solucio

La matriu d’aquest sistema dequacions és

1 2 =3 |2
3 1 01,
2 -1 2 3

és a dir, la matriu que sobté escrivint en columnes els coeficients de la x, els de la y, els dela z i
els termes independents, respectivament.

El métode de Gauss consisteix a fer transformacions elementals per files fins a obtenir una matriu
triangulada i a partir daquesta resoldre el sistema dequacions. Recordem que les transformacions
elementals son les segiients:

(a) Permutar dues files.
(b) Permutar dues columnes corresponents a les incognites.
(c) Multiplicar un fila per un nombre diferent de zero.

(d) Substituir una fila per aquesta fila més un multiple d’'una altra.

El primer coeficient de la diagonal principal és diferent de zero, aleshores per aconseguir que els
altres coeficients de la primera columna siguin zero fem les transformacions elementals segiients:

Substituim la segona fila per la segona fila menys el triple de la primera i substituim la tercera fila
per la tercera fila menys el doble de la primera.
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Es habitual representar aquestes transformacions elementals i la matriu obtinguda de la forma
seglient:

1 2 =3 |2 1 2 =3 |2

3 0 1 0 ~10 —6 10 6

2 -1 2 3 ) F-~F>,-3F, 0 -5 8 7
F3~F3—2F

El segon coeficient de la diagonal principal és diferent de zero, aleshores per aconseguir que el
coeficient que hi ha sota sigui zero fem la transformaci6 elemental segiient:

Substituim la tercera fila per la tercera fila multiplicada per 6 menys la segona multiplicada per 5.

Com en el cas anterior representem aquesta transformacio elemental i la matriu obtinguda de la
forma segiient:

1 2 =3 |2 1 2 =3 |2
0 -6 10 6 ~|10 —6 10 6
0

0 =5 8 | 7 )5 srsp 0 -2 |12

Aquesta ultima matriu ja esta triangulada, aleshores el sistema dequacions inicial és equivalent al
que correspon a aquesta matriu, que és

xX+2y—-3z=-2
—6y+10z =6
-2z =12

Un sistema d’aquesta forma sanomena triangular i es resol comengant per I'tltima equacid i subs-
tituint els resultats a les anteriors.

Observem que el sistema triangular té tres equacions i tres incognites, aleshores el sistema dequa-
cions inicial és compatible determinat. Les solucions son

x+2y—3(—6)=-2 x4+ 2(—=11) = 3(—6) = -2 x=2
z=-6 z=-—6 7z =—6

Per tant, la solucid del sistema és
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11. Resoleu el sistema dequacions lineals segiient pel métode de Gauss:

2x—y+3z=4
X+2y—-2z=-2
4x 4+3y—z =0

Solucié

La matriu d’aquest sistema dequacions és

2 -1 3 4
1 2 -2 |=2
4 3 -1 0

Triangulant aquesta matriu, fent transformacions elementals per files tenim que

2 -1 3 | 4 2 -1 3 | 4
1 2 =2 [=2 ~lo 5 -7 |-8
4 3 -1 | 0 E2Fa ) 0 5 =7 18/ p pp

2 -1 3 4

El sistema triangular corresponent a aquesta ultima matriu és

2x —y+3z=4
5y -7z = -8
i té dues equacions i tres incognites, per tant, el sistema és compatible indeterminat amb un grau

de llibertat; és a dir, la solucié general ve donada en posar dues de les incognites en funcié de la
tercera. En aquest cas,

Tz —8 —4 6
z +3z=4 x:ZT-i-

7z —8 _72—8
5 Y=

2x —

y:

Per tant, la soluci6 general és
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Observem que qualsevol solucid particular del sistema dequacions es pot obtenir donant un valor
arbitrari a la z i calculant els valors de la x i de la y amb les igualtats de la solucio general.

12. Resoleu el sistema dequacions lineals homogeni segiient pel métode de Gauss:

2x+y—4z=0
3x+5—-72=0
4x —5y -6z =0

Solucio

Observem que quan el sistema dequacions és homogeni, és a dir, tots els termes independents son
nuls, en tot el procés de triangulacié de la matriu aquests termes sempre son nuls, ja que cap de
les transformacions elementals els fa variar.

Per aquest motiu, quan es triangula la matriu d’'un sistema dequacions homogeni, no és impres-
cindible posar la columna de termes independents. De tota manera, per recordar que resolem un
sistema dequacions homogeni, és convenient fer-ho.

2 1 —4]0
35 =710
4 -5 —6]0

Triangulant aquesta matriu tenim que

2 1 —4]0 2 1 —4]0 2 1 —4]0
35 —7]0 ~lo 7 —2]0 ~lo 7 =20
4 =5 —6|0 ) F2F-3F, 07 =210 00 0|0

F3~—F3+4+2F

El sistema triangular corresponent a aquesta tltima matriu és

2x+y—4z=0
Ty —2z=0\"

ja que els coeficients de la matriu son els coeficients de les incognites i els termes independents
son zero.

Aquest sistema té dues equacions i tres incognites, per tant, el sistema inicial és compatible inde-
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terminat amb un grau de llibertat. La soluci6 general és

2z 13z
2x+7—42=0 XZT
_22 = _22
Y= Y=

13. Resoleu el sistema dequacions lineals homogeni segiient pel métode de Gauss:

3x+54+2z2=0
3x+594+4z=0

x+y—4z=0
2x+9y +6z=0

Solucié

En aquest cas no posem els termes independents, pero al final hem de recordar que aquests son
tots nuls.

35 2
35 4
1 1 —4
2 9 6

Triangulant aquesta matriu tenim que

3 5 2 3 5 2

35 4 o o 2

1 1 —4 10 -2 -10
F>~F>—F

29 6 F32~3I<23—1%] 0 17 14
Fy~3F4—2F,

En aquesta matriu, el segon coeficient de la diagonal principal és zero; aleshores per continuar
triangulant la matriu hem de permutar dues files de manera que el coeficient que ocupi aquest
lloc sigui no nul:

3 5 2 3 5 2
0 O 2 10 17 14
0 -2 -10 10 -2 -10
0 17 14 ) F~F4 0 O 2

Fy~F> F3~17F3+2F>
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305 2 305 2
o1 4 o174
—lo o0 -14 1o 0 -14

0o 0 2 0 0 0

F4~T71F4+F3

El sistema triangular corresponent a aquesta ultima matriu és

3x+5+4+2z=0
17y + 14z =0
—142z =0

i té tres equacions i tres incognites. Per tant, el sistema inicial és compatible determinant.

Ltnica solucié d’'un sistema homogeni compatible determinat és la trivial, és a dir,

14. Analitzeu, pel métode de Gauss, el caracter del sistema dequacions lineals

x=2y4+z=-=-2
—x+y+az=1 ,
2x+ay +4z =-2

segons els valors del parametre a.

Solucio

La matriu d’aquest sistema dequacions és

1 -2 1 |2
-1 1 a 1
2 a 4 |2
Triangulant aquesta matriu tenim que
1 -2 1 |2 1 -2 1 -2
—1 1 a 1 ~10 -1 a+1 |-1
2 a 4 -2 F>~F>+F, 0 a+4 2 2

F3~F3—2F) F3~F3+(a+4)F>
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1 -2 1 -2
~lo0 -1 a+1 -1
0 0 a’2+5a+6 |—a-2

Observem que a? + 5a + 6 = 0 si, i només si,

5+ V25-24 5+ V1 541 |2

a ;
2 2 2 -3

aleshores, ja podem estudiar quan es compleix cada un dels casos de lenunciat.

(a) El sistema és incompatible si alguna de les equacions del sistema triangular és de la forma
0 = nombre diferent de zero. Evidentment, la tercera equaci6 és d'aquesta forma quan a = —3.

(b) El sistema és compatible indeterminat si la tercera equacié queda reduida a 0 = 0, és a dir, si
a=-2.

(c) Finalment, és immediat que sia # —2i — 3 el sistema és compatible determinat.

15. Estudieu, segons els valors del parametre a, el sistema dequacions lineals segiient pel métode
de Gauss:
x4ay+2z=-1
x4+ QR2a+1)y+8=0
2x 4+ 3ay+ Ba+4)z=a-2
Solucié

La matriu d’aquest sistema dequacions és

1 a 2 -1
1 2a+1 8 0
2 3a 3a+4 |a—2

Triangulant aquesta matriu fent transformacions elementals per files tenim que

1 a 2 -1 1 a 2 —1
1 2a+1 8 0 ~10 a+1 6 1
2 3a 3a+4 |a—-2 1%2:1‘{;2—_21;‘11 0 a 3a @ J Fi~(a+1)Fs—aF,
1 a 2 -1
~10 a+1 6 1
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En aquesta ultima transformaci6 elemental hem multiplicat la tercera fila, que és la que hem subs-
tituit, per a + 1, aleshores si a = —1 aquesta transformacio6 no és valida, ja que no es pot mul-
tiplicar una fila per zero. Per tant, quan estudiem el sistema per aa = —1, no ho podrem fer a
partir daquesta ultima matriu, sin6 que ho haurem de fer a partir de l'anterior.

Per estudiar el sistema dequacions, hem de distingir els casos segiients:

(a) Si3a? —3a # 0ia + 1 # 0, el sistema triangular corresponent a la matriu triangulada és

x+ay+2z=-1
(@a+1)y+6z=1

(3a? —3a)z = a®
i té tres equacions i tres incognites, per tant, el sistema és compatible determinat.
Observem que 3a% — 3a = 0si, i només si,a = 0 0 a = 1; per tant, en aquest primer cas estem
estudiant el sistema sia # —1, 01i 1, i quan calculem les solucions podrem simplificar entre a,

a+loa-—1.

Les solucions sén

+ay+2—2 1 oL 4o 1
X a = — X a = —
T3 23 a—1 " “32-3
a —1
+1)y+6 =1; = = —
(a )y 30 -3 y P
__a a
" T 3a-3 Sy
—2a+3
X=—
3a —3
-
y_a—l
_ a
T 3a-3

(b) Sia = 0 la matriu triangulada del sistema dequacions és

1 0 2 |-1

01 6

0 00 0

i el sistema triangular corresponent a aquesta matriu,
x+2z=-1
y+6z=1
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té dues equacions i tres incognites; per tant, el sistema és compatible indeterminat amb un grau
de llibertat. La solucid general és

x=-2z—-1

y=-6z4+1{"

(c) Sia = 1 la matriu triangulada del sistema dequacions és

11
0 2
0 0

S NN

i el sistema triangular corresponent a aquesta matriu,

X+y+2z=-1
2y +6z =1
0=1

conté una igualtat impossible. Per tant, el sistema és incompatible.

(d) Sia = —1, I'tltima transformacid elemental que hem fet no és valida; per tant hem de conti-
nuar lestudi del sistema a partir de la matriu anterior

1 -1 2 | -1 1 -1 2 | -1

0 0 6 1 ~10 -1 -3 |-1

0 —1 =3 |—1 ] F~F; 0 0 6 1
F3~F,

El sistema triangular corresponent a aquesta matriu és

xX—y+2z=-1
—y—3z=-1
6z =1

i té tres equacions i tres incognites; per tant, el sistema és compatible determinat. La solucié és

+21 1 1—|—21 1 >
X — - =— X — = - =— X =—-
YT 2 %% 6
31 =—1 == _ 1 e _ !
Y% T Y=3 Y=3
1 1 1
zZ = — 7z = — 7 = —
6 6 6
Resumint, sia # —1, 011 el sistema és compatible determinat i la soluci6 és
—2a+3 —1 . a
X =" y = , i z=—:;
3a —3 a—1 3a —3
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sia = 0 el sistema és compatible indeterminat amb un grau de llibertat i la solucié general és

X=-2z—z
y=—6z4+1{"
sia = 1 el sistema és incompatible i, finalment, sia = —1 el sistema és compatible determinat i
la soluci6 és
5 1 1
X =—, = -, i z=—.
6 Y= 6

16. Estudieu, segons els valors dels parametres a i b, el sistema dequacions lineals segiient:

X+ay+z=3
3x+bz=a
X+2y+z=>b

Solucio

La matriu d’aquest sistema dequacions és

1 a 1 |3

300 |a

1 2 1 |b

Triangulant aquesta matriu tenim que
1 a 1 |3 1 a 1 2
3050 |a ~|0 —-3a b-3 |a-9
1 2 1 |b ) F~F-3F 0 2—a 0 b—-3
F3~F3—F)

Aleshores, si permutem la segona i la tercera columna ja tindrem la matriu triangulada
1 1 a 2

0 b—3 =3a a—"9
0 0 2—a |b-3

Per estudiar aquest sistema dequacions hem de distingir els casos segiients:
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(a) Sib # 3ia # 2 el sistema és compatible determinat ja que queda un sistema triangular de
tres equacions amb tres incognites sense cap igualtat del tipus

0 = nombre diferent de zero .

(b) Sia = 2 la matriu triangulada del sistema és

1 1 2 2
0 b-3 -6 =7
0 0 0 |b-3

i shan de distingir dos casos:
(b.1) Si b # 3 el sistema és incompatible.

(b.2) Si b = 3 el sistema triangular corresponent a I'iltima matriu té dues equacions i
tres incognites; per tant, és compatible indeterminat amb un grau de llibertat.

(c) Si b = 3 continuem triangulant la matriu que teniem abans de canviar dordre les columnes
segona i tercera

1 a 1 2 1 a 1 2
—3a 0 |a—9 ~10 —-3a 0 a—9
0 2—a O 0 0 0 0 |—da?>+1la—18

F3~3aF3+Q2—a)F>

Aleshores, tenint en compte que aquesta tltima transformacio6 no és validasia = 01 que
2 —
—a“+11la—-18=0
si, i només si,

11+ +/121-72 —-11++/49 —11+7 2
a = = = =
-2 -2 -2 9

s’han de distingir els casos segiients:

(c1) Sia # 0,219 el sistema és incompatible ja que la tercera equacié del sistema
triangular corresponent a aquesta ultima matriu és de la forma

0 = nombre diferent de zero .

(c.2) Sia = 2 el sistema triangular corresponent a I'iltima matriu és

X+2y+z=2 .
—6y =-7\"
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per tant, el sistema és compatible indeterminat amb un grau de llibertat.

(c.3) Sia = 9 el sistema triangular corresponent a I'altima matriu és

X+9% +z=2(
—27y =0\’

per tant, el sistema és compatible indeterminat amb un grau de llibertat.

(c.4) Sia = 0,la matriu triangulada d'aquest sistema dequacions és

1 01 2
000 |-9];:
020 0

per tant, el sistema és incompatible.

Podem resumir tots aquests casos en lesquema segtient:

a#2
a=?2
b=3

b#3 El sistema és compatible determinat
b =3 Elsistema és compatible indeterminat

b # 3 Elsistema és incompatible

a #2i9 Elsistema és incompatible
a=2 El sistema és compatible indeterminat

a=9 El sistema és compatible indeterminat

17. Resoleu el sistema dequacions lineals segiient pel métode de Gauss-Jordan:

2x +2y—-3z=14
3x—-3y+2z=7
XxX—y+3z=-7

Solucio

El metode de triangulacié de matrius de Gauss-Jordan consisteix a aconseguir mitjangant trans-
formacions elementals per files que tots els coeficients situats a sota i a sobre dels coeficients no
nuls de la diagonal principal siguin zero. Lavantatge respecte al meétode de Gauss és que una
vegada triangulada la matriu tenim directament les solucions del sistema.
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La matriu d’aquest sistema dequacions és

2 2 -3 14
3 -3 2 7
1 -1 3 |7

Triangulant aquesta matriu tenim que

2 2 -3 14 2 2 =3 14
3 -3 2 7 ~|0 —12 13 |-28
I -1 3 |=7 JFH~2F-3F 0 —4 9 |-28 JF ~6F +F>
F3~2F3—F, F3~3F3—F>
12 0 =5 56 12 0 -5 56
~ 0 —12 13 |-28 ~ 0 —12 13 |-28
0 0 14 | =56 0 0 1 —4 ) Fi~F\+5F
F3~g F3 FamFa—13F5
12 0 0 |36
i~ 0 —-12 0 | 24
0 01 |—4
El sistema corresponent a aquesta ultima matriu és
12x = 36
—12y =24
z=—4

Per tant, el sistema inicial és compatible determinat i la soluci6 és

18. Resoleu simultaniament pel métode de Gauss-Jordan els sistemes dequacions lineals se-
giients:
2x+y+3z=2 2x+y+3z=1
x=3y+z=1 x=3y+z=-2
5x =8y +6z=-2 5x =8y +6z=-5
Solucio

Quan tenim uns quants sistemes dequacions de manera que tots tenen els mateixos coeficients
de les incognites, els podem resoldre simultaniament triangulant la matriu formada per aquests
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coeficients de les incognites i tantes columnes de termes independents com sistemes dequacions
tinguem.

Triangulant la matriu d'aquests dos sistemes dequacions tindrem que

2 1 3 2 1 2 1 3 2 1

1 =3 1 1 -2 ~10 -7 -1 0 -5

5 -8 6 |-2 =5 ) F~2F-F 0 21 -3 |—-14 —15 ) Fi~7F|+F>
F3~2F3—5F F3~F3—3F,

14 0 20 14 2
~ 0 -7 -1 0 -5
0 0 0 (-14 O

El primer sistema és incompatible ja que una de les equacions del sistema triangular és 0 = —14.

El segon sistema és compatible indeterminat amb un grau de llibertat i la seva solucio general és

—10z +1

7
—z+4+5

7
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Determinants

2.1 Determinants

1. Calculeu els determinants dordre 2 segiients:

a> b | sina coso | n+1 n
(@) a b% |’ ®) sinf cosf |’ © n n—1
Solucio
2
‘Z be = a?b?® —ab = ab(ab—1).

sina  cosoa
sin8 cospf

n+1 n
n n—1

=sina cos B —sin B cosa = sin(a — f).

=m+Dn—-1)—n?>=n*-1-n>=-1.
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2. Calculeu els determinants dordre 3 segiients mitjangant la regla de Sarrus:

3 4 -5 1 2 =3 a x Xx
(a) |18 T =2 |; (b) 4 -5 6 |; (c) |x b x
2 —1 8 —7 8 9 X X c
Solucié
3 4 -5
8 7 =2 |=3-7-84+4(-2)24+8(-1)(=5)—(-5)7-2—(-2)(-1)3—4-8-8
2 —1 8
=168—164+40+70—6—-256=0.
1 2 -3
4 -5 6 |=1(-59+2-6(-7)+4-8-3)—(-3)(-57—-1-6-8—4-2-9
-7 8 9
=—45—-84—-96+ 105 —48 — 72 = —240.
a x x
x b x |=abc+ x>+ x3—bx?—ax?—cx?
X X ¢

=2x2—(a+b+c)x? +abc.

3. Calculeu el segiient determinant dordre 4:

-3 2 1 2
5.0 2 0
6 -4 2 1

Solucio

Observem que la segona fila del primer determinant té dos zeros; a més, si fem una transformacio
elemental per columnes podem aconseguir que n’hi hagi un altre:

3 2 1 2 11 2 1 2
5 0 2 0 1l 0 0 2 0
6 —4 2 1 T2l 2 —4 2 1
4 1 -3 —4 23 1 -3 —4

C1~2C1—5C3
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Aleshores, desenvolupant pels coeficients de la segona fila tenim que

-1 2 1 2

1l 0o o 2 ol 1 -2 2
2 2 4 2 1|7 2
23 1 —4

23 1 -3 —4
= (176 + 46 + 4 + 184 + 11 + 16) = —85.

Per tant,
-3 2 1 2
5 0 2 0
6 —4 2 1 —85.

4. Sabent que A i B son matrius quadrades dordre 3 tals que det(A) = 2 idet(B) = -3,
calculeu el determinant de la matriu

lAzB_lAt
> .

Solucié

Aplicant les propietats dels determinants respecte de les operacions amb matrius, tenim que

3
det (%AZB_IAt) = (%) det(A?) det(B™') det(4")

! et ()2t (B) ! det(4) =

2.2 Aplicacions dels determinants

5. Calculeu el rang de les matrius segiients per menors, indicant un menor no nul dordre

maxim:
3 2 5 4 32 5 2 7
2 3 6 8 6 4 7 4 5
A= 1 -6 =9 =20 |~ B = 32 -1 2 —-11
4 1 4 2 6 4 1 4 -—13
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Solucio

(a) Es evident que les columnes de la matriu A no sén totes multiples d’una mateixa columna; per
tant, el rang com a minim és 2, i un menor dordre 2 amb determinant no nul és el que sobté en
fixar les files 1a. i 2a. iles columnes la. i 2a.:

5 4
6 8 amb ‘32'25.

1 -6 -9 =20
4 1 4 2

Per comprovar si el rang daquesta matriu és més gran que 2, hem de calcular els determinants
dels menors dordre 3 que sobtenen a partir de l'anterior afegint una fila i una columna.

Si afegim la tercera fila i la tercera columna,

!
2] [3] 6 8 2 3 6|=0.

-1 -6 -9 -20
4 1 4 2

Si afegim la tercera fila i la quarta columna,

2
2] [3] 6 8 2 3 8|=o0.

-1 -6 -9 =20

4 1 4 2 b=
Si afegim la quarta fila i la tercera columna,
2
5o 32 s
6 8 23 6|=0
1 -6 -9 =20 41 4

— \ 4 1 4 2



Algebra Lineal. Problemes resolts 35

Si afegim la quarta fila i la quarta columna,

)
3] [2] 5 4
2] [3] 6 8

—6—9—20
_>41 4 2

=10#£0.

A~ N W
—_ W N
N o0 B~

El menor dordre 3 que sobté en fixar les files 1a., 2a.i4a. iles columnes la., 2a.i4a.

5[4
6 [8]
I —6 -9 —20

4 [2]

té determinant no nul; per tant, el rang de la matriu 4 és com a minim 3. Finalment, per saber si
el rang és 4 hem de calcular el determinant de I'inic menor dordre 4

3 2 5 4
2 3 6 8
1 -6 -9 =20
4 1 4 2

=0.

Per tant, el rang d'aquesta matriu és 3 i un menor dordre 3 amb determinant no nul és el que hem
indicat abans.

(b) Es evident que les columnes de la matriu B no sén totes miltiples d'una mateixa columna; per
tant, el rang com a minim és 2, i un menor dordre 2 amb determinant no nul és el que sobté en
fixar les files 1a. i 2a. i les columnes 2a. i 3a.:

3 2] [5] 2 7
6..4 > amb 25——6
3 2 2 —11 |° 4 7|
6414—13

Calculem ara els determinants dels menors dordre 3 que sobtenen quan afegim una fila i una
columna a aquest menor dordre 2.

Si afegim la tercera fila i la primera columna,

!
6 L4 7] 4 s 6 4 7]=0
|3 2 -1 2 -1
32 -1
6 4 1 4 —13
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Si afegim la tercera fila i la quarta columna,

AN W AN W

2
4

~1

1

\’
2
4
2
4

7
5
—11
-13

Si afegim la tercera fila i la cinquena columna,

AN W AN W

2
4

—1
1

LR NS R )

+
7
5
—11
~13

Si afegim la quarta fila i la primera columna,

¥

3 2] [5]
6 [4] [7]

3

— \ 6

2
4

-1
1

L= S S\

—11
—13

Si afegim la quarta fila i la quarta columna,

3 [2] [s]
6 [4] [7

3
— \ 6

2
4

—1
1

£\ I S S

7
5
—11
—13

Si afegim la quarta fila i la cinquena columna,

AN W

#I\JH

i

[\

-1
1

EEN \S TSN \V]

¥
7
5
~11
—13

I

N~

(@)

~

— ~J W

S

— ~J W
N AN

~

—13

=0.
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Com que els determinants de tots aquests menors son nuls, el rang de la matriu B és 2 i un menor
dordre 2 amb determinant no nul és el que hem indicat abans

3 [2] [5] 2 7
6..4 5
3 2 2 —11
6414—13

6. Calculeu el rang de la matriu segiient, per menors, en funcié del parametre a:

a—+3 1 2 —a
a a—1 1 2a
3a +3 a a+3 3

Solucio

El procediment per estudiar el rang d’'una matriu en funcié d’un parametre és lleugerament dife-
rent al que hem fet servir a lexercici anterior. El primer que farem és trobar els valors de a per als
quals existeix un menor dordre maxim amb determinant no nul.

Aleshores, agafem un menor qualsevol dordre 3 d'aquesta matriu i calculem el seu determinant:

a+3 1 2
a a—1 1 = (a +3)(a —1)(a + 3) + (3a + 3) + 24>
3a + 3 a a—+3

—2(a@a—1@Ba+3)—a(a+3)—a(a+3)
=a®+5a>+3a—9+3a+3+2a>
—6a®+6—a®—3a—a*>—3a

=a’—a’>=d*@-1).

Per tant, sia # 011 el rang daquesta matriu és 3.

Sia = 0, tenim la matriu

3120
0O -11 0],
3 033

que evidentment té un menor dordre 2 amb determinant no nul

3] [1] 20 3o
@10, anb |

33



38 Determinants

Es evident que el determinant del menor que sobté quan afegim la tercera fila i la tercera columna
és zero, ja que és el determinant que hem calculat en funcié del parametre a.

El determinant del menor que sobté quan afegim la tercera fila i la quarta columna és

3 10
0 -1 0|=-9.
3 0 3

Per tant, sia = 0, el rang de la matriu també és 3.

Finalment, sia = 1 tenim la matriu

2 —1

1 21,
4 3

—_—0

4
1
6

que també té un menor dordre 2 amb determinant no nul

4] [ 2 -1 41
@12, amb '1
6 1

‘2_1.
4 3

El determinant del menor que sobté quan afegim la tercera fila i la tercera columna és zero i el
determinant del que sobté quan afegim la tercera fila i la quarta columna és

41 -1

=0.

—_— O =

1
6

Per tant, sia = 1, el rang de la matriu és 2.

7. Analitzeu, per menors, el caracter del sistema dequacions lineals segiient:

S5x—6y +z=4
3x -5y —2z=3
2x—y+3z=5

Solucio

El determinant de la matriu dels coeficients de les incognites és
5 =6 1
3 -5 =2]=0
2 -1 3
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i aquesta matriu té un menor dordre 2 amb determinant no nul

EIRETRy 5 6
:7? —32 , amb '3 _5‘=—7;

és a dir, el rang de la matriu dels coeficients de les incognites és 2. Per calcular el rang de la matriu
ampliada és suficient calcular el determinant del menor dordre 3 que sobté quan afegim la tercera
filaila quarta columna

l

5] [-6] 1 4 5 —6 4

3] [=5] —2 3. 3 -5 3 |=-28.
-\2 -1 35 2 -1 5

Per tant, el rang de la matriu ampliada és 3 i el sistema és incompatible.

8. Resoleu el sistema dequacions lineals segiient pel métode de Cramer:

2x +3y +5z =10
3x+T7y+4z=3
x+2y+2z=3

Solucio

Per comprovar si aquest sistema de 3 equacions amb 3 incognites és de Cramer hem de calcular
el determinant de la matriu dels coeficients de les incognites

— W N
[NOJEN R OV]
(NI NO) ]
Il
—_

Aleshores, aquest sistema és de Cramer, compatible determinat i la solucié ve donada per la regla
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de Cramer:
10 3 5
3 7 4
3 2 2
X = =3,
1
2 10 5
3 3 4
1 3 2 5
y = 1 =—2Z,
2 3 10
37 3
1 2 3
z = =2
1
Es a dir, la soluci6 del sistema és
x =3, y=-2 i z=2

9. Resoleu el sistema dequacions lineals segiient pel métode de Cramer:

2x =3y +z=2
3x =5y +5z=3
5 -8y +6z=5

Solucio

En aquest cas el determinant de la matriu dels coeficients de les incognites és

2 =31
3 =5 5|=0
5 -8 6

i aquesta matriu té un menor dordre 2 amb determinant no nul

=31 2 -3
-5 51, amb ’3 _5‘

5 -8 6

és a dir, el rang de la matriu dels coeficients de les incognites és 2. Per calcular el rang de la matriu
ampliada és suficient calcular el determinant del menor dordre 3 que sobté quan afegim la tercera
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filaila quarta columna

\J
2] [-3] 1 2 2 -3 2
3] [=5] 5 3]. 3 -5 3|=0
—-\5 -8 6 5 5 -85

Per tant, el rang de la matriu ampliada també és 2 i el sistema és compatible indeterminat amb un
grau de llibertat.

Les columnes del menor dordre 2 amb determinant no nul sén la 1a. ila 2a., aleshores agafem la
x ila y com a incognites principals. Per altra banda les files del menor dordre 2 amb determinant
no nul sén la la. ila 2a., aleshores la tercera equaci6 és combinacio lineal de les dues primeres i
la podem eliminar.

El sistema dequacions queda reduit a

2x =3y =—z+42
3x -5y =-5z+3

Podem resoldre aquest sistema de 2 equacions amb 2 incognites mitjangant la regla de Cramer;
les solucions sén

—z4+2 =3
—5z+3 -5
X = 1 =10z +1,
2 —z+2
3 —5z+43
y:—l =7Z.

Per tant, el sistema és compatible indeterminat i la seva solucié general és

x =10z +1
y =7z

Observem que el metode de Cramer es pot aplicar a qualsevol sistema dequacions lineals, que no
s’ha de confondre amb la regla de Cramer que s'aplica als sistemes de Cramer.
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10. Resoleu el sistema dequacions lineals homogeni segiient pel métode de Cramer:

3x+2y+524+2t4+7u=0
6x +4y +7z+ 4t +5u =0
3x4+2y—z+2t—-1lu=0
6x+4y+z4+4—-13u=0

Solucid

La matriu dels coeficients de les incognites és la matriu B de lexercici 9, aleshores el seu rang
és 2. Evidentment el rang de la matriu ampliada també és 2, ja que tots els coeficients de I'iltima
columna son zero. Per tant, aquest sistema és compatible indeterminat amb tres graus de llibertat.

Les columnes d'un menor dordre 2 amb determinant no nul sén la 2a. ila 3a., aleshores agafem
la y ilaz com a incognites principals. D’altra banda, les files daquest menor amb determinant no
nul sén la la.ila 2a., aleshores la tercera i la quarta equacions sén combinacio lineal de les dues
primeres i les podem eliminar.

El sistema dequacions queda reduit a

2y + 5z = -3x -2t —-Tu
4x +7z = —6x —4t —5ul’

Podem resoldre aquest sistema de 2 equacions amb 2 incognites aplicant la regla de Cramer; les
solucions son

—3x—-2t—Tu 5
_ —6x —4t —5u 7 _ 9x + 6 —24u
y= 25 B —6 ’
4 7
2 —3x—-2t—Tu
4 —6x —4t —5u 18u
z = = —.
2 5 —6
4 7
Per tant, la solucid general d’aquest sistema és
_ —3x — 2t + 8u

Y= 2

z = —3u
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11. Estudieu el sistema dequacions lineals segiient en funcio del parametre a pel métode de
Cramer:
ax+y+z=a
xX+ay—z=1
3x+y+az=2
Solucio

En primer lloc calculem per a quins valors de a el sistema és de Cramer; és a dir, el determinant
de la matriu dels coeficients de les incognites és no nul

a 1 1
1l a -1 |=a>-3+1-3a+a—a
31 a :

=a’>—3a-2

La primera arrel de lequacié a® — 3a — 2 = 0 ’hem de trobar pel métode de Ruffini

i les altres arrels son les solucions de lequacio a? —a — 2 = 0; aleshores

1+J/1+8 1+/9 1+£3 |2
a = = = =
2 2 2 -1

i el determinant és igual a (a + 1)%(a — 2).

Per tant, sia # —1i2, el determinant és diferent de zero, el sistema és de Cramer, és a dir,
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compatible determinat, i segons la regla de Cramer

a 1 1

1 a -1
21 a|  a*-2a-1  (@a+D@>-a—-1)  a*—a-1
= (a+1)2%(a-2) N (@a+1)2%(a-2) B (@a+1)2%a-2) - (a+D@-2)’

a 1

1 1 -1

3 2 a —a—1 -1
YT U+ 1)2@—-2  @+12@-2 (@+Dh@-2°

a 1 a

1 a 1

31 2 —a? +1 @+ D —a) 1—a

T U+ 1)2@=-2) @+12@-2 @+1)2@-2 @+hla-2"

Per tant, sia # —11 2, el sistema és compatible determinat i la solucio és

a?—a—1 —1 ) 1—a
X=—/#6—., = i 7=
@+ )a—2) YT @t D@—-2) @+ Da-2)
Sia = —1, el sistema dequacions és
—x+y+z=-1
x—y—z=1
Ix+y—z=2

i evidentment la primera i la segona equacions son la mateixa; per tant, podem eliminar-ne una
de les dues i el sistema queda

x—y=z+1
3Ax+y=z+42

Es clar que aquest sistema és compatible indeterminat i la seva solucié general és

z+1 -1
_ z4+2 1‘_224—3
T o T4
L
1 z+41
'3 Z+2‘_—22—1_

T
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és a dir,
2z 4+ 3
X =
4
. -2z —1
Y=y

Finalment, sia = 2, el sistema dequacions és

2x+y+z=2
x+2y—z=1
3x+y+2z=2

i la matriu dels coeficients de les incognites té un menor dordre 2 amb determinant no nul

2] [1] 1
1] [2] -
1

1
3 2

Per calcular el rang de la matriu ampliada és suficient calcular el determinant que sobté quan
afegim la tercera fila i la quarta columna

2] [1] 1
1] 2] -1
301

2

N = N —
W - N
—_— DN
N =N

Il

|

w

—

Aleshores, el rang de la matriu ampliada és 3 i el sistema és incompatible.

12. Calculeu, si és possible, la inversa de les matrius segiients per adjunts:

1 3 =2 1 2 2
2 -1 5 2 =2 1

Solucio

Recordem que una matriu quadrada A és invertible si, i només si, el seu determinant és diferent
de zero, i en aquest cas

(4ad)!
[A]

A7l =
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Per comprovar si la matriu A és invertible hem de calcular el seu determinant

1 3 =2
|A|=|4 1 5|=5+30+8+4+5-60=-8.
2 -1 5

Per tant, la matriu A4 és invertible i si representem per «;; els coeficients de la matriu A“d, tenim
que

1 5 4 5 4 1
0611—‘ 1 5'—10, 0612——'2 5'——10, 0513—‘2 _1‘——6,
3 =2 1 -2 1 3
0121——’_l 5‘——13, 0122—‘2 5'—9, 0123——’2 _1'—7,
3 =2 1 -2 1 3
31 —‘1 5 ‘—17, Ol32——'4 5 ‘ —13, o33 = ‘4 1 ‘——11.

Aleshores l'adjunta i la inversa de la matriu A son, respectivament,

10 —10 —6
A% — | —13 9 7
17 —13 —11
| 10 —-13 17 L1013 17
A l=—1| =10 9 —13 | = = 10 -9 13
B\ 6 7 -1 8\ 6 -7 11

Calculem ara el determinant de la matriu B per saber si aquesta matriu és invertible

1 2 2
|B|=]2 1 —2|=1-8-8—-4—-4—4=-27.
2 -2 1

Per tant la matriu B és invertible i si representem per f;; els coeficients de la matriu B*?, tenim
que

1 -2 2 =2 2 1
,311—‘_2 1‘——3, ,312——‘2 1‘——6, ,313—‘2 _2‘——6,
2 2 1 2 1 2
,321——‘_2 1'——6, ,322—'2 1‘——3, ,323——‘2 _2'—6,
2 2 1 2 I 2
,331—‘1 _2’——6, ,33»2——‘2 _2‘—6, ,333—‘2 1‘——3-
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Aleshores la inversa de la matriu B és

_1 1 -3 -6 —6 1 1
B -6 6 -3 2
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Espais vectorials

3.1 Espais vectorials

1. Calculeu a de manera que el vector (0,2, a) sigui combinacio lineal dels vectors (4,0,5) i
(2,a,3).

Solucio

Hem de trobar per a quins valors de a existeixen A7 i A, € R tals que

(0,2,a) = 21(4,0,5) + A2(2,4.3) .

Igualant component a component, tenim el sistema dequacions

411 +24, =0
akz=2
5 M3+ 34 =a

Aleshores, el vector (0,2, a) és combinacid lineal dels vectors (4,0, 5) i (2,a, 3) si, i només si,
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aquest sistema dequacions és compatible. Triangulant la matriu d’aquest sistema tenim que

4 2 0 4 2 0

0 a N ~10 a 2

5 3 0 2 |4a ) Fs~F
F3~4F3—5F,; F>~F3

4 2 0 4 2 0

0 2 |4a ~lo0 2 4q

0 a 2 0 0 |4—4a?

F3~2F3—akF,

Evidentment aquest sistema és compatible determinat si, i només si, 4 — 4a? = 0, és a dir, si, i
només si,a = +1.

Sia = 1, la solucid del sistema és
411 +242, =0 401 + 2(2) =0 A= -1
—_ —_
2A2 - 4 Az = 2

Per tant, (0,2,1) = —1(4,0,5) + 2(2, 1, 3).

Sia = —1, la solucié del sistema és
411 +24, =0 471 +2(-2)=0 A =1
= — .
20y = —4 Ay = =2 Ay =2

Per tant, (0,2, —1) = 1(4,0,5) —2(2,—1, 3).

2. Estudieu la dependeéncia o independéncia lineal dels vectors (1,—2,0,3), (2,—1,0,1),
0,2,1,=1)i(5,=2,1,4) de R*.

Solucid
Recordem que n vectors i1, Uz, ..., U, son linealment independents si, i només si, els dnics
escalars A1, A2, ..., A, que compleixen la igualtat

Aviiy + Agiin + -+ 4 Aniiy =0

S(')Il)tl =X2=-'~=An =0.



Algebra Lineal. Problemes resolts 51

En el nostre cas, tenim que

A1(1,-2,0,3) + A2(2,—1,0,1) + 13(0,2,1,—1) + A4(5,—-2,1,4) = (0,0,0,0) .

Igualant component a component tenim el sistema homogeni dequacions

A +242 +544 =0

—2A1 — A2 +243—244 =0
A3+ A4 =0

A1+ A2—A3+444 =0

Aleshores, és evident que, si aquest sistema és compatible determinat, I'inica solucio és la trivial i
els vectors son linealment independents i, si el sistema és compatible indeterminat, hi ha solucions
diferents de la trivial i els vectors son linealment dependents.

Per estudiar aquest sistema hem de triangular la seva matriu

1 2 0 5 1 2 0 5\
2 -1 2 = 10 3 2 8
0 0 1 1 —10 0 1 1
3 1 -1 4 %:gtgll:jll 0 =5 -1 -1 )F4~3F4+5F2
1 2 05 1 2 0 5 \
10 3 28 |10 3 28
10 0 1 1 10 0 1 1
00 7 7 FumFs—7Fs 000 0)

Evidentment, aquest sistema és compatible indeterminat amb un grau de llibertat, per tant, els
vectors son linealment dependents. Per trobar una relacié de dependéncia entre aquests vectors
n’hi ha prou amb trobar una soluci6 particular del sistema

A +2A +544 =0 Al = —A4
30 +2A3+ 814 =0 — Ay = —2X4
A3+ A4 =0 Az = —A4

Per tant, una de les possibles relacions de dependéncia entre aquests quatre vectors és

(1,—2,0,3) +2(2,—1,0,1) + (0,2,1,—1) — (5, =2, 1,4) = (0,0,0,0) .
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3. Estudieu la dependeéncia o independéncia lineal dels vectors (2,0,1,1), (1,2,3,4) i
2,1,-1,2).

Solucio

Hem de comprovar si existeixen escalars A1, A2, A3 € R no tots nuls tals que

A1(2,0,1,1) + 12(1,2,3,4) + A3(2,1,—1,2) = (0,0,0,0).

Igualant component a component, tenim el sistema dequacions

2A1 + A2 +243=0

20, + A3 =0
A +34—A3=0
A +4Ay +243=0

Per saber si és compatible determinat o indeterminat triangulem la seva matriu mitjancant trans-
formacions elementals per files

21 2 21 2
02 1 10 2 1
1 3 -1 —10 5 —4
1 4 2 ] F3~2F3—F, 0 7 2 | F3~2F3—5F,
Fy~2F3—F) Fy~2F3—7F>
2 1 2 2 1 2
10 2 1 10 2 1
—10 0 -—-13 —10 0 -—13
00 -3 00 0

Fy~13F4—3F3

El sistema triangular corresponent a aquesta tltima matriu és un sistema homogeni de tres equa-
cions amb tres incognites, per tant, és compatible determinat i I'inica soluci6 és la trivial A =
A2 = A3 = 0. Aleshores, els tres vectors son linealment independents.

4. Demostreu que els vectors (1,2, —1), (2,1,—2) i (3,2, 1) son base de R3 i calculeu les
components del vector (—2,2,—10) en aquesta base.

Solucié

Sabem que R3 és un espai vectorial de dimensid 3; per tant, per demostrar que aquests tres vectors
son base n’hi ha prou amb comprovar que son linealment independents.
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Igualem a zero una combinacio lineal d'aquests vectors
A1(1,2,—1) + A2(2,1,-2) + A3(3,2,1) = (0,0,0) ;
aleshores, igualant component a component, tenim el sistema dequacions

A +24+313=0
2A1 + A2 +2A3 =0
A1 =242 +A3=0

Dialtra banda, per calcular les components del vector (—2, 2, —10) en aquesta base hem dexpres-
sar-lo com a combinaci lineal dels vectors (1,2, —1), (2,1,—-2)1(3,2,1)

(=2,2,-10) = A1(1,2, 1) + A2(2,1,-2) + 23(3,2, 1) .

Igualant component a component, tenim un altre sistema dequacions

A+ 245 + 313 = =2
2A1 + A +2A3 =2
—A1 —2A + A3 =—10

En el primer capitol, haviem vist que si dos sistemes tenen els mateixos coeficients de les incognites
es poden resoldre simultaniament. En aquest cas, hem de triangular la matriu

1 23 -2
1 2 2
-1 -2 1 |-10

Observem que el primer sistema és homogeni; per tant, no hem posat la seva columna de termes
independents ja que sempre seran zero.

Triangulem aquesta matriu

1 2 3 -2 1 2 3 -2

1 2 2 ~10 -3 —4 6

-1 -2 1 —10 ) Fo~Fr—2F, 0 0 4 | —12
F3~F3+F;

El sistema homogeni és compatible determinat; per tant, els tres vectors sén base de R3.



54 Espais vectorials

El sistema triangular corresponent al segon sistema dequacions és

AL+ 24+ 303 =2
-3, —4A3 =6 ,
413 = —12

que també és compatible determinat, i la seva solucid és

Al +242 +3(=3)=-2 A +2Q2)+3(-3)=-2 Al =
—31, —4(-3) =6 — Ay =2 = A2=2
Ay =3 Az =-3 Az =-3

Per tant, les components del vector (—2, 2, —10) en la base
B={(,2,—-1),(2,1,-2),(3,2, 1)}

s6n (3,2, —3); ésadir, (2,2, —10) = 3(1,2,—1) + 2(2,1,-2) — 3(3,2, 1).

5. Les components del vector u € R3 en la base B; = {(2,1,0),(0,1,2),(2,0,1) } son
(—2,3,1). Calculeu les components daquest vector en la base

By ={(1,1,-3),(2,1,—14),(1,2,4) }.

Solucid

Com que tenim les components del vector u en la base By, sabem que

i =-2(2,1,0) +3(0,1,2) + (2,0,1) = (-2, 1,7).

Aleshores, per calcular les components daquest vector en la base B 'hem dexpressar com a
combinacid lineal dels vectors d’aquesta base

(=2, 1,7) = A1(1,1,=3) + A2(2, 1, —14) + A5(1,2.4).

Igualant component a component, tenim el sistema dequacions

Al +2A + A3 =2
AM+Ary+213 =1
—3A1 =145 + 4213 =7
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Per resoldre aquest sistema, triangulem la seva matriu pel metode de Gauss-Jordan

1 2 1 |=2 1 2 1 |=2

1 1 2 1 ~10 —1 1 3
-3 —14 4 7 F>~F>,—F, 0 -8 7 1 Fi~F1+2F>
F3~F3+3F F3~F3—8F>

1 3 4 1 0 |—65
~10 -1 1 3 ~| 0 —1 —20
0 0 —1 —23 Fi~F1+3F3 0 —1 —23
Fo~F>+F3
Aquest sistema és compatible determinat i la solucio és:
Ap = —065, Ay =20 i Az =23.

Per tant, les components del vector u = (—2, 1, 7) en la base
By ={(1,1,-3),(2,1,—14),(1,2,4) }

s6n (—65,20,23); ésa dir, (=2, 1,7) = —65(1, 1, =3) + 20(2, 1, —14) + 23(1,2,4) .

6. Siguin By = {(2,1,1),(1,2,1), (1, 1,2) } i B = { (1,0, 1), (0, 1, 1), (1, 1,0) } dues ba-
ses de R3. Si un vector u té components (x, y,z) en la primera base i (x',y’,z") en la
segona, expresseu X, y i z en funcié de x', y' i z'.

Solucio

Les components del vector i en la primera base son (x, y, z); per tant,
u=x2,1,1)+y(1,2,1)+z(1,1,2),
i les components del vector U enla segona base son (x’,y’, z'); per tant,

ii = x'(1,0,1) + y'(0,1,1) + 2/(1, 1,0)..

Igualant aquestes dues expressions component a component, tenim que

2x+y+z=x"+7
x+2y+z=y +7
x+y+2zz=x"+)
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Per expressar x, y i z en funcio de x’, y’ i z/, hem de resoldre aquest sistema dequacions. Ales-
hores, triangulem la seva matriu pel metode de Gauss-Jordan:

211 | x'+7 2 11 x' +z

1 21 |y+7Z ~10 3 1 |—x'+2y+7

1 1 2 x’ + y, F>~2F>—F 01 3 x’ + 2_)7/ -z F1~3F—F>

F3~2F3—F, F3~3F3—F»
6 0 2 |4x' =2y +27 24 0 O 12x" — 12y’ + 122/
~10 3 1 |—x'+2y +72 ~1 0 24 0 |—12x" + 12y + 127/
0 0 8 |4x'+4y —4z" ) Fi~aF —F; 0 0 8 4x" + 4y’ — 47’
F>~8F>—F3

La solucié d’aquest sistema dequacions i, per tant, la relacié entre les components del vector # en

les dues bases és
X — y/ + 7
2
_ _x/ + yl +Z/
r= 2
X'+ y/ —
Z=—" "
2

7. Sigui B = { &1, €2, 3} una base de R3. Sabent que les components dels vectors (1, 1,2),
(2,0,3) i (1, 1,0) en aquesta base son (2,1,0), (2,0,2) i (1,1, —2), respectivament, cal-
culeu quins son els vectors €1, € i €3.

Solucio

El vector (1, 1,2) té components (2, 1, 0) en la base I3; per tant,
(1,1,2) = 2¢; + ¢5.

De la mateixa manera, el vector (2, 0, 3) té components (2, 0, 2) en la base B; per tant,
(2,0,3) = 2¢; + 2e5.

Finalment, el vector (1, 1, 0) té components (1, 1, —2) en la base I3; per tant,

(1,1,0) Zél +§2—2§3,

Aleshores, hem de calcular els vectors €1, €> i €3 a partir de les tres igualtats anteriors
2¢1 + ey = (1,1,2)
2¢1 + 2¢3 = (2,0,3)
e1 +é;—2é3=(1,1,0)
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Restant les dues primeres igualtats, tenim que
2e3 — ey = (1,—1,1)
i substituint a la tercera
er—(,-1,)=(1,1,00 = ¢ =(2,0,1).
Aleshores, podem substituir aquest resultat a la primera i a la segona igualtats i resulta que
22,0,1)+ e, =(1,1,2) = ¢é;=(-3,1,0),

2(2,0.1) + 263 = (2,0,3) = &3 =(-1,0,3).

Per tant, els vectors de la base 5 son:

¢ =(2,0,1), ér=(-3,1,0) i &=(-103).

8. De les segiients bases de R3, digueu quines tenen orientacié positiva i quines negativa.

(a) B1 ={(-2,3,-1),(1,2,5),(-3,2,9)}.
(b) By ={(—1,4,—-1),(8,-8,6),(8,—3,-2)}.
(c) B3 ={(—1,5,—-4),(5.0,1),(2,-2,3)}.

Solucié

Nomeés hem de calcular el determinant d’aquestes tres bases per saber quina és la seva orientacio.

-2 1 -3
32 2|=-36-2-45-64+20—-27=-96,
-1 5 9
-1 8 8
4 8 -3 |=-16+24+192—-64—18+ 64 =182,
-1 6 -2
-1 5 2
50 -2|=40+10—-2475=123.
—4 1 -3

Per tant, la primera de les bases té orientacio negativa i les altres dues tenen orientacio positiva.
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9. Donades les bases By = {(1,0,1),(1,1,0), (-1, 1, 1)} i B> =
{(1,1,1),(1,1,0), (1,0,0)} de R3, calculeu la matriu del canvi de base de B, a
Bi.
Solucid

En aquest cas obtindrem la matriu del canvi de base de B, a B; a partir de les matrius del canvi
de base de 55 a la canonica i de 81 a la canonica.

La matriu del canvi de base de By a B és

(R3, By) (R3, Be)
U u
on
1 1 —
D=]101
1 0
ila matriu del canvi de base de B, a BB és
(R3582) (R3’BC)
U u

1 11
E=1110
1 00
A partir daquestes dues matrius, podem formar lesquema segiient:

-1

(R3782) (R?’vBC) (R?”Bl)

u'! Ut u

g c=pi )
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Recordem que, en aquest esquema, primer multipliquem per la matriu E i després per D! i,
quan escrivim un producte de matrius, aquestes sescriuen de dreta a esquerra. Aleshores, la ma-
triu del canvi de base de B, a B1 és C = D~ 'E, on

-1

11 - 11
C=D'E=|0 1 1 0
1 0 0 0
1L 111
=§12—1 1 10
-1 1 1 1 00
(20
1 0 —

10. Calculeu les components del vector (6,9, —3) en la base formada pels vectors (2,3,1),
(7,9,5)i(3,4,3).

Solucio

Sigui B, la base canonica de R? i B 1a base
B=1{2,3,1),(7,9,5),(3.4,3)}.

aleshores lesquema del canvi de base és

(R3, B) (R3,Be)

Ut u

on C és la matriu que expressa les components dels vectors de la base 5 en la base canonica

2 73
C=13 9 4
1 53

Aleshores, siles components del vector 1 en la base canonica sén (6, 9, —3), les seves components
en la base B seran

c! 9
-3



60

Espais vectorials

Per calcular la inversa de C hem de triangular la matriu segiient:

27 3 11 00
394 (010
1 5 3 0 0 1 F>~2F>—3F,
F3~2F3—F
2 7 3 1 00
~10 -3 -1 |-3 2 0
0 3 3 |—=1 0 2 )F~3F+7F
F3~F3+F;
6 0O 2 |—18 14 0
~10 -3 -1 -3 20
0 0 2 —4 2 2 ] Fi~F —Fs
Fo~2F>+F3
6 0 0 |—-14 12 -2
~10 -6 0 |—-10 6 2 ol
1~ 11
0O 0 2 —4 2 2 Fr 3L Py
F3~1F;
1 00 |73 2 -3
~10 1 0 S =1 13
0 0 1 -2 1 1
Es a dir, la inversa de la matriu C és
1 —7 6 —1
c = 3 5 =3 —1
—6 3 3
Per tant, les components del vector u en la base B s6n
1 -7 6 —1 6 5
3 5 -3 -1 9 | = 2
—6 3 3 -3 —6

Les components del vector (6,9, —3) enlabase B = {(2,3,1),(7,9,5),(3,4,3)} sén (5,2, —6).

u. SiBy = {(1,2),(4,—1)}iBy = {(1,1),(1,—1)} i el vector ii té components (1,b) en la

base By i components (6, a) en la base Ba, trobeu els valors de a i b.
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Solucio

Calculem en primer lloc la matriu del canvi de base de B a B. La matriu del canvi de base de

1 4
=(2 1),

mentre que la matriu del canvi de base de B, a 3 és

D=(i _})

Aleshores, lesquema del canvi de base de By a BB, el podem representar de la forma segiient

-1

(Rz, Bl) (RZ’ BC) (RZ’ 82)
R u' u

L J
ila matriu del canvi de base de By a 35 és
-1
1 1 1 4
— D1l =
B=Db"C= ( 1 -1 ) ( 2 -1 )
L1 1\ (1 4\ _1( 33
“2\1 -1 )\2 -1 ) 2\-1 5 )"
Per tant, i com que tenim les components del vector u en les base B i B;, sha de complir que

(45)6)=(0):

343h=12
—1+4+5p=2al\"’

és a dir,

obéb=3ia=7.

12. Les components dels vectors (1,2, —2), (—=3,1,0) i (—1, 3, 2) en la base
B = {1, iy, Uz}

son (1,0,—1), (—4,1,7) i (3, —1, =5), respectivament. Calculeu les components dels vec-
tors i1, Uo i U3 en la base canonica.
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Solucio

Sigui B, la base candnica de R?, aleshores tenim el canvi de base segiient:

(R?,_: B) (R:”LBC)

Ut u

on C és la matriu de les components dels vectors 1, 15 i U3 en la base canonica, és a dir, és la
matriu que hem de calcular.

En primer lloc, sabem que les components del vector (1,2, —2) en la base B son (1,0, —1); per
tant, es compleix

Les components del vector (—3, 1, 0) en la base B son (—4, 1, 7); per tant,

-3
Cl1l | = 1

i finalment les components del vector (—1, 3, 2) en la base B son (3, —1, —5), per tant,

3 —1
cl -1 |= 3
-5 2

1 -4 3 1 -3 -1
C 0o 1 -1 |= 2 1 3
—1 =5 -2 0 2

-1
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La inversa daquesta matriu és

2 1 1
1 -2 11,
1 -3 1
aleshores tindrem que
1 -3 -1 2 1 1 -2 10 -3
C = 2 1 3 1 =2 1 | = 8 -9 6
-2 0 2 1 -3 1 -2 =8 0

Per tant, les components dels vectors i1, 12 i /3 en la base canonica s6n (—2, 8, —2), (10, —9, —8)
i(—3,6,0), respectivament. Es a dir,

i1 = (=2,8,-2)
i = (10,—9, —8)
ii3 = (=3,6,0).

13. Els vectors €1, €, é3 sén base de R3 i les components dels vectors Uy, Uiy i U3 en aquesta
base son (5,2,-3), (1,—1,—1) i (3, 1, =2), respectivament. Calculeu les components dels
vectors €1, @5 i é3 en la base i, Uy, 3.

Solucid
Siguin Bj i B; les dues bases de lenunciat, és a dir,
By ={e1, ez, €3} i By = {uy, uz, u3}.

Aleshores tenim el canvi de base segtient:

(R3,B1)
u'

R3, By)

u

on C és la matriu dels vectors €1, €, i €3 expressats en la base B, és a dir, és la matriu que hem
de calcular.

Draltra banda, sabem quines sén les components dels vectors i1, Ui i u3 en la base By, és a dir,
sabem que
5 1 3
ctl= 2 -1 1
-3 -1 =2



64 Espais vectorials

Aleshores, per calcular la matriu C hem de calcular la inversa de C -1

5 1 3 /1 0O
2 -1 1 010
-3 -1 =2 0 0 1 F>~5F,—2F,
F3~5F3+3F
5 1 3 1 00
~10 -7 -1 |-2 5 0
0o -2 -1 3 05 Fi~7F | +F>
F3~7F3—-2F>

35 0 20 5 5 0
~ 0o -7 -1 |-2 5 0

0 0 =5 |25 —10 35 ) Fi~F|+4F;
F>~5F>—F3

35 0 0 105 =35 140
~ 0 =35 0 |-35 35 =35 FiLFy
0 0 -5 25 —10 35 F2~§F2
F3~=LF3

1 00 3 —1 4

0 1 -1 1

o001 |-5 2 -7

12
o

Per tant, tenim que

3 -1 4
C = 1 -1 1
-5 2 -7

i les components dels vectors €1, €3 i €3 en la base B, son (3,1,-5), (—1,—1,2) i (4,1,-7),
respectivament.

14. Sigui B) = {€1, €2, €3} i By = {ui1, uia, U3} dues bases de R? tals que

Uy =e3 —es, Uy =e3—eyp, uz =e;t+ez.

Calculeu la matriu del canvi de base de B1 a Ba.

Solucié

Deles dades de lenunciat, podem escriure directament la matriu del canvi de B, a By, ja que tenim
les components dels vectors de la base B, en la base 31, o dit d’'una altra manera, els vectors de la
base BB, expressats en funcid dels vectors de la base Bj.

Aleshores, la matriu del canvi de base de 31 a BB, sera la inversa d'aquesta matriu.
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-1

(R3,By) (R3, By) (R3, By) (R3,By)
ul u ul U
0 -1 1
C = 1 0 1 ,
—1 1 0

ja que les columnes d’'aquesta matriu son les components dels vectors i1, 2, 13 en la base B;.

La inversa de C i, per tant, la matriu del canvi de base de de B; a B3, és

(11—l
c!= Sl-r o
11 1
Observem que aleshores podem escriure
- | 5 L. - o L. ..
er = 5(-uy —uz +1u3), Uz = Sl + iz +13). uz = (= + iz +uz).

3.2 Subespais vectorials

15. Trobeu una base i les equacions implicites del subespai de R*

F =((3,517),(1,3,3,5.,(3,2,-5,1),(2,3,0,4),(5,4,-7.1) ) .

Solucio

Déentre aquests cinc vectors hem descollir el maxim nombre possible de vectors linealment in-
dependents de manera que els altres siguin combinacio lineal dels que hem escollit. Per aixo,
triangulem la matriu formada per les components d'aquests vectors:

31 32 5 31 32 5
53 23 4 104 -9 -1 -13
1 3 =50 —7 —lo0 8 —18 -2 —26
75 1 4 1 )EB3RS5E \g 8 —18 —2 —32 ) F3~F3—2F

F3~3F3—F,

Fy~3F4—7F, FarFy4—2F>
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31 3 2 5
o4 9 -1 -13
oo o o o
00 0 0 -6

Aleshores, tenim que els dos primers vectors son linealment independents, el tercer és combinacid
lineal dels dos primers (tres primeres columnes de les matrius), el quart també és combinacid
lineal dels dos primers (columnes primera, segona i quarta de les matrius) i els vectors primer,
segon icinque son linealment independents (columnes primera, segona i cinquena de les matrius).
Per tant, F' té dimensio 3 i una base d'aquest subespai és

F=1(3,51,7),(1,3,3,5),(5,4,-7,1)) .

Per calcular les equacions implicites de F* hem de trobar les relacions que han de complir les
components del vector (x, y,z,t) perque aquest vector sigui combinacié lineal de (3,5, 1,7),
(1,3,3,5)i (5,4, =7, 1). Per aix0, hem de triangular la matriu:

31 5 |x 31 5 X
53 4 |y 10 4 —13 |3y—5x
1 3 -7 |z — 10 8 =26 3z —x
7 5 1 |t )E3B-5R \ 0 8 —32 |3t—7x ) Fs~F3—2F
Fey i) Fi~F4—2F
3 1 5 X 31 5 X
10 4 -3 3y —5x 10 4 -3 3y — 5x
10 0 O |9x—6y+3z 0 0 -6 |3x—06y+ 3t
0 0 =6 |3x—6y+3t )Fs:~F, 00 0 |9%x—6y+3z
Fy~F;3

Per tant, lequacié implicita del subespai F és

9x —6y +3z=0 o bé 3x -2y +z=0.

16. Trobeu una base i unes equacions implicites minimals del subespai F de R* que té equacions
implicites
2x—y+5z+7t=0
4x =2y +7z4+5t =0
2x—y+z-=5t=0
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Solucio

De la mateixa manera que a lexercici anterior, hem de resoldre el sistema format per les equacions
implicites daquest subespai. Aleshores, triangulem la matriu:

2 -1 5 7 2 -1 5 7
4 =2 7 5 ~10 0O -3 -9
2 -1 1 =5 Fy~Fr 2y 0 0 —4 12 /p sp ur

2 -1 5 7
~10 0 -3 -9
0O o0 0 O

Aquest sistema és compatible indeterminat amb dos grau de llibertat i la seva solucié general és

8t
2Xx—y+5z4+T7t =0 x=y+
= 2
—3z-9r=0 R

Per tant, els vectors de F son els de la forma
(x,y,z,0) = (X2 y,=3t,0) = y(1,1,0,0) +1(4,0,-3,1)
i una base d’aquest subespai és la formada pels vectors

F = ((%,1,0,0),(4,0,—3,1)) obé F =((1,2,0,0),(4,0,-3,1)).

Draltra banda, unes equacions implicites d’un subespai son minimals si cap delles és combinacid
lineal de les altres, és a dir, si son linealment independents. En el nostre cas les obtenim a partir
de la matriu triangulada del sistema dequacions implicites inicials

2x—y+5z+7t=0
—3z—-9r=0{"

17. Sigui F el subespai de R* que té equacions implicites

2x+@+D)y+z4+@-2)t=0
ax +3y +2az+2t=0\"

Demostreu que dim F = 2 per a qualsevol valor de a.




68 Espais vectorials

Solucio

Recordem que si les equacions implicites d’un subespai ' de R” sén AX = 0, ésa dir, 4 ésla
matriu dels coeficients de les incognites d'unes equacions implicites de F'; aleshores

dim F = n —rang(A4).
Per tant, en aquest exercici, és suficient calcular el rang de la matriu
(2 a+1 1 a-2 )
a 3 2a 2
i ho fem trriangulant-la:

(2 a+1 1 a—2) N(z a+1 1 a—2 )
p— 2 2 .
a 3 2a 2 Fo~2Fs—aF 0 —a*—a+6 3a —a“+2a+4

Si —a? —a + 6 # 0 el rang de la matriu és 2, per tant, dim F = 4 — 2 = 2. Tenint en compte

que —a? —a + 6 = 0si, i només si,

1+ J1+24 14425 145 {—3
a: ol ol ol

) 2 -2 2
podem assegurar que sia # —31i2, aleshores dim F' = 2.
Daltra banda, sia = —3 0 a = 2 tenim que la matriu triangulada és
2 -2 1 =5 , 2310
(0 0 —9 —11) ' (0064)’

respectivament. Aleshores, en aquests dos casos el rang de la matriu també és2idim F = 4-2 =
2.

Per tant, per a qualsevol valor de a es compleix que dim F' = 2.

18. Donats els subespais de R*

F=((,2,1,3),(2,0,3,2))
G =((-1,6,-3,5),(0,4,-1,4),(3,2,1,—-1) ),

comproveu que ' C G.
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Solucio

Es evident que els vectors (1,2, 1,3) i (2,0, 3, 2) son linealment independents; per tant son base
de F, i que els vectors (—1,6,—3,5), (0,4, —1,4), (3,2, 1,—1) també sén linealment indepen-
dents; per tant, son base de G. Esadir,dim F = 2idim G = 3.

Per comprovar que F* C G hem de comprovar que els vectors de la base de F' també pertanyen a
G, ésadir, queelsvectors (1,2, 1,3)1(2, 0, 3, 2) sébn combinaci6 lineal dels vectors (—1, 6, —3, 5),
(0,4,-1,4)i1(3,2,1,-1):

(1,2,1,3) = A1(=1,6,-3,5) + A2(0,4, —1,4) + A3(3,2,1,—1),
(2,0,3,2) = A1(—1,6,—3,5) + A2(0,4,—1,4) + A3(3.2, 1, —1) .

Igualant component a component, tenim els sistemes dequacions

A 43h =1 A 43h =2
621 + 4hy + 203 = 2 A4+ 4a+203=0
A —Aat Az =1 1 A —As Az =3
501 +4hs — A3 =3 51 +dhy — Ay =2

i hem de comprovar que els dos son compatibles. Per aixo, triangulem la matriu

-1 0 3|1 2 -1 0 3 1 2
6 4 2 (20 N 0 4 20 8 12
-3 -1 1 |1 3 - 0 -1 -8 |-2 -3
5 4 —1 |3 2 )ErE2t6h 0 4 14 8 12 ) Fs~4F3+F
o FoeFimps
-1 0 3 /1 2 -1 0 3 11 2
N 0 4 20 [8 12 N 0 4 20 [8 12
- 0 0 —12 [0 0 - 0 0 —12 [0 0
00 -6 (0 0 0 0 0 [0 0

Fy~2F4—F3

Evidentment, aquests dos sistemes son compatibles determinats, per tant, F C G.

19. Donats els subespais de R*

F=1((3,1,3,2),(53,2,3)),
G =((1,3,-5,0),(7,51,4)),

comproveu que F' = G.
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Solucio

Calculem en primer lloc les equacions implicites del subespai G triangulant la matriu:

1 7 |x 1 7 X
35 |y 10 —16 |y—3x
-5 1 |z — 10 36 |z+5x
0 4 t ) F>~F>—3F, 0 4 t F3~4F3+9F>
F3~F3+5F) Fy~4F4+F>

1 7 X

0 —16 y —3x
10 0 |=Tx+4+9y +4:z

0 0 | 3x+y+4¢

Per tant, les equacions implicites de G s6n

’

—Tx+9 +4z=0
—3x+y+4t=0

aleshores, per demostrar que F C G hem de comprovar que els vectors de la base de F' també
pertanyen a G, és a dir, que compleixen les equacions implicites de G.

El vector (3, 1, 3, 2) les compleix, ja que

~7(3) + 9(1) + 4(3) = 0
3@)+1+4@2) =0("

iel vector (5, 3,2, 3) també les compleix, ja que
=705)+93)+412) =0
-35)+3+43)=0\"

Per tant, F C G i, com que els dos subespais tenen dimensio 2, es compleix que F = G.

20. Donada la base de R3, B = {(1,1,1),(1,2,2),(—1,—1,0)}

(a) Escriviu la matriu del canvi de base de B a B..
(b) Escriviu les equacions del canvi de base corresponent.

(c) Sielpla H té equacié x' — 2y’ — 3z’ = 0 en la base B, quina és la seva equacié en
la base canonica?
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Solucio

(a) Es evident que la matriu del canvi de base de la base B3 a la base canonica és

(R3, B) (R?, B,)
u u
on
11 -1
c=|12 -1
12 0

(b) Les equacions daquest canvi de base son
x = x/ + y/ _ Z/

y=x 42y —7
z=x"+2y

(c) Per calcular lequaci6 del pla H en labase canonica hem de posar (x’, y’, z’) en funcié (x, y, z)
i substituir. Com que la inversa de la matriu C és

2 -2 1
cl=|-1 10
0 —1 1

tenim que les equacions del canvi de base de B, a B s6n

x'=2x—-2y+z
Y=—x+y
==y 4z
Finalment, en substituir obtenim que
x'—=2y' =3z =0
2x =2y 4+z—=2(—x+y)—3(-y+2)=0
4x —y — 2z,

és a dir, lequacié del pla H en la base canonica és 4x — y — 2z = 0.
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21. Siguin By = {€1,8,}iBy = {ii1, 2} dues bases de R? tals que la matriu del canvi de base
de 81 a Bz és
3 4
C= (_1 ! ) |

(a) Expresseuiiy ity com a combinacid lineal dels vectors €y i €.

(b) Silequacié del subespai H en la base By és 3x" + y" = 0, quina és la seva equacié
en la base B1?

Solucid

De la matriu del canvi de base

(Rz;Bl) (Rlez)

u

podem dir directament que

e = 31/_21 — ﬁz
52 = —4ﬁ1 —+ ﬁz

i que les equacions d’aquest canvi de base son
x"=3x"—4y
y// — _x/ + y/ :

(a) Per expressar i1 i i, com a combinacid lineal dels vectors €; i €2, podem calcular la matriu
del canvi de base de I35 a B}, que és precisament

-1

(R2, By)
u

(R?, By)

u
1 —4
-1 _
().

=6 -6

Per tant,

<L ]
N —
|

= —4e; — 3é;.
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(b) Com que ja tenim (x”, y”) en funci6 de (x’, y’), només hem de substituir:

3x// + y// — O
33x =4y )y + (—x"+y) =0
8x' — 11y =0,

és a dir, lequaci6 de H enlabase By és 8x’ — 11y’ = 0.

22. Lequacié d'un pla de R3 enlabase B’ = {(1,1,1),(0,1,1),(0,0, 1)} és2x’+y'—z' = 0.
Calculeu la seva equacié en la base B” = {(1,2,1),(2,1,1),(1,1,2)}.

Solucio

De les dades de lenunciat podem escriure directament la matriu del canvi de base de B’ a B, ila
del canvi de base de B” a BB,

(R, B) (R, Be) (R, B") (R*, Be)
ut u Ut u
on,
1 0 0 1 2 1
cC=(1120 i cC=1211
1 1 1 1 1 2

Per o obtenir lequacié del pla en la base B”, necessitem tenir (x’, y’, z’) en funcié de (x”, y”, z”).
Aquesta relacid es correspon amb la matriu del canvi de base de B” a B:

-1

(R:;LB//) (R:;’_)BC) (R3_9}B/)
u ! u 't u

N J

Es immediat que
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per tant
x/ ) 1 / x =x" + 2y// +z"
y | = 1 -1 0 y” obé Y =x"—y"
z/ —1 0 1 " 2 =—x" 47"

Finalment, només cal substituir a lequacio del pla
2x'+y' =z =0
2(x// + 2y// + Z//) + (x// _ y//) _ (_x// + Z//) — 0
2x" 4+ 3y" =0.

Per tant, lequaci6 del pla en la base B” és 2x” + 3y” = 0.

23. Lequacio implicita del pla vectorial P de R3 en la base B’ = {(1,1,1),(1,0,0),(1,1,0)}
és x’ + 2y’ — z' = 0 les equacions implicites de la recta vectorial R en la base canonica

son
x+y+z=0

ax +2y+z=0{"

(a) Calculeu lequacié implicita de P en la base canonica.

(b) Trobeu els valors de o per als quals la recta R esta continguda al pla P.

Solucié
(a) Per a obtenir les equacions implicites de P en la base canonica, necessitem lexpressio de les
components (x’, y’, z") en funcié de (x, y, z). Aquesta relacio es correspon amb el canvi de base

deB.ah.

De les dades de lenunciat podem escriure directament la matriu del canvi de base de B’ a B..
Aleshores, la matriu del canvi de base que estem buscant sera la inversa d'aquesta

-1

(R, B')

u

(R, B')

u

(R3;BC‘) (RSLBC)

u u

on
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Es immediat que la inversa d’aquesta matriu és

0 0 1
cl=1 -1 o],
0 1 —1

i que lexpressio de (x/, y’, z) en funcid de (x, y, z) és

/

/

SR
Il

z
X=Y
/
y—z
Aixi, lequacio del pla en la base canonica és

x'+2y' -z =0
z2+2(x=y)=(r—2)=0
2x =3y 4+2z=0.

(b) Per tal que la recta estigui inclosa en el pla sha de complir que el sistema dequacions

xX+y+z=0
ax+2y+z=0
2x =3y +2z=0

sigui compatible indeterminat, o bé que

=0.

N
N —
N = =

Com que aquest determinat déna 5 — 5, resulta que I'anic valor de & per al qual la recta esta
inclosaenelplaésa = 1.
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Espais vectorials
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o \

Lespai vectorial euclidia

4.1 Lespai vectorial euclidia

1. Trobeu els dos vectors unitaris de R que formen angles de 45° i 135° amb els vectors ii =
(3,4,5) iv = (1,0, —1), respectivament.

Solucio

Hem de trobar els vectors de la forma w0 = (a,b, ¢) amb a? + b? + ¢? = 1 que compleixin

2 3a+4b+5¢
cos45°=£=u — 3a+4b+5c=5

2 V50

Per tant, hem de resoldre el sistema dequacions segiient
3a +4b+5¢ =5
a—c=-1

a?+b*+c?=1
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De la segona equacid tenim que @ = ¢ — 1 i, substituint a la primera, obtenim que

3c—=1)+4b+5c =5
4b 4+ 8¢ =8
b=-2c+2.

Finalment, substituim a la tercera equacio:

(c—1D2+(=2c+2)2%+c%2=1
2—2c+1+4c>—8c+4+c2=1
6¢2—10c +4=0.

La solucié d'aquesta equacié de segon grau, que simplificada és 3¢? — 5¢ + 2 = 0, és

_5+4/25-24 541 |1
B 6 6 |2

c

Els dos vectors que compleixen les condicions de lenunciat sén

. L1
W1 =(0.0.1) i bp=3(-1.2.2).

2. Els vectors de la base B = {ii1, U, i3} compleixen que ||uy || = |tz || = 1 | Uz || =2,
Uy i Uy formen un angle de 60°, Uy i i3 son perpendiculars i Uiy i U3 formen un angle de
120°. Donats els vectors i = 2uy — iy + U3 i U = Uy + Uz + 3u3, calculeu langle que

formen.
Solucio
Sabem que
. u-v
cosa(U,v) = ————,
(allioal

aleshores, per poder calcular el producte escalar i - ¥ i les normes d’aquests dos vectors necessitem
saber els productes dels vectors de la base 3 entre ells:

My -y =1-1-cos0°=1 | @iy -tip=1-1-cos60° = 1p Uy -z =1-2-cos90° =

Uy Up=1-1-cos0°=1 | tip-tiz=1-2-cos120°=—1 | tiz-Uz=2-2-cos0° =4
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Per tant,
u
- 2 -
[ul®=u
- 2 -
[v]*=v-
i
Per tant,

'6:(2ﬁ1_ﬁ2+ﬁ3)'(ﬁ1+ﬁ2+3ﬁ3)
31
:2+1—1/2—1+3—1+12:?,

il = (2 — i + U3) - (201 — iy + 1i3)

=4—1-1+14+1+1+4=09,

U = (U + Uo + 3u3) - (i1 + s + 3u3)
=1+1p+1p+1-3-3+36=233,

31/, 31

3733 6433

cosa(u,v) =

alii, ) = 63.102°.

Observacio: Una altra manera de calcular els productes escalars és a partir de la matriu del pro-

ducte escalar

AR AN}

aleshores

)

<

U

(2
(2

<

o)

<

(1

1 Up-up Up-U3 1 1 0
1 Up-lp dp-u3z | =12 1 -1 |:
1 ﬁ3-ﬁ2 123-173 0 -1 4
1
1 1 0\ /1 .
0o -1 4 3
1 15 0 2
-1 1)1 1 -1 -1 =9
0o -1 4 1
1 1 0\ /1
1 3)[ 12 1 -1 1 | =33,
0 -1 4 3

|
S |?

U
2

<L

(a)

D= -

4

<

(b)

3. Demostreu les igualtats segiients relatives a la norma i al producte escalar.

+ 1912 =114 =5 [?).

.- | R
||u+v||2—Z||u—v||2-
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Solucio

(a) Comprovarem que
2U-V.

=12 =02 = =2

F =+ flo 1" = flu—v]

=12 SN2 m_EN2 T (N (T T

[ |+ ol =lu—-v|"=u-u+v-v—u-v)-@W-0)
+

=u-u

Il
)
<
<

(b) De manera semblant, comprovarem que
I+ o> — -0 =4i-v.
Vi + 617 =14 =9 1> = @i + 0) - (@ + 0) = (i = V) - (6 — V)

V—U-U+U-V+V-U—V-V

<

+u-v4+v-u+

Il
<
<

u-v.

I
A~

- 3 ’ ’ ’ 3 ’ ’ ’ 3 s L

és3x" + 2y’ + 4z" = 0. Trobeu lequacié del pla H en la base canonica.

Solucid

En aquest cas, la base B’ és ortonormal, per tant, el vector W que en aquesta base té components
(3,2, 4) és perpendicular al pla H. Per calcular les components de w en la base canonica, tenim

el canvi de base

(R, B') (R, Be)
Ul U
on
12 2
C=-|2 —2 1
3l 1 22
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Per tant, les components del vector W en la base canonica sén

1 1 2 3 5
3 2 =2 1 2 1=12
2 1 =2 4 0

ilequacio del pla H en la base canonica és 5x + 2y = 0.

Observacid: Si lequacié d'un pla P en una base B = {iiy, uip, U3} ésax + by + cz = 0, el
vector W = aily + bl + ciiz no és, en general, perpendicular al pla. Només podem afirmar-ho
en el cas que la base B sigui ortonormal.

5. Lequacio del pla P de R3 enla base B’ = {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)} és —2x'+y' +z' =
0, mentre que les components en la base B” = {(2,1,1),(1,2,1), (1, 1, 2)} d'un generador
dela recta R som (—2,1,1).

(a) Digueu sila recta R esta continguda o no en el pla P

(b) Digueu sila recta R és ortogonal o no al pla P.

Solucid

Observacio: Per fer qualsevol de les dues comprovacions hem de tenir el pla (una base o lequaci6
implicita) i la recta (un generador o les equacions implicites) expressades en la mateixa base.

Per a comprovar si la recta esta continguda en el pla, qualsevol de les tres bases de lenunciat, B/, B”
i Be, serviria. En canvi, per comprovar la perpendicularitat, intervé el producte escalar, i aquest
és més facil de calcular en la base canonica.

Per tant, calcularem lequacié implicita del pla P en la base canonica i les components del gene-
rador de R també en la base canonica.

Per calcular lequacio implicita de P en la base canonica necessitem Iexpressié de les components
(x’,y,z’) en funci6 de (x, y, z). Aquesta relacio es correspon amb el canvi de base de B, a B'.
De les dades de lenunciat podem escriure directament la matriu del canvi de base de B’ a B..
Aleshores,

-1

(R, B')

(R3, B.) (R3,B,)
u }

u u

(R, B')
u
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on
1 10
C=1101
011

Si(x, y, z) sén les components canoniques d'un vector qualsevol, es compleix que

X 1 10 x’
1101 |[y ],
z 01 1 z/
és a dir,
X 110\ ' [x | 1 -1 X
y =101 y =5 -1 1 y 1,
z/ 011 z — 1 1 z
don .
/—_ —
X —2(x—|—y z)
1
)’IZE(X—)’-FZ)

1
z =§(—x—|—y+z)

Llavors, lequaci6 del pla P en la base canonica B, sobté de

2x'+y '+ =0

1 1 1
—2-§(x+y—z)+5(x—y+z)+§(—x+y+z) =0

—x—-y+2z=0.

Daltra banda, les components del generador de la recta R en la base canonica son

=22, 1,)+ (1,2, 1)+ (1,1,2) = (=2,1,1).

Per tant, resumint:

(a) Com que el vector (—2, 1, 1) (components en la base canonica del generador de R) no com-
pleix lequacio (en la base canonica) de P, tenim que la recta R no esta inclosa en P.

(b) I com que (=2, 1, 1) no és multiple del vector (—1, —1, 2) ortogonal a P, deduim que la recta
R tampoc és ortogonal al pla P.
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6. Trobeu una base ortogonal del subespai de R* generat pels tres vectors segiients:
(1,2,-1,0), (2,3,2,1)i(1,0,1,0).

Solucio
En primer lloc, és facil veure que aquests tres vectors son linealment independents.

Siposem iy = (1,2,—1,0),1u, = (2,3,2,1)iu3 = (1,0, 1,0), obtindrem una base ortogonal
del subespai aplicant el metode de Gram-Schmidt:

l_))l = ﬁ] = (1127_1’0)9

52:ﬁ2—”2v151_(2321)——(12 1,0)
V1 - V1
=(1,1,3,1);
. . TERE . 4
Bymiis_ UG U3 fzvz_(1010)——(12 —1,0) — —(1,1,3,1)
V1 V1 V2 V2 12

1
=(1.0.1.0)— 2(1.1.3.1) = g(2,—1,0,—1).

Tenim en compte que podem multiplicar qualsevol d’aquests vectors per coeficients no nuls, tenim
que la base formada pels vectors (1,2,—1,0), (1,1,3,1) i (2,—1,0, —1) és una base ortogonal
d’aquest subespai.

7. Sigui F el subespai de R® que té equacié implicita —x + 2y — 3z = 0. Trobeu una base
ortonormal de F.

Solucié

En primer lloc hem de trobar una base d’aquest subespai. Aillant la x de lequaci6 implicita, tenim
que x = 2y — 3z. Aleshores, els vectors de F son els de la forma

(x,y,z) =2y —3z,y,z) = y(2,1,0) + z(-3,0, 1),

és a dir,

F =1{2,1,0),(-3,0,1)).
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Aleshores posem 1 = (2,1,0) i1y = (=3,0, 1) i apliquem el métode de Gram-Schmidt:

v =1 = (2,1,0);
L ey 6
UV = Uy — = > V1 = (_3’0’ 1)+ _(2s130)
V1 * V1 5
1
= —-(-3,6,5).
$(-3.6.5)

També podem prendre un multiple daquest segon vector, és a dir, els vectors (2, 1,0) i (=3, 6, 5)
son una base ortogonal de F'.

Finalment, dividint aquests dos vectors per la seva norma, obtenim una base ortonormal de F:

{i(z,l,O), L(—3,6, 5)}.

NG

V70

8. Slgul B = {el, &y, é3} una base de R3 tal que | é1 || = 1, | é2 || = V2, | 3] = /3,
€1-€2 =1,¢1-€3 = liéy-e3z = 2. Trobeu una base ortogonal i una base ortonormal de
R3 expressada en termes dels vectors é1, &, i €3.

Solucio

Comencem amb la base B i apliquem el meétode de Gram-Schmidt als seus vectors. Com a ajuda
a I'’hora de calcular els productes escalars entre els diferents vectors que apareixeran a lexercici,
escrivim la taula

=1 22-5222 53-5323

51-62=1 gl~g3=1 52-E3=2

€r-U1 . . éx-€1.

>S5 V1 =€6———5¢€1

V1V €1 - €1

6’1:—514‘52,

€3-U1 ., €3-V2_. . €3-€1 . e3-(—ep + é2) .
V] — s s 2 =€3— =€ — == ————(—e1 + e2)
U1 -V U2 - U er-eq (—e1 +e2)-(—e1 +e2)

1. 142 (<21 +83) = 83 — 1 — (<21 + &) 5 4z

81— —————— (=81 +é) =é3—¢1 — (—e1 + &) = —é>+¢3.

1 1-1—-142
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Per tant, la base B’ = {&;, —€1 + €2, —€, + €3} és una base ortogonal de R>.

Ja hem calculat a lapartat anterior que | U1 || = || €1 ]| = lique|v2| = || —é1 +é | = 1.
D’ltra banda,

[3]2 = (=62 +83) (=62 +83) =2—-2—-2+3=1.

Es a dir, en aquest cas la base B’ ja és una base ortonormal de R3.

9. Una base amb orientacié positiva B = {1, &3, é3} de R3 compleix que ||é1| = 1,
|| 52 || = \/Z || 53 || = \/g, 51 . 52 = 1, 21 . 53 =1 iéz . 53 = 2. Calculeu elproducte
vectorial dels vectors i i U que en aquesta base tenen components (2,—1,—1) i (1,3,2).

Solucio
A Texercici anterior hem vist que
Y2 - - > - >
B ={e1, —e1 + €2, —€2 + €3}

és una base ortonormal de R3 i, com que,

1 -1
0 1 —-1|=1,
0 0 1

resulta que B’ = {€;, —€1 + €5, —é» + €3} és una base ortonormal positiva de R3. Calculem ara
les components de i i U en la base 5': la matriu del canvi de base de B’ a BB és

1 -1 0
c=10 1 -1,
0 O

aleshores, és immediat que la matriu del canvi de base de B a B’ és
1 1
c'=(01
00
Les components de i/ i U en la base B son, respectivament,

11 11
o1 1]|]l-1]=]|-= i o1 1|[3]=]5
00 00
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Com que B’ és una base ortonormal positiva, podem calcular el producte vectorial dels vectors i
i ¥ mitjan¢ant un determinant:

U1 Uz U3

0o -2 —-1|= l_))l — 6172 + 1203

6 5 2

<
>
<L
Il

=¢e1 —6(—e1 + e3) + 12(—é5 + €3) = 71 — 18¢ + 12¢3.

U AU =Te; — 18¢; + 12¢3, és a dir, és el vector que en la base B té components (7, —18, 12).

10. Sigui F el subespai de R* generat pels vectors (2,1,—1,3) i (2,—1,1,1). Calculeu una
base i les equacions implicites de lortogonal de F, FL.

Solucio

Observacio: Quan parlem de lortogonal d’'un subespai vectorial F, és una manera abreviada de
referir-se al seu suplementari ortogonal F L.

Calculem les equacions implicites de F. Per aixd posem iy = (2,1, —1,3) i1, = (2,—1,1,1),
aleshores un vector v = (x, y, z,¢) de R* pertany a F si, i només si,

1

<Ly
ST

3=0
.3=0

2

Per tant, les equacions implicites de F+ sén

2x+y—z4+3t=0
2x—y+z+t=0\"

Finalment, per trobar una base de F1 hem de resoldre el sistema format per aquestes equacions
implicites, i per aixd hem de triangular la matriu associada a aquest sistema,

(2 1_13) N(21—13)
2 -1 11 ) p o \02 =22

La soluci6 general daquest sistema és

2x+y—z+3t=0§ 2x+(z—t)—z+3t=0} x =—t }

2y —2z+2t =0 y=2z—t y=z—t
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Per tant,
Ft =((0.1,1,0),(~1,-1,0,1)).

1. Lequacié implicita del subespai F de R3 és x — 2y + z = 0. Calculeu una base i les
equacions implicites de FL.

Solucio

Es evident que lequacié implicita de F la podem escriure x = 2y — z, per tant, els vectors de F
son els de la forma

(x,y,2)=Q2y—2z,y,2) = y(2,1,0) + z(-1,0, 1)

i una base d’aquest subespai és B = {(2, 1,0), (—1,0, 1)}.

Aleshores, pel mateix raonament de l'exercici anterior tindrem que les equacions implicites de F+
son

2x+y =0
—x+z=0\{"

Es immediat que la soluci6 general daquest sistema dequacions és

y = —=2x

} — Ft=(1,-2.1).
zZ =X

Evidentment, aquest ultim resultat 'haguéssim pogut escriure directament de lequacié implicita
de F.

12. Els vectors duna base B = {é1, &>} de R? compleixen que &, -¢1 =, é1-é, = 2iéy-é3 =
5. Calculeu el suplementari ortogonal del subespai generat pel vector que en la base B té
components (1, —2).

Solucié

Siguin (x’, ”) les components en la bese B d'un vector genéric de R2. Aleshores,

Ft={(x',y") eR? tals que (x’,y’) - (1,—2) = 0}.
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En aquest cas no estem treballant en una base ortonormal de R?, per tant, per calcular el producte
escalar de dos vectors hem de procedir de la manera segiient:

(x",y") - (1,=2) = (X'é; + y'ez) - (€1 — 2&2)
=x"—4x" +2y =10y’ = =3x" —8y’.

Per tant, lequacié implicita de F+ en la base BB és 3x’ + 8y’ = 01, és evident que

FL = (82, — 3é5).

13. Calculeu la projeccié ortogonal del vector i = (3,2, 1,0) sobre el subespai F generat pels
vectors (1,2,—1,0), (2,3,2,1).

Solucio

En aquest cas, utilitzarem el metode general per calcular la projeccié ortogonal d’'un vector sobre
un subespai, és a dir, si F = (€1, €3), la projeccio ortogonal del vector X sobre el subespai F es el
vector X' = X161 + X263, 0n X1 i X2 son solucié del sistema

51-51 51-52 X1 _ )_551
52-51 52-52 X2 o )_C)é)z ’
En el nostre cas, la matriu dels productes escalars dels generadors de F' és
6 6
6 18 )~

mentre que la dels productes escalars del vector u pels generadors de F és

(%)
() (2)=(3)

2 1
X1=—= i x2=-.
! 3 273

Aleshores, la projecci ortogonal de 1 sobre aquest subespai és

I el sistema dequacions lineals

té solucid

- . 2 1 1
u' = Pp(u) = —3(1,2,—1,0) + 5(2,3,2, 1) = 5(0,—1,4, 1).
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14. Calculeu la projeccié ortogonal i el simétric del vector (3, 1, —4) respecte al subespai de R>

generat pels vectors (1,2, -2) i (1,2, —1).

Solucié
Recordem que si U1, Uz, ..., Uy ésuna base ortogonal del subespai F, la projecci6 ortogonal del
vector X sobre aquest subespai és

=y
o

on X; =

o
ST

X'= Pp(X) = x101 + X202 + -+ + XnUn ,

i el simeétric d’aquest mateix vector X respecte al subespai F és

X' =Sp(X) =2PFr(X)—X.

Per tant, calcularem en aquest cas la projecci6 ortogonal i el simetric a partir d’'una base ortogonal
de F.
Aplicant el metode de Gram-Schmidt, tenim que

. (1,2,-1)-(1,2,-2) B T
v2—(1,2,—1)—(1’2’_2).(1’2’_2)(1,2,—2)—(1,2, D= 51.2.-2)

7
= —-(2,4,5).
52.4.5)

Per tant,
F ={(1,2,-2),(2,4,5))

i aquests vectors son una base ortogonal d'aquest subespai.

Aleshores,
_ (31-9-(12,-2) (3.1,-4)-2,4,5)
PrG.1. ) =035 as (L2 =D+ Gisaas =45

13 10
—(1,2,-2) — —(2,4,5) = (1,2, —4);
S(1.2,22) = 2(2.4.5) = (1,2,-4)

SF(3,1,—-4) =2(1,2,—4) - (3,1,—4) = (—1,3,—-4).
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15. Calculeu la projeccié ortogonal i el simétric del vector u = (3,2,7) respecte al pla H de-
quacié implicita2x —y +z =0

Solucio

Siguin ¥ i X" les projeccions ortogonals de ¥ sobre els subespais H i HL, respectivament, tal
com es veu a la figura 4.1.

HJ_

Figura 4.1: Projeccions ortogonals d’un vector

En aquest cas és més ficil calcular directament X”, ja que H+ = ((2,—1,1)) i

11
/A — (32,7)(2,—-1,1) —
XNM=Py.(3.2.7)= 576392 1) = 3(2,—1, 1),

per tant
- - 1
R = Pya(i) = c(22.-11.11).
D’altra banda, és evident que X = X’ + X”, o dit d’'una altra manera, X = Py (X) + Py 1 (X). Per
tant, | |
F = Py(R) = ¥ —# = (3.2.7) = 2(2.~11.11) = =(~4.23.31).
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De la mateixa manera que a lexercici anterior, el simétric de X respecte al pla H és

) N 1
P =Sp(E) =28 -3 = 2(-4.23.31) - (3.2.7) = 1(-13.17.10).

16. Sigui B = {&1,é5,83} una base de R> tal que || é1 || = || &2 ]| = 2 || &3] = 3, é1é2 =
120°, &1€3 = 90° i e85 = 60°. Si H és el pla de R3 generat pels vectors €1 + &, i &1 + €3,
determineu:

(a) una base ortogonal de H expressada en termes dels vectors €1, €3 i €3;

(b) la projeccié ortogonal del vector w = €1 — é; — €3 sobre el pla H.

Solucio

(a) En primer lloc, calculem la taula dels productes escalars dels vectors de la base B:

51-5124 52-5224 23-2329

21-52=—2 51-é3= 22.§3=3

Aleshores, aplicant la formula del metode de Gram-Schmidt, obtenim:
U1 =¢€1+é2;

(e1+e)-(é1+e3) . . S 4—-24+3
= - - — (1 +e) =1 +e3———(e1 +¢€
(€1 + e2) - (e1 + €2) @ 2) ! ? 4—2—2-|—4(1 2)

Uy = (€1 + €3) —

- - 5 - - - - - - - - -
= (€1 +¢€3) — Z(el +e2) >~ 4(e1 +€3) —5(e1 + €2) = —e1 — 5ex + des.

Per tant, la base ortogonal del pla H buscada és

{51 + 52, —51 — 552 + 453} .

(b) Aplicant la férmula del calcul de la projeccio ortogonal pel cas que la base sigui ortogonal, es
té:
W' = Py (W) = x1(€1 + €2) + x2(—€1 — 5¢3 + 4¢3)
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o @ 4E) G-y 4+2-2-4-3 3
= (51+52)-(21+§2) o 4—-2-24+4 __Z
X = (jél —q552 +q453)'(f"1—é;2—53)4
(—€1 — 5ex + 4e3) - (—e1 — 5e + 4e3)
_ —4-2+10+20+15-12-36 1
T 4-10—10+100— 60— 60 + 144  12°
Per tant,

- 3. . | RS - . 1 - - - I . - .
Py (w) = _Z(el +€2)—E(—€1—5€2+4e3) = E(—8el —4ey—4es) = —5(261 +ex+e3).

Aixi, la projeccio ortogonal del vector w = €1 — € — €3 sobre el pla H és

. r . .
Py (w) = —5(261 +e3 +e3).

4.2 Solucions aproximades d’un sistema lineal: minims quadrats

17. Comproveu que el sistema dequacions lineals

xX+y+z=2
xX—y+z=1

x+z=0
x+y—z=1

és incompatible, trobeu la millor aproximacio aplicant el métode dels minims quadrats i
lerror quadratic corresponent.

Solucio

Triangulem la matriu del sistema per comprovar que és incompatible:

11 12 11 12 11 12

1 -1 11 o —2 o] o —2 ol

1 0 1[0 o -1 o] o o of-3
FHr~F—F

o= ) BrBri o 0 2|1 ), e N0 0 2|1

Fa~F4—F



Algebra Lineal. Problemes resolts 93

Com que la tercera equacié queda 0 = —3, el sistema és incompatible.

Ja tenim el sistema dequacions AX = B on

_—O = N

1

) X

HE X=1y i B=
—1 z

e pmd pd

1

Obtindrem la millor aproximaci6 pel metode dels minims quadrats resolent el sistema dequacions
lineals A’AX = A’ B, on

1 }_} } 4 1 2
AlA=|1 -1 0 =11 -1
- ol 2 -1 4
11 -1
i

1 11 f 4

AAB=]1 -1 0 1 o | = 2

1 11 - X 2

Finalment, per resoldre aquest ultim sistema, tornem a triangular la matriu.

4 1 214 4 1 214 4 1 2| 4
1 3 —-12 ~10 11 —6/|4 ~10 11 —6| 4
2 -1 4|2 %:421%:2 0 =3 6]0 /)5 11pasr \0 0 48]12
D’aqui sobté que
3 1 1
x=-, = -, z=-.
2 772 4

1 1 1 3 2 —1
1 -1 1 1 1 11 -1
AX=B=|, ¢ 4 f o] 2] 2
1 1 -1 1 0
Per tant,

1 V6

= J1+14+44+0="2".

€=3 1+14+4+0 5
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18. Donat el sistema dequacions lineals

x+y=1
ay+z=0 ,
xX+a@+)y+oaz=a+1

(a) Discutiu-lo en funcio del parametre o i resoleu-lo en els casos en qué sigui compati-
ble.

(b) Per als valors de o que el fan incompatible, trobeu les solucions obtingudes en apli-
car el métode dels minims quadrats i calculeu lerror quadratic corresponent a les
solucions trobades.

Solucio

(a) Estudiem aquest sistema pel meétode de Cramer. En primer lloc, calculem el determinant de
la matriu dels coeficients de les incognites:

1 1 0
0 « l|=a®>+1-(@+1)=a*>—«.
I a+1 «

2

Les arrels de lequacio @ —a = O0séna = Oia = 1. Per tant, per a o # 0, 1, el sistema és

compatible determinat.

Si @ = 0 tenim el sistema dequacions

x+y=1
z=0,,
x+y=1

que evidentment és compatible indeterminat.

Finalment, si @ = 1 ens queda

x+y=1 111
y+z=0 amb 01 0|=1#0
X+2y+z=2 122

i el sistema és, doncs, incompatible.



Algebra Lineal. Problemes resolts

Sia # 0, 1, aplicant la regla de Cramer, sobté

1 1 0
0 o 1
a+1l a+1 « a? o
X = = =
az—a az—a a-—1
1 1 0
0 0 1
1l a+1 « —o —1
r = a?—a S w2—a a-—1
1 1 1
0 a 0
1l a+1 a++1 o? a
z = = - .
a2 —a a2—a a-—1
Isia = 0, és clar que la solucid general del sistema és
y=1-—x
z=0
(b) Pera o = 1, el sistema dequacions AX = B és
1 1 0 X 1
01 1 y | =
1 21 z 2

Per aplicar el métode dels minims quadrats hem de resoldre el sistema A’ AX = A’ B:

1 01 1 10 X 0 1 1
1 1 2 0 1 1 y | = 1 2 01].
011 1 21 z 11 2
és a dir,
2 31 X 3
3 63 y =15
1 3 2 z 2
Resolent aquest sistema triangulant la matriu corresponent sobté
2 3 1|3 2 3 1|3 2 3 1|3 x=1+z
36 3(5]~1033(1 |]~|033]|1 on 1 -3z
1 3 2|2 0 3 3|1 0 0 0]0 y=
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Lerror quadratic comes en les solucions anteriors és el mateix per a totes elles. Podem prendre,
doncs, qualsevol delles i calcular-lo. Aixi, per exemple, sifem z = 0, tenimque x = 1iy = %
Substituint aquests valors en els primers membres de cada equacid i restant el terme independent,
obtenim el valor buscat:

RCORURCEES

19. Ajusteu, pel métode dels minims quadrats, una recta als punts de la taula segiient:

X
y\—l

i dibuixeu la grafica daquesta recta.

Solucio

Intentem trobar una recta y = ax + b que passi per aquests sis punts; aleshores els coeficients a
i b hauran de complir

Da+b=—1
@+ 2 1 ~1
—a+b=-2 11 )
b=1 o bé 0 1 a | 1
2a+b=5 i i 2

3a+b=5

Evidentment aquest sistema AX = B és incompatible. Aleshores, per trobar a i b de manera que
lerror quadratic sigui minim hem de resoldre el sistema A’ AX = A’ B:

19 3 a) (31
3 6 b ] \10
iles solucions son
31 3 19 31
10 6 52 ) 3 10 97
“ 119 3| 35 ~ 119 3| 105
3 6 3 6
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, . . S2x 97 . ,
Per tant, lequaci6 delarectaés y = 35 + To5 12 la figura 4.2 es pot veure la seva grafica.

[ ]

e -2

_4,

_6,

_8,
o 2, o7
1 T 20 = — —_—
BUra 42 Y = 35 T 105

20. Ajusteu, pel métode dels minims quadrats, una parabola als punts de la taula segiient

X
y| s o4 1 -

Dibuixeu la seva grafica i calculeu lerror quadratic comes.
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Solucio

Intentem trobar la parabola dequacié y = ax?+bx+c que passi per aquests sis punts. Aleshores
els coeficients a, b i ¢ hauran de complir

16a — 4 =
6a b+c=5 16 —4 1 5
4a—2b+C:4 4 -2 1 . 4
a—b+c=1 , 1 -1 1 1
o1 ©°b 0 01 IZ | -1
da+2b+c=0 12 i } g

16a +4b+c¢c =2

Evidentment, aquest sistema AX = B és incompatible. Aleshores per trobar a, b i ¢ de manera
que lerror quadratic sigui minim hem de resoldre el sistema dequacions A’ AX = A’ B:

545 —1 41 a 129
-1 41 -1 b | =1 -21
41 -1 6 c 11
iles solucions sén a = 3/14,b = —1/2ic¢ = 2/7. Per tant, lequacio de la parabola és

3.2 1 2
iala ﬁgura 4.3 hi ha la seva gréﬁca.

Lerror quadratic comes és || AX — B onla X ésla soluci6 obtinguda. En aquest cas

16 —4 1 5 5

4 -2 1 4 ~13
3/14

1 —1 1 1 1l o

_ — -1 — =

AX o o1 || ~1 7] 9
/7

4 21 0 1

16 4 1 2 -2

Per tant,
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2

. 3 5
Figurag3:y = —x“ — —x + =

14 2 7
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Transformacions lineals

5.1 Transformacions lineals i endomorfismes

1. La transformacié f : R® — R? ve definida per
fx,y,z2)=2x —z,x -y +2).

(a) Demostreu, a partir de la definicid, que [ és una transformacio lineal.
(b) Calculeu f(1,3,-2)i f~1(4,3).

Solucio

(a) Per demostrar que f és una transformacio lineal hem de comprovar que es compleixen les
dues propietats segtients:

fi+79) = f@) + f(@), peratotii, v € R?;
fQAil) = Af(@i), peratotii e R i AeR.
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Per comprovar la primera igualtat, posem u = (x1, y1,21) iU = (x2, Y2, z2), aleshores

SO +0) = f(x1+x2,y1 + y2.21 + 22)
= (2(x1 +x2) — (21 + 22), X1 + x2 — (y1 + y2) + 21 + 22)
= (2x1 +2x2 —z1 — 22, X1 + X2 — y1 — Y2 + 21 + 22)
= (2x1 —z1.x1 = y1 +21) + Qx2 — 22, X2 — y2 + 22) = f(u) + f(V).

Per comprovar la segona igualtat, posem # = (x, y, z), aleshores

fQAu) = f(Ax, Ay, Az)
=QRAx = Az, Ax — Ay +Az2) =AQ2x —z,x—y +2) = Af(u).

Per tant, la transformacio6 f és lineal.

(b) Per calcular la imatge del vector (1, 3, —2) hem de substituir la x, la y ila z pels valors 1, 3 i
—2, respectivament,

Finalment, per calcular 'antiimatge del vector (4, 3) hem de trobar tots els vectors i € R> tals
que f (1) = (4,3). Siposem u = (x, y, z) resulta que
f@)=Q2x—z,x—y+z)=(4,3).
Igualant component a component, tenim el sistema dequacions
2x—z=4
x—y+z=3("

Evidentment aquest sistema és compatible indeterminat i la seva solucié general és

z=2x—-4
y=3x-7\"

Per tant, l'antiimatge del vector (4, 3) és

F14,3) ={(x,3x—7,2x —4) ambx eR},
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és a dir, la imatge de qualsevol vector de la forma (x, 3x — 7,2x — 4) amb x arbitrari és el vector
(4.3).

2. La matriu de la transformacié lineal T : R* — R? en les bases canoniques és

2 -1 31
A= (—1 4 -2 3 ) )
Calculeu les imatges dels vectors (2,1,—1,3) i (=3,1,0,2) i les antiimatges dels vectors

(1,1)i(-1,2).

Solucio

Per calcular les imatges daquests dos vectors només cal que multipliquem la matriu 4 per les
seves components:

2 -3
2 -1 31 1| (3 . 2 -1 31 1| (-5
1 4 =2 3 ) -1 ]\ ! ~1 4 -2 3 o~z )"
3 2

Aixidoncs, T(2,1,—1,3) = (3,13)i T(=3,1,0,2) = (=5, 13).

Daltra banda, per calcular les antiimatges dels vectors (1, 1) i (—1,2), hem de trobar els vectors

(x,y,z,t) tals que
(1 . 2 -1 31
B! ! 1 4 -2 3

2 —1 3 1
-1 4 -2 3
Podem resoldre aquests dos sistemes dequacions triangulant la matriu

(2—1 311—1) N(2—1 31‘1—1)
-1 4 23|12 )5 spip \O 7 =1 7[3 3

Es immediat que les solucions d’aquests dos sistemes dequacions s6n

-~ N = =

-~ N = =
Il
N
b
N—

x=—-10y—-11r +5
z=Ty—Tt-3

x=-—-10y—11r + 4
z=Ty—-Tt-3

Per tant,

T7'1,1) = {(—=10y — 11t +5,y,7y =7t —3,t) amb y,tr € R}

T Y=1,2) = {(—=10y — 11t + 4,y,7y =7t —3,t) amb y,r € R}.
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3. La matriu de la transformaci6 lineal T : R3 — R? en les bases B) = {€1,¢5,¢3} de R3

iBz = {ﬁl,ﬁz} deRz és
-2 3 1
A_( 4 1 —1)'

Calculeu les imatges dels vectors €; — 2é, + 2¢3 i 3¢; — 2¢3.

Solucio

Com a lexercici anterior, només cal multiplicar la matriu A per les components dels vectors €1 —
2é5 + 2e3i3e, — 2¢3 en la base By:

(=)0 ()0

Per tant, T(é_,;l — 252 + 253) = —6171 i T(352 — 253) = Tuy + 5u>.

4. La matriu de lendomorfisme T : R® — R3 en la base B = {é1, &, &3} és

-1
A= 1
1

— O N
SN~

Calculeu les antiimatges del vector —3e1 + Te, + 2é€3.

Solucio

En aquest cas hem de trobar els vectors de components (x, y, z) en la base B tals que

-1 2 1 X -3
to2]ly =] 7
110)\: 2

Per resoldre aquest sistema dequacions, triangulem la matriu

-1 2 1|3 -1 2 1|3 -1 2 1| -3
1.0 2| 7 ~ 02 3| 4 ~ 02 3 4 1,
1 1 0| 2 )FA~Rt+A 03 —-1]|-1 00 —7|-14

F3~F3+F F3~2F,—3F,
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a partir de la qual, és immediat que la solucié del sistema és x = 3,y = —11iz = 2. Per tant,

T~ Y381 + 765 + 263) = 3¢; — &5 + 2¢53.

5. La transformacié lineal f : R® — R* queda definida en forma explicita per
f(x,y,2) = Qx4+ y+4z,x+2y +z,3x +5z,—2x + 3y + 22).
Trobeu una base i les equacions implicites de la imatge del subespai de R3

vV =(2.,1,1),(-1,3,2)).

Solucid

(a) Recordem que, si un subespai V' esta generat pels vectors 111 i 2, la seva imatge esta generada
pels vectors f(ii1) i f(ii2). En el nostre cas,

f(2,1,1) =(9,5,11,1)
f(=1,3,2) = (9,7,7,15)°

per tant (V) = ((9,5,11,1),(9,7,7,15)). Com que aquests dos vectors son linealment inde-
pendents, ja formen base de f(V), ésadir, {(9,5,11,1),(9,7,7,15)} és una base de (V).

Per calcular les seves equacions implicites, podem imposar que la matriu

9 9 x
5 7y
11 7 z
1 15 ¢

tingui rang 2. Com que el menor dordre 2 format perla 1a.i2a. filesi per les columnes la.i2a. és
no nul, les equacions implicites sobtenen en igualar a zero els dos menors dordre 3 segiients:

9
7 =0.
5

W O

=0 i

—_—
—_

ENEEN BNo)
NI S
— W O
—_

~ < =

En conseqiiéncia, les equacions implicites de f (1) son

—TIx+6y+3z=0
34x —63y + 9t =01\~
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6. La transformacié lineal f : R3 — R? compleix que
f(2,1,3) = (0,-2)

f(=3,-3,-5) =(-2.,4)
f(1,3,2) = (3,-2)

Calculeu f(4,-5,4)i f~1(5,3).

Solucid

El primer que podem fer en aquest cas és trobar la matriu de f en les bases canoniques. Si A és
aquesta matriu, sha de complir que

0, el que és el mateix,

2 -3 1 0 o 3
alt =33 |=(_ 7, 5 )
3 -5 2

D’aquesta igualtat podem aillar la matriu A:

-1
0 o 3\([2 31
A=(_, 4, S )|t 33
3 -5 2
_(0—2 3)31:2 _(—21 1)
-2 4 =2 )\, 3 2.0 -2

Un cop tenim la matriu de f en les bases canoniques, podem procedir com en exercicis anteriors.
Per calcular la imatge del vector (4, —5, 4), fem el producte de matrius

(29[

ésadir, f(4,-5,4) = (-9,0).
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Per obtenir les antiimatges del vector (5, 2) hem de trobar els vectors (x, y, z) tals que

(25 0(0)-6)

i la resolucié d’aquest sistema dequacions és immediata:

y=x+4+6
z=x—1

Pertant, f~1(5,2) = {(x,x +6,x —1) amb x € R}.

7. La transformacié lineal f : R3 —> R3 ve donada per
fx,y,2) = (x+3y—3z,2x +y +4z,-2x +y —82).

Trobeu una base i les equacions implicites de lantiimatge del subespai W =
((4,5,2),(3,—1,-2)).

Solucio

En aquest cas hem de trobar tots els vectors (x, y, z) € R3 tals que f(x,y,z) € W, és adir,
f(x’ y,Z) = 06(4, 57 2) + 13(3’ _1’ _2) .
Dit d’una altra manera, hem de resoldre el sistema dequacions

x+3y—3z=4a + 38
2x +y+4z=5«—-p ,
—2x4+y—8z=2a-28

resolucié que fem pel metode de Gauss:

1 3 —3|4a+38 13 3| da+3p
2 1 4| 5a—p ~10 -5 10 | =30 —78

5 0 15| 1la—68
~|0 =5 10| —30—78
0 0 029 —298
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Aquest sistema és compatible si 290 —298 = 0, ésadir, sia = B. En aquest cas la soluci6 general
és,

—15z + 5
x=—5 =-3z+4«

10 10
y:—Z: a=22+2a

i els vectors de £~ (W) son els de la forma
(x,y,2) =(-3z4+a,2z+20,z) = z(-3,2,1) + «(1,2,0).
Per tant, £~} (W) = ((-3,2,1),(1,2,0)), i com que aquests vectors sén linealment indepen-

dents formen base de £~ (W). Finalment, és evident que lequaci6 implicita d'aquest subespai és
2x —y+8z=0.

8. Siguin By = {il1,1z} i By = {€1, 82,83} bases de R? i R3, respectivament. La transfor-
macié lineal T : R? —> R3 compleix que
T(ﬁl) = 51 + 26?2 — 53
T(l_iz) = —-2¢; + 3¢, + 53

(a) Escriviu la matriu de T en les bases By de R? i B, de R3.

(b) Calculeu la imatge del vector de R2 4 = 3u; — 2y, i lantiimatge del vector de R3,
U =¢1 + 9¢, —2é,.

Solucio

(a) De la definici6 de matriu d’'una transformacio lineal en unes bases B i 3, és immediat que

1 -2
Mg, 5, (T)=1| 2
-1 1

(b) La imatge del vector t = 311 — 2, és el vector que en la base 35 té components

1 -2
2 3 (_;): 0.
-1 1 -5

ésadir, T(u) = 7¢; — 5¢s.
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D’altra banda, antiimatge del vector T = &; + 9¢, — 2¢; esta formada pels vectors de R? de la
forma w = xqu1 + xzl tals que T(w) = v, que en termes matricials és

. 1
2 3 (Xl ) =1 9
11 2 -2
Com que la solucié del sistema dequacions

x1—2x2:l
2x1+3x, =9
—X1+x2=-2

és x1 = 3, x2 = 1, tenim que f_l(gl + 9¢, —252) =3 + us.

9. La matriu associada a lendomorfisme T : R® —> R3 respecte a la base canonica és

0 1 -1
A=|-1 0 -4
0 -1 1

(a) Calculeu la imatge del vector v = (-2, 3, 4).

(b) Trobeu els valors de k per als quals el vector (2k, 3, 1 —k) té antiimatge i calculeu-la.

Solucid

(a) Evidentment les components del vector U en la base canonica sén (—2, 3, 4); aleshores, per
calcular la imatge d’aquest vector hem de multiplicar la matriu A per aquestes components

0 1 —I 2 ~1
-1 0 —4 3= -14
-1 1 4 1

Per tant,
T(-2,3,4) =(-1,-14,1).

(b) Hem de trobar els vectors u = (x, y, z) tals que T'(u) = (2k, 3, 1 — k). La imatge del vector
0o 1 -1 X y—z

-1 0 —4 y |=| ~x—-4z
-1 1 z —y+z
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Evidentment s’ha de complir que

y—z=2k
—x—4z =73
—y+z=1—-k

Per estudiar aquest sistema, triangulem la seva matriu
I -1 2k —1 0 —4 3
1 -1 2k

0
-1 0 —4 3 ~ 0
0 =1 1 1=k Jmm \ 0 =1 U=k J g,
-1 0 —4 3
o~ 01 -1 2k
00 0 [k+1

Aquest sistema és compatible si, i només si, k + 1 = 0, és a dir, si k = —1. Per tant, aquest és
I'inic valor de k per al qual el vector (2k, 3, 1 — k) té alguna antiimatge. Per calcular-la, observem

que per a aquest valor de k la soluci6 general del sistema dequacions és

x=—-4z-73
y=z-—2
Per tant,
T71(-2,3,2) ={(—4z—3,z—2,z) ambzeR}.

R2 — R3 respecte a les bases By

10. La matriu de la transformacié lineal T
{(1,3),(2,5)}de R? i By = {(1,2,1),(3,1,2),(1,3,2)} de R3 és

1 -1
A=12 3
1 3

Calculeu la imatge de vector u = (2, 3) i lantiimatge del vector v = (2, 3,5).

Solucié
La matriu associada a 7" respecte a les bases B1 de R? i B, de R? és A. Podem representar aquesta

situaci6 de la manera segiient:
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(R?, B1) (R3, B>)
i T (u)

Aleshores, si multipliquem la matriu A per les components d’'un vector % en la base 1 obtenim
les components de la seva imatge 7' (1) en la base 5.

Si volem calcular la imatge del vector (2, 3), en primer lloc hem de trobar les seves components

en la base B;
(2,3) = A1(1,3) + 12(2,5).

Igualant component a component, tenim el sistema dequacions

A +20, =2
301 +5A, =3
i la solucié d’aquest sistema és

2 2
35 4

A= =—=—4
1 2 —1
35
1 2
33 -3

Ay = =—=3
1 2 —1
35

Per tant, les components del vector (2, 3) en la base By son (—4, 3).

En segon lloc, hem de multiplicar la matriu A per aquestes components

1 -1 -7
2 3 (_‘3‘): 1
1 3 5

Finalment, sabem que les components de 7'(2, 3) en la base 135 son (=7, 1, 5). Per tant,

T(2,3)=-7(1,2,1) + (3,1,2) + 5(1,3,2) = (1,2,5).

Per fer la segona part de lexercici, calculem la matriu de T en les bases canoniques de R? i R3,

que representarem per B. Per obtenir-la, hem d’aplicar la formula del canvi de base per a transfor-
macions lineals:
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-1
(Rz’ BC) (sz Bl) (Rg’?BZ) (R37BC)
7 il T (u) T (u)

k B = DAC™! j

on C és la matriu del canvi de base de By a B; i D és la matriu del canvi de base de B, a BB, és a
dir,

131
c=(12) & p-(213
122
Aleshores,

131 1 -1 -1
B=|213 2 3 (; Z)

\1 2 2 1 3
8 11 -7 5
=|7 10 (_g _f)— -5 4
7 11 -2 3

Per calcular 'antiimatge del vector (2, 3, 5) hem de trobar els vectors (x, y) € R? talsque T'(x, y) =
(2,3,5), ésadir,

-7 5 2 —Tx+5y =2
-5 4 (;C): 3 o bé —Sx+4y =3
-2 3 S —2x+3y =5

Evidentment, el rang de la matriu dels coeficients de les incognites és 2; per saber si el rang de la
matriu ampliada és 2 o 3 calculem el seu determinant

-7 5 2
—5 4 3 |=4£0.
-2 35

Per tant, el sistema és incompatible i podem assegurar que el vector (2, 3, 5) no té antiimatges.

Observacio: una vegada calculada la matriu de 7" en la base canonica també haguéssim pogut
obtenir la imatge del vector (2, 3) mitjan¢ant un senzill producte de matrius:

=7 5 1

<))
-2 3 5
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1. La transformacié lineal T : R? — R3 compleix que

T(3,4) = (-1,3,2)
T2,3)=@3,-4.1)\"

(a) Calculeu la matriu de T respecte a les bases canoniques de R? i R3,

(b) SiBy ={(1,2),(2,5}iB, = {(-3,31,-2),(2,—19,1), (-1, 11, —1)}, calculeu
la matriu de T en les bases By de R? i By de R3.

Solucid

(a) La matriu de T en les bases canoniques de R? i R3, diguem-li 4, ha de complir les igualtats
seglients:

-1 3
(C)=(3) 0 a)-(=
2 1

Podem escriure aquests dues igualtats en una unica igualtat matricial:

-1 3
A(?1 g): 3 -4 1,
2 1
de la qual és facil aillar la matriu A.
-1 3 -1
(e
2 1
-1 3 —-15 11
=| 3 —4 (_i _i)— 25 —18
2 1 2 -1

(b) Tenim ara que la matriu de T respecte a les bases canoniques de R? i R3 és A i ho representem

(RZ’BC) (R?)’BC)
i | T(u)
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Finalment, per calcular la matriu de 7 respecte a les bases B; de R? i B, de R® hem de fer un
canvi de base a lespai de sortida i un canvi de base a lespai d’arribada

|

(Rz’Bl) (RZ’BC) (R3’BC) (R?”BZ)
i | i | T(u) T (u)

k F=D"1AC j

on C és la matriu del canvi de base B1 a B i D és la matriu del canvi de base de B, a B., és a dir

-3 2 -1
Cz(éz) i D=1] 31 —-19 11
-2 1 -1
Aleshores, és immediat que
8 1 3
Dl=| 9 1 2
-7 -1 =5

i per tant, la matriu de f respecte a les bases B1 de R? i B, de R3 és

8§ 1 3 —-15 11

F=D14AC = 9 1 2 25 —18 (; i)
-7 -1 =5 2 -1
8§ 1 3 25
= 9 1 2 —11 40
-7 -1 =5 0 —1
45 157
F = 52 183
—38 —130

12. Lendomorfisme f : R3 — R3 ve definit per
flx,y,2)=C2x+3y—z,x—y+4z,x =3y +2z).

Calculeu la matriu associada a f respecte a la base B = {(2,—1,3),(2,1,2),(1,—1,2)}.
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Solucio

Calculem en primer lloc la matriu associada a f respecte a la base canonica. Per aixo, hem de
calcular les imatges dels vectors d’aquesta base

f(1,0,0) = (2,1,1),
f(o’ 170) = (33_13_3) )
£(0,0,1) = (—1,4,2).

Aleshores, la matriu associada a f respecte a la base canonica B, és

2 3 -1
A=1|1 -1
1 -3 2

ila podem representar de la forma segtient:

(R39BC) (R3’BC)
i ! S @)

Per calcular la matriu associadaa f respecte ala base 5 hem d’aplicar la formula del canvi de base
amb un canvi de base a lespai de sortida i un canvi de base a lespai d'arribada. Aquests dos canvis
els representem a lesquema segiient:

-1

(R%, B) (R?, Be) (R%, Be) (R, B)

U i | S S @)

k B=C"'AC j

on C és la matriu de les components dels vectors de la base B3 en la base canonica, és a dir,

2 2 1
C=]-11 -1 ,
32 2
ila seva inversa és
4 -2 -3
cl=-1 1 1

-5 2 4
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Aleshores, la matriu associada a f respecte a la base B és

4 =2 -3\ (2 3 -1 2 2
B=Ccl'ac=[-1 1 1 1 -1 4 -1 1 -
\-5 2 4/J\1 3 2 32
4 -2 -3\ (-2 5 -3
=|-1 1 1 15 9 10
\-5 2 4 113 8
~71 —7 —56
B=[ 28 7 21

\ 84 5 67

13. Respecte a la base B = {(2,3),(2,4)}, lendomorfisme f : R?> —> R? té associada la

matriu
2 —4
(2.

Calculeu la matriu associada a [ respecte a la base canonica.

Solucio

Sabem que la matriu associadaa f respecte alabase 3 és A iho representem de la forma segiient:

(B2, B) A (B2, B)

i S @)

Aleshores per calcular la matriu associada a f respecte a la base canonica hem de fer un canvi de
base a lespai de sortida i un canvi de base a lespai d’arribada

-1

(82, B,) ®2.B) — 4 ®2,B) (B2, B,)
u' ul f@u) f(u)

L B =cCcAC™! j
on C ésla matriu del canvi de base de B a BB., és a dir

-(31)




Algebra Lineal. Problemes resolts 117

Aleshores, la seva inversa és
1 4 -2
-1 _ 2
€ =3 (—3 2 )
ila matriu associada a f respecte a la base canonica és
2 2 2 —4\1[ 4 —2
— -1 _ _
B =cac _(3 4)(—6 4)2(—3 2)
(2 2 10 —6
~\3 4 —18 10

~16 8
B‘(—42 22)‘

14. La matriu de lendomorfisme T de R3 en la base B = {(1,0,0),(1,1,0), (1,1, 1)} és

-1 -2
A=[-1 0 0
1 1

(a) Calculeu la matriu de T en la base canonica.
(b) Quin és el rang daquest endomorfisme?

(c) Comproveu que les traces de les matrius A i A’ coincideixen.

Solucio

(a) Per calcular la matriu de 7" en la base canonica, fem servir lesquema del canvi de base segiient:

-1 /
(R3, B.) (R?, B) (R*, B) (R3, Be)
i i T@u) T (u)

L A=CcAC™! j

on A ésla matriu de T en la base canonicai C és la matriu del canvi de base de B’ a BB..:

11
C=]101
0 0
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Per tant,
111 -1 =2 11 1\"
A=cAct'=(01 1 — 01 1
0 0 1 1 1 0 0 1
00 — 1 =1 0 0 0 —1
=10 1 0 1 -1 |=]l01 o
11 0 0 1 1 0 0

(b) Evidentment, el rang de l'endomorfisme és 3.

(c)Enelsdoscasos,t1 = 1,6, = 1it3 = 1.

15. Sigui B] = {é1, 2, €3} una base de R3 i f : R3 — R3 lendomorfisme que compleix

f(e) =e1 —2é +e3
f(é2) = —2¢1 + 3¢5
Nucf = (251 —22 +E3)

(a) Calculeu la matriu associada a f respecte a la base B;.

(b) Calculeu la matriu associada a f respecte alabase By = {€3, é3—€1, é3—éx—¢1}.

Solucié

(a) Per conéixer la matriu associadaa f respecte ala base B1, hem de tenir les imatges dels vectors
d’aquesta base expressades també en aquesta base. Ja sabem quines son les imatges dels vectors €1
i 5. Per calcular la imatge del vector €3 sabem que 2¢; — €, + €3 pertany al nucli de £, és a dir,

(28 —é; + &) =0.

Aleshores
2f@1) — @)+ f(E) =0
2(81 — 285 + &3) — (=281 + 383) + f(83) =0
281 — 485 + 285 + 261 — 383 + f(83) =0
42, — 48y — &3+ f(23) =0

f(gy,) = —4¢; +4é, + 53 .
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Per tant, la matriu associada a f respecte a la base B; és

1 —2 —4
A=|-2 o0 4
1 3 1

(b) Una vegada hem calculat la matriu de f en la base B1, ho representem de la forma segiient:

(R3, B1) 4 (R3,By)

i ! S @)

Per calcular la matriu associada a f respecte a la base B, hem de fer un canvi de base a lespai de
sortida i un canvi de base a lespai d’arribada

—1
(R3, B>) (R3, B1) R3,By) (R3, B,)
i i T (i) T (i)

k B=cClAC j

on C ésla matriu del canvi de base de B, a By, és a dir,

0 -1 -1
C=|1 1 -1
0 0 1
Es veu, doncs, que la seva inversa és
1 1 2
cl'=[-1 0 -1
00 1

ila matriu associada a f respecte a la base B, és

11 2 1 -2 —4 0 -1 -1
B=Cc'4ac=|-1 0 -1 -2 0 4 1 1 -1
0 1 1 3 1 0 0 1

11 2 -2 -3 -3

= -1 0 -1 0 2 6

0 0 1 3 2 3
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4 3 -3
B=[-11 6
32 -3

I -1 =2
A= 2 1 5
-1 2 5

(a) Calculeu una base i les equacions implicites de Nuc f i dIm f.

(b) Indiqueu si és injectiu, exhaustiu o bijectiu.

Solucio

(a) El nucli de f esta format per tots els vectors (x, y, z) tals que f(x, y,z) = (0,0,0), és a dir,

1 -1 =2\ (x 0
2 1 5|y |l=|o
-1 2 s5)\: 0

Multiplicant aquestes matrius i igualant els coeficients, tenim el sistema dequacions
x—y—2z=0
2x +y+5z=0
—x+2y+5z=0

i el resolem triangulant la seva matriu

1 -1 =2 1 -1 -2
2 1 5 ~10 9
-1 2 5 ) Fo~Fr—2F 0 1 3 ) Fi~3F | +F,
F3~F3+F; F3~3F3—F>
3 0 3
~10 3 9
0 00

Observem que la matriu inicial daquest sistema és la mateixa que la matriu associada a lendo-

morfisme f. La seva solucio general és
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Per tant, els vectors de Nuc f sén els de la forma
(x,y,z) =(—z,-3z,z) = z(-1,-3,1)
iNuc f = ((—1,-3,1)).

Per calcular les equacions implicites de Nuc f, triangulem la matriu

-1 |x —1 X
-3 |y ~ 0 |y—3x
1 zZ F>~F>—3F 0 zZ+Xx
F3~F3+F

Per tant, les equacions implicites de Nuc f sén

—3x4+y=0
x+z=0\"

D’una banda, sabem que Im £ és el subespai generat pels vectors (1,2, —1), (—1,1,2)i(-2,5,5)
i, de l'altra, sabem que dimIm f = 2,jaquedimNuc f =11

dimR? = dim Nuc f + dimIm f .

Com que els dos primers d'aquests vectors son linealment independents podem assegurar que
una base d'Im f és

{(1,2,-1),(—1,1,2)}.

Finalment, lequaci6 implicita d'Im f és

1 -1 x
1 y|=5x—-—y+3z=0.
—1 2 z

b) Com que Nuc f # {6} lendomorfisme no és injectiu i com que Im f* # R3 lendomorfisme
no és exhaustiu. Evidentment tampoc és bijectiu.

17. Estudieu la transformacié lineal f : R* —> R3 que respecte a les bases canoniques té
associada la matriu

2 1 5 3
1110,
2 3 0 2

és a dir, indiqueu si és injectiva, exhaustiva o bijectiva.
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Solucio

Per calcular el nucli de f hem de resoldre el sistema

215 3\(" 8
o[l =1,
2 30 2 ; 0
Aleshores, triangulem la matriu corresponent
2153 21 5 3
1 110 ~10 1 -3 =3
2 3 0 2 FI??)ZZFI;Z__;I‘] 0 2 =5 1 Fy~F3—2F,
21 5 3
~|l0 1 -3 -3
00 1 5

Aquest sistema és compatible indeterminat i la seva solucio general és

2x +y +5(-5t)+3t =0 2x — 12t + 5(=5t) + 3t =0 x =17t
y—3(—5[)—3l =0 — y =—12¢ = y=—12t
z = =5t z = —5¢ 7 = —5¢

Per tant, Nuc f = ((17,—12, -5, 1)) i la transformacié f no és injectiva.

D’altra banda, tenim que
dimIm f = dimR* —dimNuc f =4 —1 =3,

és a dir, Im f és un subespai de R3 de dimensio 3.

Per tant, Im f = R? ila transformacié f és exhaustiva. En no ser f injectiva, tampoc és bijec-
tiva.

18. Estudieu, segons els valors del parametre a, lendomorfisme f : R> — R3 que respecte a
la base canonica té associada la matriu
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Solucio

Sabem que la dimensié d'ITm f coincideix amb el rang de la matriu A. Aleshores anem a calcu-
lar per a quins valors de a el rang daquesta matriu és 3; és a dir, per a quins valors de a el seu
determinant és diferent de zero.

a—2 -1 2
2 l—a a+1|=@-2)(1—-a)2a—a(a+1)—12
a =3 2a

—2a(l—a)+3(a+ 1)(a—2)+ 4a
=-2a>+6a*>—4a—a*—a—-12
—2a + 24 + 3a* —3a — 6 + 4a
= —2a% +10a* — 6a — 18.

La primera soluci6 de lequacié —2a> + 10a? — 6a — 18 = 0 I'hem de calcular pel métode de
Ruffini

—1 2 —12 18

i les altres sobtenen de lequacié —2a? + 12a — 18 = 0

—12+ V144 -144 —-124+0 3
a = = =
—4 —4 3

Aleshores, sia # —11i3, el determinant de la matriu A és diferent de zero i la dimensié d'Im f
és 3. Per tant, Im f = R3, Nuc f = {0} i lendomorfisme f és bijectiu.

Sia = —1, la matriu associada a f és
-3 -1 2
2 2 0
-1 -3 =2

El determinant d’aquesta matriu és zero i els dos primers vectors-columna son linealment inde-
pendents; per tant, el rang d’aquesta matriu és 2. Aleshores, dimIm f = 2, dimNuc f = 11
lendomorfisme no és injectiu ni exhaustiu.



124 Transformacions lineals

Sia = 3, la matriu associada a f és

1 -1 2
2 -2 4
3 -3 6

Evidentment, el rang d’aquesta matriu és 1ja que els tres vectors-columna sén multiples de (1, 2, 3).
Per tant, dimIm f = 1, dim Nuc f = 2 ilendomorfisme no és injectiu ni exhaustiu.

5.2 Diagonalitzacio

19. Analitzeu si la matriu

-1 3 12
A= 1 2 =3
-1 1 6

és 0 no diagonalitzable.

Solucio
(a) Polinomi caracteristic i valors propis

El polinomi caracteristic daquesta matriu és

x+1 -3 12
px)y=| -1 x-2 3
1 -1 x-6

=x+1Dx—-2)(x—6)—9—-12+12(x —2) +3(x + 1) —3(x — 6)
=x3—Tx?+4x+12—9—12+4+12x—24+3x +3—3x + 18
=x3—7x%+16x —12.

Els valors propis d'aquesta matriu son les arrels del polinomi caracteristic. La primera, hem de
buscar-la pel meétode de Ruffini

1 =7 16 —12
2 2 —10 12
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Les altres dues arrels sobtenen en resoldre lequacié x? — 5x + 6 = 0:

_5+425-24 5+4/1 51 {3
- 2 T2 T 2 T )

X

Per tant, els tres valors propis de lendomorfisme sén A1 = 2 amb multiplicitat 2i A, = 3.
(b) Vectors propis

Els vectors propis d'aquesta matriu sén els nuclis de les matrius A — 27 i A — 31. Com a lexercici
anterior, aquests nuclis es calculen resolent un sistema dequacions.

Calcul de Nuc(A4 — 21):

Recordem que el nucli de la matriu A — 27 esta format pels vectors tals que (A —2/)X = 0ique
per calcular-lo, només cal que triangulem aquesta matriu i trobem els vectors que multiplicats per
la matriu donen zero.

-3 3 12 -3 3 12
A—2I = 1 0 -3 ~ 0 3 3
-1 1 4 F>~3F>+F 0 0 0

F3~3F3—F,

—3x+3y+12z=0 x =3z
— )
3y+3z=0

Per tant, Nuc(4 —27) = ((3,—1,1) ).

De la mateixa manera que en el cas anterior, per calcular Nuc(A4 —317), triangulem aquesta matriu
i trobem els vectors que multiplicats per ella donen zero.

4 3 D —4 3 12 4 3 12
A-31=| 1 -1 -3 ~| 0o -1 o ~1 0 -1 0
b Sl N0 0 e, V000

—4x+3y+12z=0$ x=3z$
— .

-y =0 y=0

Per tant, Nuc(4 — 37) = ((3,0, 1)).

En aquest cas el valor propi 2 té multiplicitat 2, pero dim Nuc(A4 —27) = 1; per tant, la matriu A
no és diagonalitzable. Esa dir, si f : R?> — R3 éslendomorfisme que respecte a la base candnica
té associada la matriu A, no existeix cap base de R? en la qual diagonalitzi lendomorfisme f. Dit
d’una altra manera, no existeix cap matriu regular C tal que C ! AC sigui diagonal.
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20. Diagonalitzeu lendomorfisme f : R — R3 que, respecte a la base canonica, té associada

la matriu
1 -1 -1
A=]| -8 -6 -3
8 8 5

i expresseu la matriu diagonal obtinguda en funcié de A i la matriu del canvi de base.

Solucié
(a) Valors propis.

En primer lloc, hem de calcular el polinomi caracteristic daquest endomorfisme:

x—1 1 1
px)y=| 8 x+6 3
-8 -8 x-5

=(x—1Dx+6)(x—5)—24—64+8(x +6) +24(x — 1) —8(x — 5)
= x3—31x + 30— 24 — 64 + 8x + 48 + 24x — 24 — 8x + 40
=x3—7x+6.

Els valors propis daquest endomorfisme son les arrels del polinomi caracteristic. La primera, hem
de buscar-la pel meétode de Ruffini

Les altres dues arrels sobtenen en resoldre lequaci6 x2 + x — 6 = 0:

-1 JT+24  —14£V25 —-1+£5 |2
- 2 - 2 2 )=3

X

Per tant, els tres valors propis de lendomorfisme son A; = 1, A, = 2i A3 = —3 i el polinomi
caracteristic es descompon en factors de la manera segiient

p(x) = (x = D(x =2)(x + 3).

(b) Vectors propis
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Els vectors propis de f son els nuclis dels endomorfismes A — I, A — 21 i A + 31. Triangulem,
doncs, aquestes matrius i trobem els vectors que multiplicats per elles donen zero.

0 —1 -1 8 8 4 8 8 4

A-I=|-8 -7 -3 ~[o 1 1 ~lo 11
Fi~F

8 8 4) b \o -1 -1 ), oop \0 00

F3~F,

Aquest sistema és compatible indeterminat i la solucié general és

8x +8y+4z=0 8x +8(—z)+4z=0 X =
—1
y+z=0 y=-z

Per tant, el subespai de vectors propis amb valor propi 1 és

Nuc(4 — 1) = ((1,-2,2)).

De la mateixa manera es calculen els vectors propis corresponents als valors propis 21 —3:

-1 -1 -1 -1 -1 -1
A-2I =] -8 -8 -3 ~ 0
8 8 3 F>~F>—8F) 0 0 0
F3~F3+F>
—x—-—y—z=0 X =—
y — y .
52=0 z=0

Per tant, el subespai de vectors propis amb valor propi 2 és

Nuc(4 —21) = {(—1,1,0)).

4 -1 -1 4 -1 -1 4 —1 —1
A+3=|-8 -3 -3 ~10 -5 =5 =10 =5 =5
8 8 8 f’i:?ﬁtgg 0 1010 F3~F3+2F; 0 0 0

dx—y—z=0 4x —(—z)—z=0 X
— ——1
-5y —-52=0 y=-z y

i

Per tant, el subespai de vectors propis amb valor propi —3 és

Nuc(A4 4+ 371) = ((0,-1,1)).
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Aleshores, lendomorfisme f és diagonalitzable i la matriu de f en la base de vectors propis B =
{(1,-2,2),(-1,1,0),(0,—1,1)} és

La relaci6 entre les matrius A, D i C és la mateixa que en la férmula del canvi de base per a
endomorfismes:

-1

(R, B) (R?, Be) (R?, Be) (R, B)
i i | S f @)

L D =C"'AC j

on C ésla matriu del canvi de base de B a ., és a dir,

-1

1 -1 0 I -1 -1 1 -1
D=Cc'ac=|-2 1 -1 -8 —6 -3 -2 1 -1
2 0 1 8 & 5 2 0 1

21. Analitzeu si la matriu

2 3 -6 4
1 1 -2 2
1 1 -1 1

digonalitza i, en cas afirmatiu, trobeu una base de vectors propis i la matriu diagonal.

Solucié
(a) Polinomi caracteristic i valors propis

Els coeficients del polinomi caracteristic d'una matriu també es poden calcular a partir dels de-
terminants dels seus menors:

px) = x*—1x3 + 6px? — t3x + 14,
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on tx ésla traga dordre k de la matriu A.

-2 -3 5 -2 2 -3 5 =2
) 2 3 -6 4|_111 0 0 -1 2
4 1 1 =2 2| 22/ 0 -1 1 2
1 1 =1 1 0 -1 3 0
2 -3 5 -2 -2 -3 5 -2
__po -1 o2 1ho -1 2,
“4 0 0 -1 2| "4/l 0 0 -1 2|
0 0 2 -2 0 0 0 2
-2 -3 5 -2 -3 -2 2 5 -2 3 —6 4
5= 2 3 —6|+| 2 3 4|+ 1 =2 2|41 =2 2
1 1 =2 1 1 1 1 -1 1 1 -1 1
=1-243-2=0,
oo |2 -3 -2 5+—2—2+3—6+34+—22
271 2 3 1 -2 1 1 1 =2 11 —1 1

=0-140+0-140=-2,
Hh=—-243-2+1=0.

Per tant, el polinomi caracteristic daquesta matriu és p(x) = x* — 2x2 + 1. Les dues primeres
arrels les podem buscar pel métode de Rufhini:

10 —2 0 1
1 11 -1 -1
1 1 -1 —1] o0
| o2 1
1 2 1] o

Les altres dues arrels sén les solucions de lequacié x? + 2x + 1 = 0:

2+ VA—4  —2x0 (-1
- 2 2 )

X

Per tant, els valors propis d’aquesta matriu son A; = 1 amb multiplicitat 2i A, = —1, també amb
multiplicitat 2. Es a dir, la descomposicio en factors del polinomi caracteristic daquesta matriu és

p(x) = (x—1)%(x+1)>2.
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(b) Vectors propis

Els vectors propis de la matriu 4 son els nuclis dels endomorfismes A — I i A + I. Aleshores,

-3 -3 5 =2 -3 -3 5 =2
2 2 —6 4 0O 0 -8 8
A_1_11—32 -1 o 0 -4 4
1 1 —1 0 )E3n+2n 0 0 2 =2 )F~2F—F
AT Fi~Fi+Fy
-3 -3 5 =2
0O 0 -8 8
- 0O 0 0 0
0O 0 0 0

—3x -3y +5z2-2t=0 —3x—-3y+4+5t-2t=0 xX=—-y+t
—t —
—8z48 =0 z=t1

Per tant, Nuc(4 — I) = {(—1,1,0,0), (1,0, 1, 1)).

Calcul de Nuc(A4 + 1):

1 =3 5 -2 1 =3 5 -2
2 4 —6 4 0 —2 4 0
A+I=1 | | 4 5 =l o -2 4 o
1 1 -1 2 )B~Pt2h 0 =2 4 0 )Fs~Fs—F
R Fi~riF,
-1 -3 5 —2
N 2 4 0
=1 o o0 o
0 00 0

—x—=3y+5z-2t=0 —x—3Q2z)+5z-2t=0 x =—-z—2t
—= —=
—2y4+4z=0 y =2z y =2z

Per tant, Nuc(4 + 1) = ((—1,2,1,0),(=2,0,0, 1)).
Les dimensions de Nuc(A4 — I) i Nuc(A + ) coincideixen amb les multiplicitats dels valors

propis corresponents; per tant, la matriu A4 és diagonalitzable. Es a dir, si f és lendomorfisme de
R* definit en la base canonica per la matriu A, aleshores la matriu de f en la base

B={(-1,1,0,0),(1,0,1,1),(-1,2,1,0),(-=2,0,0,1)}
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és
10 0 O
01 0 O
00 -1 0
00 0 -1
22. Comproveu que la matriu
1 6 6
A= 2 3 4
-2 =5 -6
és diagonalitzable i calculeu A

Solucio
(a) Valors propis

El polinomi caracteristic daquesta matriu és
p(x) = x> 11 x* + tox — 13,

on ty, ésla traca dordre k de la matriu A:

1 6 6
ts=| 2 3 4|=-18-48-60+36+20+72=2,
2 -5 —6
16 1 6 3
tz—‘z 3‘+'_2 _6'+'_5 _6‘——9+6+2_—1,

H=14+3-6=-2.

El polinomi caracteristic és p(x) = x3 + 2x? — x — 2. La primera arrel podem calcular-la pel
metode de Ruffini

Les altres dues arrels sén solucié de lequacié x2 + 3x + 2 = 0:

_3+V9-8  -3£V1 341 -1
B 2 S22 -2

X
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Per tant, els valors propis de la matriuséon A; = 1, A, = —1i A3 = —2. En ser els tres diferents,
podem assegurar que la matriu és diagonalitzable.

(b) Vectors propis
Els vectors propis son els nuclis dels endomorfismes A — I, A + 1 i A + 21.

Calcul de Nuc(4 — I):

0 6 6 2 2 4 2 2 4

A-IT=| 2 2 4 ~lo 6 6 ~l0 6 6
F\~F

-2 =5 =7 ) bk 0 =3 =3 /)4 spyp \0 00

F3~F3+F>

2x +2y+4z=0 2x +2(—z)+4z =0 X =-z
6y+6Z:0 y:—Z —

Per tant, Nuc(A4 — I) = ((—1,—1,1)).

Calcul de Nuc(4 + I):

2 6 6 2 6 6 2 6 6
A+1 = 2 4 4 ~10 2 2 ~10 2 2
2x + 6y +6z2 =0 :>2x+6(—z)+6z=O x=0
2y +2z=0 y=-z y=—z
Per tant, Nuc(A + 1) = ((0,—1,1) ).
Calcul de Nuc(4 + 21):
3 6 6 3 6 6 3 66
A+2] = 2 5 4 ~|10 30 ~|10 -3 0
-2 =5 —4 ) F~3F—2F 0 -3 0 0 00
F3~3Fs42F) Fs~F3+F
3x+6y+6z=0 3x+6z=0 x =-2z
3y =0 y=0 y=0

Per tant, Nuc(A4 + 21) = ((-2,0,1) ).
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Si f és lendomorfisme de R que respecte a la base canonica té associada la matriu A, aleshores

la matriu associada a f enlabase B = {(—1,—1,1),(0,—1,1),(-=2,0,1)} és

1 0
D=0 -1 0
0 0 =2

En aquest canvi de base, la matriu del canvi és

—1 0 -2
cC=1-1 -1 0 1;
1 1 1

per tant, D = ClAC,0bé A =CDC™L.
(c) Calcul de A¥
D’una banda, és evident que

1 0 0

pk=10 (D o ,

0 0 (-2
i, de laltra
A2 =(cbchHepcY) =cp3c!
A3 = (Dp*c Y cpc™hH =cpicT!
A* = (p3cYH)cpcY) =cpic!
iengeneral A" =CD"C™!.

Per poder calcular A¥, abans hem de calcular la inversa de la matriu C:

—1 0O -2 11 00 -1 0 -2 1 00
-1 -1 010 10 ~ 0 -1 21 -1 10
1 1 1 10 0 1 ) F~F—F 0 1 -1 1 0 1
F3~F3+F
—1 -2 1 00 1 0 0| -1 =2
0 -1 21 -1 10 ~10 1 0 1 1
0 1 01 1 Fy~2F3—F5 0 0 1 0 1
Fi~—F\—2F3
Per tant,
-1 -2 =2
ctl=1 1 1 2

F3~F3+F>
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i per calcular A¥ només hem de multiplicar aquestes tres matrius:

-1 0 -2 1 0 0 -1 =2 =2
Ak = -1 =1 o0 0 (=D 0 11 2
11 1 0 0 (=2F 0 1 1
—1 0 —2(-2)k -1 =2 =2
=| -1 —(-1F 0 1 1 2
1 (—DF (2 0 1 1
1 2 —2(=2)k 2 —2(=2)k
=| 1-(=DF 2—(=1)k 2—2(=1F

—1+ (D% 24 (=DF 4 (=2)F -2+ 2(=D)F 4+ (=2)%

1 2 2 0 0 0 0 —2 —2
= 1 2 2|+ -1 =1 =2 |+=2F[o o o
-1 -2 -2 1 1 2 0 1 1

23. Estudieu la diagonalitzacié de la matriu

2 1 3
0 1 a+2
0 -1 -1

segons els valors del parametre a € R.

Solucio
En primer lloc, hem de calcular el polinomi caracteristic i els valors propis d'aquesta matriu:

x—2 -1 -3
px)y=1 0 x—1 —a-2
0 1 x+1

=x-2)x—Dx+1D+(x+2)(x—-2)
=@x-2)(x—DEx+1)+a+2) = (x=2)(x>*— 1 +a+2)
=x-2)(x*4+a+1).

Les arrels del polinomi caracteristic son A1 = 2, A, = v/—1 —«a iA3 = —+/—1 — «, aleshores
per estudiar la diagonalitzacié de A hem de distingir els casos segtients:
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(a) Sia > —1, el polinomi caracteristic té una arrel real i dues arrels complexes conjugades; per
tant la matriu A4 no és diagonalitzable (sobre els reals).

(b) Sia = —1, p(x) = (x — 2)x? i els valors propis de la matriu 4 sén A; = 2i 1, = 0amb
multiplicitat 2; aleshores, A és diagonalitzable si, i només si, dim Nuc(4 — 0/) = 2.

Calcul de Nuc(4 —01):

2 3 21 3
A—-0I =10 1 ~10 1 1
0 — Fi~Fs+F 0 0 0
2x+y+3z=0 2x+y+3(—y)=0 X =
y N Yy +3(=y) N y o[
y+z=0 z=-=y z=—y

Per tant, Nuc A = ((—1, —1, 1)) i la matriu 4 no és diagonalitzable.

(c)Sia < —lia # —5, elstres valors propis son diferents; per tant, la matriu 4 és diagonalitzable.
(d)Sia = =5, p(x) = (x —2)(x2 —4) = (x —2)%(x + 2) i els valors propis de la matriu
A sén A1 = 2 amb multiplicitat 21 A = —2. Per tant, A és diagonalitzable si, i només si,

dim Nuc(4 —21) = 2.

Calcul de Nuc(A4 — 21):

o 1 3 01 3
0 -1 =3 ~10 0 O
0 -1 -3 F>~F>+F 0 0 0

F3~F3+F;

La soluci6 general daquest sistema és

y =-3z =4 Nuc(A4 —217) = ((1,0,0), (0,-3,1)) .

Per tant, A és diagonalitzable.

24. Sabent que la matriu associada a lendomorfisme f : R3 — R3 respecte a la base
B={4,-4,1),(0,—-4,1),(1,—-1,0)}

és diagonal i que compleix f(2,2,0) = (16,—24,4), calculeu la matriu de f en la base
canonica.
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Solucio

Sigui A la matriu associada a f respecte a la base canonica i D la matriu diagonal associada a f
respecte a la base 15, que és una base de vectors propis.

Evidentment, D és de la forma

a 0 0
D=10 b 0 |,

0 0 ¢
ona, b ic son els valors propis dels vectors (4, —4, 1), (0,—4, 1) i (1, —1, 0), respectivament. La
matriu del canvi de base és

4 0 1

c=[-4 -4 —1
1 1 0

itenimque D = C™'AC obé A = CDC™L.

Dialtra banda, sabem que f(2,2,0) = (16, —24,4), és a dir,

2 16
Al 2 | =1 —24
0 4

Si expressem aquesta igualtat en termes de la matriu D i multipliquem els dos costats de la igualtat
per C~! tenim que

2 16 2 16
CDC ' 2 | =] -24 — DC'|2 |=Cc'| -4
0 4 0 4
La inversa de la matriu C és
1 1 1 4
C—1=Z -1 -1 0 |:
0 —4 -—16

aleshores, substituint a la igualtat anterior resulta que

a 00 | 1 1 4 2 | 1 1 4 16
0 b 0 7 -1 -1 0 2 | = 7 -1 -1 0 —24
0 0 ¢ 0 —4 -16 0 0 —4 -16 4

Multiplicant aquestes matrius obtenim la igualtat
a 2

b | =12
—2c 8
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Per tant, els valors propis de lendomorfisme f séna = 2,b = —2ic = —4ila matriu A4 és
4 0 1 2 0 0 1 1 1 4
A= 4 —4 -1 0 2 0 1 -1 -1 0
1 1 0 0O 0 —4 0 —4 -—16
2 6 24
=| -4 -8 24
1 1 2

25. La matriu associada a lendomorfisme f : R> — R3 respecte a la base canonica és

a 1 b
2 ¢ d
e f 3

i B és la base formada pels vectors (1,0,1), (1,1,0), (0,1, 1). Sabent que f diagonalitza
en aquesta base, calculeu els coeficients a, b, c, d, e, f i els valors propis de f .

Solucid

El procediment per resoldre aquest exercici és el mateix que el de lexercici anterior. Siguin

a 0 0 110
D=|0 8 0 i c=|011
0 0 y 1 01

la matriu associada a f respecte alabase B = {(1,0, 1), (1,1,0), (0, 1, 1)} i la matriu del canvi
de base, respectivament. Aleshores és evident que D = C~14Cobé AC = CD:

a 1 b 1 10 1 10 a 0 0
2 ¢ d 01 1 ]]=10T11 0 B 0
e f 3 1 01 1 01 0 0 vy

Multiplicant aquestes matrius obtenim

a+b a+1 1+4+b a B 0
2+d 2+4c c+d |=|0 B vy
e+3 e+ f f+3 a 0 vy

i igualant els coeficients daquestes matrius obtenim les equacions segiients:
a+b=a 2+d=0 e+3=u
a+1=8;; 24c=B;: e+ f=0
1+b=0 c+d=y f+3=y



138 Transformacions lineals

En primer lloc, és evident que b = —1id = —2ide les tres tltimes equacions tenim que
a=e+3 a=—f+3 a=-y+6
e=—f — e=—f = e=—f
f=v-3 f=y-3 f=v-3

Substituint a les equacions anteriors tenim que

B=c+2
y=c—2

B=c+2
oa=-—c+38

Finalment, substituint a les dues primeres equacions:

a—1=—-c+38
2a =10

a—1=—-c+38
a+1l=c+2

Aleshores, és clar que les solucions daquest sistema dequacions s6n
a=5 b=-1, ¢c=4, a=4, pB=6, y=2, d=-2, e=1if=-1;

és a dir, la matriu associada a f respecte a la base canonica és

5 1 -1
2 4 =2
1 -1 3

i els seus valors propis sén 4, 61 2.
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Endomorfismes de lespai vectorial
euclidia

6.1 Endomorfismes simétrics i diagonalitzacié ortogonal

1. Diagonalitzeu ortogonalment la matriu simétrica

Solucié

El polinomi caracteristic daquesta matriu és
p(x)=x3—t1x% +trx — 13,
on ty, ésla traca dordre k de la matriu A:

5 =2 2
3=|—-2 2 4|=20-16—-16—-8—-80—-8 =—-108,
2 4 2
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5 =2
-2 2

nhH=54+24+2=09.

2 4

wm] 5 2 |]3 2| ]2 4 |m v om0

Per tant, el polinomi caracteristic de la matriu A4 és
p(x) = x> —9x% 4+ 108.

La primera arrel 'hem de calcular pel metode de Ruffini

1 -9 0 108
6 —18 —108
\ 1 -3 —18 0

i les altres dues arrels sén solucié de lequacié x? — 3x — 18 = 0:

3£V/9+72 3£481 3&£9 6
X = = = =
2 2 2 -3

Els valors propis de la matriu A sén 6 amb multiplicitat 2 i —3 i els vectors propis son els nuclis
dels endomorfismes A — 671 i A + 31.

Calcul de Nuc(A4 — 61):

-1 -2 2 -1 -2 2
A—6l=[-—2 -4 4 ~ 00
2 4 —4 F>~F>—2F 0 00

F3~F3+2F;

La soluci6 general daquest sistema és

x=-2y+2z = Nuc(d—6I)=((=2,1,0),(2,0,1)).

Per trobar una base ortonormal de vectors propis, hem dortonormalitzar aquesta base de Nuc(A—
61) pel metode de Gram-Schmidt. En primer lloc hem de trobar una base ortogonal daquest
subespai, i per aix0 prenem

i1 = (=2,1,0);
(2,0,1) - (=2,1,0)
(—2,1,0)- (=2, 1,0)

1
= 5(2,4,5) ~ (2,4,5).

=1

4
»=(2,0,1)— (-2.1,0) = (2.0.1) + £(=2.1.0)
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Per tant, els vectors (—2,1,0) i (2,4, 5) formen una base ortogonal de Nuc(A4 — 61). Dividint
cada vector per la seva norma, nobtenim una dortonormal:

L
J5

1

Nuc(A — 67) = { (—2,1,0),\/4_5

(2,4,9)).

Calcul de Nuc(4 + 31):

8 =2 2 8§ =2 2 8§ -2 2
A+3I=| -2 5 4 ~10 18 18 ~10 1 1
2 4 5 Fr~4F>+F 0 18 18 Fz’\'llngz 0 0 0

F3~4F3—F, F3~F3—F>

La soluci6 d’aquest sistema és

8x -2y +2z=0 8x—2(—z)+22=0} x:—z/2$
y+Z:0 y:—Z —

Per tant, Nuc(A + 31) = ((—1,-2,2)) = (3(—1,-2.2)).

Hem dividit el vector (—1, —2, 2) per la seva norma per tenir una base de Nuc(A + 37) formada
per un vector unitari.

Sabem que els vectors propis d’'una matriu simetrica corresponents a valors propis diferents son
perpendiculars; per tant, la base

L
NG

1
V45

és una base ortonormal de vectors propis de la matriu simeétrica A.

1
(—2,1,0), (2,4,9), 5(—1,—2,2)

En aquest cas, si

. -6 2 —/5 6
C=— 3 4 =245 i D = 6 ,
V45 0 5 245 -3

tenim que D = C "1 AC = C?" AC ja que C és una matriu ortogonal i, per tant, C~' = C’.
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2. La matriu associada a un endomorfisme f : R* —> R* respecte a la base canonica és

0 -1 -1 -1

-1 0 -1 -1

A= -1 -1 0 -1
-1 -1 -1 O

Trobeu una base ortonormal en la qual f diagonalitza.

Solucid

El polinomi caracteristic de la matriu A4 és

x 1 1 1
1 x 1 1 .
px) = L1 x 1 Restem la quarta columna a les tres primeres
1 1 1 x
x—1 0 0 1
0 x—-1 0 1 .
=1 0 0 x—1 1 Sumem les tres primeres files a la quarta
l—-x 1—-x 1—x x
x—1 0 0 1
0 x-1 0 1
= 4 0 r-1 1 = (x-13(x+3).
0 0 0 x+3
Els valors propis d'aquest endomorfisme sén A; = 1 amb multiplicitat 31 A, = —3. Els vectors

propis son els nuclis dels endomorfismes A — I i A + 31.

Calcul de Nuc(A4 — I):

-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1

-1 -1 =1 -1 0 0 0 0

A—1T= -1 -1 =1 -1 - 0 0 0 0
F>~F>,—F

-1 -1 -1 -1 JP~Brh 0 0 0 0
Fy~F4—Fy

X

—y—z—t =  Nuc(A—1)=((1,-1,0,0),(1,0,—1,0),(1,0,0,—1)).
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Calculem ara una base ortogonal de Nuc(A4 — I') aplicant el metode de Gram-Schmidt:
v; = (1,-1,0,0):

(1,0,-1,0) - (1,—1,0,0)
(1,-1,0,0)-(1,—1,0,0

1
= S(1.1.-2.0) = (1.1,-2.0);

v, = (1,0,—1,0) —

1
(1.-1.0.0) = (1,0.1,0) — 2(1.~1.0.0)

(1,0,0,-1)-(1,-1,0,0) (1,0,0,—-1)-(1,1,-2,0)
- 1,-1,0,0) —
(1,—1,0,0)-(1,—1,0,0( »—1,0,0) (1,1,-2,0)-(1,1,-2,0)

1 1 1
= (1.0.0.~1) = 2(1.=1.0,0) = (1. 1.=2.0) = (1. 1.1,-3) = (1. 1.1.-3)

v3 = (1,0,0,—1)

(1,1,-2,0)

Per tant, els vectors (1, —1,0,0), (1, 1,-2,0), (1, 1, 1, —3) formen una base ortogonal del subes-
pai Nuc(A4 — 7). Dividint cada vector per la seva norma obtenim una base ortonormal:

1 1 1
Nuc(Ad —I) = (—(1,—-1,0,0), —=(1,1,-2,0), —(1,1,1,-3)) .
( ) (ﬁ )JE s )
Calcul de Nuc(4 + 31):
3 -1 -1 -1 3 -1 -1 -1
-1 3 -1 -1 0 8 —4 —4
A+30=1_ 1 3 =lo -4 s —4
-1 =1 =1 3 )B3hL+tE \ 0 4 —4 8 |F~2F+F
Fi3FiL R Fi2Fit Fo
3 -1 -1 -1 3 -1 -1 -1
1o 8 -4 -4 o 2 -1 -1
1o 0o 12 -12 oo 01—
0 0 —-12 12) B2 \o 0o o o
F3~15F3
Fq~F4+F3
3x—y—z—t=0 3x—y—t—t=0 x =t
2y—z—t= = 2y—t—-1=0 — y=
z—1= z =1 z =

Per tant, Nuc(4 + 37) = ((1, 1,1, 1)) = (3(1. 1, 1, 1)).

Lendomorfisme f diagonalitza en la base ortonormal
1

1 1
B=1{—(1,-1,0,0), —(1,1,-2,0),
( ), —=( ) Niw

1
1,1,1,-3), =(1,1,1,1
7 7 ( ) 5L L1
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ila seva matriu en aquesta base és

1 00 O
010 O
b= 001 O
000 -3

3. Lamatriuenlabase B’ = {(1,0,1),(1,1,0), (1,2,0)} de lendomorfisme T : R3 — R3

és
20 0
A=|-51 3
30 —1
Comproveu que T és un endomorfisme simétric i trobeu una base ortonormal de vectors
propisde T.
Solucio

Representem per i1, Uis i 13 els vectors de la base B’. Hem de comprovar que es compleixen les
igualtats

uy - fz) = f(uy) -z uy - fiz) = f(uy)-us iy f(u3) = f(u2) 3.

iy f(iz) =yt = (1,0,1)- (1,1,0) = 1
f(iy) - tip = Uiy — Stz + 3ii3) iz = (0,1,2) - (1,1,0) = 1,

uy - f(iz) =uy-(3up —uz) = (1,0,1)-(2,1,0) =2
fQir) -z = (2uy — Suz + 3u3) -u3z = (0,1,2)-(1,2,0) =2,

fiz - f(i3) = fiz - (3fiz —ii3) = (1,1,0) - (2,1,0) = 3
Fiin) i3 = iip 13 = (1,1,0) - (1,2,0) = 3.

Per tant f és un endomorfisme simeétric.

Per trobar una base de vectors propis de f, diagonalitzem la matriu A’. El seu polinomi carac-
teristic és

x—=2 0 0
px)y=| 5 x—1 =3 |=x-2)

x—1 -3
-3 0 x+1 0

x+1

'z(x—2)(x—1)(x+1),

és a dir, tenim els valors propis simples —1, 11 2.
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Calculem ara els vectors propis:

/ 300 3.0 0 3 =0 x=0
A+1=(-523]=|0 10 15 - 3z
30 0 o 0 0 10y + 152 = 0 y=-3

Nuc(f + I) = (=3uy + 2us).

1

0 10
X
A-1=-50 3|=[00 3 - Nuc(f — 1) = (iia)
30 -2 00 -2 =
0 0 0 (-5 -1 3
—5x — 3z=0 X =z
A-20=|-5 -1 3|~| 0 -3 -6 v } }
30 -3 0 0 0 —3y-6z=0 =2

Nuc(f + 1) = (i1 — 2y + u3).

Per tant, B = {—31i, + 23, p,1U; — 2l + U3} és una base ortogonal de vectors propis que
corresponen a tres valors propis diferents. Per a obtenir una base ortonormal de vectors propis,
expressem aquesta base en termes de la base canonica

B =1{(-1,1,0),(1,1,0),(0,0,1)}

i dividim cada un d’aquests vectors per la seva longitud. Resumint,

L
V2

és una base ortonormal de vectors propis de f.

B = (- (=1.1,0), %(1, 1,0). (0,0, 1)}

4. Sigui f : R3 — R3 lendomorfisme que en la base ortonormal B = {é1, &, &3} ve definit
per la matriu

0 2 2

2 0 2

2 20

A=

Trobeu, si és possible, una base ortonormal de vectors propis de f.

Solucio

Com que la base BB és ortonormal i la matriu A és simetrica, podem afirmar que lendomorfisme
f és simétric i, en conseqiiéncia, diagonalitzable en una base ortonormal.
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El polinomi caracteristic de f és

x -2 =2 x—4 =2 =2 1 -2 =2
px)=1-2 x 2 |=|x—-4 x 2 |=x-4|1 x =2
-2 -2 x x—4 -2 x 1 -2 x
1 =2 -2
=(x—4|0 x+2 0 |=@x-2)(x+2)>.

0 0 x+2

Els valors propis séon A; = —2 amb multiplicitat 2i A, = 2.

A continuaci6 calculem els vectors propis
2 22 2 2 2
A+2I =2 2 2 |~|0 0 O Z=—Xx—Y.
2 22 0 00

Nuc(f + 21) = (é1 — €3, é2 — €3) . Daltra banda, Nuc(f — 27) és el suplementari ortogonal
del subespai Nuc( f + 21), per tant, Nuc(f —21) = (€1 + €2 + €3). Una vegada trobats els
subespais de vectors propis, podem dir que

B={é —é3,é—¢3,61 + €2+ €3}

és una base de vectors propis de f'. Per obtenir-ne una dortonormal, en primer lloc hem d’aplicar
el métode de Gram-Schmidt al subespai Nuc( f + 21).

V) =¢€1 —e3;

- . . (e1—¢é3) (e —e3)
Up =6y —63 —— 2 =
2 2" (€2 —e€3)-(e2 —¢€3)

- S - S 1. o
(€1 —e3) = ey —e3— 5(91 —e3)
1, - - S - - S
= 5(—61 + 2e5 — 63) ~ —e1 +2e,—e3.
Per tant, la base

1 1 1
B ={— (@ —é3) —=(—¢; +26,—¢€3),—(é1 +¢é, + &
{ﬂ(l 3)\/6( 1 2 —€3) ﬁ(l 2 +e3)}

és una base ortonormal de vectors propis de f. D’altra banda, la matriu de f en aquesta base és

-2
D = -2
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5. Sigui B = {é1, &3, €3} una base de R3 tal que || é1 | = L, | &2 || = V2 || &3] = /3,
é1-éy=1,81-83 = 1ié,-é3 = 2. Considerem lendomorfisme T de R> que en aquesta
base té matriu associada

-2
A= 0 —
1

NN O
- o O

Comproveu que és simétric i trobeu una base ortonormal de vectors propis.

Solucid

Recordem que un endomorfisme 7" és simétric si, i només si, es compleix que 1 - T (V) = T'(u) - v
per a qualsevol parella de vectors diferents d'una base qualsevol.

Per tant, només cal comprovar que,
e1-T(e2) =T(er) ez é1-T(@3) =T(é)-e; i 8r-T(3) = T(%) 5.
é1-T(éy) =é1-(—26y+263) =—-2+2=0
T(El)'EZ = (_251 +é3)'52 =-242=0,
é1-T(@3) =21 -85 =1
gz-T(gg,) =52-é3 =2
T(é3) 63 = (=265 +263)-é3=—4+6=2.

Per tant, 7' és un endomorfisme simétric. Per trobar una base de vectors propis, diagonalitzem la
matriu A. Es evident que el polinomi caracteristic daquesta matriu és p(x) = (x +2)%(x — 1) i
els seus valors propis A; = 1iA, = —2 amb multiplicitat 2.

Pel que fa als vectors propis tenim que

3 0 0 3 0 0 =0

A—I=| 0 =30 |~| 0o =30 - Nue(T — 1) = (23) .
1 20 0 0 0 y=0
x=-2y—-3z

000 1 2 3
A+21=[0o 00 |~[0 o0 0
1 23 000 Nuc(T — I) = (=281 + &5, —38; + &3).

Aleshores, B’ = {€3 —2¢; +¢é5 ,—3¢1 + €3} és una base de vectors propis de T i, a més, el primer
vector ja és perpendicular als altres dos, ja que corresponen a valors propis diferents.
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Finalment, apliquem el métode de Gram-Schmidt als vectors que formen la base del subespai
Nuc(T —1):

U; = —2¢1 + é2;

(—2e1 +&3) - (—3¢; + ¢3)
(—251 + 52) . (—251 4+ 52)

-

Uy = —3é1 4+ é3 —

- - - 5 3 - 5
(—2e1 + e3) = —3e; +e3— 5(—261 + e3)
1 - - - -
= 5(—382 + €3) ~ —3¢p +e3.
i, com que,
e = V3, | 281 +e|=v2 i | -3&%+é] =6,
resulta que
1 z 1
NG

és una base ortonormal de vectors propis de 7'.

1

B//:{ "G

(—2¢1 +¢e3), —=(—3¢é2 + é3)}

6. Calculeu les matrius associades respecte a la base canonica de R3 a la projeccié ortogonal i
a la simetria respecte al subespai H = ((1,2,-2), (1,2, —1)).

Solucid

Per calcular la matriu de Py en la base canonica, necessitem una base de R3 formada per vectors
de H ide H~. Lenunciat ja ens dona una base de H.. Per obtenir una base de H- només cal que
calculem el producte vectorial daquests dos vectors,

i j ok
w=|1 2 —2|=(2.,-1,0)
1 2 -1

i resulta que H+ = ((2,—1,0)).

Aleshores la matriu associada a Py enlabase B = {(1,2,-2),(1,2,—1),(2,—1,0)}" és

1
D = 1

i, com és habitual, ho representem

! Aquesta base és una base de vectors propis de Py i els seus valors propis son 1, 1 i 0, respectivament
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(R3, B) (R3,B)
i P (i)

Mitjangant la férmula del canvi de base podrem obtenir la matriu de Py en la base canonica

-1

(®3. B,) ®.B) —— 2 ®.B) (R, B,)
i i Pu i) Py (i)

L A=cac! j

1 1 2 1 11
A=CDC7! = 2 2 -1 1 -1
-2 -1 0 0 -2 -1
1 1 0 -1 =2 -5 1 20
=2 2 o= 2 4 5]|==|2 40
-2 -1 0 2 1 0 00 5

Una vegada coneguda la matriu de Py en la base canonica, és immediat calcular la matriu de la
simetria Sz en aquesta mateixa base

S (120 1 0 0 (340
M(Sp.Be) =2M(Py.B)~1 =22 4 0 f—f0 1 0 |=cf 430
005 00 1 00 5

Observacio: també haguéssim pogut calcular la matriu de la simetria en la base canonica tenint
en compte que la matriu de Sz enlabase B = {(1,2,-2),(1,2,—1),(2,—1,0)}* és

2 Aquesta base tambe és una base de vectors propis de S g amb valors propis 1, 1 i —1, respectivament
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i de manera semblant a la projecci6 ortogonal

11 2 1 11 2\"
B=CDC ! = 2 2 -1 1 2 2 -1
2 -1 ~1 2 —-1 0
o121 =2 =5 3 4 0
=12 2 112 2 4 5|==[ 43 0
2 -1 0 )\ 2 1 o 005

7. Sigui P la projeccié ortogonal de R> sobre la recta R dequacions

x+y—2z=0
x+z=0\"

Calculeu la matriu de P en la base canonica.

Solucid

En primer lloc, és immediat obtenir bases dels subespais R i R*:
R=((-13.1)) i Rt=(1.1,-2).(1,0,1)).
La matriu de P enlabase B = {(—1,3,1),(1,1,-2),(1,0,1)} és

1
D= 0
0
i, com és habitual, ho representem
D
(R, B) (R*, B)
u' P(u)

Mitjangant la formula del canvi de base podrem obtenir la matriu de Py en la base canonica

-1

(R, Be) ®.B) — 2 ®.B) (R, Be)
i i P(i) | P(i)

k A=cCcAC! j
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-1 1 1 1 -1 1 1
A=CDC7! = 3 10 0 3 10
1 -2 1 0 1 -2 1

-1 00\, (-1 3 1 . 1 -3 -1
=3 oo0o]— 32 3]|=—|-3 9 3
1 oo/ 71 4 L P T S

Observacio: La base B = {(—1,3,1),(1,1,-2),(1,0, 1)} és una base de vectors propis de P
amb valors propis 1, 0 i 0, respectivament.

8. Sigui S la simetria de R3 respecte al pla H dequacié x—z = 0. Trobeu una base ortonormal
de vectors propis de S i la seva matriu en la base canonica.

Solucié

Déentrada sabem que aquesta simetria té els valors propis A1 = 1 amb multiplicitat 2i A, = —1.
A més, el pla H és el subespai de vectors propis amb valor propi 1 i H és el subespai de vectors
propis amb valor propi —1 i, és evident que,

H =((1,0,1),(0,1,0) i H*={1,0,—-1)).

Aleshores, {(1,0, 1), (0, 1,0), (1,0, —1)} és una base de vectors propis de S i, com que els seus
vectors ja son perpendiculars entre ells,

1 1
V2 V2

és una base ortonormal de vectors propis de S. La matriu de S en aquesta base és

B={—(1,0,1),(0,1,0), —=(1,0,-1)}

(B2, B) D (B2, B)
i S(u)

on

D = 1
-1

i mitjangant la férmula del canvi de base podrem obtenir la matriu de S en la base canonica
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-1

(®3. B,) ®.B) — 2 ®.B) (R, B,)

i i S(ii) S(ii)

k B=CDC'=CDC! j

ja que la matriu del canvi de base

| 1 0 1
C=—|0 v2 o
V2 1 0 -1
és una matriu ortogonal. Per tant,
| 1 0 1 1 | 1 0 1
A=CDC'=—10 V2 0 1 — |0 v2 o
V2 1 0 -1 —1 V2 1 0 -1
| 1 0 —1 1 0 1 0 0 1
=10 V20 0 v2 o0]=]010
1 0 1 1 0 -1 1 00
9. SiguiB = {¢1,é,} unabasedeR? talque || &1 || = 1, || &3 | = 2 i langle format per aquests
vectors és de 60°. Calculeu la matriu de la simetria respecte a la recta R = (2€; — €3) en
la base B.

Solucio

Com tota simetria de R? respecte a una recta, aquesta té els valors propis 1i —1. A més, el subespai

de vectors propis amb valor propi 1 és R = (2¢; — ¢€5) i el subespai de vectors propis amb valor
propi —1 és R*.

Per a obtenir una base de R hem de trobar els vectors de R%, 0 = xé; + ye, tals que
(xé1 + yéz) - (2¢; —€3) = 0.
Desenvolupant aquesta igualtat obtenim
(xé1 + yéz) - (2é1 —€2) =0
2x(é1-€1) + (—x +2y)(é1-€2) — y(é2-€2) =0

2x —x+2y -4y =0
x=2y.
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Per tant, RT = (2] + &,). Aleshores, la matriu de la simetria S en labase B’ = {2¢, —&,,2¢; +

Ez}és
1
o=(" =)

i ho representem

(B2, B) D (B2, B)
i SGi)

Novament, mitjangant la férmula del canvi de base podrem obtenir la matriu de S en la base
canodnica

-1

(R2,B) (R2,B) (R2,B)) (R?, B)
R il T(u) T (u)

L A=cac! j

e (GG 7)
(G300

Observacio: tot i que A és la matriu d’'una simetria respecte a una recta, no és ni simetrica ni

ortogonal. Aix0 és degut a que és la matriu d’'una simetria en una base no ortonormal. En canvi,
com tota matriu d’una simetria en una base qualsevol, té determinant —1 i compleix que 4% = 1.

10. Els vectors de la base B = {ii1, Uip, U3} compleixen que || U1 || = | u2 || =1, |us| =2
Uy i Uy formen un angle de 60°, Uy i i3 son perpendiculars i iy i U3 formen un angle de
120°. Trobeu la matriu de la simetria S respecte a la recta R generada pel vector (i1 —
Uiy + U3) en la base candnica.

Solucio

Els productes escalars dels vectors de la base B entre ells son els que apareixen a la taula segiient:

-y =1-1-cos0°=1 | @iy -tip=1-1-cos60° = 1p Uy -z =1-2-cos90° =

Uy Up=1-1-cos0°=1 | tip-tiz=1-2-cos120°=—1 | tiz-Uz =2-2-cos0° =4
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El subespai de vectors de S amb valor propi 1 és R, mentre que el subespai de vectors propis de
S amb valor propi —1 és R~-. Per a obtenir una base d’aquest tltim subespai hem de trobar els
vectors W = XUy + yip + zu3 tals que

(xtiq + yiip + ztiz) - (i1 — s +13) = 0.
En desenvolupar aquesta expressio fent servir els productes de la taula anterior obtenim
xuy - (U1 — g +U3) + yia - (Ug — Uz + U3) + zuz - (g — Uz +Uuz) =0
x 3
5~ ?y +5z2=0
x—3y+10z=0.
Daqui resulta evident que R+ = (311 + o, —10ii; + 1i3). Aleshores, la matriu de S en la base
B = {iiy — iy + 13,31y + tip, —10u1 + 13}

és

i ho representem

(B2, B) D (B2, B)
i S (u)

Com ja és habitual, mitjangant la férmula del canvi de base podrem obtenir la matriu de S en la
base B.

-1

(R3, B) (R3, B) (R3, B) (R3, B)
7 i Su) Su)

k A=cCcAC! j

-1

13 —10) (1 13 —10
A=cpC'=[-11 0 ~1 -1 1 0
1o 1 -1 1o 1

I =3 10\, (1 -3 10 6 -3 10
|-t 1 o= 1 1m0 ]|=x-1 -4 -10
1o -1 )%\ 3 4 1 -3 3
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6.2 Isometries lineals

11. Calculeu la matriu associada en la base canonica a la rotacié de 45° al voltant del vector
(1,-1,0).

Solucio

Sabem que si B = {0, 1,1} és una base ortonormal positiva de R? tal que W té la mateixa
direccid i sentit que el vector (1, —1,0), aleshores la matriu de la rotacié R de « al voltant del
vector (1,—1,0) és
1 0 0
A =0 cosa —sina
0 sino cosa

N . 1 N .. .
Com a vector w escollim el vector E (1,—1,0), comavector 1] un vector unitarii perpendicular

a lanterior, per exemple i1 = (0,0, 1) i com a vector 1 el producte vectorial dels dos anteriors

1o |=L

l
| (—1,1,0).
210 0 1 V2

Per tant la matriu de R en la base
1 1

B—ﬁ(l, 1,0), (0,0, 1), ﬁ(1,1,0)}
és
1 0 0 ! V2 0 0
Al=10 Yy -z |l=—7| 0 1 —1
0 i Yvi) Y2\o 1 1

i ho representem

(B2, B) A (R, B)
i R(i)

Mitjangant la férmula del canvi de base podrem obtenir la matriu de R en la base canonica

—1 /
(R, Be) ®3.B) — (R, B) (R, Be)
i i Ri) R(i)

L A=cAc! =cac! j
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ja que
1 1 0 1
C=—|-1 0 1
V2\ ¢ V2 0
és una matriu ortogonal.
Per tant,
1 0 1 V2 0 0 1 -1 0
A—cact =21 0 1| L0 1 = 0 0 V2
V2 0 vz 0 ) V2\ 0 1 */_ 11 0
| V2 1 1 -1 1+ﬁ 1-v2 V2

ﬁl+ﬁﬁ

1 0
-2 1 1 0 0 2 —=
1 0 */_ V2 V22

=m0«/§—\/§ 1

Multiplicant numeradors i denominador per +/2, obtenim que la matriu associada a aquesta ro-
tacio en la base canonica és

. 2442 2442 2
7 2442 2442 2
-2 -2 22

12. Quin angle hem de fer girar el vector (—2, 1, 3) al voltant de (1, 1, 1) per obtenir el vector
(3,-2,1)?

Solucio

De manera semblant a lexercici anterior, escollim una base adaptada al problema, és a dir, B =
{W, 11, 1>} ha de ser una base ortonormal positiva de R tal que W té la mateixa direccid i sentit
que el vector (1,1, 1).

5 . 1 - e .
Com a vector w escollim el vector —(1, 1, 1), com a vector 1 un vector unitari i perpendicular

V3

5 1 . - .
a lanterior, per exemple u; = ﬁ(l’ —1,0) i com a vector u, el producte vectorial dels dos

anteriors
i j k |
ﬁZZJ)/\ﬁlz 1/\/5 1/\/§ 1/\/3 :—(1,1,—2)
ya ~lfz o0 | Ve
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Aleshores la matriu de la rotacié R d’angle « al voltant del vector (1, 1, 1) en la base
1 1

1
B = 1,1, 1), 1,—-1,0), —(1,1,-2
{ﬁ( )ﬁ( )JE( )}
és
1 0 0
A=]0 cosa —sina

0 sine cosa
Daltrabanda, les components dels vectors (—2, 1,3) i (3, —2, 1) enlabase Bson (2//3, —3/2, —7/./6)
i(2/43, 5/v2, —1//6), respectivament. Per tant, sha de complir que

10 0 /3 /3
0 cosa —sina =32 | =1 vz
0 sina coswo N -1/ /6

Igualant el segon i el tercer terme daquest producte de matrius sobté

3 7 . 5
———COSU + —Sslna = —

V2 V6 V2
—7cosa— 3sinot——l

NG V2 NG

Es immediat que la solucié d’aquest sistema dequacions és

sine = —, coso = ——
2 2

i I'inic angle que compleix aquestes igualtats és o« = 120°.

13. La matriu de lendomorfisme T : R3 — R3 en la base canonica és

V2 242 22

2
A:£ 0o 3 -3
4 -1 -1

(a) Comproveu que T és una isometria.

(b) Calculeu la imatge del pla P dequacio 4x —y —z = Q.

Solucio

(a) Unicament hem de comprovar que A’A = I:

/3 V20 4 V2 242 22
A’A:T 272 3 -1 0 3 -3
272 -3 —1 4 -1 -1

%
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, (2+16  4—4 4—4 L (18 0 0 1 00
= 3% 4—4 84+9+1 8—9+1 = 0 18 0]=]0 10
4—4 8—-9+1 8+9+1 0 0 18 0 0 1

Per tant, la matriu A és una matriu ortogonal i 7' és una isometria.

(b) El subespai ortogonal al pla és la recta R = P+ = ((4, —1, —1)) ila imatge d’aquesta recta és
la recta generada pel vector (0, 1, 0), ja que

V2 V2 2v2 242 4 0
- 0 3 -3 -1 =12
4 -1 -1 -1 0

Com que T és una isometria, transforma el suplementari ortogonal d’un subespai en el suplemen-
tari ortogonal de la imatge. En el nostre cas, T(R1) = T(R)%, o dit d’una altra manera, la imatge
del pla P és el suplementari ortogonal del subespai ((0, 1, 0)), és a dir, el pla dequacié y = 0.

14. La matriu associada en la base ortonormal B = {€1, €3, €3} a lendomorfisme f de R3 és

1 1 2 2

A=-12 -2 1
3

2 1 =2

Comproveu que [ és una isometria.

Solucio

Com que la base B és ortonormal, I'inic que hem de comprovar és que la matriu A és ortogonal:

(12 (12
AldA=—-2 =2 1 ]|=12 -2 1

3\ 2 1 2 /3\2 1 22

(144 2442 2424 (900 10 0

——|2-442 24441 4=2-2 |=-[o 90 ]=[01 0

ON\242-4 4-2-2 441+4 AV 00 1

Per tant, f és una isometria.

15. Trobeu totes les isometries de R? que transformen la recta y = 0 en la recta x + 3y = 0.
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Solucio

Hem de trobar totes les isometries de R? que transformen el subespai {(1,0)) en el subespai
((3,—1)). Aleshores, la imatge del vector (1,0) ha de ser un vector que pertany al subespai
((3,—1)) i que té norma 1, per tant tenim dues possibilitats:

1
——(3.-1)
£1,0) = { VJO

Dialtra banda, en ser f una isometria, transforma vectors perpendiculars en vectors perpendi-
culars, aleshores la imatge del vector (0, 1) haura de ser un vector perpendicular a (3, —1) i de
norma 1. Per tant, tenim també dues possibilitats:

f.1) =V

En total hi ha quatre possibilitats, per tant, hi ha quatre isometries de R? que transformen la recta
y = Oenlarectax+3y = Oilesseves matrius associades en la base canonica sén respectivament:

L3 1), 13 -1,
(a’TTo(—H)’ (b)m(—l —3)’

1 (=3 1) 1 (=3
‘C’ﬁ(m)’ ‘d’m(1—3)'

16. Una isometria f : R? — R> compleix que

£(3,6,-9) = (-=2,11,1)
£(3,0,3) =@4,-1,1) |~

Trobeu les possibles matrius associades a f respecte a la base canonica.

Solucio

Sabem que les isometries transformen vectors perpendiculars en vectors perpendiculars i que
conserven la norma. Per tant la imatge d’'un vector perpendicular als vectors (3,6,—9) 1 (3,0, 3)
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haura de ser un vector perpendicular als vectors (—2,11,1) i (4, —1,1). La manera de trobar
vectors perpendiculars a dos vectors donats és calcular el seu producte vectorial:

ik
(3,6,—9)A(3,0,3) =3 6 —9 | = (18,-36,—18);
3 0 3
i j k
(=2, 1L, ) A4, ~1,1)=|-2 11 1| = (12,6,—42).
4 —1 1

Aleshores, tenim dues possibilitats: (a) La imatge del vector (18, —36, —18) és el vector (12, 6, —42).
(b) La imatge del vector (18, —36, —18) és el vector (—12, —6, 42). Observem que, en tractar-se
d’isometries, les normes d’aquests vectors coincideixen.

Per tant, hi ha dues isometries que compleixen les condicions de lenunciat, la primera és la que
compleix

f(3,6,-9) = (-2,11,1)
f(3,0,3) =(4,—-1,1)
£(18,-36,—18) = (12,6, —42)
ila segona la que compleix
f(3,6,-9) =(-2,11,1)
f(3,0,3) =(4,—-1,1)
f(18,-36,—18) = (—12,—6,42)

Finalment, és immediat obtenir les matrius d’aquestes isometries en la base canonica. Per a la
primera, tenim que

3 3 18 -2 4 12
Aq 6 0 —-36 | = 11 -1 6 ,
-9 3 —-18 1 1 —42
és a dir
2 4 12 33 18\ L 8 -1 4
Al = 11 -1 6 6 0 -36 :§ 4 4 -7
1 1 —42 -9 3 -—18 —1 8 4
Per a la segona, tenim que
3 3 18 -2 4 —12
Ar 6 0 =36 | = 11 -1 -6 ,
-9 3 -—-18 1 1 42
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és a dir
2 4 —12 33 18\ ! 2 1 2
A, =] 11 -1 —6 6 0 —36 =-|l1 2 =2
1 1 4 —9 3 —18 2 -2 —]

17. Un endomorfisme f : R3 —> R3 té associada respecte a la base canonica la matriu

L[4 2005
A= 20 5 4
5 —4 20

Comproveu que f és una isometria i classifiqueu-la.

Solucio
Per comprovar que f és una isometria només hem de calcular el producte de matrius 4”4 i

comprovar que dona la identitat:

L[4 20 5\ (-4 20 5 L (441 0 0
AtAzi 20 05 4 )220 5 4 )= 0 41 0 =T
5 —4 20 5 —4 20 0 0 441

Per tant, f és una isometria.

Daltra banda, la matriu A és simetrica, aleshores podem assegurar que es tracta d’una simetria
Per saber si la simetria és axial o plana hem de calcular el determinant de la matriu A:

—4 20 5 |
—— (=400 — 400 — 400 — 125 + 64 — 8000) = —1 .

5 —4 20

Llavors, f és una simetria plana respecte al subespai de vectors propis de valor propi 1.

Calcul de Nuc(A4 — I):
1 (—4 20 5 1 00 =25 20 5
A—IT=—|20 5 -4 |-[0o 1 0]|==[ 20 —-16 —4 |;
21 21
5 —4 20 0 0 1 5 —4 -1
=25 20 5 -5 4 1
20 —16 —4 ~ 0 00
Fi~5F 000

5 —4 -1
F>~5F>+4F,
F3~5F3+F,



162 Endomorfismes de lespai vectorial euclidia

La soluci6 d’aquest sistema és

z=5x—4y = Nuc(4-1)=1{((1,0,5),(0,1,-4)).

Per tant f és la simetria plana respecte al pla

F =1{((1,0,5),(0,1,—4)).

18. Classifiqueu la isometria de R® definida en la base ortonormal B = {é1,é,,é3} per la
matriu
| (21 16 12
A=— 16 3 24
P\ -2 24 -1
Solucié

En aquest cas la matriu A també es simetrica i el seu determinant és

—21 16 —12 1
16 3 —24 | = ———(69344608 4608 —4324-12096+2816) = 1.

det(4) = ~ 24389
12 —24 —11

293

Aleshores la isometria és una simetria axial respecte a la recta de vectors propis de valor propi 1.

Calcul de Nuc(A4 — I):

e 1 00 L (50 16 —12
A-T=—| 16 3 =24 |-l0o 1 0]|==]| 16 —26 —24 |:
29 29
—12 —24 —11 00 1 —12 —24 —40
—50 16 —I2 50 16 -—I2
16 —26 —24 ~ 0 —522 —696 ]
12 24 —40 ) Fy~25F+8F 0 —696 —928 ) Fi~2Fi
F3~25F3—6F) Fz""sz
F3~3F3—4F,
25 8§ —6
~ 0 3 4

00 O
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3y 2y
—25x 48y —6z=0 —25x +8y —6(——-) =0 X =
— —t
3y +4z=0 L_ Y 1=
4 4

Per tant, Nuc(A4 — ) és el subespai de R® generat pel vector que en la base 3 té components
(2,4,-3).

Aleshores, aquesta isometria és una simetria axial respecte a la recta

F = (21 + 4¢é5 — 3e3) .

19. Classifiqueu la isometria f : R3> — R> que respecte a una base ortonormal positiva
B = {ii1, 1y, U3} té associada la matriu

(3 40
4=z 0 0 -5
—4 -3 0

Solucio

Com que la base B és ortonormal, podem procedir de la mateixa manera que en el cas de la base
canonica. La matriu A no és simetrica i el seu determinant és igual a

L340 .
det(A)=—1| 0 0 —5|=—(80+45 =1.
125 4 2 o 125

Aleshores la isometria f és una rotacid al voltant d’'un vector u, que és un vector propi de valor
propi 1.

Calcul de Nuc(A4 — I):

(3 40 1 0 0 8 4 0
A-1=2( 0 0 =s|-loto])=2f 0 -5 =5):
4 -3 0 00 1 4 -3 —5
8§ 4 0 2 1 0 210
0 -5 —5 ~l o 1 1 ~ o 11
4 -3 —5 ) P~k 0 —10 —10 00 0
Fo~=2L Py F3~F3+10F;
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La soluci6 d’aquest sistema és
—2x+y=0 x=y/2
y . vz
y+z=0 z ==y

Per tant, Nuc(A — ) = (i1 + 2up — 2u3) i f és una rotacié amb eix de rotacié determinat pel
vector t1 + 2uy — 2u3. Per calcular I'angle de rotacié sabem que

3
l1+2cosa =tr4d — 1+2(:osoz=—§ — coso = —

Langle entre 0 i 180° graus que compleix que aquesta igualtat és 143.13°. Finalment, per deter-
minar si I'angle de rotacié és de 143.13° o de 216.87°, hem de trobar la imatge d’un vector que
no estigui a leix de rotacio, per exemple, 2 1:

-3 4 0 1 =3

- 1 - -
0 0 -5 0 |=- 0 és a dir fuy) = g(—3u1 —4us).
—4 -3 0 0 —4

Com que la orientacio de la base {11 + 21, — 2u3,u7, %(—35{1 — 41i3)} és positiva, ja que

R
S| 20 0f=5>0
—2 0 —4

podem afirmar que f és la rotacié d’angle « = 143.13° al voltant del vector i1 + 2iip — 2ii3.

20. Classifiqueu la isometria de R® que en la base candnica ve definida per la matriu

1 0
0
0 -1

Solucid

La matriu A no és simétrica i el seu determinant és —1; per tant, es tracta de la composicié d’una
rotacio i una simetria plana. Leix de rotacio és el subespai Nuc(A4 + 1), del que a continuacié

trobem una base:
1

1 10 -1 0
A+I=(1-11 0 |10 2 0],
0 00 0 00
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ésadir, Nuc(4 + I) = ((0,0, 1)). Per calcular 'angle de rotacié sabem que

—14+2cosa=tr4 — —-1+4+2cosa=—-1 — cosa=0,

don resulta que o és 90° 0 270°.

Per saber de quin angle es tracta, escollim un vector que no estigui sobre leix de rotacid, per
exemple el vector (1,0, 0), calculem la seva imatge

01 0 1
-1 0 O 01=1-1
00 -1 0

i calculem lorientacio de la base {(0, 0, 1), (1,0,0), (0,—1,0)}:

=—-1<0.

— o o
o o~
|
—_

Com que lorientaci6 és negativa, la isometria és la composicié d’una rotacié de 270° al voltant
del vector (0, 0, 1) ila simetria plana respecte al pla z = 0.

21. Sigui B = {(1,—1,1),(1,0,-1),(2,—1, 1)} una base de R3. La matriu de lendomorfisme
T en aquesta base és

-1 4 0
0 1 O
0 -3 -1

Comproveu que T és una isometria i classifiqueu-la.

Solucié

Hem de comprovar que T'(#)- T (V) = -V per a qualsevol parella de vectors d’'una base qualsevol.
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En el nostre cas, si representem per i1, Ui i 13 els vectors de la base 5 tenim que
up-up =(1,-1,1)-(1,-1,1) =3
T(uy)-T@i) = (—uy) - (—uy) = (=11, =D (-1.1,-1) =3

iy ity = (1,—1,1)-(1,0,—1) = 0
T(p) - T(z) = (—uy) - (4 + 1ty —3usz) = (—1,1,-1)- (-1,-1,0) = 0

iy iz =(1,-1,1)-(2,-1,1)) = 4
T(iy) - T(ii3) = (=) - (—iiz) = (=1,1,=1) - (=2,1,—1) = 4

iy iy = (1,0,—1) - (1,0,—1) = 2
T(up) - T(up) = (duy + 1y —3uz) - (4uy +up —3uz) = (—1,—-1,0)- (=1,—-1,0) =2

iy i3 = (1,0,=1)- (2,1, 1) = 1
T(uz) - T(z) = (4udy + tip — 3u3) - (—u3z) = (—1,-1,0)- (=2,1,-1) =1

ii3-ii3 = (2,—1,1)- (2,-1,1) = 6
T(u3)- T(us) = (—uiz) - (-u3) = (=2, 1,=1) - (=2, 1,.=1) = 6

per tant, 7' és una isometria.

Per classificar-la, calculem el polinomi caracteristic de la matriu A:

x+1 —4 0
p(x) = 0 x—1 0|=x+D>x-1).
0 3 x+1
Com que els valors propisde 7' sén A1 = —1 amb multiplicitat2i A, = 1, T és una simetria axial i

leix (subespai de dimensio 1) de simetria és precisament el subespai de vectors propis Nuc(7 —1).

Per trobar aquest subespai, triangulem la matriu

2 4 0 2 4 0 Cox4dy—0) X=2
A—-1 = 0 0 0|~ 0 -3 =2 _ 3y
0 -3 -2 0 0 0 Wy -22=0) z=-=

Nuc(T — I) = (411 + 2up — 3u3). Per tant, T és la simetria axial respecte a la recta
(4ﬁ1 + Zﬁz — 3173) s

és a dir, la recta generada pel vector (0, 1, 1).
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22. Una base amb orientacié positiva B = {é1, é3, &3} de R3 compleix que || é1| = 1,
2]l = V2, ||és]l = /3,616, = 1,é-63 = liéy-é3 = 2ilamatriu de

lendomorfisme f : R3 —> R3 en aquesta base és

0 1
A= -1 -1
11

=)

Comproveu que f és una isometria i classifiqueu-la.

Solucié
De manera semblant a lexercici anterior, comprovem que es compleix
Tw)-T@W)=u-v

per a qualsevol parella de vectors de la base B.

G 8 =1
fer)- f(e1) = (—ex+é3)-(—éx+¢é3) =1
e1-é, =1
fE1)- f(é2) = (—ex+¢é3)-(e1—eéx+¢3) =1
é1-e3 =1
f@E) - f(e3) =(—€ex+e3)-e3=1
€8y =2

f(é2)- f(éx) =(e1 —ex+€3)- (61 —éx +€3) =2

€y-63 =2
f(@)- f(éz) =(é1—éx+eé3)-é3=2
é3-63=23

f(é3)- f(é3) =eé3-é3=3

Aleshores, f és una isometria.
Per classificar-la calculem el polinomi caracteristic de la matriu A:
X -1 0

px)y=1 x+1 0 =x-1
-1 -1 x-1

X —1

L x41 ':(x—l)(x2+x+l).
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Com que aquest polinomi caracteristic té I'arrel 1 i dues arrels complexes conjugades, ja que de la
igualtat x2 + x + 1 = 0 tenim

[ SV e I R/ N == A
- 2 - 2 T ) —1-i/3 ’
2

X

podem assegurar que f és una rotacio. Leix de rotaci6 és el subespai Nuc(f — ), que trobem a
continuacio:

1 10 1 10 B

x=0

A—T=[-1 =2 0~ o =3 0 }
1 10 0 0 0 y=0

Nuc(f — I) = (€3). Per calcular I'angle de rotacié sabem que

1
l1+2cosa=trd — 1+4+2cosa=0 — COSO[:_E’

don resulta que o és 120° 0 240°.
Finalment, hem de determinar el sentit de la rotacid, és a dir, quin és l'angle de rotacid. Per aixo,

escollim un vector qualsevol que no sigui multiple de €3, per exemple i = ¢€; i calculem la seva
imatge

0 1
-1 -1 0 0 =1 -1 — f(gl) =—52+E3.
1 1 1 0 1

Com que la base {€3, €1, —¢, + €3} té orientacid negativa ja que

0 1
00 —-1|=-1<0,
1 0 1

podem assegurar que f és la rotacié de 240° al voltant del vector €.



Algebra Lineal. Problemes resolts 169

Geometria lineal

7.1 Lespai afi

1. Calculeu les coordenades del punt a = (2, —2) en el sistema de referéncia S = {p ; u, v},
onp=(—4,1), U= 2,1)i v = (=1, 1).

Solucié

Si (x, y) s6n les coordenades d’'un punt en el sistema de referéncia canonic i (x’, y’) son les coor-
denades del mateix punt en la referéncia S, les equacions del canvi de coordenades s6n

x\ _ (-4 n 2 -1 X
y ) 1 11 y )
Si les coordenades del punt a en el sistema de referéncia S sén (a’, b’), sha de complir que

(%)= )G )

és a dir,
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Com que la inversa de la matriu
2 -1 . 111
11 “ 3\a 2 )
a\ 1 11 6\ _ 1
) 3\ -1 2)\-3) \ -4

iles coordenades del punt a en el sistema de referéncia S sén (1, —4).

tenim que

2. Donats els sistemes de referéncia S; = {p; i1,u2}iS» = {q; U1,V2} on p = (4,-2),
Uy = 2,—-1),u; = (1,2), g = (5.5, v1 = (3,1)ivy = (—1,3), calculeu les
equacions del canvi de coordenades de S» a S1.

Solucid

Siguin (x, y) les coordenades d’un punt en el sistema de referéncia rectangular, (x’, y) les coor-
denades del mateix punt en el sistema de referéncia Sy i (x”, y”) les seves coordenades en S5.

Aleshores tenim que

x\ 4 4 2 1 x/

y ) =2 -1 2 y'

x\ _ (-5 . 3 —1 x"

y ) 5 1 3 y" )
D’altra banda, la inversa de la matriu

(1) = i)
()= =) 02 )=(a) =< =) ()

Finalment, substituint a l'altra igualtat obtenim que
X'\ (-2 n 1(2 -1 =5 3 -1 x”
y /] LU o0 501 2 5 1 3 y”
(2 (3L
() 1 11
(-5 n 1 -1 x"
AU 1 1)\ )

per tant,
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Es a dir, les equacions del canvi de coordenades de S; a §1 son
X\ _ (-5 n 1 -1 x”
yl - 1 1 1 yl/ .

3. Calculeu les coordenades dels punts a, b, ¢, d, e i f de la figura 8.71 en els sistemes de

— — — —
referencia S1 = {a; ab,ad}i Sy = {b; bd,be}. A més, calculeu les equacions del canvi

de coordenades de Sy a Sy.

A

Figura 7.1:
Solucié

(a) En el sistema de referéncia Sy, és evident que els punts a, b i d tenen coordenades (0, 0), (1, 0)
i (0, 1), respectivament.

D’altra banda,
— —
af =2ad
- 5 > s —
ae =ab +be =ab +ad
— —
ac = 2ab

El

per tant, f té coordenades (0, 2), e té coordenades (1, 1) i ¢ té coordenades (2, 0).

(b) En el sistema de referéncia Sy, és evident que els punts b, d i e tenen coordenades (0, 0), (1, 0)
i (0, 1), respectivament.
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D’altra banda,

per tant, a té coordenades (1, —1), ¢ té coordenades (—1, 1) i f té coordenades (1, 1).

Siguin (x’, y’) les coordenades d’un punt en el sistema de referéncia Sy i (x”, y”') les coordenades
del mateix punt en la referencia S,. Les coordenades del punt b en el sistema S; sén (1,0) i els

% . % 7
vectors bd i be son

— = - —
bd =ad —ab = —ab + ad
- —
be = ad

Per tant, les equacions del canvi de coordenades s6n
X\ (1 n -1 0 x"
y )] \0 11 y" )

4. Calculeu les equacions de la recta2x —3y = 2 en el sistema de referénciaS = {p; Uy, Uz},
onp=2,1),u; =1,1)iu = (—1,1).

Solucio

Siguin (x’, y’) les coordenades d’'un punt en el sistema de referéncia S, aleshores les equacions
del canvi de coordenades sén

()=() G )0

x=x'—y +2
y=x"+y +1

és a dir,

Per calcular les equacions de la recta en el nou sistema de coordenades hem de substituir la x ila
y alequaci6 de la recta:

2 =y +2)=3(x"+ )y + 1) =2.
Agrupant els termes obtenim lequacié de la recta en el sistema de referencia S

—x' =5y =1.
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5. Donat I'hexagon regular de la figura 8.7.2, calculeu les coordenades del punt interseccio de

— —
les rectes bc i de en el sistema de referéncia S = { f ; fa, fe}.

e d

a b
Figura 7.2: Hexagon regular
Solucio

Calculem, en primer lloc, les coordenades dels punts b, ¢, d i e en el sistema de referéencia S. Si o
és el centre de 'hexagon, tenim que

és a dir, les coordenades dels punts b, ¢, e i d en la referéncia S son (2, 1), (2,2), (1,2) i (0, 1),
respectivament.

Es evident que lequacié de la recta be és x = 2, mentre que la de la recta de és

—_ N =
—_—— O

X
1

Aquestes dues rectes es tallen en el punt (2, 3).
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6. Calculeu les equacions de la recta que passa pel punt (1,3, 1) i pel punt mitja del segment
abon,a=2,3,1)ib=(-2,1,-5).

Solucid

Recordem que en general el punt mitja del segment ab,ona = (ai,az,a3)ib = (b1, ba,b3) és
el punt de coordenades

ai1+by ar+by as + b3
2 ’ 2 ’ 2 '

En el nostre cas, tenim que el punt mitja del segment ab és el punt (0,2, —2). Aleshores, la recta
que passa pels punts (1, 3, 1) i (0,2, —2) té vector director u = (1, 1, 3), i les seves equacions son:

Equaci6 vectorial
(x,y,2) =(1,3, D)+ A(1,1,3).

Igualant component a component obtenim les equacions parametriques de la recta

x=14+2A
y=3+A
z=1+4+3A

Aillant de cada una d’aquestes equacions el parametre A i igualant, tenim lequacié continua

Finalment igualant en primer lloc les dues primeres fraccions i en segon lloc la primera i la tercera,
obtenim les equacions implicites daquesta recta

x—y=-2
3x—z=2

7. Calculeu les equacions del pla que passa pel punt (1,2,—3) i té vectors directors u =
(-2,1,3)iv = (1,2,0).
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Solucio

Equacid vectorial:
(x,v,2) =(,2,-3) +a(-2,1,3) + B(1,2,0).

Equacions parameétriques:

x=1-2a+p
y=2+a+2B
z=-3+43x

Lequacid general del pla sobté en eliminar els parametres « i 8 dentre aquestes tres equacions.
Com que son lineals en « i f, els podem eliminar amb el segiient determinant dordre 3:

-2 1 x-1
2 y=2|=0
0 z+43
-2 1 x-—1
1 2 y—=2|=—4+3)+3(y—-2)—6(x—1)—(z+3)
0 z+3

=—4z-1243y—-6—-6x+6—-2z-3
=—-6x+3y—52-15=0.

Per tant, lequacié general del pla és

6x —3y+5z+15=0.

8. Quina és lequacio general del pla que passa pels punts (1,2,1), (2,1,5) i (—1,0,3)?

Solucid

Es evident que aquest pla passa pel punt (1,2, 1) i té vectors directors i = (1,—1,4)iv =
(—2,—2,2). Els vectors 1 i v estan continguts en el pla, per tant, el vector 1 A U és perpendicular
al pla, i a partir daquest podrem trobar directament lequacié general del pla

1

~1
P ‘k = (6,—10, —4).
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Aleshores, lequacio general del pla és de la forma
6x —10y —4z+ D =0.
Com que sabem que ha de passar pel punt (1,2, 1), podem calcular el coeficient D, ja que

6-1-10-2-4-1+D=0 = D =18.

Simplificant ens queda lequaci6 general del pla:

3x -5y —2z24+9=0.

9. Calculeu el punt d’interseccio de la recta

x+3y—2z=11
—2x+y+3z=-6

iel pla dequacié 5x + y —z = 9.

Solucio

Per calcular la interseccié d’'una recta i un pla hem de resoldre el sistema dequacions format per
les equacions implicites de la recta i lequacid general del pla. En aquest cas,

x+3y—2z=11
—2x+y+3z=-6
5x+y—-z=9

Si el volem resoldre pel métode de Gauss hem de triangular la matriu d'aquest sistema

1 3 =2 |11 1 3 =2 | 11
21 3 |-6 ~{0 7 -1 | 16
51 -1 9 ) Fa~Fy42F, 0 —14 9 |46 Jp p oF

F3~F3—5F;

1 3 =2 11
~10 7 —1 16
o0 7 |—14
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Aleshores la soluci6 del sistema és

x+3y—-2z=11 x+32)—-2(-2) =11 x=1
7y —(=2) =16 == y=2 = y=2
7z ==2 z==2 z==-2

Per tant, el punt d’interseccié de la rectaiel pla és (1,2, —2).

10. Comproveu que les quatre rectes

x—3 y+1 z-1

(x,y,2) = (1,—1,—-1) + 1(0,—1,1),

2 1 1’
x=-—1+1¢
x—=2y=5
= —t R 1
z=0
z=—4+2t

es tallen en un punt.

Solucio

Per comprovar que quatre rectes es tallen en un punt és suficient comprovar que les dues primeres
es tallen en un punt i que aquest punt també pertany a les altres dues.

(a) Interseccid de les dues primeres rectes:

x=3 y+1 z-1
2 1 1

i (x,y,z2)=(,—-1,-1) + A(0,—1,1).

Substituint x, y i z de la segona recta a lequacié de la primera, tenim que

1-3
T:—l—k—l—l:—l—i—k—l.

D’aquestes tres igualtats resulta que A = 1, per tant, les dues primeres rectes es tallen en el punt

a=(1,—1,—1)+ 1(0,—1,1) = (1,-2,0).

(b) Comprovacié que aquest punt també pertany a les altres dues rectes:
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Per comprovar que pertany a la tercera recta hem de veure que el sistema

1=—1+1
2 =—¢
0=—4+2

és compatible, i aix0 és evident amb ¢ = 2.

Finalment, per comprovar que pertany a la quarta recta hem deveurequex = 1,y = =2,z =0
és solucio del sistema dequacions implicites que defineixen la recta

1-2(-2)=5
o=0\"

Per tant, les quatre rectes es tallen en el punt (1, -2, 0).

11. Trobeu lequacio de la recta parallela als plans x —2y +3z =2 =0i—x+y +z =0
que passa pel punt (1,2, 1).

Solucié

(a) Primer metode

Els vectors associats als dos plans sén v; = (1,—2,3) i v = (—1, 1, 1), respectivament. Si la
recta ha de ser parallela als dos plans, el seu vector director # ha de ser perpendicular als vectors
U1 1 0;.

Aleshores per trobar un vector perpendicular a ¥1 i U2 hem de calcular el seu producte vectorial

i j k
1_51 AN 172 = 1 =2 3| = (-5, —4,—1) .
— 1 1

Es a dir, la recta que busquem és la que passa pel punt (1,2, 1) i té vector director (5,4, 1). Per
tant, la seva equaci6 continua és

iles seves equacions implicites
4x -5y +6=0
x—5z4+4=0\"
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(b) Segon metode

La recta és parallela als dos plans, per tant, es pot obtenir com a intersecci6 de dos plans parallels
als inicials. Aleshores, les equacions implicites de la recta també poden ser de la forma equacions
son de la forma

xX—2y+3z+d=0

~x+y+z+D=0

Per calcular els coeficients d i D imposem que la recta ha de passar pel punt (1,2, 1), és a dir,
1-22)+3(1)+d =0 d=0

= .
—-14+24+1+D =0 D=-2

Unes altres equacions implicites de la recta son

xX—=2y+3z=0
—X+y+z-2=0)"

12. Quina és la posicio relativa de la recta

3x+y+z=-3
—Xx+y+z=9

ielplax +2y +3z =117

Solucié

Calculem en primer lloc la interseccid de la recta i el pla; per aixd hem de resoldre el sistema
format per les equacions cartesianes de la recta i la general del pla:

3x+y+z=-3
—Xx+y+z=9
x+2y+3z=11

Resolem aquest sistema pel metode de Gauss:

311 (-3 311 |3
-1 11 9 ~10 4 4 |24
1 23 11 ) Fo~3F+F 0 5 8 |36

F3~3F3—F, F3~4F3—5F
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31 1 |-3
~10 4 24
0 0 12 |24
Aleshores, la solucio del sistema és
3x+y+z=-3 3x+4+2=-3 x=-3
4y +4(2) =24 = y = — y=4
z=2 z=2 z =2
Larectaiel pla es tallen en el punt (-3, 4, 2).
13. Quina és la posicio relativa de les rectes
1 2x+y—z=1
B S S Y ?
2 XxX—y+3z=-2

Solucio

Les equacions implicites de la primera recta sén
x =2y =-7
y+z=5

Per calcular la interseccio de les dues rectes hem de resoldre el sistema dequacions format per les
seves equacions implicites:

x =2y =-7
y+z=5
2x+y—z=1

X—y+3z=-2

Triangulant la matriu d'aquest sistema tenim que

1 -2 0 |-7 I =2 0 |=7)
o 1 1|5 o 1 1|5
2 1 -1 | 1 “lo 5 -1 |15
1 =1 3 |=2 )m~F—2r \O 1 3 | 5)F~F-sk
Fys~F4—F Fs~F4—F
1 =2 0 | -7 1 -2 0 | -7
o 1o 5 o 1 1 5
~lo o —6 |-10 ~lo o0 —6 |-10
0 0 2 0 0 0 0 |—10

Fy~3F4+F3
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Evidentment aquest sistema és incompatible, per tant, les dues rectes sencreuen.

14. Quina és la posicio relativa de la recta

x—2y—z=1
—2x+3y+2z=-2

ielpla7x —9y =7z =7?

Solucio

Per calcular la intersecci6 de la recta i el pla hem de resoldre el sistema dequacions

x—=2y—z=1
—2x 4+ 3y +2z=-2
Ix—9y =Tz =17

Triangulant la matriu d'aquest sistema tenim que

1 =2 1 | 1 I =2 -1 1
2 3 2 |=2 ~10 -1 0
79 T | T )Erbzn \0 50 Fy~F3—5F
1 =2 -1 |1
~10 —1 0 0
0 0 0 |0

Aquest sistema és compatible indeterminat, per tant, la recta esta continguda en el pla.

15. Trobeu a de manera que les rectes dequacions
3x—y+z=a ] —2x + 3y 4+ 2az = —1
i
2ax —3y —az =1 ax+2z=3
siguin paralleles.

Solucio

Dues rectes son paralleles si els seus vectors directors son linealment dependents. El vector di-
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rector de la primera recta és

ik
u=| 3 -1 1|=(a+3,5,2a-9)
2a -3 —a

i el vector director de la segona és

i j ok
i=|-2 3 2a |=(6,2a%>+4,-3a).
a 0 2

Aquests dos vectors son linealment dependents si, i només si,

a+3 6
Rang Sa 2¢2+4 | =1
2a—9  —3a

i aquesta matriu té rang 1 si, i només si,

a—+3 6
5a 2a%2 + 4

a—+3 6

a2 _
sy 9 3, |=3d>—2la+54=0.

=2a3+6a*>-26a+12=0

Les solucions daquesta segona equaci6 soén

21 4+ 4/441 4648 21 £ 4/1089 21 £ 33 2
a = = = = y
—6 —6 —6 -9

de les quals tinicament @ = 2 és soluci6 de lequaci6 2a3 + 6a? — 26a + 12 = 0. Per tant, les
rectes son paralleles quan a = 2.

Per comprovar si son paralleles i diferents o si coincideixen, hem de resoldre el sistema
Ix—y+4+z=2

4x =3y -2z =1
—2x 43y +4z =-1

2x +2z=3
Triangulant el sistema dequacions tenim
3 -1 1 2 3 -1 1 2
4 -3 =2 1 10 =5 =10 |-=5
—2 3 4 |-l “lo 7 14| 1
2 0 2 3 gggg;gg 0 3 6 2 ) Fsn5F347F,

Fy~Fy+ F3 Fy~5F4+3F>
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3 -1 1 2
o =5 —10 | =5
1o o o0 |-30

0 0 0 | -5

Aquest sistema és incompatible, per tant, quan a = 2 les dues rectes son paralleles i diferents.

16. Estudieu la posicio relativa dels plans

3ax +2a+1)y+@+1)z=a
Ra—-Dx+QRa—1)y+@—2)z=a+1
(4a — )x 4+ 3ay +2az =1

en funcié del parametre a.

Solucid

Per estudiar la posicio relativa d’aquests tres plans hem destudiar el sistema format per les equa-
cions implicites d’aquests plans en funcio6 del parametre a:

3ax +R2a+1)y+(@+1)z=a
2a—-Dx+Q2a—-1)y+@—2:z=a+1
(4a — Dx 4+ 3ay + 2az =1

El determinant d’aquest sistema és

3a 2a4+1 a+1
2a—1 2a—1 a—-2 |=6a*QRa—1)+ 2a+ 1)(4a —1)(a —2)
4a — 1 3a 2a

+3a@+1)2a—-1)—(a+1)2a—1)(4a—1)
—9a%(a —2) —2a(2a — 1)(2a + 1)

=a’—a’—a+1.

Siaquest determinant és diferent de zero, el sistema és compatible determinat. Els valors de a per
als quals sanulla el determinant s6n les solucions de equacié de tercer graua® —a? —a+1 = 0.
La primera solucié podem calcular-la pel métode de Ruffini
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i evidentment les altres solucions son a = £1.
(a) Sia # *£1, els tres plans es tallen en un punt.

(b) Sia = 1, el sistema format per les equacions dels tres plans és
3x+3y+2z=1
x+y—z=2
3x+3y+2z=1
i és evident que el primer pla i el tercer coincideixen i que aquest pla i el segon es tallen en una
recta.
(c) Sia = —1, el sistema format per les equacions dels tres plans és

—3x—y=-1
—3x—-3y—-3z=0
—Sx—-3y—-2z=1

i podem estudiar aquest sistema triangulant la matriu

-3 -1 0 (-1 -3 -1 0 |1
-3 -3 -3 0 ~ 0o -2 -3 |1
-5 -3 =2 1 Fy~F>,—F 0 4 -6 |8
Fav3Fa—5F, Fs~Fs=2F,
-3 -1 0 |1
~ 0 -2 -3 |1
0 0 0 |6

Aquest sistema és incompatible i no hi ha cap parell de plans parallels, per tant, els plans es tallen
dos a dos en tres rectes paralleles.

7.2 Lespai afi euclidia

17. Calculeu lequacioé del pla P que passa pels punts (1,1,2) i (3,0, 1) i és perpendicular al pla
dequacio 3x —y +z = 2.

Solucid

En primer lloc el vector i = (2, —1, —1), que té origen en el punt (1, 1, 2) i extrem (3,0, 1), ha
destar contingut en el pla P, per tant, ha de ser perpendicular al vector associat a aquest pla.
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En segon lloc el pla P ha de ser perpendicular al pla dequacié 3x — y + z = 2, per tant, el seu
vector associat ha de ser perpendicular al vector (3, —1, 1).

Es a dir, tenim que el vector associat al pla P ha de ser perpendicular als vectors (2, —1, —1) i
(3,—1, 1), per tant, el podem calcular fent el producte vectorial daquests dos vectors:

i j ok
2,-1,-)A@,—-1,1)=]2 -1 -1 |=(=2,-51).
3 -1 1

Aleshores lequacid implicita del pla P és de la forma
2x+5y—z4+D =0

i ateés que passa pel punt (1, 1, 2) obtenim que D = —5, per tant, P és el pla dequaci6 2x + 5y —
z—=5=0.

18. Calculeu lequacié del pla perpendicular a la recta

X—2y+3z=35
x+y—2z=1

que passa pel punt (1,0, 3).

Solucio

El vector director de la recta i és perpendicular al pla, per tant, és un vector associat al pla (figura
7.2).

La recta ve donada com a interseccié de dos plans, aleshores el seu vector director és el producte
vectorial dels vectors associats a aquests plans

i j k
i=0,-23)A0,1,-2)=|1 =2 3|=(1,53).
1 1 -2

Finalment, siu = (1,5, 3) és un vector associat al pla P, la seva equaci6 és de la forma
xX+5+3z+D=0.

Per calcular el coeficient D, fem servir que aquest pla passa pel punt (1,0,3). Es evident que
D = —10. Per tant, lequaci6 implicita del pla és

x+5 +3z—-10=0.
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<

Figura 7.3: Pla i vector associat

19. Calculeu lequacio del pla que conté la recta

x—1 y+2

z
2 —1 3

i és perpendicular al pla x + 2y — 3z = 1.

Solucio

Com que el pla que busquem ha de contenir la recta de lenunciat, ha de passar pel punt (1, —2, 0)
i un dels seus vectors directors ha de ser (2, —1, 3). D’altra banda, el fet de ser perpendicular al
plax + 2y — 3z = 1, implica que ha de contenir el vector (1,2, —3).

Aixi doncs, ja tenim un punt de pas i dos vectors directors de pla. Per tant, la seva equacio sera

2 1 x—1
-1 2 y+2|=-3x+9+5z+21=0.
3 -3 z

20. Calculeu la projeccié ortogonal i el simétric del punt (3, 6, 5) respecte al pla dequacié general
x4+2y+3z=2
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Solucio

La projeccio ortogonal d'un punt sobre un pla és la interseccié del pla i la recta perpendicular al
pla que passa per aquest punt.

El vector associat al pla és i = (1,2, 3), per tant, lequacié vectorial de la recta perpendicular al
pla que passa pel punt (3, 6, 5) és

(x,9,2) = (3,6,5) + A(1,2,3).

Substituint a lequacié del pla
3+HA+1244A0 4154940 =2 = 141 =-28 = Ai=-2.
Per tant, la interseccid de la recta i el pla és el punt

(3,6,5) —2(1,2,3) = (1,2, —1).

Es a dir, la projecci6 ortogonal del punt (3, 6, 5) sobre el pla x +2y +3z = 2 ésel punt (1,2, —1).

Daltra banda, si posema = (3,6,5)ib = (1,2, —1), el simétric a’ del punt a respecte al pla
compleix que b és el punt mitja del segment aa’. Aleshores, si a’ = (a1, a2, a3), sha de complir
que

a1—|—3_1 a2+6_2 a3+5_

i —1.
2 2 2

Per tant, el simeétric del punt (3, 6, 5) respecte al pla és el punta’ = (—1,-2,-7).

21. Calculeu la projeccié ortogonal i el simétric del punt (3, 5, —1) respecte a la recta dequacions

xX+3y+z=5
x+y—-3z=-1\"

Solucio

La projeccio ortogonal d'un punt sobre una recta és la interseccio de la recta i el pla perpendicular
a la recta que passa per aquest punt. El vector director de la recta és

ik
(L3, DA, 1,=-3)=|1 3 1 |=(-10,4,-2).
1 1 -3
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Per tant, lequacio del pla perpendicular a aquesta recta és de la forma
5x -2y +z+D =0

i com que aquest pla ha de passar pel punt (3,5, —1), obtenim que D = —4.

Aleshores, la projeccié ortogonal del punt (3,5, —1) sobre la recta sobté en resoldre el sistema
format per les equacions de la recta i lequacio del pla perpendicular

x+3y4+z=5
x+y—-3z=-1
S5x =2y +z=4

Triangulant la matriu del sistema tenim que

1 3 1 5 1 3 1 5
1 1 -3 |-1 ~10 -2 —4 —6
5 =2 1 4 122:%2_—51;1 0 —17 —4 |-21 F3~2F3—17F>
1 3 1 5
~10 -2 —4 |-6
0 0 60 60

La solucié del sistema és

x+3y4+z=5 x+34+1=5 x=1
z=1 z = z =

Per tant, la projeccid ortogonal és el punt (1, 1, 1).
De la mateixa manera que a lexercici anterior, sia’ = (a1, az, a3) ésel simétric del punt (3, 5, —1)
respecte a la recta sha de complir que

a3—1_1

Cl1+3_1 a2+5_1 ;
2 2 2

Aleshores, el simétric de (3, 5, —1) respecte a la recte és el punta’ = (—1, -3, 3).

22. Calculeu la distancia del punt (1,3, —2) al pla dequacio x —2y + 5z —1 = 0.
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Solucio

Si u és el vector associat al pla P i b un punt d'aquest pla, la distancia entre un punt A4 i el pla ve
donada per

\ba-ii |
a-u
d = —

]

En aquest cas, tenim que 7 = (1, —2, 5) i per trobar un punt del pla hem de trobar una soluci6 de
lequacié x —2y 45z —1 = 0. Com que tenim tres incognites i només una equaci6, podem donar
valors arbitrarisala y iala z, per exemple y = 0,z = O iobtenim x = 1, ésadir, » = (1,0, 0).

—
Aleshores és clar que ba = (0, 3, —2) i que la distancia entre el punt i el pla és

g =161 _ 16 8v30
V30 V30 15

23. Calculeu la distancia del punt (1,1, 1) a la recta

X—y+z=-5
2x—y+3z=2

Solucid

Si u és el vector director de la recta i p un punt d’aquesta recta, la distancia entre un punt a i la
recta ve donada per

| pa Al |
AN
J paq u
(ka
El vector director de la recta és
i J k
u=>{1,-1,H)A@2,-1,3)=|1 -1 1|=(=2,—-1,1)
2 -1 3

i per trobar un punt de la recta donem a la z el valor z = 0 i resolem el sistema

x—y=-5
Y — x=Tiy=12,
2x—y =2
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per tant, p = (7, 12,0).

Aleshores
— — ! Jok
pa=(—6,—11,1) i paru=|—-6 —11 1 |=(-10,4,-16).
-2 -1 1
Per tant, la distancia entre el punt i la recta és
V372
d=——+=+V62.
V6

24. Calculeu la distancia entre les rectes

x=2y+z=1 ) 2x+y+3z=2
l b
—2x4+y+2z=0 x+3z=1
i lequacio de la perpendicular comuna que les talla.
Solucié
El vector director de la primera recta és
i j k
u=(1,-2,)A(-2,1,2)=| 1 =2 1 |=(-5-4,-3)
-2 1 2
i el vector director de la segona
i j k
v=02,1,3)A(1,0,3)=|2 1 3 |=(3,-3,-1).
1 0 3

Per trobar un punt de la primera recta donem el valor z = 2 i resolem el sistema
x—2y =-1 )
= x=3iy=2,
2x+y=-4

per tant, p; = (3,2, 2). I per trobar un punt de la segona recta donem el valor z = 0 i obtenim
directament x = 1iy = 0, per tant, p» = (1,0, 0).



Algebra Lineal. Problemes resolts 191

Aleshores,
i j ok
UAD=|—-5 —4 =3 |=(-5-14,27),
3 -3 -1

P1p2 = (—2,—2,—2) i p1p2~(17/\13) =—-16

Per tant, la distancia entre les dues rectes és
d_|—16|_ 16 84/38
V950 /950 95

D’ltra banda, la perpendicular comuna que talla aquestes dues rectes es pot obtenir com a inter-
seccio dels plans P i Q, on P és el pla que passa pel punt p; i té vectors directors it AV i Q és
el pla que passa pel punt p; i té vectors directors Ui A .

Figura 7.4: Recta perpendicular comuna

Lequacio del pla P és

-5 -5 x-3
—4 —14 y—2 | =—150x + 150y + 50z + 50 =0
-3 27 z-=2
ilequacié del pla Q és
3 =5 x-1
-3 —14 vy = —95x =76y =57z +95=0.

—1 27 z
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Per tant, lequacid de la recta perpendicular a les dues de lenunciat que les talla és

3Ix =3y —z=1
95x + 76y + 57z =95

25. Calculeu 'area del triangle de vértexs (1,2, -3), (1,1,1) i (—1,4,2).

Solucio

Larea d’'un triangle de vertexs a, b i ¢ és

||ab || 1 - —
= —||ab ||— = 5”01? Aac .

| b

N

En aquest cas, tenim quea = (1,2,-3),b = (1,1,1)ic = (—1,4,2). Per tant, ab = (0, —1, 4)
—

iac = (-2,2,5).

Aleshores
i

0 -1

-2 2

- =
ab A ac

= (—13,-8,-2)

(O I N

ilarea del triangle és

1 — /237

26. El punt p té coordenades (—6, 10, —6) en el sistema de referéncia S = {0 ; uy, Uz, U3 }i
el pla P té equacié 2x’" — y’ + 3z" = 2. Sabent que aquests vectors tenen longitud 2, que
U1 ity formen un angle de 60°, 1 i i3 de 120° i que i3 i U3 son perpendiculars, calculeu
la projeccié ortogonal de p sobre P i la distancia del punt al pla.

Solucié

En primer lloc, observem que el vector de components (2, —1, 3) no és perpendicular al pla P
ja que la referéncia no és rectangular. D’altra banda, tenim que els productes escalars entre els
vectors de la base son

Up -y =4 -ty =4 tp-ly=+4

-

u1~1_i2=2 ﬁl-ﬁ3=—2 1'22-1'23=0
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Draltra banda, el subespai director del pla té equacié implicita 2x’ — y’ + 3z’ = 0, per tant, podem
prendre com a vectors directors del plau = (1,2,0)iv = (0, 3, 1), on aquestes components estan
referides a la base B = {ui1, u2, U3}

Un vector w és perpendicular al pla si, i només si, 27 - w = 0i v - w = 0. Si les components de w
en la base B son (a, b, c), aquests productes escalars son

u-w = (g + 2usz) - (auy + bz + cu3)
=4a+2b—-2c+4a+8 =8a+10h—-2¢ =0.

U-w = (3up + uz) - (auy + by + cui3)
=6a+12b—-2a+4c =4a+12b+4c =0.

Per tant, per a obtenir el vector w (les seves components en la base 1), hem de resoldre el sistema
dequacions

8a+10b—2¢ =0

da +12b+4c=0\"

una possible soluci6 del qual és w = (8, —5, 7), expressat en la base 5.

Aleshores, les equacions paramétriques de la recta perpendicular al pla que passa pel punt p en

la referéncia S s6n
=—6+ 84

10 — 51
=—06+7A

x/

/
y
Z/
ila interseccio daquesta recta amb el pla P sobté en resoldre lequacid

2(—6 + 8X) — (10 — 51) 4+ 3(=6 + TA) = 2
421 =42

A=1.
Per tant, la projeccié ortogonal de p sobre el pla és el puntg = (2,5, 1).
— [— —
Finalment, la distancia del puntal plaés d(p, P) = || pq || = \ pq - pg,on

—_— —> N N N N o N
rq - pq = (Buy —Suz +u3) - (8uy — Suz + uz) = 168,

ésadir, d(p, P) = 2/42.
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Coniques i quadriques

8.1 Coniques

1. Calculeu lequacié de lellipse que té els focus en els punts F = (2,1)i F' = (0,3) i el
semieix major ésa = 2.

Solucio

El centre de lellipse és el punt mitja del segment FF’, és a dir, el punt C = (1, 2), la distancia
entre el centre i un dels focus és ¢ = d(C, F) = /2 i el semieix menor és b = Va2 —c¢2 =
V4 —2 = /2. Per tant, lequaci6 canonica de Iellipse és

x/2 y/2
—t+—=1.
4 2

Multiplicant aquesta equacié per 4 tenim Iequaci6 equivalent x'? 4 2y"? = 4.

Aquesta és lequaci6 de lellipse en la referéncia

1 1
R = {(1,2); ﬁ(l,—l), Tz“ D},
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ja que lorigen d’aquesta referéncia és el centre de lellipse, leix de les x” és la recta que passa pel
centre i els focus (té vector director (1, —1)) i leix de les y’ és la recta perpendicular a I'anterior
que passa pel centre (té vector director (1, 1)).

Lequaci6 del canvi de coordenades és

x\) _ (1 . s 11 x'

y) \2 V2\-1 1)\ J-
Si aillen (x’, y") en funcié de (x, y) obtenim

()=a(s)50)0)

és a dir,
, x—y+1
X = ——
V2
,_x+y—3
V2

Substituint a lequacié x'? 4+ 2y? = 4 obtindrem lequaci6 de Iellipse:

(x—y—|—1)2+2(x+y—3)2 B
2 2 B
X2 492+ 1—2xy +2x =2y +2(x2 4+ y2 + 94 2xy —6x — 6y) = 8

4

3x2 4+ 2xy +3y>—10x — 14y + 11 = 0.

Una altra manera de trobar lequacio de lellipse és fer servir la seva definicid, és a dir, és el conjunt
de punts del pla tals que d(p, F) + d(p, F') = 2a. Aleshores, lequaci6 és

Ja—22+0-12+ 2+ (-3 =4,

Si passem la segona arrel a l'altre costat de la igualtat i elevem els dos termes al quadrat tenim que

(=224 (=12 = (4= x>+ =32)",
X2 —Ax 4+ 4492 -2y +1=16-8/x2+ (y =32 +x24+y2 -6y +09.
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Agrupant els termes, tenim que —4x + 4y — 20 = —8+/x2 + (y — 3)2, aleshores simplifiquem

per —4 i tornem a elevar al quadrat:
(x—y+5)7%=(2x2+ (- 3)2)2,

x2—2xy+y2+10x — 10y + 25 =4(x> + y2 -6y +9),
x2 —2xy + y2 4+ 10x — 10y 4 25 = 4x2 + 4y% — 24y + 36.

Finalment, agrupant els termes obtenim lequacio de lellipse
3x2 +2xy +3y2—10x — 14y + 11 =0.

A la figura 8.1 podem veure el grafic daquesta ellipse.

RN

Figura 8.1: Ellipse dequacié 3x2 + 2xy + 3y2 — 10x — 14y + 11 =0

2. Calculeu lequacié de la hipérbola que té els focus en els punts F = (—1,2)i F' = (3,0) i
el semieix real és a = 2.

Solucio

El centre de la hipérbola és el punt mitja del segment FF’, ésadir, el punt C = (1, 1), la distancia
entre el centre i un dels focus és ¢ = d(C, F) = /5 i el semieix imaginari és b = V%2 —a? =
/5 —4 = 1. Per tant, lequacio6 canonica de lellipse és

2 2
XY

1



198 Coniques i quadriques

Multiplicant aquesta equacié per 4 tenim lequaci6 equivalent x'? — 4y"2 = 4,

Aquesta és lequacio de la hiperbola en la referencia

R = {(1 1) —=(2.-1), isa,z)},

NG NG

ja que lorigen d’'aquesta referéncia és el centre de la hipérbola, leix de les x’ és la recta que passa
pel centre i els focus (té vector director (2, —1)) ileix de les y’ ésla recta perpendicular a l'anterior
que passa pel centre (té vector director (1, 2)).

Lequaci6 del canvi de coordenades és
x\ _ (1 +1 2 1 x’
y ) 1 s\-1 2 )\y )
Si aillem (x’, y’) en funcié de (x, y) obtenim
()=%(5)%0 ) 0)
y V5 \ -3 VANl 2 )\y )"
x,=2x—y—1
NG
, _ X+2y-—3

V5

Substituint a lequacié x’> — 4y’ = 4 obtindrem lequacié de la hiperbola:

és a dir,

(2x—y—1)2_4(x+2y—3)2 _
5 5 B
4x2 4+ y2 + 1 —4xy —4x +2y —4(x%> + 4% + 9+ 4xy — 6x — 12y) =20

4

—20xy — 15y% 4+ 20x + 50y —55 =0

4xy +3y2 —4x—10y + 11 = 0.

Una altra manera de calcular lequacio de la hipérbola és fent servir la seva definicio, és a dir, és
el conjunt de punts del pla tals que |d(p, F) + d(p, F') = 2a. Aleshores lequacio és

W+ D24+ (=22 = Jx—3)2 + 2| = 4.
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Aquesta igualtat també es pot posar sense el valor absolut

JE+ D24 (=22 - J(x 32 42 = 4.

Si passem la segona arrel a laltre costat de la igualtat i elevem els dos termes al quadrat tenim

(X + D>+ (y—2)% = (F4+ /(x —3)2 + y2)2,

X2+ 2x+14+y2—4y +4=16+8/(x =32+ y2 +x2—6x + 9+ y2.

Agrupant els termes, tenim que 8x —4y —20 = £8./(x — 3)2 + y?2, aleshores simplifiquem per

4 i tornem a elevar al quadrat:
Qx—y—52=(£2/(x=32+)2),

4x% —4xy + y2 —20x + 10y +25 = 4(x%> —6x + 9+ »?),
4x% —4xy + y2 —20x + 10y + 25 = 4x% — 24x + 36 + 4y2.

Finalment, agrupant els termes obtenim lequacié de la hiperbola
4xy + 3y —4x — 10y + 11 = 0.

A la figura 8.2 podem veure el grafic daquesta hiperbola.

3. Calculeu lequacioé de la parabola que té el focus en el punt F = (=2, 1) i la recta directriu
és la recta dequacio6 R : x +2y —3 = 0.

Solucid

En aquest cas, calculem lequacié de la parabola fent servir la seva definicio, és a dir, és el conjunt
de punts del pla tals que |d(p, F) = d(p, R). Aleshores lequaci6 és

|x + 2y — 3|
x+224+(-1)2="———.
/ 7
Elevant els dos termes de la igualtat al quadrat tenim
2y —3)?
(x+2)2+(y—1)?*= w

S5(x> +dx +44+y2—2y+ 1) =x>+4xy +4y2 —6x— 12y +9,
5x2 +20x +20 +5y2 — 10y + 5 = x% + 4xy + 492 —6x — 12y + 9.
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Figura 8.2: Hipérbola dequacié 4xy + 3y2 —4x — 10y + 11 =0

Finalment, agrupant els termes obtenim lequaci6 de la parabola
4x% —4xy +y2 +26x +2y +16=0.

A la figura 8.3 podem veure el grafic daquesta parabola.

4. Donada la conica dequacié 10x% — 12xy — 6y% — 12x — 12y — 129 = 0, Classifiqueu-la
i calculeu-ne la seva equacio reduida i els seus elements geométrics.

Solucio

En primer lloc, comprovem si aquesta és una conica amb centre o sense centre. Per aixo, hem de
resoldre el sistema dequacions
OX +L =0,

on Q ésla matriu de la part quadratica de la conica i L la part lineal:

Q=(_1(6) :2) i L=(:2)-

Evidentment, la solucio del sistema dequacions

10x -6y —6=0
—6x—6y—-6=0
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Figura 8.3: Parabola dequaci6 4x2 — 4xy + y2 + 26x +2y + 16 = 0

ésx = 0iy = —1. Esa dir, es tracta d'una conica amb centre en el punt (0, —1).
En segon lloc hem de trobar els valors i els vectors propis de la matriu Q.

Polinomi caracteristic de la matriu Q:

x—10 6

PXY=\" ¢ i

‘=(x—lO)(x+6)—36=x2—4x—96.

Valors i vectors propis:
Les arrels del polinomi caracteristic son

4+ 4164384 4+ /400 420 12
X = = = =
2 2 2 -8

’

per tant, els valors propis de la matriu Q s6n 121 —8.

Sabem que Iequacié reduida de la conica és 12x"? — 8”2 + ¢’ = O on

t' = F(0,1) = 10(0)2 — 12(0)(—1) — 6(—1)% — 12(0) — 12(—1) — 129 = —123,

és a dir, lequaci6 reduida de la conica és 12x"2 —8y’?2 — 123 = 0iaquesta conica és una hipérbola.
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Els vectors propis d'aquesta matriu son els nuclis de les matrius Q —127 i Q 48/, respectivament:

0—121 = (:2 —_12) ~ ((1) (3)) s x = -3y = Nuc(Q — 121) = (3, —1)),

Q+8I=(_12 _g):(g _(1)):>y=3x:>Nuc(Q+8I)=((1,3)).

Aleshores, lequacio del canvi de coordenades que passa de lequacio inicial de la conica a lequacid

reduida és
y 1 /10 1 3 "/ .

Els eixos de la hipérbola, que coincideixen amb els eixos de coordenades (x’, y’) son les rectes
que passen pel centre i tenen vectors directors els vectors propis de la matriu Q. Leix de les x’ és
la recta que passa pel centre i té vector director (3, —1), és a dir, la recta dequacié x +3y +3 = 0,
mentre que leix de les y’ és la recta que passa pel centre i té vector director (1, 3), és a dir, la recta
dequacio 3x —y —1 =0.

A la figura 8.4 podem veure el grafic daquesta hiperbola.

Figura 8.4: Hipérbola dequacié 10x2 — 12xy — 6y2 — 12x — 12y — 129 =0

5. Calculeu lequacié reduida de la conica x> +2xy + y? +8x—8y + 16 = 0. Classifiqueu-la
i calculeu-ne leix o eixos de simetria.
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Solucio
Per saber si la conica té centre, hem de resoldre el sistema dequacions QX + L = 0, és a dir,

x+y+4=0
x+y—4=01\"

que és incompatible. Aquesta conica no té centre i és una parabola.

Polinomi caracteristic de la matriu Q:

x—1 -1

PO=1"_1

‘ =(x-Dx—-1D—1=x2-2x
Valors i vectors propis:
Les arrels del polinomi caracteristic son 2 i 0, per tant, els valors propis de la matriu Q s6n210.

Els vectors propis d'aquesta matriu son els nuclis de les matrius Q — 27 i Q, respectivament:

Q—21=(_1 _1 ) ~ (_(1) (1)) = x =y = Nuc(Q —21) = ((1, 1)),

0= (1 1) = (1)) = xmor = 01—t

Lequacié reduida de la parabola és 2x2 4+ 2¢'y’ = 0 on ¢’ = &, - ({1, {2), on &, és el vector propi
unitari amb valor propi nul que apareix com a segon vector de la referencia principal de la conica:

1 -8
UV=—(-1,1)-(4,—-4) = —
ﬁ( ) ( ) V2
i lequaci6 reduida de la parabola és
2x’2—%y/=0 =5 x/2—4\/§y/=0.

Per calcular el vertex de la parabola, necessitem el seu eix de simetria, que té equacio
U'(QX +L)=0,

on U és un vector (columna) propi amb valor propi no nul. En aquest cas, (1, 1)- (x +y +4,x +
y —4) =0, ésadir, x + y = 0. Aleshores, el vertex sobté com a interseccio de la parabola i leix
de simetria:

x2+2xy+y2+8x—8y+16=0

x+y=0\"
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Substituint y = —x ala primera equacio, obtenim

x2 4+ 2x(—x) + (—x)®> + 8x — 8(—x) + 16 =0
16x +16 =0

x=-—1.

El vértex de la parabola és el punt (—1, 1).

Els eixos de la parabola son les rectes que passen pel vertex i tenen vectors directors els vectors
propis de la matriu Q, és a dir, les direccions determinades per la base del nou sistema de re-
feréncia. Leix de les x’ és la recta que passa pel vertex i té vector director (1, 1), és a dir, la recta
dequacio x — y + 2 = 0, mentre que eix de les y’ és la recta que passa pel vertex i té vector
director (—1, 1), és a dir, la recta dequacid x 4+ y = 0 (de fet, és leix de simetria de la parabola).
Lexpressio del canvi de coordenades és

()=()=0 00

A la figura 8.5 podem veure el grafic daquesta parabola.

Figura 8.5: Parabola dequaci6 x? + 2xy + y2 + 8x —8y + 16 = 0

6. Estudieu la conica dequacio 3x2 + 2xy + 3y2 4+ 16x 4+ 16 = 0, calculeu tots els seus
elements geomeétrics, lequacio canonica i representeu-la graficament.
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Solucio

Com sempre comencem comprovant si es tracta d’'una conica amb centre o sense resolent el sis-
tema dequacions QX + L = 0:

3x+y+8=0
x+3y=0{"

La soluci6 d’aquest sistema és x = —3, y = 1, és a dir, el centre de la cOnica és el punt (-3, 1).

Polinomi caracteristic de la matriu Q:

p(X)=‘x__13 X__13 ‘z(x—3)2—1:x2—6x+8.

Valors i vectors propis:
Les arrels del polinomi caracteristic son

6++36-32 6++4 6+2 4
X = = = =
2 2 2 2

Per tant, els valors propis de la matriu Q sén 41 2.

Lequacio reduida de la conica és 4x'2 + 2y’ 4+t = O on
' = F3,—1) = 3(=3)2 + 2(=3)(1) + 3(1)> + 16(=3) + 16 = —8,

és a dir, lequaci6 reduida de la conica és 4x"% + 2y"2 — 8 = 0 i aquesta conica és una hiperbola.
Per obtenir lequacid canonica, només cal aillar el terme independent i dividir:

+ =1 = :1.

4% +2y? =8 =
X"+ 2y 3 3

4x/2 2y/2 x/2
27

y/2
4

A partir d’aquesta equacié tenim que el semieix major és Q = 2, el semieix menor és b = /2 i
la distincia focal és 2+/2 (¢ = Va2 — b2 = V4 =2 = /2).

Els vectors propis de la matriu Q soén els nuclis de les matrius Q — 47 i Q — 21/, respectivament:

Q—41=(_} _i ) ~ (_é (1)) s x =y = Nuc(Q —41) = (1, 1)),

Q—2I=(} }) -~ ((1) (1)) — x=-y = Nuc(Q —21) =((—1,1)).
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Leix de les x” és la recta que passa pel centre i té vector director (1, 1), ésadir,x —y +4 = 0,
mentre que leix de les y’ és la recta que passa pel centre i té vector director (—1, 1), és a dir,
x+y+2=0.

Les equacions del canvi de coordenades son
X -3 1 (1 -1 x'
= + — , .
y 1 V2l 1)y

Els focus de lellipse sén els punts de coordenades (0, ++/2) en la referéncia principal R’ de la
conica, mentre que els vértex son els punts de coordenades (0, 2-2) i (=+/2, 0) (s6n els valors de
la y’ quan x” = O i els valors de x” quan y’ = 0) en aquesta mateixa referéncia.

Substituint a les equacions del canvi de coordenades, obtenim que els focus tenen coordenades
(—4,2)i(—2,0)1ique els quatre vertexs de lellipse son (—3 — V2, -1+ \/5), (=3+ V2, 1— ﬁ),

Una vegada calculats tots els elements d’aquesta ellipse, a la figura 8.6 podem veure la seva repre-
sentacio grafica.

Figura 8.6: Elipse dequacié 3x2 + 2xy + 3y + 16x + 16 = 0

7. Estudieu la conica dequacié 4x? —4xy + y2 + 32x + 34y — 11 = 0, calculeu tots els seus
elements geomeétrics, lequacio canonica i representeu-la graficament.
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Solucio

Comprovem si es tracta d’una conica amb centre resolent el sistema dequacions
4x -2y +16=0
2x+y+17=01\"

Aquest sistema és incompatible i la conica és una parabola.

Polinomi caracteristic, valors i vectors propis de la matriu Q:

x—4 2

PO=1"5

'=(x—4)(x—1)—4=x2—5x.

Les arrels del polinomi caracteristic sén 5 i 0. Per tant, els valors propis de la matriu Q sén 5i0i
els vectors propis daquesta matriu sén els nuclis de les matrius Q — 51 i Q, respectivament:

Q—SI:(:; :i) ~ (_(1) _3) — x = -2y = Nuc(Q —5I) = ((2,-1)),
Q:(_; _f) ~ ((2) _(1)) = y =2x = Nuc(Q) = ((1,2)).

Lequaci6 reduida de la parabola és 5x"2 + 2£’y’ = 0, on
1 50
U=—(1,2)-(16,17) = —.
ﬁ( )~ ( ) 7
Per tant, lequacio reduida és

100

fy/=o o xX?+420V/5)y =0

/
X%+
i lequaci6 canonica

r__ ﬁx/z
1007
El parametre de la parabola és p = 10+/5.

Leix de simetria de la parabola té equacio
2,-1)-(4x—-2y+16,-2x+y+17) =0,

ésadir, 10x —5y + 15 = 0,0bé 2x — y + 3 = 0. El vértex de la parabola és el punt d’interseccid
entre aquesta i leix de simetria. Per tant, hem de resoldre el sistema
4x%2 —4xy + y2 +32x + 34y — 11 =0
2x —y+3=0|"
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Substituint y = 2x 4 3 ala primera equaci6 tenim

4x> —4x(2x +3)+ (2x +3)*> +32x +34Q2x +3) - 11 =0
4x% — 8x% — 12x 4 4x% + 12x + 9 4 32x 4 68x + 102 — 11 = 0100x + 100 = 0
El vertex de la parabola és el punt (—1, 1). Leix de les y’ és leix de simetria de la parabola, és a
dir, 2x — y + 3 = 0, mentre que leix de les x’ és la recta que passa pel vértex i té vector director

(2,—1),ésadir,x +2y —1=0.

Les equacions del canvi de coordenades son
x\ (-1 n 21 x'
y) U1 VA1 2 )\ )

El focus de la parabola és el punt de coordenades (0, —5+/5) en la referéncia R’ ila recta directriu
té equacié y' = 5+/5. Desfent el canvi de coordenades sobté que el focus de la parabola és el punt
(—6,—9) i la recta directriu té equacié x + 2y = 26.

La representacio grafica d'aquesta parabola es pot veure a la figura 8.7.

Figura 8.7: Parabola dequacié 4x2 —4xy + y2 +32x + 34y — 11 =0

8. Estudieu la conica dequacié 3x% — 4xy — 8x + 8y = 0, calculeu tots els seus elements
geomeétrics, lequacio canonica i representeu-la graficament.
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Solucio

Resolem el sistema dequacions QX + L = 0 per saber si aquesta conica té centre.
3x—-2y—-4=0
—2x+4=0}"

Evidentment, la solucié daquest sistema dequacions és x = 2, y = 1, és a dir, el centre de la
conica és el punt (2, 1).

Polinomi caracteristic, valors i vectors propis de Q:

x—3 2

p(x) = ) x'z(x—3)x—4:x2—3x—4.

Les arrels del polinomi caracteristic son

3+4v9416 3425 3&£5 4
X = = = =
2 2 2 -1

Per tant, els valors propis de la matriu Q sén 41i—1.

Tenint en compte que
F(2,1) =3(2)> —4(2)(1) — 8(2) + 8(1) = —4,

resulta que lequacio reduida de la conica és 4x'2 — y'?> — 4 = 0 i lequacié canonica

La conica és una hipérbola. El seu semieix real és Q = 1, el semieix imaginari és b = 21ila
distancia focal és 2+/5 (c=+a2+b2=J1+4= ﬁ),

Els vectors propis de la matriu Q sdn els nuclis dels endomorfismes Q — 41 i Q + I, respectiva-
ment:

QJFI:(—‘21 _f) = ((2) _é) = y =2x = Nuc(Q +1) =((1,2)).

Leix de les x’ és la recta que passa pel centre i té vector director (2, —1), ésadir, x + 2y — 4 =
0, mentre que leix de les y" és la recta que passa pel centre i té vector director (1,2), és a dir,
2x—y—3=0.
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Les equacions del canvi de coordenades son
x\ _ (2 n 1 2 1 x/
y) \1 S\-1 2 )\ )

Els focus de la hipérbola sén els punts de coordenades (£+/5, 0) en la referéncia principal R’ de
la conica, mentre que els vértex son els punts de coordenades (£1, 0) (s6n els valors de la x” quan
y’ = 0) en aquesta mateixa referéncia.

Substituint a les equacions del canvi de coordenades, obtenim que els focus tenen coordenades
. . ) o . 2 1y 2 1
(4,0)i(0,2)ique els dos vertexs de la hiperbola sén (2 + N 1 ﬁ) i2 75 1+ ﬁ)'
Finalment, les components dels vectors directors de les asimptotes de la hipérbola en la referencia
principal son (a, £b) on a i b son els semieixos real i imaginari. En el nostre cas (1, £2). Per
calcular les seves components en la base canonica, hem de fer el canvi de base (no el canvi de

coordenades)
( ) : ( : ) ( / )
Yy «/g I 2 V/ '

Per tant, els vectors directors de les asimptotes de la hipérbola sén (4, 3) i (0, 1). Les asimptotes
son les rectes que passen pel centre de la hipérbola i tenen aquests vectors directors; en con-
seqiiéncia, les seves equacions sén 3x —4y —2 =0ix = 2.

La representacio grafica daquesta hipérbola es pot veure a la figura 8.8.

9. Comproveu que la conica dequacié x> + 4xy + 3y? — 8x — 14y + 15 = 0 és un parell de
rectes secants i calculeu les seves equacions.

Solucio

Calculem en primer lloc en centre daquesta conica.
xX+2y—4=0
2x+3y—-7=0\"
La soluci6 d’aquest sistema dequacions és x = 2, y = 1. Per tant, el centre de la conica és el punt
(2,1).
Polinomi caracteristic, valors i vectors propis de Q:

x—1 =2

px) = -2 x-3

‘:(x—l)(x—3)—4=x2—4x—l.
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Figura 8.8: Hipérbola dequacié 3x2 —4xy —8x + 8y =0

Les arrels del polinomi caracteristic son

42 V16+4  44+V20 4425 (2445

. 2 2 2 l2-45

Per tant, els valors propis de la matriu Q sén 2 + V512 — 4/5.
Tenint en compte que
F2,1) =@2)?+4Q)(1) +3(1)2-8(2) —14(1) + 15=0

i que un valor propi de la matriu Q és positiu i l'altra negatiu, resulta que la conica és una parell
de rectes secants.

Per calcular les seves equacions, expressem lequacid de la conica com a producte de dues equaci-
ons de primer grau

x2 +4xy +3y2 —8x— 14y + 15 = (Ax + By + C)(ax + by +¢).
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Igualant coeficient a coeficient obtenim que

Aa =1
Ab + Ba =4

Bb =3
Ac + Ca = -8
Bc+Cbh=-14

Cc=15

Siescollim A = 1ia = 1, dela segona i tercera equacions tenim que

b+ B =4
Bb =3

i en substituir B = 4—b ala segona equacio, ens queda lequacié de segon grau —b% +4b—3 = 0,
que té solucionsb =3ib = 1.

Si escollim b = 3, de la tercera equaci6 tenim que B = 1 ila quarta i cinquena equacions ens
queden

c+C=-8
¢c+3C=-14{"
Aquest sistema té solucio ¢ = —5i C = —3. Per tant, les equacions de les dues rectes s6n

x+y—3=0ix+3y—-5=0.
Observacio: Si haguéssim escollit b = 3, haguéssim obtingut la mateixa solucio.

Una altra manera de calcular les equacions de les dues rectes és tractar lequacio de la conica com
una equacio de segon grau amb incognita y. Agrupem el termes de la conica, la seva equacio es
pot escriure

3y? 4 (4x = 1)y + x* —8x + 15 = 0.
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Resolent aquesta equacid de segon grau, obtenim

—4x + 14 £ \/(—4x + 14)2 — 4(3)(x2 — 8x + 15)
6
—4x 4+ 14 + V/16x2 — 112x + 196 — 12x2 + 96x — 180
6
—4x + 14 + /4x2 — 16x + 16

6
—4x + 14 £ /(2x — 4)?
6

—dx + 14+ (2x — 4)

6
—2x + 10 —x+5
6 = 3
—6 18 -
L _x+3

6

Per tant, les equacions de les dues rectessén x + 3y —5=0ix+y—-3=0

8.2 Quadriques

10. Estudieu la quadrica dequacié 6x? + 5y% + 722 + 4xy — 4xz + 6y — 24z +24 = 0.

Solucio

Per a aquesta quadrica tenim que

6 2 -2 0
o= 25 0 i L= 3
-2 0 7 —12

Calculem, en primer lloc, el centre d’aquesta quadrica, resolent el sistema dequacions QX + L =

0.
6x +2y—-2z=0

2x +5y+3=0
2x+7z—-12=0

Aquest sistema és compatible determinat i el centre de la quadrica és el punt (1, —1, 2).

Valors i vectors propis:
Es immediat que el polinomi caracteristic de la matriu Q és p(x) = x3 — 18x% + 99x — 162 i
podem calcular una de les seves arrels mitjangant la regla de Ruffini
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1 —18 99 —162
3 3 45 162
\ 1 —15 54 0

Les altres arrels sobtenen a partir de lequacié x> — 15x + 54 = 0

154+ 4/225—-216 1549 1543 9
X = = = =

2 2 2 6

Els valors propis de la matriu Q son 3, 61 9. D’altra banda, tenim que F (1, —1,2) = —3, per tant,
lequacié reduida de la quadrica és 3x"? + 6y’ + 92/ — 3 = 0 i es tracta d’un ellipsoide. A la
figura 8.9 es pot veure la seva representacio grafica.

X

Figura 8.9: Ellipsoide

Els vectors propis de Q son els nuclis de les matrius Q — 371, Q — 611 Q —91:

32 =2 32 =2 32 =2
0-31 = 22 0 |l~102 4 ]|~102 4
-2 0 4 0 4 8 00 O
x =2z
—> Nuc(Q —31)=((2,-2,1)).
y =-2z
0o 2 -2 2 -1 0 2 -1 0
Q—-6I = 2 -1 0)]~|0 2 =2 ]|~|0 2 =2
-2 0 1 0 —1 1 0O 0 ©0
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=2x
x} =  Nuc(Q —6I) =((1,2,2)).

z=2
-3 2 =2 -3 2 =2 -3 2 =2
0-9I = 2 4 0|z 0 -8 —4 |~ 0 -8 —4
-2 0 =2 0 —4 -2 0O 0 O
x =2y
= Nuc(Q —97) = ((—-2,-1,2)).
z =-2y

Hem escollit el vector (—2, —1, 2) en lloc del vector (2, 1, —2) per tal que la nova referencia tingui

orientacié positiva.
La referéncia principal de lellipsoide és
, 1 1 1
R =1(1,-1,2);5(2,-2,1), 5(1,2, 2), §(_2’ -1,2)

iles equacions del canvi de coordenades que transformen I'equacio inicial de la quadrica en la seva

equacié reduida son

X 1 | 2 1 =2 x’
y |=| -1 |+ 3 -2 2 -1 y'
z 2 1 2 2 z/

u. Estudieu la quadrica dequacié x> — y? + 4xz —4yz — 6x + 6y —3 = 0.

Solucio

Comproven en primer lloc si aquesta quadrica té centre o no, resolent el sistema dequacions QX +
L=0:

x+2z-3=0
—y—2z43=0
2x =2y =0

Aquest sistema és compatible indeterminat i la seva solucio és

x=-2z4+3
y=-2z431\"

és a dir, tots els punts d'aquesta recta son centres de simetria de la quadrica.
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Polinomi caracteristic de la matriu Q:
x—1 0 -2
p(x)=| 0 x4+1 2 [=x>—09x.
-2 2 x

Les arrels d'aquest polinomi i, per tant, els valors propis de la matriu Q sén 3, —3 i 9. Lequacio
reduida de la quadrica és 3x"? — 3y’ + ¢/ = 0 i per obtenir ¢ hem de substituir qualsevol dels
centres de la quadrica a la seva equacié inicial. Si escollim el centre (3, 3, 0), tindrem que

t''=F(3,3,0) = (3)> = (3)* + 4(3)(0) — 4(3)(0) — 6(3) + 6(3) =3 = -3,
lequacié reduida de la quadrica és 3x'? — 3y’ — 3 = 01 la quadrica és un cilindre hiperbolic.

Vectors propis de Q:

-2 0 2 -2 0 2 -2 0 2
0-31 = 0 -4 -2 |~ 0 -4 -2 |~ 0 —4 =2
2 -2 =3 0 -2 -1 0 0 O
X=z
z = Nuc(Q —31) ={((2,-1,2)).
y=—§
4 0 2 4 0 2 4 0 2
o+3/=10 2 -2 |]~|0 2 -2 |~|0 2 =2
2 -2 3 0 —4 4 00 O
z
X =—-=
2 = Nuc(Q +31) ={(-1,2,2)).
y=z
1 0 2 1 0 2 1 0 2
o=10 -1 -2 |~10 -1 =2 | ~|0 -1 =2
2 =2 0 0 -2 —4 0 0 O
x =-2z
} = Nuc(Q) =((-2,-2,1)).
y=-2z

Com a origen de coordenades de la referéncia principal del cilindre hiperbolic escollim el punt
(3, 3, 0) (qualsevol dels centres), de manera que aquesta refereéncia és

1 1
R = {(3,3,0);%(2,—1,2), 7(-1.2.2), 32,2, =Dy .

La seva representacio grafica es pot veure a la figura 8.10. Les equacions del canvi de coordenades
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Figura 8.10: Cilindre hiperbolic

que transformen lequacié inicial de la quadrica en la seva equacié reduida sén

X 3 1 2 —1 2 x’
yo={3]+3("! y'
z 0 2 2 -1 z/

Observem que leix de les z" coincideix amb la recta de centres del cilindre hiperbolic.

12. Estudieu la quadrica dequacié 9x? +2y? —4z2—12xy —12xz —2x +24y + 14z -5 = 0.

Solucio

Per saber si la quadrica té centres, resolem el sistema dequacions QX + L = 0:

9x —6y—6z—1=0
—6x +2y +12=0
—6x—4z+7=0

Aquest sistema és incompatible i la quadrica no té centre. Per saber de quina tipus és, hem de
calcular els valors propis de la matriu Q.

Polinomi caracteristic de la matriu Q:

x—9 6 6
px)=| 6 x—-2 0 |=x3—7x%—-098x.
6 0 x+4
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Evidentment 0 és una arrel d'aquest polinomi, les altres sén solucié de lequacié x2 —7x —98 = 0

7T+ /494392 7+ 4441 7£21 14
X = = = = y
2 2 2 -7

és a dir, els valors propis son 14, —7 i 0. La quadrica és un paraboloide hiperbolic.

Vectors propis de Q:

-5 -6 -6 -5 -6 -6 -5 -6 -6
O—-141 =| -6 —12 0|~ 0 —24 36 |~ 0 —24 36
—6 0 —18 0 12 -18 0 0 O
x =-3z
3 = Nuc(Q — 141) = ((6, -3, -2)) .
Yy =3z
2
16 —6 —6 16 -6 —6 16 -6 —6
O+71=|-6 9 0 |=x~ 0 54 —-18 |~ 0 54 -—18
-6 0 3 0 -9 3 0 O 0
3
xX==y
2 = Nuc(Q +71) =((3,2,6)).
z =13y
9 -6 —6 9 -6 —6 9 -6 —6
o=|-6 2 O0])]~|]0 -6 -12 |~]|0 -6 -—12
-6 0 —4 0 -2 -4 0 O 0
2
X=—-=z
3 = Nuc(Q) = ((—2,-6,3)).
y=-2z

El vertex daquest paraboloide és interseccié de leix de les z/ amb el mateix paraboloide. De
moment, 'inic que sabem de leix de les z’ és que és la interseccio dels dos plans de simetria del
paraboloide. Les equacions d’aquests plans de simetria son

U'(AX +L) =0,
on U sén els vectors (columna) propis amb valors propi no nul.
El primer pla de simetria (el que conté els eixos y’ i z’) té equacio

6,-3,-2)-(9x—6y —6z—1,—6x+2y +12,—6x —4z +7)
6x -3y —2z—-4=0,
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mentre que l'altre pla de simetria (el que conté els eixos x” i z’) té equacio

(3,2,6)- (9x —6y — 6z —1,—6x +2y + 12, —6x — 4z + 7)
3x+2y+6z2—-9=0.

Com que la soluci6 del sistema format per aquestes dues equacions és

y=2-2z

resulta que leix de les z’ té vector director (—2, —6, 3) (ja ho sabiem, ja que el vector propi amb
valor propi nul de la matriu Q té aquesta direccid) i passa pel punt (—1, —6, 4). La seva equacio
parametrica és

(x,y,2) =(-1,-6,4) + a(-2,-6,3).

El vertex del paraboloide és la interseccio d’aquest eix amb el paraboloide, per tant, hem de resol-
dre el sistema dequacions

9x2 4 2y% —4z% — 12xy — 12xz —2x + 24y 4+ 14z =5 =0
(x,y.2) = (=1,-6,4) + (-2, -6,3)

Substituint x, y i z a la primera equacid tenim
9x2 4+ 2y% — 422 —2x(6y + 62z —2) + 24y + 14z —5=0,

9(—1 —2a)® + 2(—6 — 60)? — 4(4 + 3c)?
—2(—1 = 20)[6(—6 — 60) + 6(4 + 30r) — 2] + 24(—6 — 6a) + 14(4 + 30) =5 =0,
—9Ba —98 =0 - oa=-1.

Per tant, el vertex del paraboloide és el punt (1,0, 1).

Aleshores, la referéncia principal del paraboloide és

R = {(1,0,1); 2(6,-3,-2). 1(3.2.6). 1(-2.-6,3)} .

Analogament al cas de la parabola, lequacié reduida del paraboloide hiperbolic és 14x2 — 7y’ +
20z =0,0on " = ¢€}- (L1, L2, £3) 1€} és el vector propi unitari amb valor propi nul que apareix
com a tercer vector de la referéncia principal.

¢ = %(—2,—6,3) (—1.12.7) = 7.
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Per tant lequacié reduida del paraboloide hiperbolic es
14x? -7y — 142 =0  obé 2x?—y? -2/ =0.

Finalment, les equacions del canvi de coordenades que transformen lequacid inicial de la quadrica
en la seva equacio reduida s6n

X 1 | 6 3 =2 x’
y =10 |+ ? -3 2 -6 y'
z 1 -2 6 3 z!
La seva representacio grafica es not veure a la fioura 8.
z b

Figura 8.11: Paraboloide hiperbolic

13. Estudieu la quadrica dequacié x* 4+ y? +4z2 +2xy +4xz +4yz —48x —24y + 84 = 0.

Solucio

Com que el sistema dequacions QX + L = 0, és a dir,
x+y+2z-24=0
x+y+2z-12=0

2x +2y +4z=0

és incompatible, la quadrica no té centre.

Polinomi caracteristic de la matriu Q:

x—1 -1 =2
p(x)=| -1 x—-1 =2 |=x3-6x2.
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Els valors propis de Q sén 6 i 0 amb multiplicitat 2. Per tant, la quadrica és un cilindre parabolic.
A continuacio, calculem els vectors propis de la matriu Q:

=5 1 2 -5 1 2 -5 1 2
Q—-6l = 1 -5 2 |z 0 24 12 | = 0 —24 12
2 2 =2 0 12 -6 0 0 0

xX=y

= Nuc(Q —61)=((1,1,2)).
z =2y
1 1 2 1 1 2
o=|112]~loo0o0
2 2 4 0 00
xX=—-y—2z = Nuc(Q) = ((-1,1,0),(=2,0,1)).

El pla dequacié U'(AX + L) = 0, on U és un vector (columna) propi amb valor propi no nul és
I"anic pla de simetria del cilindre parabolic. La seva equacio és

1,,2) - (x+y+2z—-24,x+y+2z—-12,2x +2y +42z) =0
X+y+2z=6

El vértex del cilindre parabolic, que sera leix de les y’ de la referéncia principal és la interseccid
d’aquest pla amb el mateix cilindre, per tant, hem de resoldre el sistema dequacions

x2 4+ y2 4422 4 2xy +4xz +4yz —48x —24y +84 =0
x+y+2z=6

Substituint x = 6 — y — 2z ala primera equacio tenim
(6—y—22)> 4+ y2+422 +2(6—y —2z2)y
+4(6—y —22)z +4yz —48(6—y —2z) —24y + 84 =0,

24y 496z — 168 = 0.

Per tant, leix de les y’ és la recta
X+y+2z=6
y+4z=7\"

Elvector director daquesta recta és (2, —4, 1), i com a nou origen de coordenades, podem prendre
qualsevol punt d’aquesta recta, per exemple el punt (1, 3, 1).
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Leix de les x’ és la recta que passa pel punt (1, 3, 1) i té vector director (1, 1,2) i leix de les z’
és la recta que passa pel punt (1, 3, 1) i el seu vector director ha de ser perpendicular als vectors
directors dels eixos de les x” i de les y':

J
1 =(9,3,-6) ~(3,1,-2).

N —m o~
—_ N X

—4
Per tant, la referéncia principal del cilindre parabolic és
I — - Lo _ - —
R = {(1, 310 J=(1,1,2), =2, -4.1), =G, 1, 2)} .

Finalment, equacié reduida del cilindre parabolic és 6x? + 2£'z = 0, on ¢’ = ey (L1.,42,€3)
i €} és el tercer vector de la referéncia principal:

¢ = \/%(3, 1,-2)- (=24, -12,0) = —% = —6/14.

Per tant, lequacio reduida del cilindre parabolic és
6x7—124/142/ =0  obé  x?-2V14z'=0

iles equacions del canvi de coordenades que transformen lequacio inicial de la quadrica en la seva
equacio reduida son

L 2 3
—_ —_—_ P R /
y | = | % T/ /i y
z 1 2 L _ 2 z’
Ve o V21 V14

La seva representacio grafica es pot veure a la figura 8.12.

14. Estudieu la quadrica dequacié 4x? +4y? + 22 +2xy +4yz—4xz+2x—2y+4z—6 = 0.

Solucié

Com que el sistema dequacions QX + L = 0, és a dir,
dx+y—-2z24+1=0
x+4y4+2z-1=0

—2x4+2y+z+2=0

és compatible determinat i la seva solucié és x = 1, y = —1, z = 2, el centre de la quadrica és el
punt (1, —1,2).
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Figura 8.12: Cilindre parabolic

Polinomi caracteristic de la matriu Q:

x—4 -1 2
p(x)=| -1 x—-4 =2 |=x>-9x2+15x +25.
2 -2 x-1

Calculem la primera de les arrels d'aquest polinomi mitjangant la regla de Ruffini

1 -9 15 25
-1 -1 10 =25
\ 1 —10 25 0

Les altres sobtenen a partir de lequacié x? — 10x + 25 = 0

10 £ 4+/100—-100 10+£0 5
X = = =
2 2 5

’

és a dir, els valors propis de Q s6n 5 amb multiplicitat 2 i —1.

D’altra banda, tenim que F(1,—1,2) = 0, per tant, lequaci6 reduida de la quadrica és 5x"% +
5y"? — z/?2 = 01ies tracta d’un con real.

Els vectors propis de la matriu Q son:

—1 1 -2 -1 1 =2
Q0 —-51 = I -1 2 |~ 00 O
-2 2 —4 00 O
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x=y—-2z = Nuc(Q -57)={(1,1,0),(=2,0,1)).

Aquests dos vectors no son perpendiculars. Com que necessitem una base ortogonal daquest
subespai de vectors propis, apliquem el meétode de Gram-Schmidt:

1 = (1,1,0)

By = (2,0, 1) = LEEIALD (1,1,0) = (=2,0,1) + 3(1,1,0) = (=1, 1, 1),

ésadir, Nuc(Q —51) = ((1,1,0),(-1,1, 1)).

51 =2 5 1 =2 51 =2
0-1= 15 2 |)~1024 12 |=~|0 2 1
-2 2 2 0 12 6 0 0
X ==y
= Nuc(Q+1)=((-1,1,-2)).
z=-=2y

Per tant, la referencia principal del con és
I — —1.2)- L 1 i e —
R = {(1,-1,2): J5(1,1,0), F5(=1, 1. 1), 21, 1,-2)} .

La representacio grafica del con real es pot veure a la figura 8.13.

/
o Z

Figura 8.13: Con

Les equacions del canvi de coordenades que transformen lequacio inicial de la quadrica en la seva
equacié reduida son

1 1 1
x V2 3 6 x!
— 1 1 1 /
o il il e ERVC R R I
z o L 2 z’
V3 Ve
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