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Equacions diferencials lineals

10.

11.

. Sabent que xe” cosz és una solucio de

yv _ 5ylv + 12y/// _ 16y// + 12y/ _ 4y — O,
troba’n un sistema fonamental de solucions.

Troba la soluci6 general de 'equacio y” + 2y” — 5y’ — 6y = 0.

. Mitjangant el canvi z = (In|y|)’, calcula en quina equacié es transforma l'equacio

diferencial y” + ay’ + by =0, on a,b € R.

Troba en quina equaci6 es tranforma 'equacio
y' = fx)y =0

mitjangant el canvi z = /' /y.

Donada 'equacio y"” + f(t)y' + g(t)y = 0, amb f(¢t) + g(t) + 1 = 0, troba’n una
solucio

. Calcula en quina equaci6 es transforma y” — %y' + (1 + &)y = xe®, amb el canvi

x
Y = 0.

Calcula 'ordre minim de ’equaci6 diferencial lineal homogénia amb coeficients cons-
tants que admet com a solucié particular la funci6 12¢? + 9¢3 sin(t) — te'®.

Siguin fi, f : [=1,1] — R tals que

fi(2) = {x?’ siz € [—1,0] fol) = {O stz € [—1,0]

0 altrament 23 altrament

Considerem 'equacié y” + a(x)y’ + b(z)y = 0, amb a(z),b(z) funcions continues.
Raona si {f1, fo} pot ser-ne sistema fonamental de solucions.

. Si fem el canvi de variable s = tan ¢ dins 'equaci6 y” — 2tant 3’ + (1 + tan®¢)%y = 0,

quina equaci6 diferencial obtenim en la nova variable s?

Troba la solucié general de 'equacié diferencial

y"' +y =cost+t

Calcula quina és ’equacié lineal homogeénia amb coeficients constants de menor
ordre que admet com a soluci6é x sin x.



12. Considera 'equaci6 lineal homogénia

Sabent que la funci6 y;(t) =t n’és solucié troba la soluci6é que verifica que y(1) =0
iy(1)=—1
13. Sabent que

3
ty”—y'+Ey=0

admet solucions de la forma t*, k € R, troba la solucié general de I’equaci6

14. Si te?® i et son solucions de l'equacié diferencial amb coeficientes constants 3" +
asy” + a1y’ + apgy = 0, quantt val ag?

RESPOSTES

1.{e", e" cosx, e sinx, xe® cosx, xe® sinx}.
2.y = Cyexp 2t + Cyexp(—t) + Cs exp(—3t).
3.7 +22+az+b=0.
4.2 + 2% = f(x).
5.y(t) = €' és solucio.
6.0" + v =e".
7.13.
8.{f1, f2} no pot ser sistema fonamental de solucions perque W (f1(z), fa(z))=0, per a
tot z € [—1,1].
9.9"+y =0.
10.{y | y(t) = 5 cost + 3tsint + asint + beost, a,b € R}.
1.y +2y"+y=0.
12.y(t) =t — 2
13.y(t) = at? + bt3.
14. ag = 4.



2 Sistemes d’equacions diferencials
1. Suposeu que
. el cost
() = <26t sin t)
és una soluci6 del sistema Z = AZ, on A € Myyo(R). Troba la matriu A.
2. Es considera el sistema 7’ = AZ,
01 -1
amb A= | 1 2 -3 |. Calcula e?.
1 2 -3
3. Sigui #(t) la soluci6 del problema # = ( —11 _11 ):i”, Z(0) = (2,0). Calcula el
vector Z(1).
4. Quina és la matriu A € M,(R) associada al sistema Z = AT que té per solucions
Z1(t) = Ucost i Zy(t) = wsint, amb ¥ i W linealment independents?
1 0 /2 0
5. Sie* 0 |+t| —1 +§ 0
1 0 1
és soluci6 del sistema 7 = AZ, troba dues solucions linealment independents més.
6. El sistema 2 = A(t)Z te per matriu fonamental de solucions, en un cert interval,
t 12
X(H) = ( t 41 )
Troba la matriu A(t).
. 1 -3 )
7. Sigui A = ( 3 1 ) Calcula e”.
8. Sabent que Z(t) = €' {( (1) ) +1 < (2) )] és soluci6 de Z = AZ, calcula A.
9. Sabent que
t2 2 t2 .
r(t)=(1+2t+ =2t + —,t+ —
(1) (+ +5 2+ o, +2)e
és soluci6 d'un sistema lineal homogeni a coeficients constants, troba un sistema
fonamental de solucions.
. 1
10. Sigui A una matriu n X n, constant. Considerem el sistema 7 = ;A:Z”. Aplicant el

canvi t = €®, en quin sistema es transforma?



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

6 1

Quant val la solucié del PVI 7= ( 43

) 7, 7(0)=(2,-3),ent =17

0 [cost—asint cost
fonamental d’un sistema a coeficients constants?

1 0 0
Per a quins valors de «v i 3 resulta que V (t) = ( 0 «cost+ fBsint sint ) és matriu

, 11 2 2
Troba la solucié del problema 7 = ( 020 )f amb Z(0) = ( 1 )
0 0 1 1

4 2 —4
Calcula A, sabent que és constant.

1 1 5 .
Sigui [ 3 | +e¥[ -1 | + t€2t< 7 ) una soluci6é del sistema lineal ¥ = AZ.

Sigui el sistema lineal amb coeficients constants @’ = AZ. Qué ha de satisfer M
perqué eA*M sigui una matriu fonamental?

Sigui la soluci6 z(t) del problema de valor inicial
5 (0 =11\, cost [ O
x_(l O)x+(sint)’ x<0)_(1)

Calcula Z(7).

Sigui A € Msyo(R). Suposeu que e ( (1) ) = e [( (1] ) +t< ? )] Troba la

matriu et

Calcula la soluci6 del problema 7 = AZ amb

a‘:’(O)zG)iA:(é f)

RESPOSTES

1A= (372),

2.

1 t —1
l—et 24t—et —2—t+2t
l—et 14t—et —1—t+2t

3.2(1) = (1 —e 2,1+ e7?).
4. No existeix.

0 0 0
5.2 0 | ie* -1 |+t O
1 0 1

1/ 1—-¢ ¢

6' A(t) - 1 _ t2 t2

T.eh = ( ecos(3) —esin(3) )

esin(3)  ecos(3)



1
8.A= 0

9. (e!, el eh). .
10. Amb el canvi t = e® es transforma en Z(s) = AZ(s).
11. (€2 + €7, —4e* +e7).
12.a £ 0.
13.2(t) = (e + 2tet + e, e e).
19/4 —37/20 1/5
14. [ 17/4 —23/20 —1/5
-1 -1/5 2/5
15. e M és una matriu fonamental si i només si M és invertible.

2
1)

16. Z(7) = ( 1
et 0
17 etA — tth th

18. z(t) = (' + 2tet, e).



3

Transformada de Laplace

10.

11.

. Calcula el valor de [ sin(%5%) cos(

. Calcula per a quin valor de a la soluci6 del problema

Yy +y=ad(t—1),y(0) =1
verifica y(0) = y(1).

. Quina és la soluci6 del problema de valor inicial " +y = u(t — 1), y(0) = 0 = 3/(0),

on u(t) és la funcié de Heaviside?

t
Troba la transformada de Laplace de la solucié de 'equaci6 y' — / y(r)dr = u(t) +
0
d(t — 1), que satisfa y(0) = 1.

1 1
Quina és la funcié que té per transformada de Laplace e *— + e~ 2 ?

s2 s2+4
7)dzx.
Usant la transformada de Laplace, calculeu la integral fooo e~ "t cos mtdt.

Calcula la transformada de Laplace de la funci6

ut —a) [ f(r)dr.

Quina ¢s la transformada de Laplace de te™ f(at)?

Calcula I'antitransformada de Laplace de la funcié

1 1

Fls)=-—
(s) s1—esT

Calcula la solucié del problema de valor inicial

Y —y=26(t—-1),y0)=0,4'(0)=0

Considerem la funci6 y(t), amb transformada Y'(s), tal que

V=38l m), ) = 1
n=1
digues si son certes les igualtats:
y(t) =g ult —n)
y(t) = 220t —n) 1

quant val Y'(s)?



12. Prova que L(e!tu(t —1))(s) = e /(s — 1)?

k
13. Sigui fi(t) = e ® 4

e®. Troba el valor de fy(¢).
14. Si f,(t) = t", n natural, quant val (f,, * f,)(t)?

15. Si f(t) és solucié del problema f” — f = tcos(t) amb condicions inicials f(0) =0 i
f(0) =0, troba F(s).

16. Donat N € N, calcula la soluci6 y(t) del problema
Y’y =m0, (=1)"0(t = n), y(0) = y'(0) = 0.

RESPOSTES
1.1—e!
2.y(t) =u(t —1)(1 —cos(t — 1))
3. ﬁ + 528 16_8
dou(t—1)(t—1)+ zu(t — 2)sin(2(t — 2))
5.5 sin(3)
6.0.
7.<=F(s).
8P ()
9.f(t) =) wu(t—kT)

10.y(t) = 2&@ — 1) sinh(¢ — 1).
11. Les igualtats son certes. Y (s) =
12.

13. fk() = 1) f;k 1 at
n!m! n+m
14 (fo  fin) (1) = Gmsrt™™™

16.y(t) = N sin(nt)u(t — n).

1_e
ses—1"




