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Abstract

Se modeliza la penetracion de una version modificada de la proteina verde fluorescente llamada GFP en
el citoplasma y el nicleo de una célula de mamifero. El modelo matemdtico proporciona una primera
aproximacion al experimento, con una disminucion progresiva de la tasa de fluorescencia a medida que la
luminosidad total va aumentando hasta saturarse. Sin embargo, se detecta una desviacion localizada del
modelo propuesto, debida a un proceso que no se realiza de forma totalmente diferenciable. El fendmeno
es explicable a partir de la irrupcion brusca de GFP en el citoplasma y el nicleo por la debilitacion o
permeabilizacion de sus membranas, y por la obstruccion del flujo de GFP por la membrana nuclear.
El modelo matemdtico proporciona pues informacion relevante sobre la desviacion del patron que se ha
adoptado.

Con la finalidad de unificar del Espacio Europeo de Educacidn Superior (EEES), y de acuerdo con las
directrices del Proceso de Bolonia, las asignaturas de los nuevos planes de estudios han sufrido una re-
vision a fondo de sus contenidos. Para que la nueva metodologia dé sus frutos, es necesario disenar un
temario muy optimizado, en el que cada tema entronque con temas de otras asignaturas.

El caso presentado evidencia como la Modelizacion Matemdtica es util para aplicar y revisar los
conocimientos adquiridos en diversas asignaturas, de matemdticas y biologia en este caso, ademds de
ser una forma eficaz de estimular el aprendizaje, ya que muestra la utilidad de lo que se estudia.

The penetration of a modified version of a green fluorescent protein called GFP in the cytoplasm and
nucleus of a mammalian cell is modelled. The mathematical model provides a first approach to the exper-
iment, with a progressive decreasing rate of fluorescence as the total luminosity increases until saturation.
However, a local deviation from the proposed model is detected, due to a process that takes place in a
non-differentiable way. The phenomenon is explained from the sudden entrance of GFP into the cyto-
plasm and nucleus by the weakening or permeabilization of their membranes, and from the obstruction of
GFP flux by the nuclear membrane. Thus, the mathematical model provides relevant information on the
deviation from the pattern that has been adopted. To unify the European Higher Education Area (EHEA),
and in accordance with the guidelines of the Bologna Process, the subjects of new curricula have under-
gone a thorough review of their contents. So the new methodology be fruitful, a highly optimized agenda
must be designed by linking every topic with topics from other subjects. The case presented evidences how
Mathematical Modelling is useful to implement and review lessons learned in various subjects, from maths
and biology in the current case, besides being an effective way to stimulate learning, since it is showing
the usefulness of what is studied.
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1 Introduccion

Para reforzar la asimilacion de conceptos matematicos y estimular el aprendizaje, seria con-
veniente introducir en los planes de estudios de carreras cientifico-técnicas una asignatura de
Modelizacién Matemética, con ejemplos ligados a otras disciplinas (biologia, economfa, fisica
etc.), donde se manejaran conceptos especificos de otras asignaturas de matematicas, asi como
conocimientos transversales de mas asignaturas. Ilustraremos este punto de vista con la mode-
lizacién de un experimento de biologia.

En todo experimento se selecciona un nimero finito de propiedades a observar y se obtienen
datos para estas variables en diversas circunstancias, por ejemplo, para distintos tiempos. Cons-
truir un modelo matematico significa establecer la interrelacion entre estas variables, determinar
cuales van a ser las constantes que caractericen al experimento y, a partir de ahi, establecer
su dindamica. En el caso que se explica, el modelo es determinista y diferenciable, por lo que
constituye un conocimiento especifico de una asignatura de Ecuaciones Diferenciales. El mismo
modelo es también aplicable a una gran variedad de problemas de distintos campos: ecologia,
quimica, economia, etc. El problema es sencillo, por lo que bastara utilizar herramientas de
calculo en una variable.

Para el caso estudiado, se puede dar una solucién analitica, aunque es mas comodo usar software
matematico para las representaciones graficas y para los métodos de estimacion de parametros
y errores. Si el modelo inicial, a posteriori, se quisiera ajustar mas a los datos, seria también
ineludible el uso de otras técnicas numéricas y, quizas, de simulacién. Por tanto, en la Mode-
lizacién Matematica converge una diversidad de técnicas.

No olvidemos que los métodos numéricos para la estimacion de los parametros del modelo
—estimacion por minimos cuadrados, en nuestro ejemplo— y los métodos de estimacién y propa-
gacion de errores son omnipresentes en todas la areas de la ciencia. Los primeros se estudian en
asignaturas de Célculo Numérico (si no ha desaparecido todavia del plan de estudios), mientras
que los segundos son propios de asignaturas de Probabilidades y Estadistica. Los alumnos uti-
lizan estas técnicas desde los primeros cursos, en las practicas de laboratorio de fisica, quimica,
biologia, etc., ain sin haberlos todavia estudiado con rigor. Por lo tanto, la Modelizacion
Matematica es una buena oportunidad para profundizar en todos estos conceptos y métodos.

2 Experimento

Se estudia como entra en una célula de mamifero, que posee un nicleo, una proteina verde fluo-
rescente llamada GFP, que al llevar fusionado un péptido altamente catiénico, forma pequenas
particulas de 20 nm de didmetro. Dicha proteina se ha ingeniarizado [1] para penetrar células
de mamifero y transportar genes u otros farmacos a su ntcleo, con finalidades terapéuticas.

Las células de mamifero son mas o menos esféricas, y cuando estan en cultivo son un poco
mas planas, de forma que, para simplificar, supondremos que adoptan forma cilindrica, con el
nicleo centrado en el eje de simetria. Cuando se sumerge una célula en un medio que contiene
esta proteina, se detecta la presencia de fluorescencia, primero en el citoplasma solamente, y
después en el citoplasma y en el nicleo. La deteccién se hace a partir de secciones Opticas
de la célula, de grosor constante y suficientemente pequeno, con un microscopio ldaser llamado
confocal, pudiendo escoger el radio de la seccion a fin de incluir sélo el nicleo, o bien citoplasma
y nucleo conjuntamente. De las imagenes digitalizadas se obtienen distintas mediciones para
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cada seccion y, sumando, para todo el volumen considerado. Por ejemplo, nimero de pixeles,
luminosidad de cada pixel, area o volumen del total de pixeles, valores maximo, minimo y medio
de la luminosidad, densidad luminica por unidad de superficie o de volumen, etc. Con los datos
obtenidos para diferentes tiempos, se desea obentener un modelo dinamico para la penetracion
de la GPF en el citoplasma y en el nticleo.

La variable escogida para estudiar la evolucién temporal de la GPF ha sido la fluorescencia
absoluta ¢(t), medida en unidades de fluorescencia, bien sea de toda la célula, del nicleo, o por
diferencia, del citoplasma. En la tabla 12.1 se muestran los datos para una de las células.

2 or oN dc
90 203109 84084 119025
105 217723 92602 125121
120 234113 102097 132016
135 254372 112749 141623
150 269190 122292 146898
165 289247 134582 154665
180 304716 143141 161575
195 320808 152154 168654
210 333268 159449 173819
225 346376 166432 179944
240 359224 173695 185529
255 370714 180322 190392
270 384155 187412 196743
285 398401 194708 203693
300 411066 201264 209802
315 427259 209381 217878
330 440822 215982 224840
345 452704 221297 231407
360 461427 226326 235101
375 465128 229619 235509

Table 12.1: Fluorescencia absoluta (en unidades de fluorescencia) de toda la célula ¢r, del nicleo ¢y y del
citoplasma ¢¢, para cada tiempo ¢ (min.).

3 Modelo

Consideremos, en primer lugar, la célula completa. La fluorescencia total ¢(t) (se omite en
este caso el subindice T') en funcién del tiempo es casi nula al principio del experimento, y
luego es una cantidad siempre positiva y continuamente creciente, que tiende a estabilizarse.
En principio, por similitud a la dindmica de poblaciones, parece légico tomar el modelo de la
ley logistica, dado por la ecuacion diferencial:

1d¢

5E2p¢+q;q>0,p<0 (12.1)

con p y q constantes. Definiendo F(t) = In¢(t), la tasa de variacién o aumento relativo de
la fluorescencia viene dada por F'(t) = dg;‘b. Al inicio, cuando ¢ ~ 0, F’ vale ¢, que es
la maxima tasa de fluorescencia. Después, la tasa F’ baja progresivamente hasta anularse,
cuando la fluorescencia se estabiliza. La méaxima fluorescencia es L = —%. Estos son los dos
unicos puntos de equilibrio del sistema: ¢ = 0, inestable, y ¢ = L, estable. A diferencia del

modelo poblacional, no tiene sentido un valor ¢ > L. Asi pues, los pardmetros del modelo son
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Componente D q L
Total —1.51107%+1.231077 0.821072+£0.44 10~3 5.43 10° +5.31 10*
Citoplasma —2.11 1078 +2.89107° 0.6310724+0.53 1073 2.97 10° +4.80 10*
Nrcleo —4.05107%+£2.69107° 1.021072+£0.46 1073 2.53 10° & 2.03 10*

Table 12.2: Parametros p,q y L para la célula completa, citoplasma y ntcleo, con su desviacén estandar.

py q, distintos para cada célula. La solucién de la ecuacion 12.1 es inmediata y su discusion
se encuentra en muchos textos bésicos de ecuaciones diferenciales [2].

Para determinar los parametros del modelo a partir de un conjunto de m valores (¢, ¢(t));t =
t1,...,tn, se usara la expresion discretizada

Fi(t:) =po(t:) +4q (12.2)

Para ello, es necesario hacer la estimacion numérica de la derivada temporal F’(¢). Aunque en
este caso las medidas temporales se han tomado a intervalos regulares, en otros casos no es asi.
Por lo tanto, para conseguir una mejor aproximacion, hacemos una estimacién de la derivada
de la funcién F(t) en tres puntos. Asi, en un tiempo intermedio t; = ta, ..., t,,,_1 obtenemos [3]

(tiog — )2 F (tivn) — ((tima — 6)* — (tin — ) F(t) — (tipr — )2 F (tio1)
(i1 — ta)(timy — t3) (fim1 — L)

F'(t;) = (12.3)

Una vez sustituida la ecuacion 12.3 en la ecuacion 12.2] el siguiente paso es resolver el sistema
lineal sobredeterminado por el método de minimos cuadrados, en los n = m — 2 puntos donde
se tiene calculada F’(t). Escribimos dicho sistema en la forma matricial y = Gx, donde x =
(p,q)*. Puesto que los datos iniciales son mediciones tinicas y no llevan asociada una medida
de error, asignaremos a cada una de ellas un error experimental o, tal que el error cuadratico
medio del ajuste de regresion sea 05 = %|y — Gx/|?. Finalmente, la estimacién de los errores de
los pardmetros se calcula, como es usual [1], a partir de la matriz de covarianzas de los errores
experimentales, V, = (GTG)™" ¢2. En la tabla 12.2 se muestran los estimadores éptimos de los
pardametros p, ¢ para la célula completa y el nicleo, asi como sus errores (desviacén estandar).

El modelo propuesto seria basicamente aplicable a toda la célula y al nticleo, por encontrarse en
situaciones parecidas: la proteina entra y la fluorescencia aumenta hasta llegar a la saturacion.
En cambio, el citoplasma podria no mostrar necesariamente una luminiosidad creciente, pues su
fluorescencia podria descender a medida que aumenta la del nicleo. Sin embargo, observamos
que en muchos casos si que es efectivamente posible usar el mismo modelo para aproximar los
parametros del citoplasma. Por tanto, también se listan los parametros del citoplasma en la
tabla 12.2. En la figura 1 se muestran las rectas de regresion, de acuerdo con la ecuacién 12.2.

Para el parametro ¢ > 0, ordenados de menor a mayor, se cumple qc < qr < qn. Asi , la tasa
inicial de toda la célula es un promedio de las tasas del citoplasma y del niicleo. Por otra parte,
p < 0 es el valor que hace que la fluorescencia se sature. Para el limite de satruracién se cumple

Lt = Lo+ Ly, es decir =& = —9¢ _IN Por tanto, —4& > —4< y 1L > —q—x. Considerando

v pr pc PN o pr — _ PC pr — p
la relacion de los respectivos parametros ¢, también se cumple —pr > —pe v —pr > —pn-
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Figure 1: Tasa de fluorescencia F’ en funcién de la fluorescencia ¢, segun la ecuacién 12.1, para toda la célula
(izquierda), citoplasma (centro) y ntcleo (derecha). Los cuadrados corresponden a datos experimentales y
la linea continua al ajuste de regresién. El modelo no explica la zona entre lineas verticales discontinuas.

Modificada de [6].
4 Discusion

Aunque el modelo proporciona una primera aproximacion al proceso estudiado, con una disminu-
cién progresiva de la tasa de fluorescencia a ritmo casi constante a medida que la luminosidad
total va aumentando hasta saturarse, observamos, sin embargo, que los graficos de la tasa
de fluorescencia tienen una tendencia caracteristica intercalada en la linea de regresion: en el
recorrido descendente de la tasa de fluorescencia, hay un periodo de estabilidad del ritmo de
fluorescencia, incluso con un ligero aumento de dicha tasa (figura 1, entre las lineas verdes
discontinuas). Ello podria ser debido a un proceso que no se realiza de forma totalmente dife-
renciable. Apuntamos las siguientes posibles causas:

(a) Irrupcién brusca de la GFP en el citoplasma y en el niicleo, por debilitacién o ruptura de
sus membranas, lo cual produciria una tendencia a la estabilizaciéon, o aumento de la tasa de
fluorescencia, en la parte posterior a la membrana.

(b) Obstruccién del paso de GFP por la membrana nuclear, lo cual producirfa un aumento de
la tasa de fluorescencia del citoplasma.

En la figura 2 se muestra la evolucién temporal de la fluorescencia. Las curvas, para toda
la célula (en negro) y para el nicleo (en rojo), son de tipo sigmoide, como corresponde a la
solucién de la ecuacién 12.1. Para el citoplasma (en azul), obtenido como diferencia entre las
anteriores, también se asemeja a una funcién sigmoide, aunque podria no ser asi si los limites
de fluorescencia entre el total y el nicleo fueran similares.

A partir de las anteriores figuras podemos verificar si esta “anomalia” del modelo se produce, o
no, simultaneamente en el citoplasma y en el niicleo. En la figura 1 marcamos las fluorescencias
inicial y final de esta zona con la linea discontinua verde. Luego, en las curvas temporales de
la figura 1, leemos los tiempos correspondientes a estas fluorescencias. Los limites de la regién
seleccionada son comunes para el ntcleo, el citoplasma y la célula completa. La simultaneidad
es muy evidente en el extremo de la derecha de la zona senalada, para todas las partes de la
célula (figura 1). El inicio de la anomalia, en cambio, es el mismo para la célula completa y
para el citoplasma, con un cambio brusco de comportamiento de la tasa de fluorescencia, pero
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Figure 2: Evolucién temporal de la fluorescencia, en negro para la célula completa, en rojo para el nicleo y
en azul para el citoplasma. En todos los casos, los cuadrados corresponden a los datos experimentales, y las
curvas, al modelo matematico.

se produce de forma mucho més suave en el ntcleo.

En consecuencia, parece que la membrana nuclear retiene GFP en el citoplasma y, posterior-
mente, su ruptura reproduce una sobrefluorescencia similar en el niicleo. No obstante, mientras
esto sucede en el nicleo, todavia hay un aumento de la tasa de fluorescencia en el citoplasma,
en lugar de un descenso brusco, como seria légico. Esto es posible explicarlo por una entrada
stubita de GFP en el citoplasma, mayor que el flujo que sale hacia el nucleo. Es decir, por una
ruptura o penetracion sibita de la membrana del citoplasma.

La confirmacién de esta hipdtesis la proporciona el grafico del comportamiento global de la
célula (figura 1, Total), donde también se produce un sensible aumento de la tasa de fluorescen-
cia durante este intervalo de tiempo. En [0] se halla una discusién detallada del experimento.

Concluimos pues, que no sélo es ttil la correcta modelizacion de un experimento, sino que,
de un modelo que no se ajusta totalmente a los datos, también se pueden deducir resultados
interesantes, precisamente porque nos proporciona informacién relevante sobre la desviacién
del patréon que se ha adoptado.

5 Conclusion

Los nuevos planes de estudios, de acuerdo con las directrices del Proceso de Bolonia [5], iniciado
en 1999 con la finalidad de unificar del Espacio Europeo de Educacién Superior (EEES), han
consolidado la estructra cuatrimestral de la mayoria de las asignaturas, forzando una revision a
fondo de sus contenidos. Se contempla un incremento de horas lectivas no presenciales —trabajo
personal del alumno— para compensar la reduccién de horas lectivas presenciales que supone
la nueva reestructuracion. En consecuencia, las asignaturas de matematicas, impartidas en
grados de titulaciones técnicas y experimentales, pueden inicamente contener los conocimientos
estrictamente necesarios para poder realizar las otras asignaturas de la carrera. No vamos a
discutir si esta nueva forma de enfocar las materias es mejor o peor, o si producira alumnos
mejor preparados, con una vision mas completa de las mateméticas y con mayor creatividad.
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Para que la nueva metodologia dé sus frutos, hay que plantear un temario muy optimizado, en
el que cada tema entronque con temas de otras asignaturas. Asi, se pueden aprender unos con-
tenidos especificos de cada asignatura, y practicar o reforzar los contenidos especificos de otras
asignaturas, los cuales suelen llamarse conocimientos transversales. En nuestro caso, el pro-
blema descrito puede ser estudiado desde distintas asignaturas, a saber, biologia celular, micro-
biologia, genética, biologia molecular, bioquimica, etc. y para ser modelizado matematicamente
requiere conocimientos de célculo, ecuaciones diferenciales, métodos numéricos, algebra, es-
tadistica, etc.

El tiempo nunca sobra y los temarios, heredados de planes de estudios anteriores, tienden a ser
demasiado extensos. Especialmente los seres humanos aprendemos a base de imitar y repetir
un mismo procedimiento, hasta conseguir hacerlo propio. Aqui podemos recordar aquello de
“Fin Mal ist kein Mal” (literalmente, una vez es ninguna vez). Para asimilar los contenidos, es
necesario repetir del derecho y del revés los mismos procesos de aprendizaje. Y si no jcémo se
aprenden las tablas de multiplicar, los modos y tiempos de verbos, o se adquiere destreza con
un instrumento musical?

La Modelizacién Matematica es un buen pretexto para aplicar y revisar la mayor parte de los
conocimientos adquiridos en otras asignaturas, en particular de matematicas y, ademds, una
forma eficaz de estimular el aprendizaje, dado que muestra la utilidad de lo que se estudia.
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