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Introdu

ióLa transforma
ió de Lapla
e és un mètode alternatiu per a la resolu
ió de problemes devalor ini
ial d'equa
ions diferen
ials lineals a 
oe�
ients 
onstants. És espe
ialment útilquan, pel sistema regit per aquestes equa
ions, es vol rela
ionar la resposta a un estímulextern amb la seva pròpia resposta natural (asso
iada a la part homogènia de l'equa
ió).En parti
ular, quan es té determinat el 
omportament del sistema envers un impuls ini
ial,es pot avaluar la resposta davant de qualsevol altre estímul apli
at (donat pel terme nohomogeni de l'equa
ió) mitjançant la integral de 
onvolu
ió.Així mateix, la transformada de Lapla
e també permet 
al
ular de manera molt e�-
ient, més que emprant els mètodes habituals ja estudiats, la resposta d'un sistema da-vant de 
ertes ex
ita
ions dis
ontínues. Per exemple, problemes d'impulsos i varia
ionsde quantitat de moviment en me
àni
a, o problemes d'interruptors en 
ir
uïts elè
tri
s.Altres apli
a
ions més avançades de la transforma
ió de Lapla
e es troben exempli�-
ades en xarxes de 
ir
uïts 
onne
tats entre si, o amb indu

ions mútues, on la respostad'un d'ells a
tua 
om a estímul extern d'un altre. O també en sistemes on hi ha duesvariables independents, per exemple en una línia de transmissió on la resposta depèn deltemps i de la posi
ió sobre la línia. Aquest seria el 
as de xarxes elè
triques de gran lon-gitud, on hi pot haver pèrdues d'energia al llarg de la línia, o on algunes 
ara
terístiquesdel sistema, 
om ara resistèn
ies o autoindu

ions, no es poden suposar lo
alitzades. Enaquestes situa
ions el problema es resol mitjançant equa
ions diferen
ials en derivadespar
ials.Originalment, Lapla
e (1749-1827) va ser el primer en fer ús de la transformada integral�que ara porta el seu nom� en els seus treballs sobre me
àni
a 
elest. Va ser, però,Heaviside (1850-1925) qui posteriorment realitzà el seu desenvolupament.La transformada de Lapla
e no té una interpreta
ió físi
a immediata, 
om és el 
as dela transformada de Fourier, que es pot rela
ionar, per exemple, amb l'espe
tre o el patróde difra

ió de fenòmens de naturalesa ondulatòria, sinó que 
al d'ajustar-se al seu propiàmbit formal.És una transforma
ió lineal que permet transformar una equa
ió diferen
ial,andnydtn + ::: + a1dydt + a0y = f(t)juntament amb unes 
ondi
ions ini
ials adequades, per exemple, y(0) = y0(0) = ::: =y(n�1)(0) = 0, en una equa
ió algebrai
a de la forma(ansn + :::+ a1s+ a0)Y (s) = F (s)Així, la seva utilitza
ió pot 
omparar-se a l'ús de logaritmes, que permet, per exemple,reduir el problema de 
al
ular el produ
te de dos nombres al problema més senzill de1



sumar dos logaritmes. Tant en un 
as 
om en l'altre, s'ha d'efe
tuar prèviament unatransforma
ió i posteriorment la inversió de la transforma
ió.La transformada de Lapla
e també es pot apli
ar a un sistema de vàries equa
ionsdiferen
ials lineals simultànies per a transformar-lo en un sistema lineal de vàries equa
ionsalgebraiques simultànies. En altres 
asos, el mètode es pot utilitzar per a resoldre unaequa
ió diferen
ial lineal amb 
oe�
ients no 
onstants per a transformar-la en una demenor ordre, eventualment de més fà
il resolu
ió. I, quan s'apli
a a equa
ions diferen
ialsen derivades par
ials, les 
onverteix en equa
ions diferen
ials ordinàries.A 
ontinua
ió veurem les de�ni
ions i propietats bàsiques que permetran resoldre elsproblemes més elementals que s'han 
omentat.



La transforma
ió de Lapla
eComen
em de�nint formalment la transformada de Lapla
e.De�ni
ió 1 Sigui f una fun
ió real de�nida per a 0 � t <1, la transformada de Lapla
ede f(t), que designarem per L ff(t)g o per F (s), és la fun
ió de la variable real sF (s) � L ff(t)g � Z 10 e�stf(t) dt (1)on Z 10 e�stf(t) dt = limA!1Z A0 e�stf(t) dtEn realitat, per a ser rigorosos, el límit inferior de la integral s'hauria d'avaluar en 0+,és a dir, en un valor positiu jhj, quan h ! 0, però en la prà
ti
a i en el que segueix, hoes
riurem simplement 
om a 0.Exemple 1 Obtenir la transformada de Lapla
e de la fun
ió f(t) = 1.Solu
ió. A partir de l'equa
ió (1)L ff(t)g = limA!1Z A0 e�stf(t) dt = limA!1 1� e�sAs= ( 1s ; s > 01 ; s � 0 XExemple 2 Obtenir la transformada de Lapla
e de la fun
ió f(t) = e�t.Solu
ió. De l'equa
ió (1)L �e�t	 = limA!1Z A0 e�ste�t dt = limA!1 e(��s)A � 1�� s= ( 1s� � ; s > �1 ; s � � XExemple 3 Obtenir la transformada de Lapla
e de la fun
ió f(t) = 
os!t, g(t) = sin!t.3



4 Equa
ions diferen
ialsSolu
ió. De l'equa
ió (1) es téL f
os!tg = Z 10 e�st 
os!t dt i L fsin!tg = Z 10 e�st sin!t dtObservem, a més, queL f
os!tg+ iL fsin!tg = Z 10 e�ste�i!t dt = limA!1Z A0 e(i!�s)t dt= limA!1 e(i!�s)A � 1i! � s= 8><>: 1s� i! = s+ i!s2 + !2 ; s > 0no de�nit ; s � 0En igualar les parts reals i imaginàries d'aquesta equa
ió es téL f
os!tg = ss2 + !2 ; L fsin!tg = !s2 + !2 ; s > 0 XL'equa
ió (1) asso
ia a 
ada fun
ió f(t) amb una nova fun
ió F (s). Tal i 
om suggereixla nota
ió L ff(t)g, la transformada de Lapla
e és un operador que a
tua sobre fun
ions.A més, es tra
ta d'un operador lineal:Propietat 1 (Linealitat) L faf(t) + bg(t)g = aL ff(t)g+ bL fg(t)g.Demostra
ió. Per de�ni
ió,L faf(t) + bg(t)g = Z 10 e�st�af(t) + bg(t)� dt= a Z 10 e�stf(t) dt+ b Z 10 e�stg(t) dt= aL ff(t)g+ bL fg(t)g 2Observa
ió. Una di�
ultat a tenir en 
ompte de la De�ni
ió 1 és que la integralpodria no existir per a algun valor de s. Això su

eeix per exemple en el 
as de f(t) = et2 .Per a garantir que la transformada de Lapla
e de f(t) existeixi almenys en un intervals > s0, s'exigeixen a f(t) les següents 
ondi
ions:a) La fun
ió f(t) és 
ontínua per se

ions. Això signi�
a que f(t) té 
om a moltun número �nit de dis
ontinuïtats en tot interval 0 � t � t0, i tant el límit perl'esquerra 
om per la dreta de f existeixen en tots els punts de dis
ontinuïtat. Ditd'altra manera, f(t) té tan sols un número �nit de dis
ontinuïtats �de salt� en totinterval �nit. En la Figura 1 es representa la grà�
a d'una típi
a fun
ió 
ontínuaper se

ions, o 
ontínua a trossos.b) La fun
ió f(t) és d'ordre exponen
ial, és a dir que existeixen 
onstants M i 
 talsque jf(t)j �Me
t; 0 � t <1



La transformada de Lapla
e 5f(t)
ta bf1 f2 f3

Figura 1: Grà�
a d'una fun
ió 
ontínua per se

ions.Lema 1 Sigui f(t) una fun
ió 
ontínua per se

ions i d'ordre exponen
ial, llavors la sevatransformada de Lapla
e existeix per a tot s su�
ientment gran. En parti
ular, si f(t) és
ontínua per se

ions i jf(t)j �Me
t, llavors F (s) existeix per a s > 
.Les fun
ions que 
ompleixen això s'anomenen �fun
ions admissibles�. La demostra
ió delLema 1 es farà amb l'ajuda del següent lema del 
àl
ul integral, que s'anun
ia a 
ontinua
ióperò no es demostra.Lema 2 Sigui g(t) una fun
ió 
ontínua per se

ions. Llavors la integral impròpia R10 g(t) dtexisteix si R10 jg(t)j dt existeix. Per a demostrar que aquesta última integral existeix,només 
al provar que hi ha una 
onstant K tal queZ A0 jg(t)j dt � Kper a tot A.Demostra
ió (Lema 1). Ja que f(t) és 
ontínua per se

ions, llavors la integralR A0 e�stf(t) dt existeix per a tot A. Per tal de demostrar que la integral té un límitper a tot s su�
ientment gran, observem queZ A0 ��e�stf(t)�� dt � M Z A0 e�ste
t dt= M
 � s �e(
�s)A � 1� � Ms� 
per a s > 
. Llavors, basant-nos en el Lema 2, es té que la transformada de Lapla
e def(t) existeix per a s > 
. Així don
s, a partir d'ara suposarem que jf(t)j �Me
t i s > 
.2 La utilitat real de la transformada de Lapla
e per a resoldre equa
ions diferen
ialsre
au en el fet que la transformada de Lapla
e de f 0(t) està molt rela
ionada amb latransformada de f(t). Aquest és el 
ontingut del següent lema.Lema 3 (Deriva
ió) Sigui F (s) = L ff(t)g. LlavorsL ff 0(t)g = sL ff(t)g � f(0) = sF (s)� f(0) (2)



6 Equa
ions diferen
ialsDemostra
ió. Només 
al es
riure la fórmula per a la transformada de Lapla
e de f 0(t),i integrar per parts. Així es téL ff 0(t)g = limA!1Z A0 e�stf 0(t) dt= limA!1 e�stf(t)���A0 + limA!1 s Z A0 e�stf(t) dt= �f(0) + limA!1 s Z A0 e�stf(t) dt= sF (s)� f(0) 2El següent pas es trobar una rela
ió entre la transformada de Lapla
e de f 00(t) i la def 0(t), 
osa que no és més que una 
onseqüèn
ia del Lema 3.Corol�lari 1 Sigui F (s) = L ff(t)g. LlavorsL ff 00(t)g = s2F (s)� sf(0)� f 0(0) (3)Demostra
ió. Apli
ant dues vegades el Lema 3 trobem queL ff 00(t)g = sL ff 0(t)g � f 0(0)= s�sF (s)� f(0)�� f 0(0)= s2F (s)� sf(0)� f 0(0) 2Arribat aquest punt, ja tenim els elements ne
essaris per a passar a resoldre un pro-blema de valor ini
ialad2ydt2 + bdydt + 
y = f(t); y(0) = y0; y0(0) = y00 (4)a partir de resoldre una equa
ió algebrai
a. Siguin Y (s) i F (s) les transformades deLapla
e de y(t) i f(t) respe
tivament. Apli
ant l'operador de transforma
ió a ambdós
ostats de l'equa
ió diferen
ial s'obtéL fay00(t) + by0(t) + 
y(t)g = F (s)Tenint en 
ompte la linealitat de l'operador de transforma
ió s'obtéL fay00(t) + by0(t) + 
y(t)g = aL fy00(t)g+ bL fy0(t)g+ 
L fy(t)gi d'a
ord amb el Lema 3 i el Corol�lari 1, es té queL fy0(t)g = sY (s)� y0 ; L fy00(t)g = s2Y (s)� sy0 � y00Per tant, a �s2Y (s)� sy0 � y00�+ b(sY (s)� y0) + 
Y (s) = F (s)



La transformada de Lapla
e 7Aquesta equa
ió algebrai
a impli
a queY (s) = (as + b)y0as2 + bs+ 
 + ay00as2 + bs + 
 + F (s)as2 + bs+ 
 (5)L'equa
ió (5) des
riu la transformada de Lapla
e de la solu
ió y(t) del problema devalors ini
ials (4). Per a avaluar y(t) és ne
essari 
onsultar les taules d'antitransformadesde Lapla
e. Ara bé, així 
om Y (s) s'expressa explí
itament en termes de y(t), és a dirY (s) = R10 e�sty(t) dt, també seria possible donar una fórmula explí
ita per a y(t). No ob-stant això, aquesta fórmula, que s'es
riu simbòli
ament 
om y(t) = L �1 fY (s)g, impli
auna integra
ió respe
te d'una variable 
omplexa, 
osa que va més enllà del tema tra
taten aquests apunts. Per això, en llo
 d'apli
ar la fórmula, es deduiran en la següent se

ióalgunes propietats fun
ionals de l'operador transformada de Lapla
e. Les propietats per-metran invertir per simple inspe

ió moltes transformades de Lapla
e, és a dir, permetranre
onèixer de quines fun
ions són transformades.Exemple 4 Resoldre el problema de valor ini
ialy00 � 3y0 + 2y = e3t; y(0) = 1; y0(0) = 0Solu
ió. Sigui Y (s) = L fy(t)g. Apli
ant la transformada de Lapla
e a ambdós membresde l'equa
ió diferen
ial s'obtés2Y (s)� s� 3�sY (s)� 1�+ 2Y (s) = 1s� 3i això impli
a que Y (s) = 1(s� 3) (s2 � 3s+ 2) + s� 3s2 � 3s+ 2= 1(s� 1)(s� 2)(s� 3) + s� 3(s� 1)(s� 2) :Per a trobar y(t), es desenvolupa en fra

ions simples 
ada un dels termes del segonmembre, i s'obté 1(s� 1)(s� 2)(s� 3) = As� 1 + Bs� 2 + Cs� 3Això impli
a queA(s� 2)(s� 3) +B(s� 1)(s� 3) + C(s� 1)(s� 2) = 1En fer s = 1 s'obté A = 12 , fent s = 2 s'obté B = �1, i amb s = 3 s'obté C = 12 . Per tant,1(s� 1)(s� 2)(s� 3) = 12 1s� 1 � 1s� 2 + 12 1s� 3De manera similar, s� 3(s� 1)(s� 2) = Ds� 1 + Es� 2i d'aquí D(s� 2) + E(s� 1) = s� 3



8 Equa
ions diferen
ialsAra, fent s = 1 s'obté D = 2, mentre que amb s = 2 s'obté E = �1. Per tant,Y (s) = 12 1s� 1 � 1s� 2 + 12 1s� 3 + 2s� 1 � 1s� 2= 52 1s� 1 � 2s� 2 + 12 1s� 3El primer terme és la transformada de Lapla
e de 52et. De manera similar, el segon i elter
er terme són les transformades de �2e2t i 12e3t, respe
tivament. Conseqüentment,Y (s) = L �52et � 2e2t + 12e3t� =) y(t) = 52et � 2e2t + 12e3t XObserva
ió. En realitat existeix una in�nitat de fun
ions amb idènti
a transformadade Lapla
e . Per exemple, la transformada de Lapla
e de les fun
ionsz(t) = ( 52et � 2e2t + 12e3t si t 6= 1; 2; 30 si t = 1; 2; 3és també Y (s), ja que z(t) difereix de y(t) tan sols en tres punts2. No obstant, només hiha una fun
ió 
ontínua y(t) que té per transformada de Lapla
e una fun
ió donada Y (s),i és en aquest sentit que s'es
riu y(t) = L �1 fY (s)g.Propietats bàsiquesEn aquesta se

ió s'obtindran algunes propietats importants de les transformades deLapla
e. Utilitzant aquestes propietats serà possible 
al
ular la transformada de la majo-ria de les fun
ions sense haver de realitzar integra
ions pesades. A més, es podran invertirmoltes transformades per simple inspe

ió.Propietat 2 (Multipli
a
ió per t) Si L ff(t)g = F (s), llavorsL f�tf(t)g = ddsF (s) (6)Demostra
ió. Per de�ni
ió, F (s) = R10 f(t) dt. En derivar ambdós 
ostats de l'equa
iórespe
te de s, s'obtéddsF (s) = dds Z 10 e�stf(t) dt= Z 10 ��s �e�st� f(t) dt = Z 10 �te�stf(t) dt= L f�tf(t)g 2La Propietat 2 estableix que la transformada de Lapla
e de la fun
ió �tf(t) és laderivada de la transformada de Lapla
e de f(t). Així don
s, si es 
oneix la transformadaF (s) de f(t), llavors ja no és ne
essari realitzar una integra
ió pesada per a trobar latransformada de tf(t).2Si f(t) = g(t), ex
epte en un número �nit de punts, llavors R ba f(t) dt = R ba g(t) dt



La transformada de Lapla
e 9Exemple 5 Obtenir la transformada de Lapla
e de tet.Solu
ió. La transformada de et és 1s� 1 . Per tant, per la Propietat 2, la transformada deLapla
e de tet és L �tet	 = � dds 1s� 1 = 1(s� 1)2 XExemple 6 Obtenir la transformada de Lapla
e de tn.Solu
ió. Utilitzant n vegades 
onse
utives la Propietat 2 s'obtéL ftng = (�1)n dndsnL f1g = (�1)n dndsn 1s = n!sn+1 XLa utilitat prin
ipal de la Propietat 2 és invertir transformades, 
om es mostra en elssegüents exemples.Exemple 7 Quina fun
ió té per transformada de Lapla
e �1(s� 2)2?Solu
ió. Primerament observem que� 1(s� 2)2 = dds 1s� 2 i 1s� 2 = L �e2t	Per tant, per la Propietat 2 es té queL �1�� 1(s� 2)2� = �te2t XExemple 8 Quina fun
ió té per transformada de Lapla
e �4s(s2 + 4)2?Solu
ió. Observem que� 4s(s2 + 4)2 = dds 2s2 + 4 i 2s2 + 4 = L fsin 2tgPer tant, per la Propietat 2 es té queL �1�� 4s(s2 + 4)2� = �t sin 2t XExemple 9 Quina fun
ió té per transformada de Lapla
e 1(s� 4)3?



10 Equa
ions diferen
ialsSolu
ió. Podem re
onèixer fà
ilment que1(s� 4)3 = d2ds2 12 1s� 4Per tant, apli
ant la Propietat 2 dues vegades trobem que1(s� 4)3 = L �12t2e4t� XPropietat 3 (Multipli
a
ió per e�t) Si F (s) = L ff(t)g, llavorsL �e�tf(t)	 = F (s� �) (7)Demostra
ió. Per de�ni
ióL �e�tf(t)	 = Z 10 e�ste�tf(t) dt = Z 10 e(��s)tf(t) dt= Z 10 e�(s��)tf(t) dt � F (s� �) 2La Propietat 3 estableix que la transformada de Lapla
e de e�tf(t) avaluada en el punts és igual a la transformada de f(t) en el punt (s � �). D'aquesta manera, si es 
oneixla transformada F (s) de f(t), llavors no és ne
essari 
al
ular la integral per a trobar latransformada de Lapla
e de e�tf(t), només 
al substituir s per s� � en F (s).Exemple 10 Determinar la transformada de Lapla
e de la fun
ió e3t sin t.Solu
ió. La transformada de sin t és 1= (s2 + 1). Per tant, per a obtenir la transformadade Lapla
e de e3t sin t, només 
al substituir s per s� 3, és a dirL �e3t sin t	 = 1(s� 3)2 + 1 XLa utilitat real de la Propietat 3 es veu 
larament en invertir les transformades deLapla
e, tal i 
om ho mostren els següents exemples.Exemple 11 Quina fun
ió g(t) té la següent transformada de Lapla
e ?G(s) = s� 725 + (s� 7)2Solu
ió. Observem que F (s) = ss2 + 52 = L f
os 5tgi que G(s) s'obté de F (s) quan substituim s per s� 7. Per tant, per la Propietat 3,s� 7(s� 7)2 + 25 = L �e7t 
os 5t	 X



La transformada de Lapla
e 11Exemple 12 Quina fun
ió té per transformada de Lapla
e 1s2 � 4s+ 9?Solu
ió. Una manera de resoldre el problema és desenvolupar 1= (s2 � 4s+ 9) en fra

ionssimples. Però una manera molt millor de resoldre'l és 
ompletant s2� 4s+9 en quadratsperfe
tes, de manera que1s2 � 4s+ 9 = 1s2 � 4s+ 4 + (9� 4) = 1(s� 2)2 + 5També tenim que 1s2 + 5 = L � 1p5 sinp5t�Per tant, per la Propietat 3 tenim que1s2 � 4s+ 9 = 1(s� 2)2 + 5 = L � 1p5e2t sinp5t� XExemple 13 Quina fun
ió té per transformada de Lapla
e ss2 � 4s+ 9?Solu
ió. Observem que ss2 � 4s+ 9 = s� 2(s� 2)2 + 5 + 2(s� 2)2 + 5La fun
ió s=(s2 + 5) és la transformada de Lapla
e de 
osp5t. Per tant, per la Propietat3 es té que s� 2(s� 2)2 + 5 = L ne2t 
osp5toi ss2 � 4s+ 9 = L �e2t 
osp5t+ 2p5e2t sinp5t� XCom hem vist anteriorment, la transformada de Lapla
e és un operador lineal, és adir, L f
1f1(t) + 
2f2(t)g = 
1F1(s) + 
2F2(s). Llavors, si es 
oneixen les transformadesF1(s) i F2(s) no és ne
essari realitzar 
ap integra
ió per tal de trobar la transformadade Lapla
e d'una 
ombina
ió lineal de f1(t) i f2(t). Per exemple, dues fun
ions que espresenten amb molta freqüèn
ia en l'estudi d'equa
ions diferen
ials són el 
osinus i el sinushiperbòli
s. Aquestes fun
ions es de�neixen per les equa
ions
osh�t = e�t + e��t2 ; sinh�t = e�t � e��t2Per tant, segons la linealitat de la transformada de Lapla
e, resulta queL f
osh�tg = 12L �e�t	+ 12L �e��t	= 12 � 1s� � + 1s+ �� = ss2 � �2



12 Equa
ions diferen
ialsi L fsinh�tg = 12L �e�t	� 12L �e��t	= 12 � 1s� � � 1s + �� = �s2 � �2Altres propietatsEn aquesta se

ió veurem algunes propietats més de la transformada de Lapla
e queresulten útils a l'hora de resoldre alguns problemes.Propietat 4 (Integra
ió) Sigui L ff(t)g = F (s), llavorsL �Z t0 f(u) du� = F (s)s (8)Demostra
ió. Fent g(t) = R t0 f(u) du es té g0(t) = f(t), g(0) = 0, i per tant, utilitzantla propietat de deriva
ió de la transformada de Lapla
e , es téF (s) = L fg0(t)g = sL fg(t)g = sL �Z t0 f(u) du� 2Propietat 5 (Divisió per t) Si f(t)t és admissible, per la qual 
osa només és ne
essarique existeixi el limt!0 f(t)t , llavorsL �f(t)t � = Z 1s F (u) du (9)Demostra
ió. Fent g(t) = f(t)t , f(t) = tg(t) i utilitzant la Propietat 2 s'obté queZ 1s F (u) du = limA!1Z As F (u) du= limA!1Z As � dduG(u) du= limA!1 �G(s)�G(A)� = G(s) = L �f(t)t � 2Observa
ió. Aquí s'ha utilitzat el fet, que té interès per si mateix, que si una fun
ióf(t) és admissible, la seva transformada de Lapla
e satisfàlims!1F (s) = 0 (10)que és 
onseqüèn
ia immediata de l'a
ota
ió jF (s)j � Ms�
 , vista anteriorment en elLema 1.



La transformada de Lapla
e 13Propietat 6 (Canvi d'es
ala) Sigui a > 0, llavorsL ff(at)g = 1aF � sa� (11)Demostra
ió. Fent a t = u tenimL ff(at)g = Z 10 e�stf(at) dt= Z 10 e� sauf(u)dsa = 1aF �sa� 2Propietat 7 (Fun
ions periòdiques) Si f(t+ T ) = f(t), llavorsL ff(t)g = Z T0 e�stf(t) dt1� e�sT (12)Demostra
ió. Veiem queL ff(t)g = Z 10 e�stf(t) dt = Z T0 e�stf(t) dt+ Z 1T e�stf(t) dti fent t = T + u en l'última integral tenimF (s) = Z T0 e�stf(t) dt+ Z 10 e�s(T+u)f(T + u) du= Z T0 e�stf(t) dt+ e�sT Z 10 e�suf(u) du= Z T0 e�stf(t) dt+ e�sTF (s)d'on sobté F (s) = L ff(t)g = Z T0 e�stf(t) dt1� e�sT 2La Taula 1 mostra les anteriors propietats de la transformada de Lapla
e .



14 Equa
ions diferen
ials
Taula 1: Propietats de la transforma
ió de Lapla
e1. Linealitat L faf(t) + bg(t)g = aL ff(t)g+ bL fg(t)g2. Deriva
ió L ff 0(t)g = sL ff(t)g � f(0) = sF (s)� f(0)L �f (n)(t)	 = snF (s)� sn�1f(0)� � � � � f (n�1)(0)3. Multipli
a
ió per t L ftf(t)g = � ddsF (s)4. Multipli
a
ió per e�t L fe�tf(t)g = F (s� �)5. Integra
ió L �Z t0 f(u) du� = F (s)s6. Divisió per t L �f(t)t � = Z 1s F (u) du7. Canvi d'es
ala L ff(at)g = 1aF �sa�8. Fun
ions periòdiques f(t+ T ) = f(t)L ff(t)g = 11� e�sT Z T0 e�stf(t) dt



La transformada de Lapla
e 15Equa
ions diferen
ials de terme no homogeni dis
ontinuEn moltes apli
a
ions el segon membre de la equa
ió diferen
ial ay00 + by0 + 
y = f(t) téuna o més dis
ontinuïtats de salt. Per exemple, una partí
ula pot trobar-se en movimentsota la in�uèn
ia d'una força f1(t) i, de 
op, en un temps t1, patir els efe
tes d'una forçaaddi
ional f2(t). En la se

ió a
tual es des
riurà 
om tra
tar aquest tipus de problemesmitjançant la transformada de Lapla
e. Per 
omençar, obtindrem les transformades deLapla
e d'algunes fun
ions dis
ontínues senzilles.L'exemple més senzill d'una fun
ió amb una sola dis
ontinuïtat de salt és la fun
ióH
(t) = � 0 ; 0 � t < 
1 ; t � 
 (13)Aquesta fun
ió H
(t), de la qual es motra la grà�
a en la Figura 2, es 
oneix amb elnom de fun
ió esglaó o fun
ió de Heaviside. De vegades també apareix sota les nota
ionsH(t � 
) o u(t � 
), aquesta darrera derivada del mot anglès �up� per des
riure un saltas
endent. La seva transformada de Lapla
e ésL fH
(t)g = Z 10 e�stH
(t) dt = Z 1
 e�st dt= limA!1Z A
 est dt = limA!1 e�
s � e�sAs= e�
ss ; s > 0
t
1

Figura 2: Grà�
a de H
(t)Considerem ara una fun
ió f de�nida en l'interval 0 � t < 1, i sigui g la fun
ió ques'obté de f en traslladar la grà�
a de f 
 unitats 
ap a la dreta, tal i 
om mostra la Figura3. Dit amb més pre
isió, g(t) = 0 per 0 � t < 
, i g(t) = f(t� 
) per t � 
. Una expressióanalíti
a adequada per a g(t) és g(t) = H
(t)f(t� 
)El fa
tor H
(t) fa g igual a zero per a 0 � t < 
, i en 
anviar l'argument t de f per t� 
,f es desplaça 
 unitats 
ap a la dreta. Ja que g(t) s'obté a partir de f de manera senzilla,
aldria esperar que la seva transformada de Lapla
e es pogués obtenir de manera senzillaa partir de la transformada de f(t). A 
ontinua
ió es demostrarà que, efe
tivament, aixòsu

eeix.



16 Equa
ions diferen
ials
t t


f(t) g(t)
Figura 3: f(t) i g(t) = H
(t)f(t� 
).Propietat 8 Sigui F (s) = L ff(t)g. LlavorsL fH
(t)f(t� 
)g = e�
sF (s) (14)Demostra
ió. Per de�ni
ió,L fH
(t)f(t� 
)g = Z 10 e�stH
(t)f(t� 
) dt= Z 1
 e�stf(t� 
) dtPer a resoldre la integral 
onvé fer el 
anvi � = t� 
.Llavors Z 1
 e�stf(t� 
) dt = Z 10 e�s(�+
)f(�) d�= e�
s Z 10 e�s�f(�) d�= e�
sF (s)Per tant, L fH
(t)f(t� 
)g = e�
sL ff(t)g. 2Exemple 14 Quina fun
ió té per transformada de Lapla
e e�ss2 ?Solu
ió. Sabem que 1=s2 és la transformada de la fun
ió t, de manera que per la Propietat8 resulta e�ss2 = L fH1(t)(t� 1)gLa Figura 4 mostra la grà�
a de H1(t)(t� 1). XExemple 15 Quina fun
ió té per transformada de Lapla
e e�3ss2 � 2s� 3 ?Solu
ió. Observem que 1s2 � 2s� 3 = 1s2 � 2s+ 1� 4 = 1(s� 1)2 � 22



La transformada de Lapla
e 17
t1Figura 4: Grà�
a de H1(t)(t� 1).Ja que 1=(s2 � 22) = L �12 sinh 2t	, de la Propietat 3 podem 
on
loure que1(s� 1)2 � 22 = L �12et sinh 2t�i segons la Propietat 8 tenim quee�3ss2 � 2s� 3 = L �12H3(t)et�3 sinh 2(t� 3)� XExemple 16 Sigui f(t) la fun
ió que val t per a 0 � t < 1, i que val 0 per a t � 1.Trobeu la transformada de Lapla
e de f sense realitzar 
ap integra
ió.Solu
ió. Observem primerament que f(t) pot es
riure's de la formaf(t) = t�H0(t)�H1(t)� = t� tH1(t)Per tant, segons la Propietat 2,L ff(t)g = L ftg �L ftH1(t)g= 1s2 + dds e�ss = 1s2 � e�ss � e�ss2 XExemple 17 Resoldre el problema de valor ini
iald2ydt2�3dydt+2y = f(t) = 8<: 1 si 0 � t < 1; 0 si 1 � t < 21 si 2 � t < 3; 0 si 3 � t < 41 si 4 � t < 5; 0 si 5 � t <1 y(0) = 0; y0(0) = 0Solu
ió. Siguin Y (s) = L fy(t)g i F (s) = L ff(t)g. Quan s'apli
a la transformada deLapla
e als dos 
ostats de l'equa
ió diferen
ial s'obté que (s2 � 3s + 2)Y (s) = F (s), demanera que Y (s) = F (s)s2 � 3s+ 2 = F (s)(s� 1)(s� 2)



18 Equa
ions diferen
ialsUna manera de 
al
ular F (s) és es
riure f(t) de la formaf(t) = H0(t)�H1(t) +H2(t)�H3(t) +H4(t)�H5(t)Per tant, basant-nos en la linealitat de la transformada de Lapla
e s'obté queF (s) = 1s � e�ss + e�2ss � e�3ss + e�4ss � e�5ssUn altre mètode per a 
al
ular F (s) és avaluar la integralZ 10 e�stf(t) dt = Z 10 e�st dt+ Z 32 e�st dt+ Z 54 e�st dt= 1� e�ss + e�2s � e�3ss + e�4s � e�5ssCom a 
onseqüèn
ia obtenim queY (s) = 1� e�s + e�2s � e�3s + e�4s � e�5ss(s� 1)(s� 2)El següent pas és desenvolupar 1s(s�1)(s�2) en fra

ions simples, és a dir, de manera ques'es
rigui de la forma 1s(s� 1)(s� 2) = As + Bs� 1 + Cs� 2Això impli
a A(s� 1)(s� 2) +Bs(s� 2) + Cs(s� 1) = 1Fent s = 0 trobem que A = 12 , fent s = 1 trobem que B = �1, i fent s = 2 s'obté queC = 12 . Així don
s, 1s(s� 1)(s� 2) = 12 1s � 1s� 1 + 12 1s� 2= L �12 � et + 12e2t�Per tant, a partir de la Propietat 8,y(t) = �12 � et + 12e2t��H1(t) �12 � e(t�1) + 12e2(t�1)�+H2(t) �12 � e(t�2) + 12e2(t�2)��H3(t) �12 � e(t�3) + 12e2(t�3)�+H4(t) �12 � e(t�4) + 12e2(t�4)��H5(t) �12 � e(t�5) + 12e2(t�5)�Observa
ió. Pot veri�
ar-se fà
ilment que la fun
ió12 � e(t�n) + 12e2(t�n)



La transformada de Lapla
e 19i les seves derivades s'anul�len en t = n. Per això, tant y(t) 
om y0(t) són fun
ions 
ontínuesen el temps, tot i ser f(t) dis
ontínua en t = 1; 2; 3; 4 i 5.De forma més general, 
om la integral d'una fun
ió de Heaviside és 
ontínua, tant lasolu
ió y(t) del problema de valor ini
iald2ydt2 + pdydt + qy = f(t); y(t0) = y0; y0(t0) = y00
om la seva derivada y0(t) són sempre fun
ions 
ontínues en el temps, si f(t) és 
ontínuaa trossos. XDelta de Dira
En moltes apli
a
ions físiques i d'enginyeria apareix sovint el problema de valor ini
iald2ydt2 + pdydt + qy = f(t); y(0) = y0; y0(0) = y00 (15)on f(t) no es 
oneix explí
itament. Aquests problemes es presenten generalment quan estreballa amb fenòmens de naturalesa impulsiva. En aquests 
asos, l'úni
a informa
ió quees té de f(t) és que és igual a zero, ex
epte en un interval de temps molt 
urt t0 � t � t1,i que la integral sobre aquest interval és un 
ert número I0 6= 0. Si I0 no és molt petit,llavors f(t) serà molt gran en l'interval t0 � t � t1. Aquestes fun
ions es 
oneixen amb elnom de fun
ions d'impuls. En la Figura 5 es mostra la grà�
a d'un impuls f(t) típi
.
t

f(t)
t0 t1Figura 5: Grà�
a d'una fun
ió d'impuls f(t).A prin
ipis de la dè
ada de 1930, Dira
, guanyador d'un premi Nobel per treballsrela
ionats amb la me
àni
a quànti
a, va elaborar un mètode força 
ontrovertit per atreballar amb fun
ions d'impuls. El seu mètode es basa en el següent raonament: Siguit1 
ada 
op més proper a t0. Llavors la fun
ió f(t)=I0 tendeix a la fun
ió que és 0 per at 6= t0 i a 1 per a t = t0. A més, la seva integral sobre qualsevol interval que 
ontignui t0val 1. Aquesta fun
ió es 
oneix amb el nom de fun
ió delta de Dira
, tot i que no és unafun
ió en el sentit habitual �ja Dira
 la va quali�
ar de fun
ió �impròpia��, i es denotaper Æ(t � t0), o per Æt0(t). No obstant, pot operar-se formalment amb Æ(t� t0) 
om si estra
tés d'una fun
ió més.



20 Equa
ions diferen
ialsFormalment es pot de�nir Æ(t � t0) d'una manera força genèri
a, imposant que per auna fun
ió qualsevol g(t), es veri�quiZ ba g(t) Æ(t� t0) dt = � g(t0) ; a � t0 � b0 ; altrament (16)En parti
ular, prenent g(t) = 1 obtenim la següent propietat que 
orrespon a lade�ni
ió donada originalment per a una fun
ió d'impuls,Æ(t� t0) = 0 si t 6= t0R ba Æ(t� t0) dt = 1 si a � t0 � bÉs interessant posar de manifest la rela
ió que hi ha entre la delta de Dira
 i la fun
ió deHeaviside.Propietat 9 (Derivada de la fun
ió esglaó) Per a tot 
 � 0 es veri�
aZ t0 Æ(u� 
) du = H
(t) (17)Aquest resultat és una 
onseqüèn
ia immediata de la de�ni
ió. De vegades aquestarela
ió s'es
riu, per analogia amb les fun
ions ordinàries, 
omÆ(t� 
) = ddtH
(t) (18)volent signi�
ar que �la derivada de la fun
ió esglaó és un impuls�. Ara bé, 
om s'had'entendre la rela
ió anterior, si, de fet, la fun
ió esglaó H
(t) no té derivada a t = 
?La manera 
orre
ta d'interpretar aquesta rela
ió seria pensar que les derivades d'una se-qüèn
ia de fun
ions diferen
iables, que en el límit tendeixen a H
(t), 
onstitueixen unaseqüèn
ia apropiada per a de�nir Æ(t� 
).Observa
ió. Ara podem veure que tota solu
ió y(t) de l'equa
ió diferen
iald2ydt2 + pdydt + qy = I � Æ(t� 
) (19)és una fun
ió 
ontínua en el temps. Si integrem l'equa
ió, tenint en 
ompte l'expressió 17,resulta que y0(t) és dis
ontínua a la manera de H
(t). Com la seva integral és una fun
ió
ontínua, llavors y(t) serà una fun
ió 
ontínua. Dit amb un exemple, si y(t) és la solu
ióde l'equa
ió del moviment d'una partí
ula que rep un impuls en el temps t = 
, aquestapartí
ula no realitza el �
anvi de llo
 instantani�, sinó que segueix una traje
tòria 
ontínua.Per a resoldre el problema de valor ini
ial que mostra l'equa
ió (15) pel mètode de latransformada de Lapla
e, només 
al saber quina és la transformada de Lapla
e de Æ(t�t0).Això ho podem obtenir dire
tament de l'equa
ió (16)L fÆ(t� t0)g � Z 10 e�stÆ(t� t0) dt = e�st0 ; t0 � 0



La transformada de Lapla
e 21Exemple 18 Trobar la solu
ió del problema de valor ini
iald2ydt2 � 4dydt + 4y = 3 Æ(t� 1) + Æ(t� 2); y(0) = 1; y0(0) = 1Solu
ió. Sigui Y (s) = L fy(t)g. Quan apliquem la transformada de Lapla
e als dos
ostats de l'equa
ió diferen
ial, obtenim ques2Y (s)� s� 1� 4(sY (s)� 1) + 4Y (s) = 3e�s + e�2so el que és el mateix, (s2 � 4s+ 4)Y (s) = s� 3 + 3e�s + e�2sPer tant tenim que Y (s) = s� 3(s� 2)2 + 3e�s(s� 2)2 + e�2s(s� 2)2Observem ara que 1=(s� 2)2 = L fte2tg. Llavors,s� 3(s� 2)2 + e�2s(s� 2)2 = L �3H1(t)(t� 1)e2(t�1) +H2(t)(t� 2)e2(t�2)	Per tal d'invertir el primer terme de Y (s) observem ques� 3(s� 2)2 = s� 2(s� 2)2 � 1(s� 2)2 = L �e2t	�L �te2t	Així don
s, y(t) = (1� t)e2t + 3H1(t)(t� 1)e2(t�1) +H2(t)(t� 2)e2(t�2)Resulta il�lustratiu resoldre aquest problema per la via llarga, és a dir, trobar y(t), perseparat, en 
adas
un dels intervals 0 � t < 1, 1 � t < 2 i 2 � t <1. Per 0 � t < 1 tenimque y(t) satisfà el problema de valor ini
iald2ydt2 � 4dydt + 4y = 0; y(0) = 1; y0(0) = 1L'equa
ió 
ara
terísti
a d'aquesta equa
ió diferen
ial és r2� 4r+ 4 = 0, que té per arrelsr1 = r2 = 2. Per tant, qualsevol solu
ió y(t) ha de ser de la forma y(t) = (a1 + a2t)e2t.Les 
onstants a1 i a2 es determinen a partir de les 
ondi
ions ini
ials1 = y(0) = a1 i 1 = y0(0) = 2a1 + a2Per tant, a1 = 1, a2 = �1 i y(t) = (1� t)e2t per a 0 � t < 1. Ara y(1) = 0 i y0(1) = �e2.En l'instant t = 1 la derivada de y(t) s'in
rementa sobtadament en 3 unitats. Per tant,per a 1 � t < 2 es té que y(t) satisfà el problema de valor ini
iald2ydt2 � 4dydt + 4y = 0 y(1) = 0 y0(1) = 3� e2



22 Equa
ions diferen
ialsJa que les 
ondi
ions ini
ials ens vénen donades en t = 1, la solu
ió s'es
riurà de la formay(t) = �b1+ b2(t�1)�e2(t�1). Les 
onstants b1 i b2 es determinen a partir de les 
ondi
ionsini
ials 1 = y(1) = b1 i 3� e2 = y0(1) = 2b1 + b2Així don
s, b1 = 0, b2 = 3� e2 i y(t) = (3� e2)(t� 1)e2(t�1), on 1 � t < 2. Ara tenim quey(2) = (3� e2)e2 i y0(2) = 3(3� e2)e2. En l'instant t = 2, la derivada de y(t) s'in
rementasobtadament en 1 unitat. Conseqüentment, per a 2 � t < 1 tenim que y(t) satisfà elproblema de valor ini
iald2ydt2 � 4dydt + 4y = 0 y(2) = e2(3� e2) y0(2) = 1 + 3e2(3� e2)Per tant, y(t) = �
1 + 
2(t� 2)�e2(t�2). Les 
onstants 
1 i 
2 es determinen a partir de lesequa
ions e2(3� e2) = 
1 i 1 + 3e2(3� e2) = 2
1 + 
2Així tenim que
1 = e2(3� e2); 
2 = 1 + 3e2(3� e2)� 2e2(3� e2) = 1 + e2(3� e2)i y(t) = �e2(3� e2) + �e2(3� e2)�(t� 2)� e2(t�2) ; t � 2 XSeria interessant veri�
ar que, efe
tivament, aquesta expressió 
oin
ideix amb la ques'ha obtingut anteriorment mitjançant el mètode de la transformada de Lapla
e. A dife-rèn
ia del que su

eïa en l'Exemple 17, on el resultat era una fun
ió 
ontínua amb derivada
ontínua, ara es pot 
omprovar que la solu
ió obtinguda en l'Exemple 18 també és 
on-tínua, però, en 
anvi, la seva derivada no ho és. Es veu fà
ilment que la fun
ió (t�n)e2(t�n)és nul�la en t = n, però no ho és la seva derivada.Integral de 
onvolu
ióConsiderem el problema de valor ini
iald2ydt2 + pdydt + qy = f(t); y(0) = 0; y0(0) = 0 (20)Sigui Y (s) = L fy(t)g i F (s) = L ff(t)g. Apliquem la transformada de Lapla
e als dos
ostats de l'equa
ió i obtenim (s2 + ps+ q)Y (s) = F (s)que impli
a Y (s) = F (s)s2 + ps + qFixem-nos ara només en la partH(s) = 1s2 + ps+ q (21)



La transformada de Lapla
e 23Si la seva transformada inversa es denota perh(t) = L �1 fH(s)g (22)aquesta fun
ió pot ser interpretada 
om la solu
ió de l'equa
ió homogènia, amb f(t) = 0,amb unes 
ondi
ions ini
ials no homogènies h(0) = 0, h0(0) = 1. Aquesta solu
ió s'enténhabitualment 
om la resposta natural del sistema, don
s és el resultat d'una mínimapertorba
ió de les 
ondi
ions d'equilibri del sistema, sense estímuls externs.Similarment, la fun
ió h(t) també es pot interpretar 
om la la solu
ió de l'equa
iódiferen
ial on la part no homogènia s'ha substituït per un impuls a l'origen, f(t) = Æ(t),i que satisfà les 
ondi
ions ini
ials homogènies h(0) = 0, h0(0) = 0. Re
ordem queL fÆ(t)g = 1. Per aquest motiu h(t) també s'anomena resposta impulsional.Ara interpretarem la solu
ió parti
ular y(t) de l'equa
ió 
ompleta. Mitjançant lesrespe
tives transformades, podem posar y(t) en fun
ió de h(t) i f(t),L fy(t)g = L ff(t)g �L fh(t)g = F (s) �H(s)A H(s) se la denomina fun
ió de transferèn
ia. Resulta natural preguntar-se si existeixun rela
ió senzilla i dire
ta entre aquestes fun
ions. Lògi
ament seria més fà
il si y(t)fos el produ
te de f(t) i h(t), però òbviament això no su

eeix. No obstant, existeix unamanera de 
ombinar dues fun
ions f i g per tal de formar una nova fun
ió f � g que éssemblant a la multipli
a
ió i 
ompleix queL f(f � g)(t)g = L ff(t)g �L fg(t)gAquesta 
ombina
ió de f i g apareix amb freqüèn
ia en moltes apli
a
ions i es 
oneix per
onvolu
ió de f amb g.De�ni
ió 2 La 
onvolu
ió (f � g)(t) de f amb g es de�neix per mitjà de l'equa
ió(f � g)(t) = Z t0 f(t� u)g(u) du (23)Observa
ió. Els límits entre 0 i t de la integral de 
onvolu
ió van asso
iats al fet queaquestes fun
ions estan de�nides per a t 2 [0;1). Si el seu domini fos (�1;1), llavorsla integral de 
onvolu
ió tindria límits entre �1 i 1.Per exemple, si f(t) = sin 2t i g(t) = et2 , llavors(f � g)(t) = Z t0 sin 2(t� u)eu2 duL'operador de 
onvolu
ió satisfà les propietats següents.Propietat 1 L'operador 
onvolu
ió 
ompleix la llei 
ommutativa de la multipli
a
ió, ésa dir, (f � g)(t) = (g � f)(t).Demostra
ió. Per de�ni
ió tenim que(f � g)(t) = Z t0 f(t� u)g(u) du



24 Equa
ions diferen
ialsFent el 
anvi t� u = � en la integral obtenim que(f � g)(t) = � Z 0t f(�)g(t� �) d�= Z t0 g(t� �)f(�) d� � (g � f)(t) 2És igualment fà
il 
omprovar les següents propietats:Propietat 2 L'operador 
onvolu
ió 
ompleix la llei distributiva de la multipli
a
ió, és adir, f � (g + h) = f � g + f � hPropietat 3 L'operador 
onvolu
ió 
ompleix la llei asso
iativa de la multipli
a
ió, és adir, (f � g) � h = f � (g � h).Propietat 4 La 
onvolu
ió de qualsevol fun
ió f amb la fun
ió zero és igual a zero.D'altra banda, l'operador 
onvolu
ió es distingeix de l'operador multipli
a
ió en quef � 1 6= f i f � f 6= f 2. De fet, la 
onvolu
ió d'una fun
ió f amb ella mateixa pot in
lússer negativa.Exemple 19 Cal
ular la 
onvolu
ió de f(t) = t2 amb g(t) = 1.Solu
ió. A partir de la Propietat 1 tenim que(f � g)(t) = (g � t)(t) = Z t0 1 � u2 du = t33 XExemple 20 Cal
ular la 
onvolu
ió de f(t) = 
os t amb ella mateixa i demostrar que nosempre és positiva.Solu
ió. Per de�ni
ió tenim que(f � f)(t) = Z t0 
os(t� u) 
os u du= Z t0 (
os t 
os2 u+ sin t sinu 
osu) du= 
os t Z t0 1 + 
os 2u2 du+ sin t Z t0 sin u 
osu du= 
os t� t2 + sin 2t4 �+ sin3 t2= t 
os t+ sin t 
os2 t + sin3 t2= t 
os t+ sin t(
os2 t+ sin2 t)2= t 
os t+ sin t2 :
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ió és 
larament negativa per a(2n+ 1)� � t � (2n+ 1)� + �2 ; n = 0; 1; 2 : : : XA 
ontinua
ió es demostrarà que la transformada de Lapla
e de f � g és el produ
tede la transformada de Lapla
e de f i la transformada de Lapla
e de g.Teorema 1 L f(f � g)(t)g = L ff(t)g �L fg(t)g (24)Demostra
ió. Per de�ni
ió tenim queL f(f � g)(t)g = Z 10 e�st �Z t0 f(t� u)g(u) du� dtAquesta integral iterativa és igual a la integral dobleZZR e�stf(t� u)g(u) du dton R és la regió triangular des
rita en la Figura 6. Integrant primer respe
te t, enllo
 deu
tu = tR

Figura 6: Àrea sota la fun
ió u = t.u, s'obté L f(f � g)(t)g = Z 10 g(u) �Z 1u e�stf(t� u) dt� duEn fer t� u = � trobem queZ 1u e�stf(t� u) dt = Z 10 e�s(u+�)f(�) d�Per tant, es 
ompleix queL f(f � g)(t)g = Z 10 g(u) �Z 10 e�stes�f(�) d�� du= �Z 10 g(u)e�su du��Z 10 e�s�f(�) d��� L ff(t)g �L fg(t)g 2



26 Equa
ions diferen
ialsExemple 21 Trobar la transformada de Lapla
e inversa de la fun
ióas2(s2 + a2)Solu
ió. Observem que 1s2 = L ftg i as2 + a2 = L fsin atgPer tant, pel Teorema 1 sabem queL �1� as2(s2 + a2)� = Z t0 (t� u) sinau du= at� sin ata2 XExemple 22 Trobar la transformada de Lapla
e inversa de la fun
ió1s(s2 + 2s+ 2)Solu
ió. Observem que1s = L f1g i 1s2 + 2s+ 2 = 1(s+ 1)2 + 1 = L �e�t sin t	Per tant, pel Teorema 1L �1� 1s(s2 + 2s+ 2)� = Z t0 e�u sinu du= 12�1� e�t(
os t + sin t)� XObserva
ió. Ara podem donar resposta al problema que es plantejava en l'equa
ió20. Sigui h(t) la solu
ió de l'equa
ió y00 + py0 + qy = 0, que satisfà les 
ondi
ions ini
ialsh(0) = 0 i h0(0) = 1. Llavorsy(t) = f(t) � h(t) = Z t0 f(t� u) h(u) du (25)és la solu
ió parti
ular de l'equa
ió y00+ py0+ qy = f(t), que satisfà les 
ondi
ions ini
ialsy(0) = y0(0) = 0. Freqüentment, l'equa
ió (25) és força més fà
il d'utilitzar que el mètodede varia
ió de paràmetres. La generalitza
ió a unes 
ondi
ions ini
ials qualsevols és bensenzilla a partir de l'equa
ió 5.
La Taula 2 mostra les transformades de Lapla
e de les fun
ions més usuals.
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Taula 2: Transformades de Lapla
ef(t) F (s) f(t) F (s)1. 1 1s 8. tne�t n!(s� �)n+12. tn n!sn+1 9. t 
os �t s2 � �2(s2 + �2)23. e�t 1s� � 10. t sin �t 2�s(s2 + �2)24. 
os �t ss2 + �2 11. H(t) 1s5. sin �t �s2 + �2 12. H
(t) = H(t� 
) e�
ss6. e�t 
os �t s� �(s� �)2 + �2 13. Æ(t) 17. e�t sin�t �(s� �)2 + �2 14. Æa(t) = Æ(t� a) e�as


