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Equacions de primer ordre

10.

11.

12.

13.

14.

15.

. Calcula quines son les trajectories ortogonals a la fami-

lia de corbes 125(y +a)> =1 -z, a € R.

. De quin tipus és ’equacié diferencial de la familia de

corbes 23 4+ y3 = C?

Es homogénia l'equacio ' + 1 = e*/¥?
logz? =y + 2log(2y)?

i l'equacio

De quina classe sén les corbes tals que, en cada punt
(z,y), la projeccié ortogonal del segment de normal
comprés entre el punt de contacte a la corba i I'eix OX
té punt mig (2z,0).

Sigui ' = y*,y(0) = 1. Per a quins valors de a > 0 la
soluci6 maximal estd definida al menys a (0, 00)?

Quin és 'interval de definicié de la solucié maximal del
problema de valor inicial

y =zy®, y0)=1

Considerem I’equaci6

Troba on esta definida la solucié maximal y(t) tal que
y(1) =1.

Calcula la familia de corbes que té per trajectories or-
togonals les solucions de 'equacié z2y’ — y?y’ = 2zy.

Troba ’expresié de les corbes tals que tot punt és punt
mig del segment de recta tangent en aquest punt, com-
prés entre els dos eixos.

Considerem g : R — R amb g € C}(R) i |¢/(z)| > 1.
Sigui el problema de valor inicial ¥’ = f(z,y), y(a) = b
amb f(z,y) = (7). Calcula per quins valors de a ib el
teorema de Picard assegura que el problema té soluci
Gnica.

Troba la familia de corbes ortogonals a les hipérboles

562

2 _
Sigui y(x) la soluci6 del PVI {y = 1 —siny, y(0) =
0}. Quin valor obtenim en aproximar y(m) pel métode
d’Euler amb 2 iteracions?

Quina és la familia de corbes tals que, per a cadascun
dels seus punts, 'eix OY divideix en dos parts iguals
el segment de recta tangent a la corba comprés entre el
punt de tangéncia i 'eix OX?

Considerem la soluci6é del problema de valor inicial

Calcula y(e).

Quina equaci6é satisfan les trajectories ortogonals a la
familia 22 — y? = kx, k € R?

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

Calcula quines corbes satisfan que la projeccié sobre
I’eix OY del tros de normal limitat pel punt de contacte
amb la corba i 'eix OY té longitud 3.

Sigui 'equaci6 y' = — 2 — £ + y2. De quin tipus és le-
quacié en la que es transforma amb el canvi de variable
Y= % + u?

Per quins valor de a i b no podem aplicar el teorema
de Picard per assegurar que el problema de valor inici-

al {y' = |o — 1[|z — 2| +wcos (1) , y(a) = b} t6 solucio
unica?

Quina és la trajectoria ortogonal a les corbes d’equacio
2% + 2y? = ¢, i que passa pel punt (1,1)?

1
Troba l'equaci6é resultant de fer el canvi v = a
cosy

Pequacio y' siny = cosy(1 — z cosy).

Per a quina classe de corbes I’area del triangle limitat
per l'eix OY, el radi vector i la recta tangent a un punt
de la corba és igual que l’area del triangle limitat per
I'eix OX, el radi vector i la recta normal.

Sigui la familia de corbes z2y + 2y? = k, k € R. Calcu-
la ’equaci6 diferencial de la que sén soluci6 les corbes
normals a les donades.

De quin tipus és I’equaci6 diferencial de les trajectories
ortogonals a la familia de corbes zy = ¢?

Troba la corba que passa per (0,1) i tal que la recta
tangent en (z,y) talla ’eix OX en el punt (y,0).

De quin tipus és ’equacié diferencial de la familia de
corbes (k —cosz)y =1, k € R?

Quina equaci6 diferencial verifica la corba per la que
I’area del triangle que formen l’eix d’abcisses, la tan-
gent a la corba i el radi vector del punt de contacte
(x,y) és constant i igual a a®>? Quina és la seva equaci6
paramétrica?

Sigui la familia de corbes

2
T a 1
— + - =0 cR
a Yy a
Troba l’equacié diferencial que satisfan les corbes nor-
mals a aquesta familia.

Troba la solucié maximal del problema de valor inicial
ty' 4+ (2t + 1)y = te™, y(1) =0

De quin tipus és I'equacié diferencial tal que la familia

de corbes C = %, C € R n’és la soluci6 general?

. Calcula la corba que pasa pel punt (1,1) tal que la tan-

gent a cada punt (z,y) talla leix OY a (0, 2?).



RESPOSTES

Ly+9(1—xz)35+a=0.
2. Homogénia i de variables separables.
3. Les dues ho soén.
4. Hipérboles.
50<a<.
6.(—v2,V2)
7. Esta definida per 0 < t < /2.
8. 22 +y = 2az.
9.y=+=
10. El problema té solucid tnica per a b # 0.
11.logy + %2 + y; =c.
12.7.
13.S6n del tipus y = %
14. No esta definit.
15,y = — 3.
16.y = 2% + C.
17. Bernoulli.
18.Per a b # 0.
19.y = 22
20.v" = v —x.
21. Rectes.
22. 2z + y)yy' — x(z +2y) = 0.
23.Es de tipus homogeni i de variables separades.
24,y =e /Y,
25. De variables separables.
%x—l:%:
7.(1—2%) +ayy = 0.
28.y( )= (12 —1)e 2t/ (2t).
29. Homogeénia.
30.y(z) = 2z — 22.
2 Equacions d’ordre superior
1. Considerem I’equaci6 y” + 2ay’ cot ax + (b*> — a?)y = 0.

. Mitjancant el canvi z = (In |y|)’

En quina equaci6 es transforma amb el canvi de variable
u(x) = y(z) sin ax?

. Sabent que xe® cosx és una solucio de

yv _ 5yiu 4 12y/// _ 16]// 4 12y/ _ 4y — 0’
troba’n un sistema fonamental de solucions.

Troba la solucié general de I'equaci6 vy + 2y — 5y’ —
6y = 0.

, calcula en quina equa-
ci6 es transforma ’equacio diferencial 3"’ +ay’ +by = 0,
on a,b € R.

Troba en quina equacié es tranforma 1’equacioé

"= f@)y =
mitjangant el canvi z = 3’ /y.

Donada lequacio y” + f(t)y’ + g(t)y = 0, amb f(t) +
g(t) + 1 =0, troba’n una solucié

Calcula en quina equacio es transforma " — %y’ +(1+
fﬁ)y = ze”, amb el canvi y = zv.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Sigui 2%y” — 2xy’ — (2% — 2)y = 23. Fent servir els dos
problemes anteriors, troba la solucié general.

Calcula per a quin valor de n la solucié general de I’e-
quacio

2y = 2xy’ — (2 — 2)y = 2a"e”
és y(z) = Aze® + Bre™® + z2e”.
Per a quins valors de a, b i ¢ podem as-
segurar que el problema de valor inicial
V' +iy+a/y=1,y(a)=b,y(a) =c} t& solu-
ci6 tnica?
Troba per a quins valors de r la funci6 y(z) = =" és
solucié de 'equacioé z3y"" — 6xy’ + 12y = 0.
Calcula 'ordre minim de 1’equacié diferencial lineal ho-
mogenia amb coeficients constants que admet com a
soluci6 particular la funci6 12¢? + 9¢3 sin(t) — tel3t.
Siguin f1, f2 : [-1,1] — R tals que

3 . .

x® six € [-1,0] 0sizel-1,0]
fi(z) = T f@)=4,

0 altrament x° altrament
Considerem ’equacié y” + a(z)y’ + b(x)y = 0, amb
a(x),b(x) funcions continues. Raona si {fi1, f2} pot ser-
ne sistema fonamental de solucions.

Si fem el canvi de variable s = tant dins ’equaci6
" —2tant y’' + (1 + tan?t)?y = 0, quina equaci6 dife-
rencial obtenim en la nova variable s?
Troba la solucié general de ’equacio6 diferencial
y' 4+ y=cost+t
Calcula quina és ’equacio lineal homogénia amb coefici-
ents constants de menor ordre que admet com a solucid
rsinx.
Considera ’equaci6 lineal homogénia
2
y' =Y+ 5y =0
Sabent que la funci6 y;(t) = ¢t n’és solucié troba la so-
lucioé que verifica que y(1) =01iy'(1) = -1
Sabent que
3
t —y =0
Y =y + 4ty
admet solucions de la forma t*, k € R, troba la soluci6
general de 'equacié
Si te?' i et son solucions de I'equacié diferencial amb
coeficientes constants 3"’ +azy” +a1y’ +agy = 0, quantt
val ao?
RESPOSTES
1.u” 9c)—i—b2 (x ) 0.
2.{e", e cosx, e” sin x, xe” cos x, xe” sinx}.
3.y=Crexp2t+ Cs exp( t) + Cs exp(—3t).



4.2/ +22 +az+b=0.
5.2/ + 2% = f(x).
6.y(t) = e’ és solucio.
70" +v=e".
8.{y | y(x) = —x + axsinhz + bxcoshz, a,b € R}.
9.n=3.
10.a # 0,6 > 0.
1l.r=2r=3,r=-2.
12.13.
13.{f1, f2} no pot ser sistema fonamental de solucions
perqué W( f1(z), fo(x))=0, per a tot x € [—1,1].
14.y" +y =0.

15.
16.
17.
18.
19.

{y | y(t) = % cost+ 3tsint+asint+bcost, a,b € R}.
ylv+2y//+y — O-

y(t) =t — 2.

y(t) = at2 + bt3.

an =4.

3

Sistemes d’equacions diferencials

. Suposeu que

t

. [ e‘cost

71 (t) = <2€t sin t>
és una soluci6 del sistema 7 = AT, on A € Maya(R).
Troba la matriu A.
Es considera el sistema 2 = AT,

0o 1 -1

amb A= 1 2 -3

) . Calcula e4t
1 2 -3

Sigui Z(t) la soluci6 del problema Z = <
Z(0) = (2,0). Calcula el vector #(1).

. La matriu M (t) = ( sint smt ) és matriu fonamen-

5

tal del sistema lineal homogeni # = A(¢)Z. Troba una

solucié que valgui ( ; ) ent=m/2.
Quina és la matriu A € Ms(R) associada al sistema

I = AT que té per solucions 7 (t) = Tcost i Fo(t) =
wsint, amb v i W linealment independents?

1 0 2 (0
Si 2t 0 |+¢t| -1 | + 5 0
1 0 1

és solucio del sistema ¥ = AZ, troba dues solucions
linealment independents més.

El sistema & = A(t)Z te per matriu fonamental de so-
lucions, en un cert interval,

X(t) = < i tgt—i1 >

Troba la matriu A(t).

Sigui A= (13 ° ). Caleula 4.

et[( (1] )+t( (2) )} és solucio de

Sabent que #(t) =

T = AZ, calcula A.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Sigui V'(¢) una matriu fonamental del sistema lineal ho-
mogeni & = A(t)Z. Suposem que V(¢ +s) = V(£)V(s),
per a qualsevol s it de R. Demostreu que V(0) = Id,
V(t)V(s)=V(s)V(t), V(—t) = V(t)~1ique A és cons-
tant.

Sabent que

t? t? 2\
P(t)= (142t + =, 2t + —,t+ —
Z(t) <+ +3 +27+2>e

és solucié d’un sistema lineal homogeni a coeficients
constants, troba un sistema fonamental de solucions.

Considerem el sistema # = A(t)Z, on A(t) =
( Z((f)) cbl((?) ) té coeficients continus a R. Si X(¢) és
una matriu fonamental de solucions i W (t) = det X (¢).
Demostreu que W' (t) = (a(t) + d(t)) W (t).

Sigui A una matriu n x n, constant. Considerem el

. 1
sistema ¥ = gAf. Aplicant el canvi ¢ = e®, en quin

sistema es transforma?
. 5 6 11\ _
Quant val la solucié del PVI & = 4 3 )% Z(0) =
(2,-3),ent =17
Per a quins valors de « i f resulta que V() =
1 0 0
< 0 «cost+ @Bsint sint

0 [Bcost—asint cost
sistema a coeficients constants?

) és matriu fonamental d’un

) 11 2
Troba la soluci6 del problema £ = 0 2 0 |Z amb
0o 0 1
2
1
1 1 5
Sigui [ 3 | +e%[ -1 | +te?| 7 | una solucio
4 2 —4

del sistema lineal ¥ = AZ. Calcula A, sabent que és
constant.

Sigui el sistema lineal amb coeficients constants
# = AZ. Qué ha de satisfer M perqué et M sigui una
matriu fonamental?

Sigui la solucié z(t) del problema de valor inicial

(1) () so= (1)

Calcula Z(m).
a1

Suposeu que e =

cost
sint

Slgul A € MQXQ(R).

1 0
2t

“A0) (s
Calcula la soluci6 del problema Z = A7 amb

5(0)2(1)1.4:((1) f)

)} . Troba la matriu e*4.



1.

9.

RESPOSTES

A= 171/2
t —t
l—et 24t—et —2—t+2t
1—et 14+t—et —1—t+2et
=(1-e2,1+e72).

.No hi ha cap solucié que valgui ( ; > ent=m/2.

.No existeix.
0 0 0
et o0 | ie?t -1 | +t| O
1 0 1

a0=1 (170 ).
6095(3) —esin(3) >
esin(3)  ecos(3)

1 2
0 1)

10.

11

(et ety et).

12.

13.

14

15.
16.

17.

18.

AZ(s).

Amb el canvi t = e® es transforma en Z(s) =
(e +el,—4e? +e).
a#0.
x(t) = (e + 2te! + €%t e?t el).
19/4 -37/20 1/5
17/4 —23/20 —1/5
-1 -1/5 2/5
e* M és una matriu fonamental si i només si M és

invertible.

19.

20. etA
21.

- —Tr

- ()
et 0
e = te2t 2t

e
x(t) = (eb + 2tet, et).

4

Estudi qualitatiu

. Considerem el sistema Z = f(Z).

Siguin Zy, un punt
d’equilibri, i p(A), el polinomi caracteristic de D f(Zy).
Discuteix l’estabilitat de Z si p(\) té totes les arrels
amb part real < 0.

Quan podem afirmar que les solucions de & = (¢4) Z
tendeixen a zero quan t — +o00?

Considerem el sistema & = A(t)Z, on A(t) = (*01 fg) .

Comenta l'estabilitat de les seves solucions.
r=x—¢e¥+1
y' =sinhy
d’equilibri?

Sigui { . So6n estables els seus punts

Sigui el sistema

x = yx?

y/ — _xy2
Qué podem dir respecte a l’estabilitat de les solucions
del sistema linealitzat al punt (0,1)?

De quini tipus és el punt d’equilibri del sistema

: 1 2
i
(1)

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

I __ A2
Sigui el sistema x/ v 32/ . Quantes Orbites con-
y=y—xy
té la recta y = —bx?
Com son les solucions del sistema
0 1 0 0
. 00 10|,
=1 o0 o1 |*
-4 0 -4 0
Considerem el sistema lineal ¥ = AZ amb
1 o )
A= g ,a #0. De quin tipus és el punt d’e-
quilibri (0,0)?
Considerem el sistema { r=Y 9
y=—x+x
Qué podem dir del punt (0,0)?
Considerem el sistema lineal no homogeni
2/ —y = cost
y +x =sint
Com és 'estabilitat de les seves solucions?
Discuteix 'estabilitat de les solucions de ’equaci6
y W 42" 42" + 2 +ay =0
segons els valors de a.
Quins s6n els punts d’equilibri  del sistema
=1+xy . . . .
i quin tipus d’estabilitat tenen?
{ y =z + yS q p
Considera ’equaci6 diferencial y’ = g(x)y,ong: R — R
és continua. Qué podem dir de 'estabilitat de les seves
. . oo
solucions si [~ g(x) dz = —00?
Sigui una equacié lineal homogénia a coeficients cons-
tants tal que el seu polinomi caracteristic presenta totes
les arrels amb part real negativa excepte una, que és
A = 0. Discuteix com sén les seves solucions.
/I 2
Considerem el sistema { ~, y2+ €08 C.Lt amb
y' = —e“x + bsinat
a,b # 0. Prova que si €2 = 1, no té solucions perio-
diques, mentres que si €2 = ab, totes ho son.
Sigui el sistema 2’ = —x + xy, ¥y = y — xvy. Quins so6n
els els seus punts d’equilibri? Comenta’n ’estabilitat
Considerem el sistema lineal # = AZ amb A =
a -1 0
1 0 0 |.Pera quins valors de a podem afir-
-1 2 -1
mar que el punt d’equilibri (0, 0,0) és asimptoticament
estable?
Troba per a quins valors de a i b la solucié del PVI

{ y'+2y +y=2cosz
y(0) =a, y'(0) =0

és una funcié periodica.



20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Considerem el sistema autonom que en coordenades po-
lars esta expressat per

dr
dt

o

=r(r? = 1)(r* - 9), E—l.

Queé podem dir de ’estabilitat de les solucions amb {r =
1}?

o a = oy’ —y?)
Sigui el sistema { y = —x(z?—y?)

afirmar de estabilitat del punt d’equilibri (0,0)?

. Qué podem

Descriu lestabilitat de les solucions de y®) + 2y®) +
3y + 4y’ + ky = 0 segons els valors de k.

Considera el sistema lineal amb coeficients constants
Z = AZ. Si sabem que el sistema té una soluci6 inesta-
ble, podem afirmar alguna cosa de les altres solucions?

Considera el sistema lineal

x\ [ -1 e* x

gy ) 0 -1 Yy
Discuteix ’estabilitat de les seves solucions.
Sigui Z=AF amb A € Myen(R), VA valor propi,
Re(A) < 01 3XNg amb Re(Ag) = 0. Com és ’estabili-
tat dels seus punts d’equilibri?
Considerem # = f(Z) un sistema no lineal autonom. Si-
gui o un punt d’equilibri aillat i 0 el corresponent, punt
d’equilibri del sistema linealitzat. Qué podem afirmar
de Zp si sabem que 0 és asimptoticament estable?
Per a quins valors de a i b podem assegurar que les
solucions de 3"’ +ay” + by’ +y = 0 s6n asimptoticament

estables?

Qué han de complir «, § per a que les solucions del

sistema,
T = (

siguin estables?

oR o
Do w
o R o
N———
81
+
/N
— =
~
m@

Queé es pot afirmar referent a I'estabilitat del sistema
T=—x+y° 0
y=-y+a®

=-3x—y
y=Q0-a)z—y
nombre i ’estabilitat dels punts d’equilibri per a a € R.

Sigui el sistema Estudia el

!/
. . =2 . .
Considera el sistema { ;j, o x?j . A quin punt tendeix

Pérbita que passa per (3,3) quan ¢ — +o0?

Sigui f: R — R continua tal que existeix M > 0 amb
|fg f(s)ds| < M per a tot t € R. Qué podem dir de
Pestabilitat de les solucions de 'equacié y' = f(¢)y?

RESPOSTES

1.Si p(\) té totes les arrels amb part real < 0, &y és
asimptoticament estable.
2.a+d<0iad—bc>0.
3. Les seves solucions sén inestables.
4. Té un sol punt d’equilibri, que és inestable.
5. Té orbites paral.leles a ’eix OY'.
6. Un coll (o punt de sella).
7.La recta y = —bx conté tres orbites.
8. Inestables.
9. Un node.
10. (0,0) és un punt d’equilibri estable perd no
asimptoticament estable.
11. Periodiques i estables.
12. Asimptoticament estables si a € (0,1), estables si
a =00 a=1,1iinestables a la resta.
13. Té dos punts d’equilibri inestables.
14. Totes les solucions sén asimptoticament estables.
15.8Si 0 és simple les solucions sén estables, si 0 és doble
les solucions sén inestables.
16.
17. Té un punt d’equilibri inestable.
18.a < 0.
19.Només sia=01b=1.
20. {r = 1} és una orbita periodica estable.
21.(0,0) és estable pero no asimptoticament estable.
22. Asimptoticament estables per a k € (0, 2), estables
pera k=20 k=0,iinestables a la resta.
23.Si el sistema té una solucié inestable, totes les
solucions s6n inestables.
24. Totes les solucions s6n inestables.
25. Estables nomeés si mult(A\g)=dim ker (A-Aol).
26.Si 0 és asimptoticament estable, Z, també ho és.
27.Siinoméssia>01a > %
28. a0 < 0.
29. Té dos punts d’equilibri, un d’estable i un altre
d’inestable.
30.
31.L’orbita que passa pel punt (3, —3) tendeix a (0, 0)
quan t — +o0.
32.S6n totes estables i fitades en tot R.

5 Transformada de Laplace

1. Calcula per a quin valor de a la solucié del problema
v +y=ad(t—1),y0)=1

verifica y(0) = y(1).

2. Calcula Dantitransformada de Laplace de F(s) =
Te 2 + s+1
(s—2)2 s24+2s5+5"

3. Quina és la solucié del problema de valor inicial 3" +
y=u(t—1), y(0) =0 = 4'(0), on u(t) és la funcié de
Heaviside?

4. Troba la transformada de Laplace de la soluci6 de l'e-
t

quacié y' — / y(T)dr = u(t) + 6(t — 1), que satisfa
y(0) =1.



10.

11.
12.

13.

14.

15.
16.

17.

18.

19.
20.
21.
22.

23.

Si una funcio f(t) té transformada de Laplace F(s),

amb [ f(t)dt =11 [ tf(t)dt = a < 400, quant val
el lim,_,¢ F((Ss))?
Quina és la funcié que té per transformada de Laplace
1 b 1
-5 = —2s 2
N e s2+4°

Calcula el valor de [ sin(%5%) cos(%)da.

Usant la transformada de Laplace, calculeu la integral
o —mt
Jo e ™tcosmtdt.

Calcula la transformada de Laplace de la funcio

u(t — a) Otfa f(r)dr.

Quina funci6 té per

_7
s2—-25—3

transformada de Laplace

Quina és la transformada de Laplace de te® f(at)?

Calcula 'antitransformada de Laplace de la funcié

1 1

Fls)=-—
() s1—esT

Calcula la solucié del problema de valor inicial
{y" —y=24(t—1), y(0) =0, y'(0) = 0}.

Sigui f : [0,00) — R la funci6 continua tal que la seva
transformada de Laplace és
675
L = .
(D) = g7

Proveu que f és C! perd no C2.
Calcula la transformada de Laplace de e f(at).

Considerem la funci6 y(t), amb transformada Y (s), tal

que
oo
Z (t—n), y(0) =1

digues si son certes les igualtats:
y(t) = Yoo ult — n)

y(t) =, o0t —n)*1

quant val Y (s)?

Sigui f amb f’ admissible. Demostra que
L(te*' f())(s) = —F'(s — )

L(tf(at))(s) = == F (3)
L( 4 f(at))(s) = 2F (2) — f(0)
bt~ 1))(s) = /(s — 1)?
(k)

Prova que L(e'™
Sigui fi(t) = e -
Si f,(t) = t™, n natural, quant val (f,, * f,,)(¢)?

Sabent que L(f(3t))(s) = calcula L(f(5t))(s).

xe“t. Troba el valor de f(t).

1
1+s2°

Si f(t) és solucio del problema f” — f =tcos(t) amb
condicions inicials f(0) =01 f/(0) = O troba F'(s).

Quina és la transformada de Laplace de

ft) = (t* = 2t)e tu(t —1)?

24. Quina és la transformada de Laplace de la funci6 f(t) =

IsiO<t<1,if(t)=e"tsit>17?

25. Si una funcié admisible f(¢), amb derivada admisible,

té transformada de Laplace F(s), i els limits segents
existeixen, demostra:

limg_o sF'(s) = limy o0 —tf(¢)

limg—0 sF(s) = lims—, o0 f(¢)

limg 00 sF(s) = lims—0 f(¢)

26. Donat N € N, calcula la solucio6 y(t) del problema

Y+ mly =73 (—1)"6(t —n), y(0) = ¥'(0) = 0.

RESPOSTES

1—e L
f(t) =T7(t —2)e?4u(t — 2) + e~ cos(2t).
y(lt) ( 1)(1 = cos(t — 1)).

ts—1 + 82716 -
Fl(s) _
F(s) —

—a.

u(t —1)(t —1) + %u(t — 2)sin(2(t — 2)).

sin(§).

1.
2.
3
4
5.1im5*,0
6
7.4
8.0.
9. = F(s).
10. e sinh(2t).
11 — 5 F/(522),
12. f(t) = > u(t — kT).

k>0
13.y(t) = 2u(t — 1) sinh(t — 1).

14. f és de classe C!, perd la segona derivada és

!

=

!

discontinua en ¢t = 1.

15.1F(2 - 1).

16. Les igualtats son certes. Y (s) =
17.

18.

19. fk()* = 1)'tk 1 at

(fn * fm)( ) = #ﬂil)!tnﬂnﬂ.
ﬂLUWW)Z%ﬁﬁW
22.F(s) = tmriqye-

2 1
2. ———— — ——Je oL,
((s+1)3 s+1)6

s+1—e*
s(s+1)

= ZiLV:O sin(mt)u(t — n).

25.
26.y(t)

6 Problemes de contorn

1. Sigui el problema de contorn

{ y// _ )\y =0
y(0) +4'(0) =0, y(1)=0

Quants autovalors hi ha en cada interval [k, kw+7/2),
k=0,1,2...7

2. Considerem el problema de contorn y” + Ay = 0 amb
y'(0) =0, y/(7) = 0. Per a quins valors de \ té solucions
no nul.les?



3. Considerem el problema de contorn ¢y’ — Ay = 0 amb
y(0) = y(1), ¥'(0) = ¥'(1). Quins son els autovalors i
quina la dimensié de I’espai d’autofuncions?

4. Troba les solucions no trivials del problema de contorn

y' = Xy=0,  y(0)=0, y(1)+2y(1) =0.

5. Quines sén les funcions propies del problema de contorn
y"+ Ay =0,y'(0) = 0,y(1) =07

6. Considerem el problema de contorn homogeni

{ y'sinz +y' cosx + (1+ Ny =0,z € (a,b)
y(a) +y'(a) = y(b) +y'(b) =0

Doéna uns valors de a i b pels que tinguem un problema
de Sturm-Liouville.

7. Sigui el problema de contorn y” +Ay = 0, y(0) = y(7) =
0. Quins son els autovalors i les autofuncions associa-
des?

8. Considera el problema de contorn
Y’ + A"y =0, y(0)=0,y(1)=0
és 0 un autovalor?
9. Resol el problema de Sturm-Liouville

z€(0,1)

{ y' + Ay =0,
y(1) =0

y(0) +¢'(0) =0,

10. Doéna els valors propis i vectors propis del problema de
2
contorn y” — (I3 — )y = 0,y(0) = y(a) = 0.

11. Considerem el problema de contorn
v+ 14+ Aey =0,  y(0)=0, y(r) =0

Estan acotats superiorment els autovalors? i inferior-
ment? és 0 un autovalor?

12. Siguin y1(z), y2(x) dues solucions linealment indepen-
dents de l'equacié y” + p(x)y’ + q(z)y = 0 tals que
y1(0)y5(1) = y2(0)y1(1). El problema de contorn amb
condicions de contorn {y(0) =1, y'(1) = 1}, té solucio?
és dnica?

RESPOSTES

1. Hi ha un dnic autovalor.
2. Té solucions no nulles tnicament per a A = k2, amb
k enter > 0.

3.\, = —4m2k2, k= 1,2, 3, ... séon autovalors i, per a
cada un d’ells, I’espai d’autofuncions té dimensio6 2.
4.y, (t) = asin(wit), a € R, wy, soluci6 de tanw = —2w.

5.cos ((n — 3)wz).

6. A (a,b) la funci6 sinz no es pot anullar, per exemple
a=m/4,b=3r/4.

7.Els autovalors son A\, = k2, k=1,2,3...,1les
autofuncions yx(x) = sin(kz).

8. No.
9.Per a A > 0, ¢y (x) = sin(v/Azx) — VAcos(VAx) és
funci6 propia. I per a A = 0, la funcié propia és
do(z) =z — 1.
10. 0, = T3 (k2 + 1) 1 ¢y () = sin(=hz),
11. Els autovalors estan acotats inferiorment, perd no
superiorment, i 0 és autovalor.
12. Té soluci6 només si y1(0) = v} (1) 1 y2(0) = y54(1).
Aleshores la soluci6 no tnica.



