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Abstract. In this paper we compute the Poincar¶e{Hodge polynomial of a symmetric prod-
uct of a compact kÄahler manifold, following the method used by Macdonald, in the topological
case, to compute the Poincar¶e polynomial of a compact polyhedron, and we give some appli-
cations, in particular to the case of curves.

Introducci¶on

El objetivo de este art¶³culo es el c¶alculo del polinomio de Poincar¶e{Hodge de un producto
sim¶etrico de una variedad kÄahleriana compacta, bas¶andonos en el art¶³culo de Macdonald
[5], donde se calcula el polinomio de Poincar¶e de un producto sim¶etrico de un poliedro
compacto. Dado que la cohomolog¶³a de un producto sim¶etrico es isomorfa a la parte
¯ja de la cohomolog¶³a del producto cartesiano bajo la acci¶on del grupo sim¶etrico Sn, el
c¶alculo se obtiene aplicando la teor¶³a de representaciones de dicho grupo. En general X(n)

no es una variedad lisa, pero no obstante, la estructura de Hodge{Deligne can¶onica de
Hr(X(n);C) es pura de peso r (Deligne [1]), luego es posible hablar de descomposici¶on
de Hodge en el producto sim¶etrico y por tanto extender los c¶alculos de Macdonald a las
representaciones obtenidas en la pieza de tipo (p; q) de la descomposici¶on. En el x1 se
siguen los razonamientos de Macdonald extendi¶endolos al caso bigraduado, y en el x2 se
da el resultado principal para el polinomio de Poincar¶e{Hodge en el Teorema 2.4. Por
¶ultimo, en el x3 se dan algunas aplicaciones, en particular al caso de curvas, donde se da
una expresi¶on para los n¶umeros de Hodge de los productos sim¶etricos de una curva de
g¶enero g.
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1. Preliminares

(1.1) Sea K un cuerpo de caracter¶³stica cero, y sea

M =
M

r;s¸0

Mrs

un K-espacio vectorial bigraduado tal que la dimensi¶on de cada Mrs es ¯nita, y sea hrs

esta dimensi¶on. De¯nimos el polinomio de Poincar¶e{Hodge del espacio bigraduado M por

P (M;x; y) =
X

r;s¸0

(¡1)r+shrsxrys:

Con estas notaciones es inmediato comprobar que, siM yN son dosK-espacios vectoriales
bigraduados, y M ­K N se dota de la bigraduaci¶on natural, se veri¯ca

P (M ­K N;x; y) = P (M; x; y)P (N;x; y):

(1.2) Sea n un entero positivo, y sea V = M­n la n-¶esima potencia tensorial de M .
Consideraremos en lo que sigue la representaci¶on ! de Sn sobre V de¯nida por: dados
® 2 Sn y x1 ­ : : :­ xn 2M­n, con xi 2Mrisi ,

!(®)(x1 ­ : : :­ xn) = (¡1)"x®¡1(1) ­ : : :­ x®¡1(n);

donde
" = Q®(r1 + s1; : : : ; rn + sn);

y Q® es la forma cuadr¶atica de¯nida por

Q®(t1; : : : ; tn) =
X

i<j

aij titj ;

y

aij =
½

1 si (i¡ j)(®(i) ¡ ®(j)) < 0
0 si (i¡ j)(®(i) ¡ ®(j)) > 0:

Como la acci¶on de Sn es bihomog¶enea obtenemos, para cada par (r; s), una representaci¶on
!rs del grupo sim¶etrico Sn.

Si H es un subgrupo de Sn, notaremos

V H =
M

r;s¸0

V rs;H

el subespacio de V de los elementos ¯jos por la acci¶on de H.
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(1.3) Proposici¶on. Con las notaciones anteriores, se tiene

P(V H ; x; y) =
1
n!

X

®2Sn
ÂH(®)P(M;x¸1 ; y¸1) : : : P(M; x¸k ; y¸k );

donde (¸1; : : : ; ¸k) es el tipo de ciclo de la permutaci¶on ®, y ÂH es el car¶acter de Sn
inducido por el car¶acter trivial de H .

Demostraci¶on. Sea !rsH la representaci¶on de H inducida por !rs, y sea

!rsH =
X

i

ai½i; ai 2 N;

la descomposici¶on de !rsH en representaciones irreducibles. Si ÂrsH es el car¶acter asociado a
la representaci¶on !rsH , y Âi es el car¶acter asociado a ½i, tomando car¶acteres, resulta

ÂrsH =
X

i

aiÂi:

Si Â1 es el car¶acter trivial de Sn, se tiene

a1 = dimKV rs;H

y por tanto, de las relaciones de ortogonalidad de los car¶acteres irreducibles, se obtiene

dimKV rs;H =
1
jH j

X

®2H
ÂrsH (®):

Como, por la f¶ormula de reciprocidad de Frobenius,

1
jH j

X

®2H
ÂrsH (®) =

1
n!

X

®2Sn
Ârs(®)ÂH(®);

si ponemos

©(®) =
X

r;s¸0

(¡1)r+sÂrs(®)xrys;

entonces

P (V H ; x; y) =
1
n!

X

®2Sn
ÂH (®)©(®);

y as¶³ la demostraci¶on de la proposici¶on estar¶a completa con el siguiente
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(1.4) Lema.
©(®) = P(M;x¸1 ; y¸1) : : : P(M;x¸k ; y¸k ):

Demostraci¶on. Como, por de¯nici¶on, Ârs(®) es igual a la traza del endomor¯smo
!rs(®), tenemos que probar que esta traza es igual a (¡1)r+s veces el coe¯ciente de xrys

en el producto de series formales, el cual es
X

¸1r1+:::+¸krk=r
¸1s1+:::+¸ksk=s

(¡1)r1+:::+rk+s1+:::+skhr1s1 : : : hrksk :

Si ® tiene tipo de ciclo (¸1; : : : ; ¸k), entonces ® es conjugada a la permutaci¶on

(1; 2; 3; : : : ; ¸1)(¸1 + 1; ¸1 + 2; : : : ; ¸1 + ¸2) : : : (¸1 + : : :+ ¸k¡1 + 1; : : : ; ¸1 + : : :+ ¸k):

Por tanto, podemos suponer que ® es esta permutaci¶on.
Para calcular la traza de !rs(®), tenemos que encontrar la dimensi¶on de los subespacios

de los vectores » = x1 ­ : : : ­ xn tales que !rs(®)» = §». Para que esto se veri¯que es
necesario que

x1 = : : : = x¸1 2Mr1s1 ;
...

x¸1+:::+¸k¡1¡1 = : : : = x¸1+:::+¸k 2M rksk;

donde

¸1r1 + : : :+ ¸krk = r;
¸1s1 + : : :+ ¸ksk = s:

Un elemento de este tipo veri¯ca !rs(®)» = (¡1)"», donde " se determina por

" = Q®(r1 + s1; ¸1: : :; r1 + s1 ; : : : ; rk + sk; ¸k: : :; rk + sk);

siendo ahora

Q®(t1; : : : ; tn) = t¸1(t1 + : : :+ t¸1¡1) + : : :+ t¸1+:::+¸k (t¸1+:::+¸k¡1+1 + : : :+ t¸1+:::+¸k¡1)

y entonces se tiene

" =
kX

i=1

(¸i ¡ 1)(ri + si)2

´
kX

i=1

(¸i + 1)(ri + si) (mod 2)

=
kX

i=1

¸iri +
kX

i=1

¸isi +
kX

i=1

ri +
kX

i=1

si

= r + s+
kX

i=1

ri +
kX

i=1

si:
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Por tanto, los elementos de tipo (r1; s1); : : : ; (rk; ; sk) aportan a la traza un t¶ermino igual
a

(¡1)r+s+r1+:::+rk+s1+:::+skhr1s1 : : : hrksk;
con lo que ¯naliza la demostraci¶on. ¤

2. El polinomio de Poincar¶e{Hodge de X(n).

(2.1) Sea X una variedad kÄahleriana compacta. Se de¯ne el polinomio de Poincar¶e{
Hodge de X por

h(X;x; y) =
X

r;s¸0

hrsxrys;

siendo hrs = dimCHrs(X;C), es decir, si se considera la bigraduaci¶on de H¤(X;C) dada
por la descomposici¶on de Hodge

Hr (X;C) =
M

p+q=r

Hpq(X);

entonces
h(X;x; y) = P(H¤(X;C);¡x;¡y):

(2.2) Sea n un entero positivo. Si consideramos el producto cartesiano Xn, por la
f¶ormula de KÄunneth, tenemos un isomor¯smo bigraduado

H¤(Xn;C) = H¤(X;C)­n:
El grupo sim¶etrico Sn act¶ua sobre Xn por permutaci¶on de las componentes, y la acci¶on
inducida en la cohomolog¶³a coincide con la descrita en el x1. Si entonces tenemos un
subgrupo G de Sn, seg¶un Grothendieck [4, Teorema 5.3.1, corolario a la Proposici¶on 5.2.3]
se tiene que la proyecci¶on can¶onica

f : Xn ¡! Xn=G
induce un isomor¯smo

f ¤ : H¤(Xn=G;C) »¡! H¤(Xn;C)G ½H¤(Xn;C):
Dado que Xn=G es una variedad en cohomolog¶³a racional (Steenbrink [6, Proposici¶on 1.4]),
la estructura de Hodge{Deligne can¶onica de Hr(Xn=G;C) es pura de peso r (Deligne [1,
Teorema 8.2.4]). As¶³ se tiene,

Hr(Xn=G;C) =
M

p+q=r

Hpq(Xn=G):

Y como G act¶ua con automor¯smos anal¶³ticos, f ¤ induce un isomor¯smo

f ¤ : Hpq(Xn=G) »¡! Hpq (X)G:
An¶alogamente al caso de variedades kÄahlerianas compactas, se de¯ne el polinomio de
Poincar¶e{Hodge de Xn=G por

h(Xn=G; x; y) =
X

p;q¸0

(¡1)p+qhpqxpyq;

donde hpq = dimCHpq(Xn=G;C).



6 JOSEP BURILLO

(2.3) Proposici¶on. Con las notaciones anteriores,

h(Xn=G; x; y) =

=
1
n!

X

®2Sn
ÂG(®)h(X; (¡1)¸1¡1x¸1 ; (¡1)¸1¡1y¸1) : : : h(X; (¡1)¸k¡1x¸k ; (¡1)¸k¡1y¸k ):

Demostraci¶on. Resulta inmediatamente de la proposici¶on 1.3. ¤
(2.4) Teorema. Sea X una variedad kÄahleriana compacta de n¶umeros de Hodge hpq.

Entonces X

n¸0

h(X(n); x; y)tn =
Y

p;q¸0

(1¡ (¡1)p+qxpyqt)(¡1)p+q+1hpq :

Demostraci¶on. Llamemos F (x; y; t) al desarrollo en serie de potencias de

Y

p;q¸0

(1¡ xpyqt)(¡1)p+q+1hpq =
(1 ¡ xt)h1;0

(1 ¡ yt)h0;1
(1¡ x3 t)h

3;0
(1 ¡ x2yt)h

2;1
: : :

(1¡ t)h0;0(1¡ x2 t)h2;0(1 ¡ xyt)h1;1(1¡ y2t)h0;2 : : :
:

Sea M = H¤(X;C). Con las notaciones del x1, tenemos que probar que el coe¯ciente de
tn en el desarrollo de F(x; y; t) es P (V Sn ; x; y).

Aadamos n elementos z1; : : : ; zn a Z[[x; y]] tales que

sr = zr1 + : : :+ zrn = P(M; xr; yr); r = 1; : : : ; n:

Entonces

d
dt

logF(x; y; t) =
X

p;q¸0

(¡1)p+qhpqxpyq

1¡ xpyqt

=
X

p;q¸0

(¡1)p+qhpqxpyq
X

r¸0

(xpyqt)r

=
X

r¸1

P(M;xr; yr)tr¡1

´ s1 + s2t+ : : :+ sntn¡1 (mod tn)

= z1 + : : :+ zn + (z2
1 + : : :+ z2

n)t + : : :+ (zn1 + : : :+ znn)tn¡1

´ z1
1 ¡ z1t

+ : : :+
zn

1 ¡ znt
(mod tn)

=
d
dt

log
nY

i=1

1
1¡ zit

:

Por tanto,

F (x; y; t) ´
nY

i=1

1
1¡ zit

(mod tn+1)

´ 1 + h1t + : : :+ hntn (mod tn+1)
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donde
hi =

X

®1+:::+®n=i

z®1
1 : : : z®nn :

Como
hn =

1
n!

X

®2Sn
s¸1 : : : s¸k ;

se obtiene
hn =

1
n!

X

®2Sn
P(V Sn; x¸1 ; y¸1) : : : P (V Sn; x¸k ; y¸k );

y por tanto, se deduce de la Proposici¶on 2.3 que el coe¯ciente de tn en el desarrollo de
F(x; y; t) es P (V Sn; x; y). ¤

(2.5) Recordemos que siX es una variedad topol¶ogica, o m¶as generalmente, una variedad
en cohomolog¶³a racional, orientada, y de dimensi¶on d = 4k, se de¯ne el ¶³ndice de X , i(X),
como la signatura de la forma cuadr¶atica P de¯nida en H2k(X;R) por

P (»; ´) =
Z

X
» ^ ´:

Por convenio, si d6= 4k, se toma i(X) = 0.
Si X es una variedad kÄahleriana compacta, el teorema del ¶³ndice de Hodge asegura que

i(X) =
X

p;q¸0

(¡1)phpq :

Consideremos ahora el producto sim¶etrico X (n) de una variedad kÄahleriana compacta
X. Sea !X la 2-forma fundamental de X. Si llamamos ¼i a la i-¶esima proyecci¶on de Xn

en X , resulta que
!Xn = !1 + : : :+ !n; !i = ¼¤i !;

es la 2-forma fundamental de Xn. Notemos que !Xn es invariante por Sn, luego el operador
L de Lefschetz, de¯nido sobre H¤(Xn;R) por L = !Xn^, deja estable H¤(X (n);R), y por
tanto el teorema de descomposici¶on y el teorema dif¶³cil de Lefschetz son v¶alidos para X (n).
Finalmente, si introducimos la forma cuadr¶atica

Q(»; ´) = (¡1)
r(r+1)

2

Z

X (n)
Ldn¡r» ^ ´; »; ´ 2 Pr(X (n);R);

como Z

X(n)
Ldn¡r» ^ ´ =

1
n!

Z

Xn
Ldn¡r» ^ ´;

y

i¡r(¡1)q(¡1)
r(r+1)

2

Z

Xn
Ldn¡r» ^ ¹» > 0; » 2 Pr¡q;q(Xn;R);

es inmediato deducir que el teorema del ¶³ndice de Hodge sigue siendo v¶alido para X(n). Se
deduce entonces el siguiente
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Corolario.
X

n¸0

i(X(n))tn =
(1 ¡ t)

i(X)¡e(X )
2

(1 + t)
i(X)+e(X)

2

:

3. Aplicaciones

(3.1) Observemos en primer lugar que el Teorema 2.4 extiende de forma natural el
resultado obtenido por Macdonald en [5]. En efecto, dado que el polinomio de Poincar¶e
se obtiene a partir del polinomio de Poincar¶e{Hodge igualando x con y, se tiene, con las
notaciones de [5],

X

n¸0

P (X;¡x)tn =
X

n¸0

h(X;x; x)tn

=
Y

p;q¸0

(1¡ (¡1)p+qxp+qt)(¡1)p+q+1hpq

=
Y

n¸0

(1 ¡ (¡1)nxnt)(¡1)n+1Bn :

(3.2) Sea S una super¯cie algebraica proyectiva y lisa, y sea S[n] el esquema de Hilbert
de n-pletas en S. Puesto que el mor¯smo natural

S[n] ¡! S(n)

es birracional (Fogarty [2, Corolario 2.6]), se sigue de [6, Teorema 1.11 y 1.12] que

hp0(S [n]) = hp0(S(n))

y esto nos permite comprobar la Proposici¶on 3.3 de GÄottsche [3]:
X

n¸0

X

p¸0

hp0(S [n])zptn =
X

n¸0

h(S [n] ; z; 0)tn

=
Y

p¸0

(1¡ (¡1)pzpt)(¡1)p+1hp0(S):

(3.3) En el caso particular de que X sea una curva algebraica proyectiva y lisa, entonces
podemos obtener una expresi¶on expl¶³cita de los n¶umeros de Hodge:

Corolario. Si C es una curva proyectiva y lisa de g¶enero g, entonces los n¶umeros de
Hodge del producto sim¶etrico C (n) son

hpq(C (n)) =
X

0·k·p

µ
g

p ¡ k
¶µ

g
q ¡ k

¶
; 0 · p · q; p + q · n:
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Demostraci¶on. Seg¶un el Teorema 2.4, el n¶umero de Hodge hpq(C (n)) es el coe¯ciente
de xpyqtn en el desarrollo en serie de potencias de

(1 + xt)g(1 + yt)g

(1¡ t)(1 ¡ xyt) :

Considerando los desarrollos en serie de los t¶erminos que aparecen en la fracci¶on anterior,
el t¶ermino en xpyqtn es

X

a+b+c+d=n
a+d=p
b+d=q

µ
g
a

¶µ
g
b

¶
xa+dyb+dta+b+c+d ; a; b; c; d ¸ 0:

Por tanto, se tiene

hpq(C(n)) =
X

a+b+d·n
a+d=p
b+d=q

µ
g
a

¶µ
g
b

¶

=
X

0·k·p

µ
g

p¡ k
¶µ

g
q ¡ k

¶
: ¤

Notemos ¯nalmente que, en este caso, la f¶ormula del ¶³ndice es

X

n¸0

i(C (n))tn = (1¡ t2)g¡1:
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