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ABSTRACT. In this paper we compute the Poincaré—Hodge polynomial of a symmetric prod-
uct of a compact kahler manifold, following the method used by Macdonald, in the topological
case, to compute the Poincaré polynomial of a compact polyhedron, and we give some appli-
cations, in particular to the case of curves.

INTRODUCCION

El objetivo de este articulo es el cdlculo del polinomio de Poincaré—Hodge de un producto
simétrico de una variedad kahleriana compacta, basdandonos en el articulo de Macdonald
[5], donde se calcula el polinomio de Poincaré de un producto simétrico de un poliedro
compacto. Dado que la cohomologia de un producto simétrico es isomorfa a la parte
fija de la cohomologia del producto cartesiano bajo la accién del grupo simétrico S, el
calculo se obtiene aplicando la teorfa de representaciones de dicho grupo. En general X (™
no es una variedad lisa, pero no obstante, la estructura de Hodge-Deligne canoénica de
H"(X(™ C) es pura de peso r (Deligne [1]), luego es posible hablar de descomposicién
de Hodge en el producto simétrico y por tanto extender los cédlculos de Macdonald a las
representaciones obtenidas en la pieza de tipo (p,q) de la descomposicién. En el §1 se
siguen los razonamientos de Macdonald extendiéndolos al caso bigraduado, y en el §2 se
da el resultado principal para el polinomio de Poincaré-Hodge en el Teorema 2.4. Por
ultimo, en el §3 se dan algunas aplicaciones, en particular al caso de curvas, donde se da
una expresion para los nimeros de Hodge de los productos simétricos de una curva de
género g.
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1. PRELIMINARES

(1.1) Sea K un cuerpo de caracteristica cero, y sea

un K-espacio vectorial bigraduado tal que la dimension de cada M"™ es finita, y sea h"™®
esta dimensién. Definimos el polinomio de Poincaré-Hodge del espacio bigraduado M por

P(M,CC, y> — Z (_1)r+shrsxrys.

r,s>0

Con estas notaciones es inmediato comprobar que, si M y N son dos K-espacios vectoriales
bigraduados, y M ® ir N se dota de la bigraduacién natural, se verifica

P(M®gk N,x,y) = P(M,z,y)P(N,z,y).

(1.2) Sea n un entero positivo, y sea V = M®" la n-ésima potencia tensorial de M.
Consideraremos en lo que sigue la representacion w de S,, sobre V' definida por: dados
AES, Y11 ®...0x, € M®™ con x; € M™%,

wa)(r ®...0x,) = (—1) Ta-101) ® ... @ Ta-1(n),

donde
e=Qa(r1+s1,...,7mn+ 5n),
vy @, es la forma cuadratica definida por

Qa(th s 7tn) = Zaljtltj?

1<j

- { L si(i—j)(a(i) —a(j) <0
Y70 si (- 4)(ali) — alj)) >0,

Como la accién de S,, es bihomogénea obtenemos, para cada par (r, ), una representacion
w"s del grupo simétrico S,,.

Si H es un subgrupo de §,,, notaremos

VH _ @ Vrs,H

r,s>0

el subespacio de V de los elementos fijos por la acciéon de H.
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(1.3) Proposicién. Con las notaciones anteriores, se tiene

1
PV zy)=— 3  xM(@)P(M 2™, y™) ... P(M, ™, ),

T a€Es,

donde (Af,..., ) es el tipo de ciclo de la permutacién a, y x es el cardcter de S,
inducido por el caracter trivial de H.

Demostracion. Sea w}; la representacion de H inducida por w”, y sea
TS
Wy = E aipi, a; € N,
i

la descomposicion de w7 en representaciones irreducibles. Si x%7 es el caracter asociado a
H H
la representacion wii, y x; es el cardcter asociado a p;, tomando caracteres, resulta

XH = Zaixzv
i
Si x1 es el caracter trivial de S,,, se tiene

a; = dimg V"

y por tanto, de las relaciones de ortogonalidad de los carédcteres irreducibles, se obtiene

3 rs 1 78
dlmKV ’HZEZXH(Q).
acH

Como, por la férmula de reciprocidad de Frobenius,

n.
acH acSn

ﬁ ST ) = = 3 (),

si ponemos
entonces

y asi la demostracion de la proposicién estarda completa con el siguiente
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(1.4) Lema.
®(a) = P(M, 2™, y™M). .. P(M, 2™ y™).

Demostracién. Como, por definicién, y"*(«) es igual a la traza del endomorfismo
w"¥(a), tenemos que probar que esta traza es igual a (—1)"% veces el coeficiente de z"y*
en el producto de series formales, el cual es

§ : (_1)r1+...+rk+sl+.,.+sk hrlsl o hrksk )

ATt =T
)\1 81+...+>\k8k:8

Si « tiene tipo de ciclo (A1,... ,\;), entonces a es conjugada a la permutacién
(1,2,3, ..., )M+ L, 0 +2, 0 0+ ) oo M+ demr L A e AR

Por tanto, podemos suponer que « es esta permutacion.

Para calcular la traza de w”®(«), tenemos que encontrar la dimensién de los subespacios
de los vectores £ = 1 ® ... ® x, tales que w™ ()¢ = ££. Para que esto se verifique es
necesario que

P P 151
rp=...=x)\ €M ,

TSk
T dod A1 =1 = oo = XA 4. 42, € MTFF,
donde

AT+ o AT =1,
AS1+ ...+ ApSE = s.
Un elemento de este tipo verifica w™ ()€ = (—1)°¢, donde ¢ se determina por
e=Qu(r1 + 51, M1+ 81,0 TR+ Sy Moy + S,

siendo ahora

Qa(tl, - ,tn) = t)\l (tl + ... —l—t>\1_1) 4+ ... +t)\1+___+)\k (t)\1+___+)\k71+1 4+ ...+ t>\1+._.+)\k_1>

y entonces se tiene

(N = 1)(r; + 5;)°

I
-

S
I
—_

Il

S
I
—_

(A + 1)(r + 5) (mod 2)

=

k k k
AT + Z Aisi + Zm + Z 54
1 i—1 i—1 i—1
k k

=T+s+§:n+§:&.

S
I
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Por tanto, los elementos de tipo (r1,s1),...,(7k,,Sk) aportan a la traza un término igual

a
«_1)T+S+T1+w-+rk+ﬁl+m.+8khrl81...hfksﬂ

con lo que finaliza la demostracion. [J

2. EL POLINOMIO DE POINCARE—HODGE DE X (™),

(2.1) Sea X una variedad kéhleriana compacta. Se define el polinomio de Poincaré-
Hodge de X por

WX )= > hx'y’,
7,820
siendo A" = dimcH"™ (X, C), es decir, si se considera la bigraduacién de H*(X,C) dada
por la descomposicion de Hodge
T = @ ).
pta=r
entonces
hX,z,y) = P(H*(X,C), -z, —vy).
(2.2) Sea m un entero positivo. Si consideramos el producto cartesiano X", por la
férmula de Kiinneth, tenemos un isomorfismo bigraduado
H*(X",C) = H* (X,C)®".
El grupo simétrico §,, actia sobre X" por permutaciéon de las componentes, y la accién
inducida en la cohomologia coincide con la descrita en el §1. Si entonces tenemos un
subgrupo G de Sy, segiin Grothendieck [4, Teorema 5.3.1, corolario a la Proposicién 5.2.3]
se tiene que la proyecciéon candnica
f: X" — X"/G
induce un isomorfismo
f* HY(X"/G,C) = H*(X",0)Y c H(X",C).
Dado que X™ /G es una variedad en cohomologia racional (Steenbrink [6, Proposicién 1.4]),

)
la estructura de Hodge—Deligne canénica de H" (X" /G, C) es pura de peso r (Deligne [1,
Teorema 8.2.4]). Asf se tiene,

H"(X"/G,C)= @ H"M(X"/G).
ptg=r
Y como G actiia con automorfismos analiticos, f* induce un isomorfismo

F* e HP(X)G) < B (X)C,
Andlogamente al caso de variedades kahlerianas compactas, se define el polinomio de
Poincaré-Hodge de X" /G por

MX"/Gray) = 3 (~)Pr ey,

p,g=>0

donde hP? = dimcHP?(X" /G, C).
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(2.3) Proposicién. Con las notaciones anteriores,

X" /G, x,y) =
1
= ST XC@R(X, (~ MR (1M R (<M (<1,
" aeS,
Demostracion. Resulta inmediatamente de la proposicién 1.3. [
(2.4) Teorema. Sea X una variedad kdhleriana compacta de nimeros de Hodge hP9.
Entonces S
SoX .z = [ (1= (-ppraarysn) 0T
n>0 p,q20

Demostracién. Llamemos F'(x,y, t) al desarrollo en serie de potencias de

2,1
L

1,0 0,1 3,0
[T (1= aryaryvmn™ = (I—at)" (1—yt)"  (1—a®)" (1 - 2’yt
V2o (T )"0 (1 — a2 (1 — ayt)o (1 — g2t)o=

Sea M = H*(X,C). Con las notaciones del §1, tenemos que probar que el coeficiente de
t"™ en el desarrollo de F(x,y,t) es P(VS, x,y).
Aadamos n elementos z, ..., z, a Z[[x,y]] tales que

Sr=z1+...+2, =P(M,z",y"), r=1,...,n.

Entonces
d (—1)PHapragryd
—log F t) =
p,q20
— Z (—1)PHapPagp s Z(mpyqﬂr
p,q=0 r>0
— Y POy
r>1
=51+ 8ot + ... +s,t" ! (mod t™)
R T ol [ EUNE LU RN RS A
_ 21 “n n
= dt
1—2125+ +1—znt (mo )
d o1
= —1
il | Gy
=1
Por tanto,

g 1
F(z,y,t) = H (mod ")

1
=14+ht+...+hyt"  (modt"™)
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donde

hz == Z 21041 22%

al1+...tan=1
Como )
h/n - E Z S)\l S)\k?
" a€s,
se obtiene .
_ Sn AL oA Sn Ak oAk
hn—ﬁ P(Ver g gy P(Ver at gt
" a€es,

y por tanto, se deduce de la Proposicién 2.3 que el coeficiente de t" en el desarrollo de
F(z,y,t) es P(VSr,z,y). O

(2.5) Recordemos que si X es una variedad topoldgica, o mas generalmente, una variedad
en cohomologia racional, orientada, y de dimensién d = 4k, se define el indice de X, i(X),
como la signatura de la forma cuadrética P definida en H?*(X,R) por

P(,n) = /X€ A 1.

Por convenio, si d # 4k, se toma i(X) = 0.
Si X es una variedad kdhleriana compacta, el teorema del indice de Hodge asegura que

i(X)= > (~1)Phm.

p,q2>0

Consideremos ahora el producto simétrico X () de una variedad kihleriana compacta,
X. Sea wx la 2-forma fundamental de X. Si llamamos 7; a la i-ésima proyecciéon de X"
en X, resulta que

wxn =wi + ...+ wn, wi =T, W,

es la 2-forma fundamental de X™. Notemos que wx~ es invariante por S, , luego el operador
L de Lefschetz, definido sobre H*(X™,R) por L = wxnA, deja estable H*(X (™ R), y por
tanto el teorema de descomposicién y el teorema dificil de Lefschetz son validos para X ().
Finalmente, si introducimos la forma cuadratica

Qe = (-0 [ mean gne PR,

como 1
/ Ldnfrf A n= _' Ldnfré- A n,
X (n) n: JXn

r(r+1 )
2

i (=1)7(—1) LITe NES0, €€ Pred(X™,R),

Xn

es inmediato deducir que el teorema del indice de Hodge sigue siendo vélido para X(™). Se
deduce entonces el siguiente
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Corolario.
W(X)—e(X)
. (n)\4n (1 __t) 2
Z WX = i(X)te(X)
n>0 (1 + t) 2

3. APLICACIONES

(3.1) Observemos en primer lugar que el Teorema 2.4 extiende de forma natural el
resultado obtenido por Macdonald en [5]. En efecto, dado que el polinomio de Poincaré
se obtiene a partir del polinomio de Poincaré-Hodge igualando x con y, se tiene, con las
notaciones de [5],

Z P(X,—x)t" = Z h(X,x,x)t"

n>0 n>0
_ H (1- (_1)p+q$p+qt)(—1)p+q+1h”q
p,q=0
=[] (1)rant) 0" Ba
n>0

(3.2) Sea S una superficie algebraica proyectiva y lisa, y sea SI" el esquema de Hilbert
de n-pletas en S. Puesto que el morfismo natural

Sinl ., g(n)
es birracional (Fogarty [2, Corolario 2.6]), se sigue de [6, Teorema 1.11 y 1.12] que
RPO(SIy = pPO(5(m))y
y esto nos permite comprobar la Proposicién 3.3 de Gottsche [3]:

SN (st =3 A 2, 0)t"

n>0p>0 n>0

- H(1 —(—1)P P FLTRS),

p=0
(3.3) En el caso particular de que X sea una curva algebraica proyectiva y lisa, entonces
podemos obtener una expresién explicita de los niimeros de Hodge:

Corolario. Si C' es una curva proyectiva y lisa de género g, entonces los nimeros de
Hodge del producto simétrico C'™) son

n g 9
practy =y <p—k‘><q—k>’ 0<p<gqg p+tqg<n

0<k<p
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Demostracién. Segin el Teorema 2.4, el ntimero de Hodge hP%(C(™)) es el coeficiente
de xPy?t"™ en el desarrollo en serie de potencias de

(1 +xt)9(1 + yt)?
(1—1t)(1 — ayt)

Considerando los desarrollos en serie de los términos que aparecen en la fraccién anterior,
el término en xPyit™ es

s (@) anerso

a+b+c+d=n
a+d=p
b+d=q

Por tanto, se tiene

e 5 Q)

= 2 () 2e) 8

Notemos finalmente que, en este caso, la formula del indice es

diCmyert = (1 -

n>0
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