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C’est par la logique qu’on démontre, c’est
par I’intuition qu’on invente.

Henri Poincaré (1854-1912)

Resum: En aquest article volem illustrar com la comprensié de la dinamica d’al-
guns models de la mecanica celeste permet explicar alguns fenomens astronomics
i dissenyar missions realistes a I’espai. El model paradigmatic usat és el problema
restringit de tres cossos, en el qual els objectes que tenen un paper essencial son les
varietats invariants de les anomenades orbites de libracio, és a dir, orbites periodiques
i quasiperiodiques al voltant dels anomenats punts d’equilibri cotlineals del model.
Descriurem alguns d’aquests fenomens i esmentarem algunes missions concretes.
Finalment, comentarem altres models també utils (i més sofisticats) a I'astrodinamica
i acabarem amb algun comentari de com les eines de sistemes dinamics es poden
traslladar del mén macroscopic (celeste) al microscopic, com per exemple el de la fisica
atomica classica.
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1 Introduccio

La teoria de sistemes dinamics comenca a les darreries del segle Xx1x amb Poin-
caré, el qual estudia els sistemes d’equacions de manera global, en comptes
d’abordar les solucions de manera particular. La idea és usar metodes qua-
litatius i quantitatius per obtenir una imatge global de I’evolucio dels estats
del sistema. En aquesta imatge, els actors principals son els objectes inva-
riants del sistema: comencant pels punts d’equilibri, seguint amb solucions
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periodiques i quasiperiodiques, i les varietats invariants associades a tots els
anteriors quan aquests séon hiperbolics. En el camp de la mecanica celeste,
el problema de tres cossos restringit és el model paradigmatic en el qual s’han
explotat principalment les idees i tecniques dels sistemes dinamics. En particu-
lar, la comprensio d’aquest model ha permeés, en el camp de I'astrodinamica,
donar una empenta enorme al disseny de missions espacials, basat inicialment
en l'assaig i error amb posterior refinament per obtenir la trajectoria desit-
jada. El resultat d’aplicar els metodes de calcul de solucions periodiques i
quasiperiodiques, i també de parametritzacié de varietats invariants, ha per-
mes poder determinar amb eficiéncia determinades trajectories i incrementar
enormement la capacitat de dissenyar-ne de noves que anteriorment eren
impensables.

Aquestes trajectories son solucions particulars de I’anomenat problema de
n cossos. Considerem un sistema de referéncia inercial. El problema de n cossos
de la mecanica classica correspon a la descripcié del moviment de n masses

puntuals m, my,..., m, sota la llei d’atracci6 gravitatoria de Newton:
romimy
Mk =G > LS -1), k=1,2,...,m,
j=1,j#k Tk
onrg, k =1,...,n, éslaposicio de cada cos, rjx = |[rj — | la distancia entre
els cossos de massa m; i my, i G la constant gravitatoria. Fixada una condicio
inicial per a cada cos (posicio i velocitat), la soluci6 (ri(t),...,r,(t)) del sistema

d’equacions conté la trajectoria o orbita ry(t) de cadascun.
El model més senzill és el problema de dos cossos, que es pot reformular
com el problema de Kepler:

i=G(m+M) -,
r

onr és el vector de posicio relativa d'un cos respecte a I'altre. Aquest problema
és integrable; aixo vol dir que tenim suficients integrals primeres (constants
sobre les trajectories), de forma que cada trajectoria és interseccid de les
hipersuperficies de nivell i, per tant, tenim una equacio6 (en general implicita) per
a la trajectoria. Les seves solucions, conegudes com a orbites keplerianes, son
coniques: els dos cossos es mouen en orbites circulars, elliptiques, paraboliques
o hiperboliques.

El primer pas en el disseny de missions espacials comporta prendre un
model prou senzill (pero alhora prou acurat) que permeti el calcul d’'una
trajectoria que segueixi el cami desitjat. La primera estrategia per dissenyar
viatges interplanetaris consisteix en el que s’anomena coniques empalmades
(patching conics): el problema de n cossos que representa el Sistema Solar es
divideix en multiples problemes de dos cossos encadenats, en cadascun dels
quals intervenen el Sol o un planeta i el satellit artificial, de manera que la
trajectoria d’aquest ultim és una seqiiéncia d’orbites keplerianes. Quan aquest
es troba molt a prop d’un planeta, nomeés es té en compte 'atracci6 gravitatoria
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d’aquest cos, mentre que quan se n’allunya, la forca gravitatoria que es té en
compte és la del Sol. Aixo fa que la trajectoria del satellit es pugui definir a
trossos, en cadascun dels quals aquesta segueix una solucié d'un problema
kepleria adient (Sol-satéllit o planeta-sateéllit). Per exemple, una missié a Mart
consistiria primer a dissenyar una orbita hiperbolica respecte a la Terra fins que
el satellit abandonés I'esfera d’influéncia del planeta. A continuacié seguiria
una orbita elliptica respecte al Sol fins a trobar-se en I’esfera d’influéncia de
Mart, on de nou seguiria una orbita hiperbolica respecte a aquest. Els passos
propers a algun planeta es coneixen com a assisténcies gravitacionals (també
anomenades flybys en anglés), degut al fet que provoquen un canvi significatiu
en la trajectoria preévia i permeten canviar d’'una orbita elliptica (respecte al
Sol) a una altra de diferent.

En I'altim quart del segle xX ja queda palés que el problema de dos cos-
sos és insuficient i que les missions requereixen orbites més sofisticades. I el
model que ha permeés avancar en la comprensié de la dinamica i el disseny
de trajectories amb itineraris prescrits és el problema restringit de tres cos-
sos (PRTC), que descriurem al llarg d’aquest article. Un paper cabdal el tindran
els punts d’equilibri inestables d’aquest problema, aixi com les varietats inva-
riants associades no nomeés als mateixos punts d’equilibri, sin6 també a orbites
periodiques i quasiperiodiques que hi ha al seu voltant. Els treballs de Poincaré
ja mostren que, malgrat que en un entorn dels punts d’equilibri inestables
del PRTC no és possible predir exactament la trajectoria d'una solucio, si que és
cert que les diferents trajectories es poden agrupar en conjunts o families que
tenen un comportament similar. Aquests conjunts son com tubs que s’allunyen
o s’acosten als punts d’equilibri (o a les orbites periodiques o quasiperiodi-
ques properes) i formen precisament les seves varietats invariants associades.
Seguint-los, buscant les seves interseccions amb altres tubs que connecten amb
altres punts (o orbites properes), es poden obtenir trajectories interessants, no
només des del punt de vista del disseny de missions espacials, sin6 també per
a la comprensi6 d’alguns fenomens naturals.

Per exemple, el PRTC circular Sol-Terra-satellit és el model de referéncia
de la ISEE-3 llancada el 1978 per a I’estudi de les interaccions Sol-Terra i de
I’anomenat space weather. La trajectoria dissenyada seguia una transferéncia
directa a una orbita quasiperiodica al voltant d’un dels punts d’equilibri del
PRTC (vegeu la figura 1). De fet, en les dues ultimes deécades, el nombre de
missions espacials al voltant dels punts d’equilibri del problema (amb objectius
cientifics diversos) ha crescut enormement. I aixo ha estat possible gracies a
I'ampli i profund estudi del model des del punt de vista de sistemes dinamics,
i que descriurem breument a continuacié. El nombre d’autors i referéncies
és extensa, pero citarem com a basiques els treballs per a I’Agéncia Espacial
Europea (ESA) de Gomez, Jorba, Llibre, Martinez, Masdemont, Simo ([22, 23,
19, 20]). D’altra banda, el PRTC també permet donar una explicacié d’alguns
fenomens astronomics com son la trajectoria del cometa Oterma, els asteroides
troians, o el moviment en forma de ferradura de les llunes Janus i Epimeteu de
Saturn o dels asteroides Cruithne o el 2009 AA29 al voltant de la Terra.
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ISEE3 MANEUVERS FROM LAUNCH
TO HALO ORBIT
TO COMET EXPLORATION

FIGURA 1: Projeccio en el pla sinodic (x, y) de la trajectoria de la missio
ISEE-3 a punts de Lagrange. (Font: NASA.)

El PRTC i algunes aplicacions a I'astrodinamica foren presentats per R. Mar-
tinez ([36]), en un article publicat en aquest mateix Butlleti com a resum de la
llicé inaugural del curs 2000-2001 a la llicenciatura de matematiques de la UAB.
En el present article, primer revisem i recuperem la descripcié dels conceptes
més importants de la dinamica del PRTC, fent esment d’alguns dels métodes
desenvolupats més recentment per a I'estudi dels sistemes dinamics. A conti-
nuaci6 fem émfasi en la importancia del coneixement de la dinamica del PRTC
per a la comprensio d’alguns fenomens astronomics i, sobretot, el disseny de
missions espacials. Finalment, presentem altres models més enlla del PRTC, i
altres contextos d’aplicaci6 de les eines descrites, com és el mén de la fisica
atomica. La llista de referéncies que donem, tot i ser extensa, no inclou ni
de bon tros tots els autors i treballs de rellevancia en aquest camp. En cada
concepte, idea, model, resultat, etc., suggerim alguna referencia com a font per
a més informacio6 per al lector interessat en el tema.

2 Un model paradigmatic: el problema restringit
de tres cossos circular

Considerem dos cossos de masses m; i mp, que anomenarem primaris, que
es mouen seguint una solucié del problema de dos cossos, i un tercer cos de
massa infinitesimal que es mou degut a ’atracci6 gravitatoria dels dos primaris
pero sense afectar el seu moviment. Les equacions de moviment del PRTC
descriuen la posicio r del tercer cos, i consisteixen en el sistema d’equacions
diferencials ordinaries no autonom
L) LAy RRYP P-.

Ir—r ()3 Ir—r2() 3
onr;(t),i= 1,2 sén les posicions dels dos primaris. Segons com siguin les
trajectories dels primaris, parlem del PRTC circular, elliptic, parabolic o hiper-

(r—ra2(t)),
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bolic. En aquesta seccio i la segiient, ens concentrarem en el cas circular, en
que els primaris descriuen orbites circulars de velocitat angular constant. Per a
més detalls sobre el PRTC, us recomanem [14] i [48].

Resulta especialment util prendre un sistema de coordenades q = (x, y, z)
en rotacio (anomenat sinodic) que giri a la mateixa velocitat angular que els
primaris, de manera que el nou sistema d’equacions sigui autonom. En aquest
sistema, els primaris es troben fixos sobre I'eix de les x, i amb un canvi d’unitats
de temps, massa i distancia adequats, les equacions del problema es poden
escriure com

X -2y = Qx,
V+2x =Q,y, (1)
2:(22’
on . !
_ L2 2 —dH
Q(x,y,z)—z(x er)JrT1 +TZ, (2)

u=my/(m; + mp) € (0,1/2] és 'anomenat parametre de masses (podem
pensar que m; = mp), i ¥1, 72 son les distancies del cos infinitesimal als
primaris que estan fixos a les posicions (u,0,0) i (u—1,0,0) (vegeu la figura 2).

m3 =0 -7
e ____ 2o my =y Y
P=(x'y,2) Tt --e 2
\ » P = (IJ—lyO,O)
\ -
\ 71 ol .-~ Li
\\ [ — y
\ 1
\ I
my=1-u '
Py = (u,0,0)
X

FIGURA 2: Sistema sinodic de coordenades del problema restringit de
tres cossos. Els punts collineals L; i L, també estan representats.

El PRTC té estructura hamiltoniana i en termes de posicions g = (x,y,z) i
moments p = (Px,Py,Pz), 0N Ppx =X — Y, Py =Y + X, Pz = 2, les equacions
es poden escriure de la forma

OH 0H
= 3. .':_7, i:112’3’

ap 0qi

amb el hamiltonia (o la funcié hamiltoniana) associat definit per

ai

1—p U
181 r

1
H(X,7,2,Px, Py, P2) = 5 (pX + P5 + P2) + YPx = XPy =
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El problema, que depén del parametre de masses p, és no integrable i
presenta una dinamica molt rica i complicada. Una caracteristica important és
deguda al seu caracter hamiltonia: el sistema d’equacions posseeix una integral
primera. El valor de la funci6 hamiltoniana (3) és constant sobre cada soluci6
del problema. Aquest valor h = H(x,y,z,px, Py, Pz) S'anomena energia de
Iorbita (o de la solucio) i és ’energia Kepler (cinetica més potencial) menys
el moment angular. Si u = 0, es conserven ambdues quantitats per separat;
si u # 0, només es conserva el hamiltonia, que és la diferéncia. Aquesta
propietat permet estudiar el problema per nivells d’energia: fixat un valor
de h, s’estudia el comportament de les solucions que viuen en aquell valor de
I'energia, i d’aquesta manera es rebaixa el problema en una dimensio. En
posicions i velocitats, I'’energia també és coneguda com a constant de Jacobi i
s’escriu com

X%+ 92+ 22 =2Q(x,y,2) - CJ, (4)

on Q esta definida en (2). La relacié entre I'’energia i la constant de Jacobi
és h = —ZC].

La clau per a ’estudi de la dinamica del model del PRTC circular esta en el
fet que el sistema d’equacions diferencials (1) presenta cinc punts d’equilibri
denotats per L;, i = 1,...,5. Aquests es troben en el mateix pla de moviment
que el dels primaris i soén els punts critics de la funcié Q. De fet, aquests
punts d’equilibri s6n solucions homogrdfiques del problema de tres cossos i
foren descoberts per Euler (1767, configuracié collineal que correspon a tres
€0ssos en linia) i Lagrange (1772, formant una configuraci6 triangular amb
tres cossos en els vertexs d’un triangle equilater). Aixi doncs, L, L> i L3 son
els punts collineals, i estan situats entre els dos primaris (u — 1 < xr, < u), a
I'esquerra del primari petit (x;, < u — 1), 1 a la dreta del primari gran (xr, > ),
respectivament. Els altres dos punts sén els anomenats triangulars, L4 i Ls, i
formen un triangle equilater amb els primaris. Vegeu la figura 3.
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FIGURA 3: Punts d’equilibri del PRTC en el pla (x, y) en el model Terra-
Lluna.
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La constant de Jacobi ens permet introduir una altra caracteristica del
problema. Depenent del nivell d’energia, o valor de Cj, el tercer cos no pot
bellugar-se lliurement per tot I'espai. A partir de (4), tenim definides les regions
admissibles de moviment per al cos infinitesimal en I'espai (x, y, z), donat
que 2Q(x,y,z) — C; = 0: ssTanomenen regions de Hill, i estan delimitades
per les superficies de velocitat zero definides per 2Q(x,y,z) — C; = 0. La
topologia de les regions de Hill varia a mesura que el valor de C; disminueix
(o 'energia augmenta) i canvia quan C; pren els valors corresponents als
punts d’equilibri C;(L;), i =1,...,5. En el pla (x,y), les regions de Hill estan
delimitades per les corbes de velocitat zero. Per a C; > Cj(L1), la regio de Hill
té tres components: dues d’acotades, on el moviment esta confinat al voltant
dels primaris, i una component no acotada, fora de la superficie de velocitat
zero més externa. A Cj(L;) les dues components acotades es toquen en L i
per a Cj(Lz) < Cj < Cj(Ly) hi haun coll d’'ampolla que connecta les regions al
voltant dels dos primaris (figura 4, esquerra). Per a C; = Cj(L;) les fronteres
externa i interna es toquen en L i per a Cj(L3) < C;j < Cj(L2) apareix un nou
coll d’ampolla que connecta la regio al voltant del primari petit amb I’exterior,
tot i que encara hi ha la regi6 prohibida en forma de ferradura (figura 4,
central). A Cj(L3) les corbes es toquen en L3 i per a C; < Cj(L3) ja és possible
el moviment al voltant dels primaris i els punts collineals (figura 4, dreta).
Per a valors de Cj(Lss5) < Cy < Cj(L3) queda encara una regio prohibida de
moviment al voltant dels punts d’equilibri triangulars, que en el pla acaba
desapareixent per a C; < Cj(L4 ). Per a aquests valors encara queda una regio
de moviment prohibida per a z = 0.

2| 2|
1 1
0| 0|
-1 -1
-2 -2|

-2 -1 0 T 7 -

Cy(L2) <Cy<Cy(L1) Cy(L3) < Cj < Cj(Lp) Cyj(Lgs5) < Cj < Cy(L3)

2|

1

0

FIGURA 4: A dalt: regions de Hill (blanc) i regions prohibides de moviment
(negre) al pla z=0. A baix: superficies de velocitat zero a I’espai (x, v, z).

Com avan¢avem a la introduccié, I'estudi de la dinamica al voltant dels punts
d’equilibri del PRTC circular i 'aplicaci6 de la teoria de sistemes dinamics han
estat determinants tant per comprendre fenomens naturals (I'existéncia dels
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asteroides troians, el moviment de Janus i Epimeteu, satellits de Saturn, o
I'explicacié de moviments coorbitals a la Terra com el de I'asteroide Cruithne)
com per dissenyar missions espacials més sofisticades. El primer pas natural
és estudiar I'estabilitat lineal dels punts d’equilibri i extreure la informaci6
dinamica que se’n deriva. Aquesta informaci6 es troba en els valors propis de
la matriu jacobiana D f del camp d’equacions (1) expressat com a sistema
de primer ordre. Per al cas dels punts L;, i = 1, 2, 3, els valors propis associats
a la matriu diferencial del camp sén

SDECDf(Li) = {iiwl, +iwo, i)\},

on wi,A > 0 @{i=+/-1). Diem que els punts d’equilibri collineals sén del tipus
centre X centre x sella. Prenent I’aproximacio6 lineal de les equacions (1), les
solucions al voltant dels punts d’equilibri es poden escriure de la forma

o1 cos(wqt + 07)
-7 sin(wt + 01)
o2 cos(wot + Oo)
—o sin(woat + 62)
§1€M
fzefm

Q) =Li+C , (5)

on C és la matriu de vectors propis associats als valors propis (prendrem
la part real i imaginaria dels vectors per a valors propis complexos). Essen-
cialment, el comportament és el de dos oscilladors inestables, on w; és la
freqiiéncia plana (en el pla de moviment dels primaris) i w; és la freqiiéncia
vertical (moviment fora del pla (x, y)). El sistema lineal, doncs, exhibeix orbites
periodiques de freqiiéncia w;, i = 1, 2, orbites quasiperiodiques (si w; i w>» no
s6n commensurables), i orbites d’escapament (en temps futur i passat) asso-
ciades als valors propis reals. D'una banda, aplicant el teorema de Liapunov
(vegeu, per exemple, [39]), quan els valors propis no son proporcionals entre
si, de cada punt collineal neixen dues families uniparameétriques d’orbites
periodiques, conegudes com a families de Liapunov planes (dins del mateix
pla de moviment dels primaris) i verticals (viuen a R3), on el parametre de
les families és I’energia (o Cj). Per tant, per a cada valor fixat de h, existeixen
dues orbites periodiques, una de plana i una de vertical, almenys per a valors
de h propers al valor en el punt d’equilibri. A més, a cada nivell d’energia
proper a ’energia del punt collineal, existeix una familia biparametrica de
tors 2-dimensionals, recorreguts per les anomenades orbites de Lissajous, que
connecten les dues families de Liapunov. Vegeu la figura 5. Quan prenem tots
els nivells d’energia (en un cert rang proper al del punt d’equilibri), obtenim una
varietat 4-dimensional, anomenada varietat central, on viuen tant les orbites
periodiques com les quasiperiodiques. Observem que si prenem & = &> =0
en l'expressio (5) obtenim una parametritzacio (d’ordre 1) de les condicions
inicials de totes aquestes orbites.
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FIGURA 5: Orbites periodiques plana i vertical de Liapunov i orbita
quasiperiodica de Lissajous al voltant del punt d’equilibri L. (Figura
cortesia de J. M. Mondelo.)

D’altra banda, degut a la sella associada als valors propis reals +A, el punt
collineal té un comportament hiperbolic (o inestable) i apareixen les varietats
invariants 1-dimensionals estable i inestable, W*(L;), WS (L;) respectivament,
associades al punt ('aproximacio lineal s’obté de (5) fent &y 2 = 0). En donarem
la definici6 i en parlarem amb més detall a la propera secci6. De retruc, les
orbites periodiques de Liapunov hereten la hiperbolicitat i s6n inestables, de
manera que cada orbita té associades varietats invariants estable i inestable, ara
2-dimensionals. Aquesta inestabilitat fa dificil que ens fem una idea de com és
I'espai de fases al voltant dels punts d’equilibri collineals. Observem que, en el
cas d'un sistema hamiltonia de dos graus de llibertat, una estrategia numerica
per veure com és l’espai de fase consisteix a considerar iterats de I’aplicaci6
de Poincaré fixat un valor de l'energia. L'aplicaci6 de Poincaré es defineix
com l’aplicacié de retorn, via el flux del sistema d’equacions, a una seccio
fixada —anomenada seccio de Poincaré. Aixo és, considerem les successives
interseccions (iterats) de les solucions amb la seccié. Usant I’energia i la seccio,
rebaixem la dimensi6 a dos, de manera que podem fer representacions grafiques
en un pla. En el cas de tenir orbites periodiques estables, veuriem tipicament
zones fitades corresponents a tors invariants. Pero en el cas de punts i orbites
inestables, per a una condicio inicial arbitraria a prop, els iterats s’escapen i
el mapa de Poincaré no dona informacio6. Aixi doncs, per tal d’obtenir un bon
retrat de la dinamica corresponent a les orbites periodiques i quasiperiodiques
al voltant dels punts d’equilibri collineals, s’'usen técniques analitiques com la
reduccio a la varietat central, consistent a reduir el hamiltonia per tal d’eliminar
les direccions hiperboliques (vegeu [27]), 0 bé metodes numeérics explicits
(vegeu [24]).

En incrementar el valor de I’energia i seguir la familia d’orbites planes de
Liapunov, la freqiiéncia i I’estabilitat de les orbites canvien. Quan les frequiiéncies
de les orbites plana i vertical son iguals apareix una bifurcacié que dona lloc
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a dues families d’orbites espacials simetriques respecte al pla y = 0, que
s’anomenen orbites halo (vegeu [24], on es fa una descripcié amplia de la
dinamica al voltant dels punts d’equilibri). El seu nom prové del fet que, si
prenem el PRTC amb el Sol i la Terra com a primaris, i mirem des de la Terra
la projecci6 en el pla (y,z) d’'una d’aquestes oOrbites, es veu com un halo al
voltant del Sol.

Les orbites al voltant dels punts d’equilibri collineals L; i Lo, periodiques
i quasiperiodiques (Liapunov, halo i Lissajous) també s’anomenen orbites de
libracio, i sén el desti final de moltes missions espacials. Per exemple, les
missions Genesis, ISEE-3 i SOHO sén algunes de les missions on els satellits
han estat transferits a orbites halo al voltant del punt L; del PRTC Sol-Terra.

Pel que fa als punts triangulars L;, i = 4,5, la tipologia dels valors propis
de la matriu jacobiana depén de pu: si 0 < u < pg = %(1 - @) = 0.0381...
(conegut com a valor de Routh), llavors Spec D f (L;) = {+iw1, xiw>, i}, w; > 0.
Es a dir, el punt és centre x centre x centre, i quan podem aplicar de nou el
teorema de Liapunov, tenim 'existéncia de tres families d’orbites periodiques:
dues de planes —una familia d’orbites anomenades de periode curt i una
familia d’orbites anomenades de periode llarg— i la familia d’orbites verticals.
Quan u = ug, es té un centre degenerat, ja que w; = w», i per a yu > LR, els
valors propis son SpecDf(L;) = {+a =+ ib, i}, de manera que té una part
de sella complexa en el pla (x, y), el punt passa a ser inestable i té lloc una
bifurcacié de Hopf (vegeu, per exemple, [39, 42]).

Totique per a u < pg els punts Ly 5 son linealment estables, en el PRTC els
punts d’equilibri triangulars son inestables ([34, 35]). Tot i aix0, hi ha estudis
que mostren 'existéncia d’una regi6é de confinament efectiva, és a dir, que el
cos de massa infinitesimal roman al voltant d’aquests punts per a intervals
molt grans de temps. Els responsables d’aquest confinament son les varietats
invariants (estable i inestable) de la varietat central associada al punt L3 ([46]).
Una aplicacio real dels punts L4 5 la trobem en els asteroides troians, conjunt
d’asteroides localitzats al voltant dels punts Ly 5 del PRTC Sol-Jupiter, per al
qual u ~ 103 (vegeu, per exemple, [18]).

3 Varietats invariants en el PRTC circular
3.1 Definicio i calcul
Formalment, si I’ és un objecte invariant (punt d’equilibri, orbita periodica...) i

¢:(q) és la solucio a temps t del PRTC circular amb condici6 inicial q, definim
les varietats inestable, W*(T'), i estable, W*(T'), associades a T, com a:

WH(I) = {q € R®| lim d(¢¢(q),T) =0},
W) = {q € R | lim d(¢(q),T) =0},

on d(¢:(q),I') és la distancia entre ¢;(q) i el conjunt I.
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Com hem explicat, els punts d’equilibri collineals Li, i = 1,2, 3, del PRTC
tenen varietats invariants associades de dimensi6 1. Conley, a [13], prova que
cada varietat té dues branques, aixo és, cada varietat esta formada per dues
solucions del problema que tendeixen (temps endavant o endarrere) al punt
d’equilibri. Concretament, usant ’aproximacio lineal (5) i prenent &; = & = 0,
obtenim una parametritzacio d’ordre 1 de les varietats que es pot escriure com

P& =L;+&v,

per a valors de & petits, on v és un vector propi unitari associat al valor
propi A (per a la varietat W% (L;)) o —A (per a la varietat W*5(L;)). Escollint
adequadament v, i per a valors de & petits, les branques W* /s s’allunyen cap al
semiespai x < xy, per a & negatiu, mentre que les branques Wf/ ¢ s’allunyen
cap a x > xp, per a § positiu. Integrant el sistema diferencial, temps endavant
o enrere amb aquestes condicions inicials, s’obtenen les varietats inestable i

estable respectivament. Vegeu la figura 6.

FIGURA 6: Projeccio en el pla de configuracions (x,y) de les varietats
invariants 1-dimensionals associades al punt d’equilibri L3 del PRTC

circular. Les internes son W*'* i les externes W/,

Si ara ens situem en un nivell d’energia h a prop i per sobre del nivell dels
punts d’equilibri collineals, tenim una orbita periodica plana, una de vertical i
una familia d’orbites de Lissajous (quasiperiodiques), cadascuna de les quals
té associades les seves varietats invariants, en aquest cas de dimensio6 2 (per
a les orbites periodiques) i dimensié 3 (per a les orbites quasiperiodiques),
les quals hereten el comportament (al voltant de I’orbita periodica) de les
varietats 1-dimensionals dels punts d’equilibri. Podem pensar que el punt
d’equilibri s’ha engreixat i ha donat lloc a una orbita periodica (o quasiperiodica)
i que les varietats invariants que abans eren 1d ara s’han engreixat i han
passat a varietats 2d (o 3d). En el cas d’una orbita periodica I', W%/5(T'), son
varietats 2-dimensionals foliades per solucions del PRTC circular, totes elles
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en el mateix nivell d’energia que I’'orbita periodica. Geométricament es poden
veure com tubs que s’acosten (endavant o endarrere en el temps) cap a I’orbita
periodica. Cadascuna de les varietats posseeix també dues branques, W /s , en
un comportament similar al de les varietats dels punts d’equilibri. Vegeu la
figura 7.

25

05 -

-05 -

-2.5

FIGURA 7: En el PRTC Sol-Jupiter, projeccié en el pla de configura-
cions (x,y) de les branques W;‘/ *(I;) associades a I; orbita periodica al

voltant de L;, i = 1, 2. Esquerra: branques internes Wf/ *(I1) i branques

externes W%/ *(I>). Dreta: detall de la regio al voltant de Jupiter, on es
mostra la branca W (I) i la branca W3 (I;). En blau les varietats estables,

en vermell les inestables.

Analogament al cas de les varietats dels punts d’equilibri, per calcular
numericament les varietats invariants d’'una orbita periodica prenem una apro-
ximacio lineal de la parametritzacio de la varietat, valida en un entorn de
I'orbita:

W(0,8) = o r(qo) + EAYPTDP o 1 (qo)v, (6)

on ¢ (qo) és la solucié del PRTC comencant a la condici6 inicial qg de 1’orbita
periodica, T és el seu periode,i Aiv son el valor i el vector propi de la matriu de
monodromia D¢ 7(qg) corresponents a la varietat (estable o inestable). Aquesta
aproximacio d’ordre 1 de la parametritzacié de les varietats és invariant pel
flux, excepte termes d’ordre dos en &, ja que

bt (W(0,8) = Y0 +tw, e E) + 0(&?), (7)

on w = 21/T, A = (wInA)/(27r). Partint de I'aproximaci6 lineal (local) i
mitjancant integracié numerica, obtenim la varietat global.

De manera similar podem calcular I'aproximacio lineal de les corresponents
parametritzacions de les varietats invariants associades a orbites quasiperiodi-
ques, i globalitzar-les mitjancant integracié numerica.

Hi ha situacions, pero, en les quals per tal de tenir una bona aproximaci6
cal comencar molt a prop del punt d’equilibri o de I’orbita periodica (£ molt
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petit), i llavors el temps d’integracio per allunyar-se’n és molt gran. En aquest
cas, és convenient expressar la parametritzacié ¢ de la varietat com una
expansio en série de poténcies. En el cas dels punts d’equilibri, el métode de la
parametritzacio permet trobar (¢ fins a un ordre desitjat resolent una equaci6
d’invariancia associada a les equacions. En el cas de les orbites periodiques, un
metode per obtenir aproximacions de qualsevol ordre de les parametritzacions
consisteix a veure cada punt de l'orbita periodica com un punt fix d'una
aplicacio (el flux per a un temps igual al del periode de I’0rbita) i aplicar el
metode de la parametritzacié per a punts fixos de difeomorfismes.

El métode de la parametritzaci6 s’inicia cap a finals del segle XX i es desenvo-
lupa a principis del xx1 com un nou enfocament al calcul de varietats invariants.
Tot i que alguns trets del métode remunten a Poincaré, els articles que esta-
bleixen els fonaments teorics amb resultats rigorosos son [9, 10, 11]. Una
referéncia recent en que es fa un recull dels desenvolupaments de la teoria,
amb referencies a autors diversos i les seves contribucions, aixi com la des-
cripci6 de la metodologia numeérica aplicada concretament a varietats de punts
fixos, tors invariants i al context general de varietats normalment hiperboli-
ques és [25]. Altres métodes per al calcul de varietats invariants consisteixen a
obtenir altres expansions en séries, per exemple, usant el meétode de Lindstedt-
Poincaré o expandint el hamiltonia usant la reduccié a forma normal (vegeu,
per exemple, [38]).

3.2 Orbites de transit i no transit, i connexions homocliniques
i heterocliniques

Considerem el PRTC circular pla, aixo és, el tercer cos es mou només en el
mateix pla que els primaris. Com hem dit, el problema restringit de tres cossos
es pot estudiar fixant el nivell d’energia. Per a cada valor de h, les corbes
de velocitat zero delimiten les regions admissibles de moviment en el pla de
configuracions. En concret, per a un rang de h entre els valors de I'’energia
corresponents a L i L», es poden distingir clarament tres regions de moviment:
al voltant del primari principal (regi6é interior), al voltant del secundari, i una
zona «externa» lluny dels dos (essencialment » gran, vegeu la figura 4).

Fixada una orbita periodica al voltant dels punts d’equilibri collineals, en el
cas del PRTC circular pla, les varietats invariants associades tenen codimensio 1,
ja que en fixar ’energia ens situem en un espai de dimensi6 3. Per tant, les
varietats separen comportaments, aixo és, solucions a «costats» diferents de
les varietats tenen comportaments diferents. Conley ([13]) defineix les orbites
de transit i de no transit de la manera segiient: les primeres son solucions
que s’apropen al coll d’ampolla determinat per la corba de velocitat zero i
passen de la regio {x < xr,} a laregi6 {x > xr,}, o a 'inrevés, mentre que
les segones son solucions que s’acosten al coll d’ampolla pero retornen cap al
mateix semiespai. Perque una orbita que s’apropa cap a la regio on viu I’orbita
periodica I' sigui de transit és suficient i necessari que la solucié corresponent
estigui dins de la branca W*(I') de la mateixa regio, mentre que si esta fora
retorna cap a la mateixa regio. Vegeu la figura 8.
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FIGURA 8: En el pla (x, ), esquema de la dinamica de transit i no transit
en la regi6 de coll d’ampolla al voltant d’'una orbita periodica inestable
nascuda en un punt d’equilibri.

Per exemple, suposem que tenim el sistema restringit de tres cossos Sol-
Jupiter (o qualsevol altre planeta) i que el tercer cos es troba orbitant a la regio
exterior més enlla de I’orbita de Jupiter. Perqué aquest pugui transitar cap a la
regio interior (més a prop del Sol), primer cal un transit per la zona de L per
passar a la regié de Jupiter, i seguidament, un transit per la zona de L, per pas-
sar cap a la regi6 interior (vegeu la figura 9, esquerra). El primer transit es
realitza dins la branca W3 (I>) (associada a una orbita plana I al voltant de L»),
i surt per l'interior de la branca W#(I>), i en el segon transit, el tercer cos
s’acosta primer al segiient coll d’ampolla dins W¥ (I'}) i surt després per dintre
de W*(I7) (on I és una orbita periodica al voltant de L; que viu en el mateix
nivell d’energia que la primera). Un altre exemple de doble transit el tindriem
si el tercer cos primer estigués donant voltes al voltant de Jupiter, escapés a
través de la regié de L, a fer una (o diverses) voltes al Sol, i tornés a la regid
de Jupiter. En aquest cas, la trajectoria ha de trobar-se primer dins W}*(I7) i
després dins W3 (I7) (vegeu la figura 9, dreta).

FIGURA 9: En el pla (x, ). Esquerra: ampliacio de la regio6 al voltant de
Jupiter (punt marcat al centre), i esquema del doble transit des de la
regi6 exterior fins a la interior al voltant del Sol. Dreta: doble transit del
cos que comenca a la regio6 al voltant de Jupiter, passa a la regio interior
i torna a la primera regio.
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Clarament, doncs, perque hi pugui haver transit d’'una regié a una altra, és
necessari que dues branques, una de cadascuna d’algunes varietats estable i
inestable, s’intersequin. Si les dues branques que es tallen estan associades a
orbites periodiques diferents (com en el cas de la figura 9, esquerra), tindrem
una connexio heteroclinica, aix0 és, una solucié del PRTC que temps endavant
i endarrere tendeix a una orbita periodica diferent (figura 10, esquerra). En cas
que les dues branques que es troben estiguin associades a la mateixa orbita
periodica (figura 10, dreta), tindrem una connexié homoclinica.
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FIGURA 10: Exemples de connexions homo-heterocliniques en el PRTC
Terra-Lluna en I’espai de configuracions (x, ). Esquerra: connexi6 he-
teroclinica entre dues orbites periodiques de Liapunov al voltant de L
i L. Dreta: connexi6é homoclinica d'una orbita periodica de Liapunov al
voltant de L;. (Figura cortesia de J. M. Mondelo.)

Una metodologia numerica per calcular solucions homo-heterocliniques
consisteix a seguir un cert nombre de trajectories sobre cadascuna de les
branques de les varietats invariants involucrades fins que aquestes creuen una
determinada seccié de Poincaré. Donat que estem sobre un nivell d’energia fixat,
el problema queda reduit a dos graus de llibertat i és facil comprovar visualment
si les dues varietats s’intersequen o no. Un cop trobada una primera connexio,
es pot dissenyar un metode de continuacié numerica prenent I’energia com a
parametre, per tal de trobar families de connexions homo-heterocliniques. El
procés requereix, per a cada pas corresponent a un nivell d’energia fix, resoldre
un sistema d’equacions que té com a solucio les noves orbites periodiques ila
connexio6 entre elles ([5, 6]).

L’estudi de l'existencia d’orbites de transit i no transit, homocliniques i
heterocliniques, i el seu calcul sén fonamentals tant per al disseny de trajecto-
ries amb recorreguts especifics, com per explicar fenomens astronomics reals.
Per exemple, la construccié de cadenes de solucions heterocliniques permet
propostes com el Petit grand tour, que visita diverses llunes de Japiter ([21, 30]),
o l'existencia de connexions homocliniques permet calcular orbites periodiques
properes amb un comportament semblant, com el cas dels cicles entre la Terra
ila Lluna (orbites que passen a prop dels dos cossos i d’interes per al suport
de les telecomunicacions, la navegacio, etc.); vegeu la figura 10, dreta, i [12].
La concatenacio de transits i connexions homo-heterocliniques que exhibeixen
determinades ressonancies permet explicar ressonancies orbitals com les del
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cometa Oterma ([29]). Es desitjable, doncs, construir mapes de connexions
homo-heterocliniques entre objectes invariants (tant d’orbites periodiques
com quasiperiodiques) que ens permetin tenir una idea general de possibles
connexions.

Per acabar, volem fer un esment al PRTC espacial. En aquest cas, les varietats
invariants associades a orbites periodiques son objectes 2d dins d’un espai de
dimensi6 5 (pensem que sempre ens reduim a I’espai d’energia constant), i, per
tant, no separen comportaments. D’altra banda, hem de tenir en compte que
també apareixen, a més de les orbites planes, les orbites periodiques verticals i
les orbites quasiperiodiques. Pel que fa a les orbites de transit i no transit, a [44]
es dona una condici6 necessaria i suficient que caracteritza una orbita de transit
en el problema espacial. Pel que fa a les connexions homo-heterocliniques, la
metodologia explicada de continuaci6 de families de connexions és adaptable
al cas espacial, amb un increment de la complexitat del sistema a resoldre, molt
especialment en el cas de connexions de tors. Vegeu, per exemple, [21, 38].

3.3 Altres varietats

Tot i que ens hem concentrat en el paper que fan les varietats invariants de
punts d’equilibri i orbites periodiques i quasiperiodiques, volem fer notar que
el sistema d’equacions diferencials del PRTC té dues singularitats amb varietats
associades que poden esdevenir importants a I’hora de descriure altres tipus
de particularitats.

D’una banda, una de les singularitats correspon a la collisié6 amb un dels
primaris. En aquest cas, mitjancant la técnica de la regularitzacié (que consis-
teix a introduir un canvi de coordenades i de temps) podem obtenir equacions
diferencials que s6n regulars a un entorn dels primaris. En el cas del PRTC
espacial, s’acostumen a utilitzar les coordenades de Kustaanheimo-Stiefel ([47]),
i en el cas pla, es prenen tipicament les anomenades coordenades de Levi-Civita
i/o les de McGehee ([48, 33]). Utilitzant les coordenades de McGehee en el PRTC
pla, la collisi6 es pot veure com un tor amb dues circumferéncies de punts
d’equilibri inestables, que tenen varietats invariants associades estable i inesta-
ble, de manera que moure’s al llarg d’aquestes varietats correspon a orbites
que surten o arriben a collidir amb el primari (amb temps asimptoticament
grans, [43]). Per tant, una connexi6 heteroclinica entre dos punts d’equilibri de
la varietat de collisio seria una orbita d’ejeccié-collisié amb el primari, mentre
que una solucio heteroclinica, per exemple, amb una orbita de Liapunov, seria
una trajectoria que connectaria el primari amb 1’0rbita periodica. Observem
que la cerca de connexions heterocliniques de collisi6 amb la Terra i una orbita
desti pot esdevenir util per a possibles missions espacials.

D’altra banda, esmentem la singularitat de I'infinit. També en aquest cas,
amb canvis de coordenades i temps adequats (tipicament el canvi de coordena-
des de McGehee trasllada I'infinit a I’origen), podem estudiar les varietats de
cert tipus d’orbites que neixen de 'origen i que també tenen varietats invariants
associades (tot i que les orbites son paraboliques en lloc d’hiperboliques, [37]).
Aquestes varietats poden esdevenir un mecanisme per explicar el possible
transport de materia des de I’exterior del Sistema Solar cap al seu interior.
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4 Camins celestes

Si mirem al cel, on sén totes aquestes orbites i les seves varietats invariants?
Queé ens expliquen o de que ens serveixen? Volem mostrar com les varietats
invariants expliquen alguns fenomens observables i com poden utilitzar-se per
a la navegaciot espacial.

4.1 Viatges espacials

El nombre de viatges per explorar el Sistema Solar creix continuament. I’estrate-
gia basica per als viatges interplanetaris des de les missions Pioneer i Voyager
dels anys setanta fins a les missions Galileo o Mars Observer dels noranta
consisteix a aproximar una soluci6 del problema de n cossos concatenant i
enllacant solucions de diferents problemes de dos cossos —I’anomenat métode
de patching conics esmentat a la introduccié. El fet que les missions siguin cada
cop més exigents quant a la trajectoria que es vol seguir fa que es necessitin
millors aproximacions, i el problema restringit de tres cossos ha donat resposta
a aquesta demanda.

Moure’s a través del Sistema Solar requereix energia. En una missio espacial,
la majoria de combustible es consumeix en el moment de I'’enlairament i
sortida de I’atmosfera terrestre. Per a la missi6 Apollo 11 a la Lluna del 1969,
varen fer falta uns 3600000 litres de combustible (la meitat només per a
la primera part de sortida de I'atmosfera). Des de llavors, la tecnologia ha
permeés que avui dia un coet com el Falcon 9 necessiti només un 15 % del que
va consumir el coet Saturn V. Pero aixo és només per arribar a la distancia
de la Lluna. Un cop superat el pas inicial (sortir de ’atmosfera), per moure’'ns
cap al nostre desti necessitarem algun mecanisme que ens propulsi i ens faci
canviar la trajectoria. Es el que es coneix com a Av (delta-v), un increment de
velocitat per aconseguir-ho. La transferéncia de Hohmann ([8]) és la maniobra
d’aquest tipus més senzilla i consisteix essencialment a passar d'una orbita
circular a una altra seguint una soluci6 elliptica del problema de dos cossos
(el cost és major si ’0rbita inicial i final no estan al mateix pla). Per aixo
cal un impuls inicial per sortir de I’orbita inicial i un de final per inserir-se
a I'orbita d’aparcament. Per exemple, per arribar al punt d’equilibri L, del
sistema Terra-Lluna sortint d'una orbita LEO (low earth orbit), on es troben,
per exemple, I’Estacio Espacial Internacional (ISS), alguns satellits d’observaci6
terrestre o la constellaci6 Iridium de 66 satéllits de comunicaci6 telefonica, cal
que Av = 3.15 km/s. Per arribar a Mart amb una transferéncia de Hohmann,
cal aproximadament Av = 5.5 km/s, i a Jupiter Av = 14.5 km/s. Aquest valor
esta al limit del que el coet més potent actualment podria assolir, i no hem
tingut en compte la sortida de la Terra.

Afortunadament per a I’exploracio espacial, existeixen els anomenats camins
de baix cost (low energy transfers) que permeten moure’s d'un lloc a un altre
sense despesa en combustible (excepte un impuls inicial i un de final per
entrar en el cami adequat, i maniobres de correccié). Aquests camins, que
anomenarem autopistes, estan estretament relacionats precisament amb les
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varietats invariants associades a oOrbites periodiques o quasiperiodiques del
model PRTC circular. Aquestes varietats ens donen I’esquelet basic que permet
construir les trajectories reals en el model complet del Sistema Solar. Viatges
a cost baix energeticament parlant, perd que, com tota autopista, tenen un
peatge: el temps de viatge. En general, seguir aquests camins comporta temps
llargs, i per dissenyar missions realistes (en temps) cal trobar punts intermedis
on concatenar trajectories diferents, usar mecanismes d’impuls puntuals (low-
thrust), etc.

Les primeres aplicacions serien les transferencies a orbites de libracio, és

a dir, orbites periodiques o quasiperiodiques al voltant d'un punt d’equilibri.
Per obtenir una trajectoria natural per a una missio que vulgui anar de la
Terra a una orbita de libracid, primer haurem de posar el satéllit en una orbita
d’estacionament al voltant de la Terra de manera que aquesta intersequi la
varietat estable de I’orbita final de libraci6. Amb una Av adequada, la nau
s’insereix en la varietat estable, i aquesta anira a 1’orbita de desti sense la
necessitat de fer cap control ni maniobres amb costos addicionals durant el
viatge. Des d’aquest punt de vista naveguem per una de les autopistes de ’espai.
Aixi mateix, 'existéncia de connexions homocliniques i heterocliniques permet
enllacar unes autopistes amb altres i construir itineraris que comencen i acaben
en entorns de diferents punts d’equilibri.

Posarem només alguns exemples de missions espacials que fan us de la

diversitat d’orbites que exhibeix el PRTC circular:

e Les dues primeres missions a orbites de libracié al voltant d’'un punt
d’equilibri foren la ISEE-3 i SOHO. Aquesta ultima missié conjunta de
I’ESA i la NASA, iniciada el 1995, ha estat especialment reexida: va ser
dissenyada per arribar a una orbita halo al voltant del punt L; del sistema
Sol-Terra i estar-s’hi dos anys, pero la transferencia fou quasiperfectaila
inserci6 va requerir un consum de combustible tan baix que porta més
de vint anys orbitant i actualment encara continua explorant 'helioesfera
i el vent solar i transmetent imatges i dades de l'activitat solar (space
weather). Vegeu la figura 11.
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FIGURA 11: Esquema de la transferéncia de la missi6 SOHO a una orbita
halo al voltant del punt L; del sistema Sol-Terra. (Font: NASA.)
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e Per commemorar que enguany fa cinquanta anys de la visita a la Llu-

na, parlarem d’alguna missi6 a punts d’equilibri del sistema Terra-Lluna.
El 2007 es va iniciar la missi6 Themis, consistent en el llancament d'un
coet que va posar en orbita cinc satellits al punt de Lagrange L, del
sistema Terra-Lluna per estudiar les tempestes espacials i les aurores.
El 2010, dos dels satéllits es van reconvertir en la missié Artemis: un
es va quedar orbitant al voltant del punt L, i I'altre va ser transferit al
voltant del punt L; per poder fer observacions des de costats oposats.
La transferéncia d’un costat a I'altre fou possible seguint una connexio
heteroclinica entre dues orbites al voltant de L; i L, respectivament. Pre-
nent el PRTC circular amb la Terra i la Lluna com a primaris, mitjancant
la metodologia numeérica descrita, s’obté la connexi6 heteroclinica entre
dues orbites periodiques al voltant de L; i L, del sistema (com la que
es mostra a la figura 10, esquerra), i és aquest tipus de connexi6, amb
I'ajut d’alguna maniobra addicional, la que s’utilitza per a la transferencia.
Vegeu la figura 12, esquerra.
Una altra missio que ha fet us de low energy transfers en el sistema Terra-
Lluna és Hiten (1990, de I'Institut de les Ciéncies de I'Espai i ’Astronautica
del Japo), en la qual es va llancar una sonda que va ser inserida en una
orbita lunar i més tard va visitar els punts d’equilibri L4 i Ls.
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FIGURA 12: Projeccié en el pla sinodic (x,y) de les trajectories de
dues missions a punts de Lagrange: Artemis, en el sistema Terra-Lluna
(esquerra), i Genesis, en el sistema Sol-Terra (dreta). (Font: NASA.)

e La missi6 Genesis (2001-2004) és considerada la primera que es va dis-
senyar usant la teoria moderna de sistemes dinamics. Prenent ara com a
model el sistema Sol-Terra, la missié fou definida de manera que, un cop
la nau va ser inserida en una trajectoria cap a una orbita quasiperiodica
al voltant de L, no varen fer falta maniobres addicionals per arribar a la
seva orbita de desti. Aix0o és possible si la trajectoria triada pertany a
la varietat invariant estable de 1’orbita. El cami de tornada va fer s de la
varietat inestable de la mateixa orbita i de I'existéncia de connexions
heterocliniques amb I’entorn del punt L. Vegeu la figura 12, dreta.

Altres exemples de missions, en aquest cas amb el punt L, del sistema
Sol-Terra com a desti, sén Gaia (ESA, 2013), que des del punt oposat al Sol
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des de la Terra esta fent un cens d’aproximadament 1 000 milions d’estrelles,
o Herschel i Planck (ESA, 2009). Més recentment, tenim la seérie Chang’e del
programa d’exploraci6 de la Lluna de I’agéncia espacial xinesa, anomenada aixi
pel nom de la Lluna en la mitologia xinesa, de la qual, el Chang’e 2 (2010) ha
estat estacionada en algun moment en una orbita halo al voltant del punt L.

4.2 Fenomens naturals

El coneixement de la dinamica del PRTC circular permet també entendre i
donar una explicaci6 a alguns fenomens naturals per als quals el model de
dos cossos és massa simple. Ja hem explicat el cas dels asteroides troians, els
quals es troben confinats en una regié al voltant dels punts triangulars del
problema Sol-Jupiter. La dinamica al voltant dels punts collineals també ens
permet explicar altres fenomens.

Un d’aquests és el cometa Oterma. En aquest cas, I'existéncia de connexions
homocliniques i heterocliniques i transits a través de les regions determinades
per les corbes de velocitat zero ens permet explicar el moviment d’aquest co-
meta. S’ha observat que fins al 1980 el cometa segueix una trajectoria externa
a la de Jupiter al voltant del Sol (amb una ressonancia propera a 2:3, 2 voltes
del cometa per 3 de Jupiter al voltant del Sol), passa prop de Jupiter per seguir
una orbita més interna a la del planeta (ara en ressonancia 3:2), i torna a fer un
pas cap a la regi6 exterior. Prenent el PRT3C circular amb el Sol i Jupiter, d'una
banda existeixen connexions homocliniques d’orbites a I'entorn dels punts Ly
i L, amb aquestes ressonancies i molt properes a les trajectories externa i
interna del cometa, respectivament, i d’altra banda, connexions heterocliniques
entre una orbita al voltant de L, i una al voltant de L; (vegeu-ne un exemple a
la figura 10, esquerra) que expliquen el transit de la zona externa a Jupiter a la
interna (seguint la idea mostrada a la figura 9). S6n justament aquestes con-
nexions les que constitueixen ’esquelet o canal dinamic, molt a prop del qual
s’observa la trajectoria d’Oterma. Per a més detalls, citem les referéncies [29]
i [6] (en aquesta ultima es donen rangs d’energia per als quals les transicions
entre diferents ressonancies és possible).

Un altre fenomen natural que s’explica per I'existéncia de varietats invariants
és el de llunes i asteroides amb moviment coorbital o de ferradura. L'exemple
més conegut és el de les llunes de Saturn, Janus i Epimeteu. En un sistema
en rotacio adequat, les orbites que segueixen les dues llunes tenen forma de
ferradura com la que es mostra a la figura 13, esquerra. Altres moviments
semblants sén els d’alguns asteroides propers a la Terra, com el Cruithne o
el 2009 AA29, figura 13, dreta. Aquests asteroides segueixen una orbita al
voltant del Sol amb un semieix proper al de la Terra, que en un sistema en
rotaci6 té forma de ferradura, i s’acosten a la Terra dues vegades cada volta.

Aquests tipus d’orbites es poden explicar a partir de les varietats inva-
riants del punt L3 i de les orbites de Liapunov planes al seu voltant. Aquestes
varietats s’autointersequen i donen lloc a orbites homocliniques. Al voltant
d’aquestes connexions s’acumulen una infinitat d’orbites periodiques (fenomen
conegut com a blue sky catastrophe, [15]) que ressegueixen un cami semblant.
Aquest mecanisme seria el que explicaria I'existéncia d’aquest moviment de
ferradura ([4, 32]).
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Janus Epimeteu

Saturn 05

FIGURA 13: Esquerra: esquema aproximat de les trajectories que des-
criuen Janus i Epimeteu. Dreta: orbita de tipus ferradura descrita per
I'asteroide 2002 AA29, en un PRTC Sol-Terra.

5 Altres models de la mecanica celeste

Fins ara ens hem concentrat principalment en el PRTC circular, i ja hem vist
que era prou adequat per a diferents proposits. No obstant, quan aquest model
no és suficient, se’n consideren d’altres que s’ajusten millor a les situacions
corresponents.

e El PRTC elliptic: una de les primeres millores és tenir present que els
primaris es mouen en orbites elliptiques (en lloc de circulars) al voltant
del Ilur centre de masses, amb una excentricitat e # 0. En aquest cas, pre-
nent unes coordenades adequades, rotatories i pulsants (es divideix per
la distancia entre els primaris al llarg del temps), el sistema d’equacions
diferencials que s’obté és no autonom, pero periodic. Aquest problema
depén de dos parametres u € (0,0.5]ie € (0,1], i té els mateixos punts
d’equilibri L;, i = 1,...,5, tot i que canvia I'estabilitat depenent de u
i e ([48]). També deixa de tenir la integral primera, i les orbites periodi-
ques apareixen aillades (per a valors de u i e fixats) en lloc d’agrupar-se
en families (com passa al problema circular). Aquest model, per exem-
ple, s’'usa per a I'estudi dels asteroides troians a partir de la dinamica al
voltant dels punts L4 i L5 ([31]).

El PRTC parabolic, on ara els primaris descriuen orbites paraboliques:
introduint canvis adequats en les coordenades i en el temps, el sistema
d’equacions és autonom i de tipus quasigradient (és a dir, presenta una
funcié monotona a trossos). Una conseqiiéncia important és que aquest
problema no té orbites periodiques. Amb aquest problema es pot modelar
de manera simple ’encontre entre dues galaxies. En particular es poden
estudiar els mecanismes que expliquen el desplacament de matéria (mo-
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delada com a conjunts de particules) del voltant d’'una galaxia a I'altra, i
explicar la formacié de ponts i cues de materia entre galaxies que s’obser-
ven a la realitat. Aquest mecanisme precisament es basa en connexions
heterocliniques entre la collisi6 amb un primari i un punt d’equilibri ([2]).

El problema restringit de quatre cossos bicircular: és, de fet, un problema
restringit de quatre cossos, obtingut del PRTC afegint un tercer prima-
ri. Més concretament, suposem dos primaris de masses m; i m, que
descriuen orbites circulars al voltant del centre de masses (localitzat a
I'origen) i un tercer primari de massa m3 que gira descrivint una orbita
circular al voltant de I’origen. El problema bicircular consisteix a descriure
el moviment d'un cos de massa infinitesimal que es mou sota I'atracci6
dels tres primaris. En aquest cas, en coordenades adequades, el model és
hamiltonia amb tres graus de llibertat i no autonom, pero periodic. Els
punts d’equilibri collineals del PRTC amb primaris m i m3 es convertei-
Xen, en el problema bicircular, en orbites periodiques inestables, OPL;,
i=1,2,3, amb les corresponents varietats invariants associades.

Remarquem que aquest model no és coherent en el sentit que les trajecto-
ries circulars que suposem per als tres primaris no satisfan I'’equacio6 de
Newton del problema de tres cossos. Malgrat aquest fet, és un problema
que dona una primera aproximacié forca acurada d’alguns problemes de
quatre cossos. Per exemple, podem considerar el model bicircular com
una primera ampliacié del model PRTC, en el qual, a més dels dos cossos
primaris, s’afegeix com a tercer primari el segiient cos del Sistema Solar
de rellevancia: en el sistema Terra-Lluna, afegim 1'efecte gravitatori del
Sol, o en el sistema Sol-Terra, si volem estudiar a prop de la Terra, afegim
I'efecte de la Lluna, o en un sistema Sol-Jupiter, el seglient cos a tenir en
compte seria Saturn. El model bicircular també permet explicar el trans-
port de materia (cometes, asteroides i petites particules) des dels planetes
exteriors als interiors en el Sistema Solar. Considerem aquest com una
concatenacio de models bicirculars: primer Sol-Jupiter-Neptu, després Sol-
Jupiter-Ura, etc., i en cadascun d’ells les varietats invariants associades a
les orbites OPL;. La intersecci6 de les varietats invariants d’aquests mo-
dels dona lloc a canals naturals de transit des del Sistema Solar exterior
cap a 'interior ([3]).

El problema bicircular coherent: és un problema restringit de quatre cos-
Sos on els tres primaris si que es mouen seguint una solucié del problema
de tres cossos. Aquest model, en qué s’obté un sistema hamiltonia no
autonom, fou desenvolupat originalment per M. A. Andreu i C. Simé per
tal d’estudiar el moviment al voltant del punt L, del sistema Terra-Lluna
tenint en compte també I'efecte del Sol ([1]). Posteriorment s’ha aplicat
per estudiar el moviment al voltant de les orbites periodiques substi-
tutes dels punts d’equilibri collineals del sistema Terra-Lluna tenint en
compte a més el Sol (vegeu, per exemple, [26]), o al voltant dels triangu-
lars per estudiar els asteroides troians en el sistema Sol-Jupiter pertorbat
per Saturn ([17]).
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Es clar que qualsevol dels models esmentats no s’ajusta exactament a la
realitat i que, tenint en compte altres efectes, per exemple, I'aixafament d'un
planeta, els efectes de radiaci6, o el nombre de cossos, o el moviment de
tots ells, podem considerar altres models més complexos i sofisticats. Per
exemple, el metode JPL consisteix a prendre un problema de N cossos en qué
les trajectories dels planetes estan donades per les efemeérides que publica
la NASA. Un altre model d’aplicaci6 a I'astrodinamica és el PRTC en qué el satél-
lit porta una vela solar, una superficie reflectant que s’aprofita de la pressio
de radiaci6 com a impuls extra ([16]). En general, una millora del PRTC porta
a un model no autonom, en el qual el camp depén periodicament del temps, i
un repte ha estat adequar les eines d’estudi a aquests nous models ([28]). No
obstant, fins a la data d’avui, el PRTC, de formulaci6é clarament més senzilla,
ja proporciona un model forca acurat per dissenyar determinades missions i
explicar alguns fenomens.

D’altra banda, a I’hora d’abordar altres problemes de tipus astronomic,
certament cap dels problemes anteriors no és suficient. Esmentem, per exemple,
la modelitzaci6 d’'una galaxia barrada, on cal buscar una distribuci6 de densitat
de massa que aproximi prou bé la seva lluminositat. El que és remarcable,
pero, és que, prenent altres models, també els punts d’equilibri, les orbites
periodiques inestables i les seves varietats (del model resultant) tenen un paper
cabdal a I'hora d’explicar una determinada fenomenologia. Esmentem I'article
publicat en aquest Butlleti ([45]), en que els autors presenten una teoria que
unifica la formaci6 de bracos espirals i anells en galaxies barrades.

Ja per acabar, és interessant observar com les eines de la teoria de sistemes
dinamics (concretades aqui en el rol de les varietats invariants) aplicades al
macrocosmos (problemes de mecanica celeste i astronomia) es poden traslladar
al moén a escala atomica. En les darreres decades, s’han publicat diferents
treballs que estudien, des del punt de vista de la mecanica classica, diverses
questions rellevants a I’hora de descriure la dinamica de determinats atoms.
Per esmentar-ne algun exemple concret, si es considera I’atom d’hidrogen en un
camp de microones circularment polaritzat, es plantegen algunes quiestions de
manera natural: sota quines condicions ionitzara I'electr6? Com s’explica el seu
moviment aparentment erratic? Podem donar regions de comportament regular
i d’altres de comportament caotic? Es possible que I’electré arribi a xocar amb
el nucli? Totes elles es poden respondre a partir del comportament de certes
varietats invariants d’un sistema d’equacions que té una forma semblant al
sistema del PRTC ([7, 40, 41]).
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