TEMA 5

EDOs i sistemes d’EDOs lineals

Sistemes d'EDQS lineals de primer ordre

1. (a) Sigui A(t) una matriu n X n depenent de t i sigui A(t) un valor propi de A(t) que compleix la
propietat que admet un vector propi v € R™ \ {0} que no depeén de t. Aix0 és, v compleix la

relacié A(t)v = A(t)v. Llavors, demostreu que
X(t) = e A®) dty,

és una solucié del sistema d’EDOs lineals homogeni X' = A(t)X.

(b) Trobeu la solucié general del sistema d’EDOs segiients:

) , 2 —1
. X' =t X.
4 -3

.. / r 3 .
i, tX' = ) 4X,51t>0.

1/nt+1 Int—1
iii.X’:—<n+ " )X,sit>0.
2\Int—1 Int+1

3 -3 4
iv.X’z( >X+< )
2 2 -1
t
v. X’:< 0 2>X+< e).
-1 3 —et

< Solucié. (a) Es una comprovacié directa. En efecte, si X (¢) = e/*® 4ty derivant:

X'(t) = Me)e/ MDAty — oJAO ANy = oSO () = A(t)e/ Oy = A1) X (1)

A(Ov=A(t)v

on, com s’assenyala, tenim en compte al segon pas que A = A\(¢) és un VAP de la matriu A(t) i v és

un VEP associat, i.e., que: A(t)v = A(t)v.
(b)-i. En aquest cas, la matriu del sistema X' = A(t) X, és:

2 -1 2t —t
Alt) =t = 1
o=(s ) -G ) g
té per polinomi caracteristic
pawy(N) = det(A(t) — AL)A” +tA — 2% = (A + 2t)(A — 1), (2)
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2 Tema 5. EDOs i sistemes d'EDOs lineals

on denotem per I, = diag[1,1,...,1] € M, (R) la matriu identitat n x n (en aquest cas n = 2). Els
VAPs vénen donats per les arrels de (2), i sén en aquest cas:
A=A (t) = —2t, Ao = Aao(t) = t.

Remarca 1.1. Quan la matriu A és 2 x 2, el polinomi caracteristic ve donat per la férmula:
pa(N) = A2 — Tr(A)X + det(A), (3)
on Tr(A) i det(A) sén, respectivament, la traga i el determinant de A.

Per buscar els VEPs associats, calculem:
o Per \; = A\ (t) = —2t:

Nuc(A(t) — A1 (t)I2) = Nuc(A(t) + 2tIz) = Nuc Cﬁ :D = <(1,4)T> :

e Identicament, per Ao = Ao(t) = t:

Nuc(A(t) — Aa(t)I2) = Nuc(A(t) — tIz) = Nuc <4tt —_4tt> = <(1’ 1)T> .

Aix{ doncs, els VAPs i els VEPs trobats per la matriu (1) sén els que es mostren a la taula 1. Tanmateix,
veiem que cap dels dos VEPs depenen de t i aleshores del resultat de 'apartat (a) es deriven les dues
solucions segiients:

1 1
VAPs VEPs X1 = X1 (t) = e/ 0 dty — o= J2tdt (4) — et (4), (4)
M) = =2t vy =(1,4)7
()=t w=(1)T Xp = Xo(t) = eJ MOty _ ot (1> _ P (1> (5)
Taula 1 1 1

definides per a t € I = R. A més, aquestes solucions son linealment independents (d’ara endavant, /i),
ja que la corresponent solucié matricial (i. e., la matriu que té per columnes les solucions X7 = X (t)
i X2 = Xo(t) donades per (4) i (5) respectivament), ® = ®(t), és

42 2
ot ot?/2

e—t? ot?/2
O(t) = (X1(t)|X2(t)) = <4e_t2 et2/2>’ tenim: det ®(t) =

_ —t2/2
I —3e <0

i per tant det ®(¢) # 0 per a tot ¢t € R. Notem que en virtut del segiient resultat:

Proposcié 1.2. Si X; = X(t),Xs = Xo(t),..., X, = X,(t) son n solucions del sistema lineal
homogeni X' = A(t)X, definides en un interval I C R, 1 ®(t) := (Xq1(¢)|X2(t)|--- | Xn(t)) és la
corresponent soluciéo matricial, llavors:

X1(t), Xa(t),..., Xn(t) sonlienI < det®(t) #0, per atott €l < Jtge I t.q.: det D(tg) # 0,

En aquest cas, direm que les solucions X1(t), Xa(t), ..., X, (t) formen un conjunt fonamental de solucions,
CFS, i la solucié matricial, (t), s’anomena solucié matricial fonamental o matriu fonamental.

és suficient comprovar que det ®(tg) # 0 per a algun ty € I (= R en aquest cas); per exemple, per a
to = 0, tenim det ®(0) = —3 # 0.
Finalment, la solucié general del sistema és combinaci6 lineal (c¢l) d’aquestes dues solucions. Aixi:

1 1
X(t) = chl (t) + CQXQ(t) = cle_t2 (4) + 02€t2/2 <1>’

Ver 1.0 File: temab-prob.pdf



Sistemes d'EDQS lineals de primer ordre 3

per at € I = Riamb c¢,co € R arbitraris (lliures). Aquesta solucié es pot expressar en forma
matricial, fent servir la matriu fonamental ® = ®(¢), i. e.:

—t2 t2/2 —t2 t2/2
X(t):fI)(t)c:<e 2 e2 ><61>:<c1e 2+C262 >7
det" /2 Co 4deiet 4 coet /2

peratcl=Ric=(c,cz)’ €R? arbitrari (lliure).
(b)-ii. A partir de la matriu del sistema,

w3 - ) e

busquem el polinomi caracteristic (veure remarca 1.1):

2 1 2
pmﬂQ):da@ﬂﬂ—Ab):AQ—TLMQA+d@AQ):A2+§A+g§:<A+Z><A+z>

i les seves arrels; d’on tenim que els VAPs sén, per aquest sistema:

1 2
)\1:)\1(t):—¥, AQZ)\Q(t):—Z
Per trobar els VEPs associats, calculem els vectors que generen Nuc(A(t) — \;i(t)I2) per i = 1,2. Aixo

déna:
o Per \; =\ (t) = -1/t

Nuc(A(t) — A1 (t)I2) = Nuc <A(t) + %b) = Nuc <—22/;t —i’f;t) = <(37 _2)T> .
e Per \; =\ (t) = =2/t

Nuc(A(t) — A2(t)I2) = Nuc <A(t) + %b) = Nuc <—32/;t —32/;t> = <(17 _1)T> .

Els VAPs de la matriu (6) i els seus VEPs associats sén els VAPs VEPs
que es relacionen a la taula 2. Com que cap dels dos VEPs
depenen de t, podem calcular dues solucions del sistema a

Al(t) = —1/t v = (3, —2)T

partir dels resultats de apartat (a). En concret, per a t > 0 Xo(t) = =2/t wo=(1,-1)"
tenim les solucions: Taula 2
3 3 1/ 3
Xy = X+(4) = Sa@)de, - — [di/t _ o Int _ - 7
1 1(t)=¢e vy =e L e L P\ o) (7)
1 1 1 1
X0 — Xo(t) = Sre()dt,, . — [2dt/t _ o—2Int _ = ) ]
2=Xo(t) =e vy =e )¢ )=l (8)
A més aquestes solucions sén li en I = (0,400). En efecte, si construim una solucié matricial,
® = P(t), amb les solucions X () i X2(t) donades per (7) i (8), i. e., la matriu
3/t 1/t?
v(0) = ( ) )
-2/t —1/t
definida per a t € I = (0,400); veiem que el seu el determinant és
3/t 1/t? 1
det@(t):‘ / / G| =—3 <0,
—2/t —1/t t
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4 Tema 5. EDOs i sistemes d'EDOs lineals

amb la qual cosa det ®(t) # 0 per a tot ¢ > 0 (equivalentment, ®(¢) esta definida per a tot ¢ > 0 i, per
exemple, det ®(1) = —1 # 0, veure proposicié 1.2), i llavors (9) defineix una matriu fonamental. La
solucié general s’obté com ¢l del CFS obtingut:

x(0) = ( _32/;) o (f{;;)

per at > 01 amb cj,co € R arbitraris (lliures). En notacié matricial, podem escriure la solucié a
partir de la matriu fonamental, ® = ®(t), com:

3/t 1/ 3er/t t?
X(t) = (t)e = ( A 2) (Cl> = ( a1/t + ez 2>,
—Q/t —1/t Co —201/t—02/t
per at>0iambc= (c,c2)’ € R? arbitrari (lliure).
(b)-iii. La matriu A(t) del sistema és, en aquest apartat:

1/Int+1 Int—-1
A(t):§<1nt—1 1nt+1>’ (10)
definida per a t > 0. El seu polinomi caracteristic ve donat per,
pawy(t) = det(A(t) — Az) = N> — Tr(A)A + det(A4) =
M~ (Int+ 1)\ + i (nt+1)> = (Int—1)*) =X — (Int+ DA+ Int = (A —Int)(A - 1)
(veure remarca 1.1) i les seves arrels donen els VAPs, que $on:
A= M\(t) =1, Ao = Ao(t) =1Int
per a t > 0. Pel calcul dels VEPs associats, fem
e Per (1) =1:

Int—1 Int—-1

Nuc(A(t) = M(t)2) = Nue(A(t) = L) =Nue | 2 2 | = <(1, —1)T> .

2 2

e Per \y(t) = Int:
1—Int Int-1

Nuc(A(t) — Aa(t)Is) = Nuc(A(t) — Intly) = Nuc | . 2 2 | = <(1, 1)T> .
Int—1 1—Int
2 2
D’aquesta manera els VAPs i els VEPs associats de la matriu (10) sén els que apareixen a la taula 3;
a partir del quals —usant els resultats de l'apartat (a) — es deriven les solucions X; = X;(¢) i

X9 = Xy(t) donades per (11) i (12) respectivament, i. e.,

1 1
VAPs VEPs X; = Xy (t) = e/ MOy, = efdt< 1) = et< 1>7 (11)
M) =1 v =(1,-1)T
Ao(t) =Int vy = (1, 1)T Xo = Xo(t) = ef)\Q(t) dtv2 _ eflntdt <1> _ otint—t <1> (12)
Taula 3 1 1

Aquestes dues solucions formen un CFS definit en linterval I = (0,+00), ja que si considerem la

corresponent solucié matricial
t tlnt—t
e e
o(t) = (_ t etlnt—t>’ (13)

(§]
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Sistemes d'EDQS lineals de primer ordre 5

el seu determinant és

et et Int—t

det ®(t) = = 2!t >

ot otlnt—t

i aleshores det ®(t) # 0 per a tot t € I = (0,400). En particular (13) és una matriu fonamental, amb

la qual cosa la solucié general del sistema X’ = A(t)X —amb A(t) donada per (10)— s’escriu doncs
com cl de les dues solucions /i obtingudes X (¢) i Xa(t), 1. e.:

1 1
X(t) = crzi(t) + c2 Xo(t) = C1et< 1) T cpetnt—t <1>’

per at > 01iamb cj,co € R arbitraris (lliures). Alternativament, utilitzant la matriu fonamental (13),
també podem expressar la solucié general com

t tlnt—t t tlnt—t
e e c c1e” + cge
X(t) = @(t)e = = ,
N S TA —cpet + cpetntt
per at>01iambc= (c1,co)" € R? arbitrari (lliure).
4

(b)-iv. El sistema és no homogeni amb terme independent b(t) = ( 71). Sabem que la solucié
general, X (t), ve donada per la suma X (t) = X () + X, (t), on X (t) és la soluci6 general del sistema

homogeni associat, i. e.:
3 -3
X' = X (14)
2 =2

i X,(t) és una solucié qualsevol, que anomenarem solucid particular, del sistema no homogeni (veure
proposici6 1.5 més avall). A més, en aquest cas, la matriu del sistema (14) no depen de ¢ (i. e., els seus
coeficients sén constants), per tant, per calcular la soluci6 general, X}, (t), de (14), podem fer servir
els resultats segiients:

Proposcié 1.3. Si v € R" és un VEP de la matriu A € M,(R), associat al VAP A\ € R, i. e.:
Av = \v; aleshores X (t) = eMv és solucid del sistema X' = AX, definida per a tot t € R.

Demostracié: X'(t) = eMy estd definida per a tot ¢ € R i del resultat de apartat (a) és dedueix que
és soluci6 del sistema homogeni. O

Proposcié 1.4. Sivy,ve,...,v, € R" Son una base de R™ formada per VEPs de la matriu A € M, (R),
essent A, A2, ..., A\n € R els corresponents VAPs (és a dir: Av; = \jvg, per i =1,2,...,n); aleshores:

X1(t) = Moy, Xp(t) = oy, ..., X, (t) = ety
formen un CFES (i. e., n solucions li) del sistema X' = AX, definides per a tot t € R.
Demostracid: Per la proposicié 1.3, cadascuna de les X;(t) = e’ per i = 1,2,...,n, sén solucié del
sistema X’ = AX, definides per a tot t € R. D’altra banda, la solucié matricial
O(t) = (Xa(O)IX2(0)] - [Xa(t) = (M vr]e™ vp] - e Puy)
verifica, per a t = 0:
det ®(0) = det(X1(0)[X5(0)[ -+ [Xn(0)) = det(vi|va| - - [vn) # O

ates que vy, vg, . . ., v, formen una base de R™ (i per tant sén n vectors lz). Aleshores, de la proposicié 1.2
tenim que

X1 (t) = Moy, Xo(t) = ey, ..., X, (t) = el
formen un CFS del sistema X’ = AX. O

Els VAPs de la matriu A sén les arrels del seu polinomi caracteristic:

pa(t) = det(A — M) = A% — Tr(A)A +det(A) = A2 =X =\ — 1), arrels: A\ = 1, \y = 0
on, com la matriu A és 2 x 2, fem servir la féormula (3) (férmula “traga-determinant”) que apareix a
la remarca 1.1. Es comprova que v; = (3,2)7 i vy = (1,1) sén VEPs associats als VAPs \; = 1 i
Ao = 0 respectivament. En efecte:
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6 Tema 5. EDOs i sistemes d'EDOs lineals

2 =3
e Per \j = 1: Nuc(A — A\ I2) = Nuc(A —I) = Nuc (2 3) =((3,2)").

e Per Ao = 0: Nuc(A — \aJ3) = Nuc(A — 0/) = Nuc (;) _;> ={(1,1)").

D’acord amb la proposici6 1.4,

3 1
Xi(t) = eMfoy = ¢ <2> ) Xo(t) = e™vg = <1>

definides per a tot ¢t € R, formen un CFS del sistema (14). La matriu fonamental corresponent a

aquestes solucions és:
3¢t 1
d(t) = , 15
0 <2€t 1) (15)

definida per a tot ¢ € R. Per calcular X, = X,,(¢), la solucié particular del sistema no homogeni,
utilitzarem la formula de variacio de les constants:

Proposcié 1.5 (Variacié de les constants). Donat el sistema lineal:

X' '=At)X +b(t) (16)
amb A: I — M,(R), b: I — R" continues, essent I C R interval, sigui:

X' =At)X (17)
el sistema homogeni associat. Aleshores:
(1) Si ® = ®(t),t € I és una matriu fonamental de (17). Es a dir, si ®(t) satisfa:
O'(t) = A(t)2(t)
per a tot t € I, llavors:

X,(t) = ®(t) /<I>1(t)b(t) dt (18)

és una solucid particular del sistema lineal no homogeni (16) definida per a tott € I. La férmu-
la (18) es coneix com formula de variacio de les constants o formula de variacio dels parametres.
(2) La solucié general de (16), X = X(t), ve donada per la suma

X(t) = Xn(t) + Xnn(t),
on Xy = Xy (t) és la de la solucid general del sistema homogeni (17), i. e.:
Xn(t) = @(t)c,

tel, ambc=(ci,co,...,¢c,)" € R™ arbitrari (lliure), mentre que X, = Xpn(t) és una solucid
qualsevol del sistema no homogeni (16). Per exemple, podem agafar X, = X,(t), i llavors la
solucié general de (16) s’escriu com:

X(0) = Xa(t) + X,(0) = @(0)e + 0(0) [ @7 (0p(e) (19)
tel,c=(c1,c...,cq)" €R"™ arbitrari (lliure).
(8) Donats to € I i Xy € R",
X(t) = o(t)® L (tg) Xo + (1) /t O (s)b(s)ds, (20)

t €1, és (Iinical!) solucié del sistema (16) que satisfa la condicid inicial (ci) X (to) = Xo, (i e.,
(20) és linica solucidé del PVI donat pel sistema (16) i la ci X (tg) = Xo, amb tg € I).

Ver 1.0 File: temab-prob.pdf



Sistemes d'EDQS lineals de primer ordre 7

Demostracio. (1) Es comprova directament derivant. En efecte:
_ -1 1
X, (t) = @'(¢) / O (t)b(t) dt + P(t)P ™ ()b(t)

= A(t)®(2) /(I)l(t)b(t) dt + b(t) = A(t) X, (t) + b(t)

per atot t € I;illavors X, = X,(t), t € I, donada per (18) és solucié del sistema no homogeni (16). (3)
és una comprovacié directa del mateix tipus, mentre que la unicitat és segueix del teorema d’existencia
i unicitat per sistemes lineals. Finalment, (2) es dedueix de (3) (es deixen els detalls al lector). O

Remarca 1.6. La integral
/(I)‘l(t)b(t) dt,

que apareix en (18) denota una primitiva qualsevol. En particular es pot fer servir una funcié integral.
Aixi per exemple, per a ty € I arbitrari, la férmula de variacié dels parametres es pot escriure com

X,(t) = ®(t) / o1 (5)b(s) ds, (21)

to
t € I. En particular, notem que aquesta solucié6 satisfa X, (to) = 0.

Aplicant la férmula de variacié de les constants (18) al cas que ens ocupa; és a dir, amb la matriu
fonamental ® = ®(¢) i amb el terme independent, b = b(t), donats respectivament per:

®(1) - (;’ 1) L= (_‘j) ,

obtenim com solucié particular,
3t 1 3¢ 1\ [ 4 3t 1 1 -1 4
X, (t) = dt = e dt
o) 2l 1 2t 1 ~1 2%t 1 —2¢t 3¢t \ -1
B 3et 1 He~t df — 3et 1 —5et B —15 — 11t
- \2et 1 11 \2et 1)\ 11t ) \—10-—11¢)°

a b

d) € My(R) (6 My(C)), resulta util la férmula:

C

g L [(d b
" detB —¢ a |’

Finalment, la solucié general X = X (¢) s’obté afegint la solucié general de ’homogenia Xp,(t) =

O (t)e. Aixi:
3¢t 1 c —15—11¢ 3ciel + ey — 15 — 11t
Xt =1, e =\t ,
2e" 1 c2 —10 — 11¢ 2cie" +co — 10 — 11¢

t€Riamb c=(c1,co)’ € R? arbitrari (lliure).
(b)-v. De nou el sistema és no homogeni, amb el corresponent sistema homogeni associat X’ = AX
a coeficients constants, amb la matriu A donada per

0 2
(1) o

Per calcular els seus VAPs, busquem les arrels del polinomi caracteristic:
pa(N) =det(A—AL) =X =3\ +2=\A-1)(\—2),
i per tant: Ay =11 Ao = 2. Per calcular els VEPs, fem:

Remarca 1.7. Per invertir matrius 2 x 2, B = (

Ver 1.0 File: temab-prob.pdf



8 Tema 5. EDOs i sistemes d'EDOs lineals

—1 2 2

-2 2 1
e Per \y = 2: Nuc(A — A\al3) = Nuc(A — 215) = Nuc ( 1) ={((1,1)") = vy = <1> VEP.

Aleshores, segons la proposicié 1.4,

Xi(t) =¢ (i) , Xo(t) = e* <1> )

formen un CFS del sistema. A aquestes solucions li correspon la matriu fonamental segiient:

2et th
B(t) = ,
( ) ( et 62t>

amb la qual podem trobar la solucié particular X, = X, (¢) donada per la féormula de variacié de les
constants (18):

X,(t) = ®(t) /(I)‘l(t)b(t) dt

2 2¢! e 2t 4te’ + e
— (1) =" _ (e o)
—3e~t el e 3e~t 2tet + 3e!
Finalment, podem escriure la solucié general del sistema no homogeni com
2t 2t c1 Atel + 3et 2cie!t + coe?t + 4dtet + 3et
X)) =2M)e+Xpt) = , o + t t] — t 2 t t
e’ e o 2te* + 3e cre’ + coe”* + 2te* + 3e
definida per a tot ¢ € R i amb ¢ = (c1,cp)" € R? arbitrari (i. e., amb ¢;,co € R lliures). >

2. Trobeu la solucié general dels segiients sistemes d’EDOs lineals no homogenis pel metode de variacio
de les constants, tot comprovant préviament que la matriu ®(¢) donada en cada cas és una matriu
fonamental del corresponent sistema homogeni.

0

, 1 [t t ot -1
(@) X'=1p <—1 t>X+<1>’ (I)(t)_<1 t)'
N — 1 e?t ¢ % 1 B1) — el 1
(© T lte \ ot o2 * et )’ )= -1 )

< Solucié. (a) Comprovem primer que ®(¢) és una solucié matricial del sistema homogeni associat.

0
Resoleu també el problema de valors inicials X (0) = ( ) .

Es a dir, que les seves columnes sén solucié de:

1 t 1
X =—— X. 23
14 ¢2 <—1 t) (23)
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Sistemes d'EDQS lineals de primer ordre 9

En efecte, ja que:

, 10 1 t 1\ [t -1 1 [(1+¢ 0
<I>(t):<0 1), A(t)‘ﬁ(t):m(_l t) <1 t>:1+t2< 0 1+t2>

i per tant ®'(t) = A(t)®(t), per a tot t € R. A més,

t 1
det d(t) = 1J;t2 1J;t2 =140,

12 1412

per a tot t € R, i llavors (per la proposicié 1.2), les columnes de ®(t) $on li. Aleshores ® = ®(t) és
una matriu fonamental del sistema homogeni associat (23).

Per trobar la solucié particular del sistema no homogeni aplicarem la férmula de variacié de les
constants (21) —remarca 1.6— amb tg = 0,

t

¢ s - o s
Xp(t) = @(t)/t O 1(s)b(s)ds = ®(¢) <1 i) <1> ds
¢ 0

t t

o [ Y [ e DO)

definida per a tot ¢t € R. Aleshores, la solucié general del sistema no homogeni ve donada per:

waaenan- (¢ ) () ()- (7).

definida per a tot t € Riamb ¢ = (c1,c2)’ € R? arbitrari (lliure).
Per tltim, la solucié del PVI amb la c¢i X(0) = (0,0)" I'obtenim aplicant (20) amb ty = 0 i
Xo= (0,007, 1. e.:

t

X(t) = ®(£)d " (t9) Xo + (1) /tcpl(s)b(s) ds = ®&(t)®1(0) (8) + O(t) <S _1> <S> ds
0

to 1 S 1

1 s 1\ (s 1 t —1\ (¢t t2
=00 [ s (50 () oo [ G)e= () 6)- ()

i velem que, en aquest cas, Obviament coincideix amb la solucié particular (24) préviament obtinguda
(veure remarca 1.6).
(b) D’una banda tenim que:

s (€0 (1 ') fe' -1 _1 2¢! 0
P'(t) = (0 —et> ; Alt)(t) = 5 (et _1> (1 et) T 9 (0 _Qet>

i per tant, ®’(t) = A(t)®(t) per a tot t € R. Les columnes sén doncs solucié del sistema homogeni
associat, i a més sén li en R, perque

et —1

eft

det ®(t) = =2+#0,

per a tot ¢ € R (vegeu proposicié 1.2). Aleshores & = ®(t) és una matriu fonamental del sistema
homogeni associat X' = A(t)X.
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10 Tema 5. EDOs i sistemes d'EDOs lineals

D’altra banda, per trobar una solucié particular del sistema no homogeni, X, = X,,(¢), fem servir
la férmula de variaci6 de les constants (21) (remarca 1.6) amb to = 0. Fent els calculs, obtenim:

t t
1 e 1 er es+ef2s
wiomwo (5 1) (22 ame [ (57)
0 0

1 fet -1\ [fet—e/2-1/2\ 1 [ Be¥—el4et-3 (25)
C2\1 et \—e2/2—et43/2) 4\-3eZyel43et—1)
definida per a tot ¢t € R.

Ara, podem escriure la solucié general com la suma de la del sistema homogeni associat, X, (t) =
®(t)c, ¢ € R? arbitrari, i la solucié particular X,(t) que tot just hem obtingut, i. e.:

X(t) = Xp(t) + Xp(t) = O(t)c+ Xp(t) = <“f —1t> <c1> N % < 3062t ot £ ot _ 3 )

e o —3e 2 4ot 43¢t -1

3 1 1 3
cret —eo + Zth — Zet + Ze_t 1

3 3 1
—t _ 2.2ttt 2t _*
c1 + coe 4e +4e +4e 1
perat€R, c=(c1,c2)" amb ¢, cy € R arbitraris (lliures).
Finalment, per trobar la solucié X = X (t) que satisfa la ¢i X(0) = (0,0)", aplicarfem la férmu-
la (20) amb ty = 0i Xy = (0,0)". En aquest cas perd, com a 'apartat (a), es comprova d’immediat
que coincideix amb la solucié particular (25) trobada dalt, i. e.,

1 32t_ t ft_3
X(t) = e e +e .
4\ —3e 2 fet+3et—1

(c) Comprovem que ®(t) és una solucié matricial del sistema homogeni associat. Derivant d’una
banda i substituint per 'altra s’obté:

(1) = et 0 1 et el et 1 _ 1 el (1 +e?) 0
0 e’ L+e? \et 2]\ -1 & 1+ e 0 ef(1+4 e*)

i llavors ®'(t) = A(t)®(t) per a tot ¢t € R; és a dir, les columnes de ®(¢) sén solucié del sistema
homogeni associat. A més,
el 1

det ®(t) = J=e*+14#0

-1 e

per a tot t € R; per tant, en virtut de la proposicié 1.2, les columnes de ®(¢) sén i en R i llavors ®(t)
és una matriu fonamental del sistema homogeni associat.
A continuacié calculem la solucié particular donada per la férmula (21), amb ¢y = 0; d’on resulta:

t

t . 1
Al = q)(t)/t 27 (5)b(s) ds = (1) (—e1 1) <1> ds
’ 0

o e ) e e [ (e (500 0)
0 0

t € R. La solucié general es pot escriure doncs com la suma:
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EDOs lineals d'ordre n 11

= s o [ = (1) (1)« (4) - (00

t € R. Per tltim, és evident que la solucié particular (26) satisfa la c¢i X (0) = (0,0)7, per tant és la
solucié (tnica) del PVI que es proposa a ’enunciat. >

EDOs lineals d'ordre n

3. Trobeu la solucié general de les segiients EDOs lineals no homogenies, sabent que en cada cas y;(t)
és una solucié de 'EDO homogenia associada. Useu el metode de reduccié de 'ordre per obtenir una
segona solucié independent i el metode de variacié de les constants per calcular una solucié particular
de 'EDO completa.

(a) 2" —ty' +y=4tnt, y1(t) =t, t > 0.
(b) ty” —2(1+t)y + (t+2)y =t2+t, y1(t) =e', t > 0.

t dt

() ' +2y +ty=t, y(t) = %, t > 0. (Indicacio: / oy — tan t.)

d) 2" +ty = ———— yi(t) = cos(In(t)), t > 0.

(d) Y +ty' +y o (D))’ y1(t) = cos(In(t))

(e) t2y" =3ty + 4y =13, y1(t) =2, t > 0.

f) ' +y = —— t)=1.

()y +y 1+etay1()

(8) v" —4y' + 5y = i, yi(t) = e* cost, t € (_17 E)'

cost 22

< Solucié. (a) Enunciarem, sense demostrar-ho, el resultat segiient, conegut com meétode de reduccio
de lordre:

Proposcié 2.1 (Metode de reduccié de 'ordre). Sigui I’EDO homogénia de 2°™ ordre:
az(t)y” + a1(t)y’ + ao(t)y = 0 (1)

amb ag(t),a1(t),as(t) funcions continues definides en un interval I C R. Sigui y; = y1(t), t € I, una
solucid no trivial (i. e., no idénticament igual a zero). Suposem a més que ax(t) i y1(t) no s’anullen

en I. Aleshores,
ya(t) = y1(t) /y%l(t) exp (— / Z;Eg dt) dt (2)

és una segona solucié de (1), li amb y1(t). Ens referirem a l’equacié (2) com la formula de reduccid
de ordre.

Per 'EDO de l'apartat (a), tenim ag(t) = 1,a1(t) = —t,as(t) = t? i y1(t) = t és una soluci6
particular de 'EDO homogenia associada. En efecte, derivant tenim v} (¢) = 1,4/ (t) = 0 i substituint
després a 'EDO es veu que

Y1 (1) — tyi (1) + pi(t) = —t +¢ =0,
per a tot t € R, en particular per a ¢ > 0. Per obtenir una segona solucid, yo = ya(t) li amb y;(t),
apliquem (2),

1 dt 1 1t t dt

per a t > 0. Sabem que la solucié general de ’homogenia associada, y, = yp(t), s’escriu com ¢l a
coeficients constants (arbitraris) d’un CFS; per tant

yp(t) = et + ot Int, (3)
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12 Tema 5. EDOs i sistemes d'EDOs lineals

definida per a t > 0 i amb ¢y, co € R lliures.
El metode de variacio de les constants o métode de variacio dels parametres ens permet obtenir
una solucié particular de TEDO no homogenia. Aquest és el resultat que s’estableix a la proposicié 2.2.

Proposcié 2.2 (Metode de variacié de les constants). Donada I’EDO lineal d’ordre n

an()y"™ + a1 (Dy" Y 4+ ar()y + ao(t)y = f (1), (4)
on suposem:
(H1) ag,ai,...,an, f: I — R continues, amb I C R interval.
(H2) ay(t) no s’anulla en cap punt de I.
Si coneizem un CFS: y1 = y1(t),y2 = ya2(t), ..., yn = yn(t), definit per a t € I, de ’EDO homogénia
associada a (4),

an()y™ + ap_1()y" Y + -+ ar (b)Y + ao(t)y = 0. (5)
Aleshores una solucio particular, y, = y,(t) de 'EDO no homogénia (4) ve donada per la cl:
yp(t) = ur(D)yr (t) + uz(t)ya(t) + - - + un(t)yn (), (6)
t€I; onup =uy(t),us = us(t),..., uy, = uy(t) son funcions de classe C' en linterval I, que satisfan
el sistema:
n(t) )y Yn(t) uj 0
y1(t) Ya(t) ys(t) Yn(t) U 0
yi (t) Ya (t) ys(t) o yn(t) us 0
= (7)
n—2 n—2 n—2 n—2
O N S O SO R i O i KA 0
n—1 n—1 n—1 n—1 f(t)
O A O I S OB A O A @)
tel.
El sistema (7) es pot resoldre, per exemple pel metode de Cramer, obtenint-se aixi les derivades
w) (t),uh(t),. .., ul,(t) per posteriorment primitivitzar i trobar cadascuna de les uy(t), ua(t), ..., u,(t).

Finalment, la ¢l (6) ens déna una solucié particular.
Pels exercicis d’aquesta seccid, resultara particularment util disposar de férmules explicites per
EDOs de 2°" ordre, com les que es donen en el corollari 2.3.

Corollari 2.3 (Variacié de les constants per EDOs lineals de 2°" ordre). En el c¢. p. n = 2; i. e., per
EDOs de 2°™ ordre de la forma:

ax(t)y” + a1 (t)y’ + ao(t)y = f(1) (8)
amb ag(t),aq(t),az(t) i f(t) satisfent les hipotesis (H1) ¢ (H2) de la proposicié 2.2; és facil comprovar

(exercici!) que:
__ [20f@) oy — [ f(1)
wio == [ Ewa )= [ e ©)

on W (t) és el wronskia del CFS y1(t),y2(t) donat, és a dir, el determinant
yi(t) wa(t)
n(t) ys(t)

1 lavors la solucio pel meétode de variacio de les constants resulta:

(0 = O () + ua0e(0) = (o) [ 2O as ey [ 200 0 o)

?

W(t) = Wiy, y2l(t) ==
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EDOs lineals d'ordre n 13

En aquest apartat, el CFS és: y1(t) = t,ya2(t) = tlnt,t > 0. Llavors,

t tint
1 Int+1

W(t) =

és el wronskia corresponent (notem que W (t) =t # 0 per a t > 0), mentre que as(t) = > (com ja hem
dit dalt) i el terme independent és f(¢) = 4¢Int. Aleshores tenim, segons (9):

Int)? 4 Int
ui (t) :—4/(nt) dt =~ (Int)’, —4/idt—2 Int)?;

amb la qual cosa, la soluci6 particular donada per la férmula de variacié de les constants (10) és

Yp(t) = ur (t)y1(t) + ua(t)ya(t) = —%t(ln )% 4 2t(Int)® = %t(ln t)3. (11)

Finalment, la solucié general de P'EDO completa la podem escriure com la solucié general (3) de
I’homogenia associada i la solucié particular obtinguda (11) de 'EDO no homogenia. Aixo és:

2
y(t) = yn(t) + yp(t) = cryi(t) + caya(t) + yp(t) = cit + catInt + §<t In t)3,

per a t > 0, amb ¢y, co € R arbitraris (lliures).
(b) Comparant coeficients amb (8) tenim que per 'EDO,

ty" —2(1+t)y + (t+2)y =1* +1¢, (12)

és: ag(t) = t+2, ar1(t) = —2(1 +t), ag(t) = t (# 0, en particular per a t > 0) i f(t) = t2 + t.
Comprovem primer que y;(t) = e* és una solucié de ’homogenia associada:

tyl () =20+ t)yi(t) + t+ 2y (t) = (t —2(1+t) +t+2)ef = (¢t —2 -2t +t +2)e’ =0,

per a tot ¢t € R. La segona solucié /i la trobem amb la férmula (2):

1 al(t)
yo(t) = yi(t / exp <—/ dt>dt
=0 [ ()
t [ 2t 2 t [ —2t 2t+int? t [ 2 t
=e" [e “exp 2—|—; dt |dt =¢" [ e “"e dt =e tdt:§e,

per a t > 0. Nota: si y;(t),y2(t) sén un CFS, també ho son y; (), aya(t), per a qualsevol a € R\ {0}.
Amb aquesta consideracié present, agafarem com CFS de I'homogenia associada a 'EDO (12), les

solucions
yi(t) =, ya(t) = toe". (13)
El seu wronskia resulta:
t t ¢ t3e!
W(t): y}() y?() — et 2 te 3 . :3t2€2t#0’
yi(t)  yh(t) et 3teet +toe

per a tot t # 0, en particular per a ¢t > 0. La soluci6 general, y, = yx(t) de 'TEDO homogenia associada
és cl del CFS (13):

Yn(t) = c1y1(t) + coya(t) = (cre’ + eat?) €, (14)

t >0, amb c1, ¢y € R arbitraris (lliures).
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14 Tema 5. EDOs i sistemes d'EDOs lineals

Per trobar la soluci6 particular de (12) donada pel metode de variacié de les constants, calculem
primer (), ua(t) tal com resulten de (9). En aquest cas, integrant per parts:

ul(t)z—é/(tut)etdt:{ u(t) =t +t=u/(t) =2t + 1, }

V() =et = o(t) = —e!

u(t) =2t +1=u/(t) =2, }
V(t)=et = 0(t) = —e!

1 1
— §(t2 +t)et — 3 /(2t +1)e tdt = {

1 1 2 1 1
= g(t2 +t)e 4 (2t + et — 3 /e_tdt = g(t2 Ft42t+14+2) et = g(t2 + 3t +3)e ",

1 //1 1 1 [et 1 fet u(t) =e ' = u/(t) = —e 7,
t) == St )etdt== [ —dt+= [ —dt=
u2() 3/<t+t2>e 3 7 ‘|‘3 2 v’(t):ljv(t):—%

$2
1 —t —t 1 —t —t
:_/e_dt_e___/e_dt:_e_,

3 t 3t 3 t 3t
o a la segona suposem ¢ # 0, per exemple ¢ > 0. Aixi, la soluci6 particular buscada (veure férmula (10))
és:

1 1
Yp(t) = ur ()1 () + ua(t)ya(t) = g(t2 +3t+3) — §t2 =t+1, (15)

per a t > 0.

Remarca 2.4. Tot i que per poder aplicar la férmula de reduccié de l'ordre (2) i la férmula de
variacié de les constants (10), hem suposat ¢ > 0; tant les solucions (13) de ’homogenia com la solucié
particular (15) estan definides per a tot ¢ € R, com es pot comprovar derivant i substituint a les EDOs
corresponents (exercici!). A més y;(t) = e’ i ya(t) = t3e’ sén li en R en el sentit segiient: si busquem
una cl d’aquestes funcions amb coeficients cj,cy € R constants, que sigui identicament zero per a tot
t € R; llavors necessariament ¢; = co = 0. Dit d’altra manera:

y(t) = cry1(t) + cay2(t) = 0 per a tot t € R, amb ¢1,c2 € R constants = ¢; = co = 0.

Exercici: comproveu que, efectivament, aixo és cert per les solucions de I’homogenia que hem calculat:
y1(t) = e, yo(t) = t3e; i aleshores (13) és un CFS de 'EDO homogenia per a tot t € R.

Per concluore, la solucié general de (12) I'escriurem com la suma de la solucié general de I'homo-
genia (14) 1 la solucié particular de 'EDO completa (15):
y(t) = yn(t) + yp(t) = cryi(t) + caya(t) +yp(t) = cre’ + cat’e’ + ¢ +1,

definida per a tot ¢t € R (vegeu la remarca 2.4 dalt) i amb ¢y, co € R arbitraries (lliures).
(c) Comparant coeficients amb (8), per 'EDO

ty" + 2y +ty =t, (16)

tenim que ag(t) = t,a1(t) = 2,a2(t) = t, per tant as(t) # 0 per a t > 0 i el terme independent és
t

f(t) =t. Comprovem primer que y; (t) = %, t > 0, és solucié de 'EDO homogenia associada a (16).

En efecte, derivant

tsint + cost
yi(t) - - 12 )
"y t?(—sint — tcost + sint) — 2t(—tsint — cost)  —t3cost + 2t>sint + 2t cost
U (t) - 4 - 14
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i després substituint en 'EDO, tenim:

1 2
tyl (t) + 25 (t) +ty1(t) = = (2t*sint — t° cost + 2t cost) — 2 (tsint + cost) + cost

_ ,sint ] cost sint cost o,
—ZT—COMH—Q % —2 . —2 % + cost =0,
per a tot ¢ > 0. Si volem ara una segona solucié de 'EDO homogenia associada
ty" + 2y +ty =0, (17)

li amb y1(t), apliquem la férmula de reduccié de 'ordre (2):

y2(t) = y1(?) /y;(t) exp (—/ Z;Eg dt>dt = %St ;2% exp <— /% dt) dt

t

cost [t2e~Int® cost 12 dt  cost dt cost sint
= dt=— | —— X — = = tant = —.

t cos? t t cos2t = t2 t cos2t  t t
Tenim aixi un CFS de PEDO (17) donat per:
cost sint
yi1(t) = — Ya(t) = e (18)

i definit per a ¢t > 0. El seu wronskia és:

cost sint
W(t) = y1(t) yal(t) _ t t
’y/1 (t yé(t) —tsint —cost tcost—sint
12 t2

cost sint 1 1
= t—g(tcost—sint) + t—3(tsint+cost) = t—Q(COSQt—i—sith) =3 #0,

per a t > 0. La solucié general de L’EDO homogenia associada (17) és la cl:
cost sint

+CQT, (19)

yn(t) = 1

per at > 01iamb cp,co € R arbitraris (lliures).

Per buscar la solucié particular donada pel metode de variacié de les constants de 'EDO com-
pleta (16), calculem primer les funcions wu;(t), ua(t) donades per les integrals (9) que, al igual que en
Papartat (b) també surten primitivitzant per parts:

ul(t):—/Mdt:—/tsintdt:{ u(t) =t = w(t) =1, }:tcost—/costdt

as ()W (t) V'(t) = —sint = v(t) = cost

=tcost —sint,

uQ(t):/Mdt:/tcostdt:{ ult) =t = ') =1, }:tsint+/sintdt

as(t)W(t V'(t) = cost = v(t) =sint
=tsint — cost.
Ara, podem escriure la solucié particular de 'EDO no homogenia formant la ¢l (10) amb el CFS (18)

i les funcions u (t) i ug(t) trobades dalt. Es a dir:

cost sint

+ (tsint — cos t)T =1, (20)

Yp(t) = w1 (t)y1(t) + ua(t)y2(t) = (tcost — sint)

que és una solucié constant, obviament definida per a tot ¢t € R.
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16 Tema 5. EDOs i sistemes d'EDOs lineals

Finalment, la solucié general de 'EDO no homogenia (16) s’obté com la suma de la solucié (19)
de ’homogenia associada i la solucié particular de 'EDO completa (20), i. e.:

cost sint
gt th

y(t) = a
per a t > 0, amb ¢y, co € R arbitraries (lliures).

(d) En aquest cas, les funcions ag(t) = 1, ay(t) = t, az(t) = 2 i el terme independent,

1
1) = cos3(Int))

estan definides i s6n continues en qualsevol interval de la forma
I, = |e ™/2Hkm o/24kT | keZ (21)

on a més as(t) =t no s’anulla. La funci6 y;(t) = cos(In(t)), t > 0, és solucié de 'EDO homogenia.
En efecte, derivant tenim:
sin(Int) — cos(In t)

$2

s = - ) -

i substituint a continuacié en 'EDO es comprova que:

27 (t) + ty)(t) + y1(t) = sin(Int) — cos(Int) — sin(Int) + cos(Int) = 0,

per a tot ¢ > 0. La férmula de reduccié de l'ordre (2) ens proporciona una segona solucié li de 'EDO
homogenia associada:

ya(t) = yi(t) /y;(t) exp (—/ Z;g; dt> dt = cos(Int) /m exp (— /%)dt

dt .
= cos(Int) /m = cos(Int) tan(Int) = sin(In ¢),

definida per a t > 0. Tenim doncs el CFS de 'EDO homogenia associada segiient:
y1(t) = cos(Int), y2(t) = sin(Int) (22)
amb la corresponent solucié general:
yn(t) = 1 cos(Int) + co sin(In t), (23)

per a t > 0.
Per obtenir la solucié particular donada pel metode de variacié de les constants, calculem primer
les integrals (9), on W (t) és el wronskia del CFS (22),

() we(t)| cos(Int)  sin(Int) _cos’(Int)  sin’(lnt) 1
W(t) = ORI _sm(tlnt) cos(tlnt) = ; + . =7 #0
per a t > 0. Aixi:
B w)ft) . tan(Int) 1
’LLl(t) = —/W dt = —/W dt = —§tan2(lnt),
R EOY IO T
ua(t) = /ag(t)W(t) dt = /tcos2(lnt) = tan(In?).

La solucié particular de 'EDO completa s’obté per la ¢l (10). Aleshores:
yp(t) = ur (B)y1(t) + u2(t)y2(t)
sin?(Int) | sin®(Int)  sin®*(Int)
2cos(Int)  cos(Int)  2cos(Int)

1
=3 tan?(Int) cos(In t) + tan(Int) sin(Int) = (24)
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que esta definida als intervals I, amb k € Z de la forma (21). La solucié general de PTEDO no homogenia
la donem com la suma de (23) —solucié general de I’homogenia associada— i (24) —solucié particular
de 'EDO lineal completa:
sin?(Int)
2cos(Int)’
definida per a t € I, k € Z, on I}, sén els els intervals (21) i amb ¢, co € R arbitraries (lliures).

(e) Comparant coeficients amb (8), tenim per 'EDO lineal:

t2y" — 3ty + 4y =13, (25)

y(t) = yn(t) + yp(t) = cryi(t) + c1y2(t) + yp(t) = c1cos(Int) + casin(Int) +

t >0, és:
ao(t) =4, ai(t)=-3t, as(t)=1>, f(t) =1t
A més, ax(t) = t? no s'anulla per a t > 0. Abans de calcular una segona solucié de ’homogenia
associada a (25), i.e., de 'EDO:
t2y" — 3ty + 4y = 0, (26)
t > 0, comprovem que en efecte, y1(t) = t2, és solucié. En efecte, derivant: y}(t) = 2t, y/(t) = 2 i
substituint després en (26)

27 (t) — 3ty (t) + dy1 () = 2% — 3t x 2t + 4¢2 = 2t> — 6t% + 4t = 0,

per a tot t € R. A continuacid, mitjancant la férmula (2):

1 al(t)
yo(t) = y1(t / exp <—/ dt)dt
() () y%(t) ag(t)
_ 42 _ 42 _ 42 _ 42 _ 42
_t/t—4exp</zdt>dt—t/t4 dt—t/ﬁdt—t/?—tlnt,

t > 0, obtenim una segona solucié li amb y;(t) i aleshores,

yi(t) =12, ya2(t) = t*Int (27)

formen un CFS de 'EDO homogenia associada (26). El seu wronskia és:

vi(t) wa(t)|
vi(t) ()|
per a t > 0; i la solucié general de 'EDO homogenia (26) ve donada per la ¢l del CFS (27), i. e

yn(t) = c1t? + ot Int, (28)

definida per a ¢t > 0 i amb ¢, c2 € R constants arbitraries (lliures).
Per trobar una solucié particular de 'EDO no homogenia (25) fem ts de la férmula de variacié de
les constants, calculant primer les funcions () 1 ug(t) amb les férmules (9), i. e.,

- v (O f(t) . It -
ul(t)——/mdt——/ 573 dt——/lntdt——tlnt—i—t,

y1

i a continuacié fem la ¢l (1 ) amb el CFS trobat (27), per obtenir:
yp(t) = ur ()y1(t) + ua(t)ya(t) = (—tlnt + t)t> + 3 Int = 3, (29)

definida, com es pot comprovar, per a tot t € R.

Ara, per tenir la solucié general de 'EDO no homogenia, sumem la solucié general (28) de 'EDO
homogenia associada (26) i la solucié particular (29) de 'EDO completa (25) que hem trobat dalt.
Aixi:

y(t) = yn(t) + yp(t) = c1y1(t) + caya(t) + yp(t) = cit? + ot Int + 12 = (t + ¢; + o Int)t?

2 t2Int

=340,
2t 2lnt+t 7

W(t) =
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t > 0,1amb ¢, co € R constants arbitraries (Iliures).
(f) En aquest cas, comparant amb (8) resulten els coeficients: ag(t) = 0,a;(t) = as(t) = 11 el

immediat que la funcié constant y1(t) = 1 és solucié

terme independent f(t) =

de 'EDO homogenia associada. La segona solucié /i es troba amb la férmula de reduccié de l'ordre (2),

o=t f (- )t fo )=

1 tenim el CFS:

yi(t) =1, ya(t) = —e™ (30)
definit per a t € R. A aquest CFS li correspon el wronskia,
t ¢ 1 —et
O P
yi(t) ya(t) 0 e

per a tot ¢t € R. La soluci6 general de I'homogenia, y;, = yn(t) s’escriu doncs com ¢l del CFS:
yn(t) = c1 — cre, (31)
definida per a t € R i amb ¢, c2 € R constants arbitraries (lliures).

Per trobar la solucié particular, calculem d’una banda les funcions wi(t) i ug(t) a partir de les
férmules (9). Explicitament:

ul(t):—/%dt:/lfet:/1ti;etdt:/<1—1fet>dt:t—ln(1+et),

uz(t):/%dt:/ s dt=I(1+¢)

1
i la solucié particular, y, = y,(t), donada pel metode de variacié de les constants és cl d’aquestes
funcions i el CFS (30). Aixo és:

Yp(t) = w1 ()y1(t) + u2(t)y2(t) =t —In(1 +e") —e "In(l +e') =t — (1 +e ") In(1 + €. (32)
La soluci6 general de 'EDO lineal completa (no homogenia) ve donada per la suma:
Yp(t) = yn(t) + yp(t) = cryi(t) + caya(t) +yp(t) = c1 — 2™ +t = (1 +e7")In(1 +¢'),

t € Riamb cp,cz € R constants arbitraries (lliures).

th

(g9) Tenim els coeficients: ag(t) =5, a1(t) = —4, az(t) =11 el terme independent és: f(t) = p—y
cos
definit i continu per a t € [ = (—g, g) Es comprova que

y1(t) = e* cost,

és una solucié de 'homogenia associada. En efecte, derivant:
Yy (t) = 2e* cost — e? sint, Y (t) = 3e* cost — 4e* sint
i després substituint,
Yl (t) — 4yy(t) 4 5y1(t) = 3¢ cost — 4e* sint — 4(2¢* cost — e* sint) + 5e* cost
= 3e* cost — 4e?! sint — 8¢ cost + 4e*! sint + 5e*t cost =0

per a tot t € R. La segona solucié li amb y;(t) es deriva de la férmula de reduccié de l'ordre, que en
aquest cas dona:

Yo (t) =y (t) / y%l(t) exp (— / Z;Eg dt) dt = ¢* cost / m exp ( / 4 dt> dt

2t ett 2t di 2t 2 .
=e“* cost ﬁdt:e cost 5 dt = e“* costtant = e“' sint.
et cos? t cos?t
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Tenim aixi el CFS de ’EDO homogenia segiient:
y1(t) = e* cost, ya(t) = e* sint; (33)

al qual li correspon el wronskia:

i) vt)|
wie = |1
yi(t) va(t)
La soluci6 general de 'EDO homogenia associada és ¢l del CFS (33) que hem trobat, i. e.,

yn(t) = c1y1 (t) + caya(t) = cr1e®t cost 4 cpe®lsint, (34)

e cost e sint 4t
=e

|2e2t cost — e2sint 22t sint + % cost

t € Riamb cp,c2 € R constants arbitraries (lliures).
Per tenir una solucié particular de 'EDO no homogenia. necessitem primer calcular les funcions
uy(t), ug(t) d’acord amb les férmules (9) del metode de variacié de les constants (corollari 2.3). Fent

els calculs s’obté:
t t 2t 2t o3 t
(1) = _/M df — _/ﬂ dt = In(cost),

as ()W (t) et cost
y1(t) f(t) /thezt cost
u2(t) /ag(t)W(t) et cost
i la solucié particular resulta:
yp(t) = ur (t)y1(t) + ua(t)ya(t) = e* In(cos t) cost + te* sint, (35)
definida, per exemple, a l'interval: I = ( ;T ;T) Aleshores, la solucié general de 'TEDO no homogenia

és la suma:

y(t) = yn(t) + yp(t) = cre* cost + cae® sint 4 e* In(cos t) cost + te* sint,

definidaperat € [ = <—g, g) (de fet, en qualsevol interval de la forma I}, = <—§ + 2km, — —|— 2k7r)

k € Z) i amb ¢1,co € R constants arbitraries (parametres lliures). >

4. Considereu 'EDO lineal de segon ordre

(2t + 3)ty” +2(2t* — 3)y — 12(t + 1)y = (2t + 3)%.
(a) Trobeu el valor de A que fa que y;(t) = t* sigui solucié de 'EDO homogenia associada.
(b) Trobeu el valor de m que fa que y2(t) = €™ sigui solucié de 'EDO homogenia associada.

(c) Useu el metode de variacié de les constants per calcular una solucié particular de 'EDO completa.
(d) Resoleu el problema de valors inicials y(—1) = —1,y/(—-1) = —.

< Solucié. (a) Busquem solucions de I'EDO homogenia de la forma y;(t) = t*, ajustant A € R
convenientment. Derivant primer tenim: 3/ (t) = M1, o/ (t) = A(A — 1)t*2; i substltumt després en
I’EDO es veu que:

(2t + 3ty (t) + 2(26% = 3)yi () — 12(t + Dy (1)
= (2t + )M\ — DM+ 20202 — 3N —12(¢ + 1)
=20\ — Dt + 3A\ — DA 4 A M — At — 1262 — 120
= (4X — 12 (20N — 1) = 12)t* + (BA(\ — 1) — 6A) ™!
= (XA =120 2N+ 2)(A =3+ 3N =3) ML =0
per a tot ¢ > 0 sii (si i només si),

AN =12 =0, (A+2)(A—3) =0, AA—=3)=0
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simultaniament. La primera es verifica per A = 3, la segona per A = —2 i A = 3 i la tercera per A =0
i A = 3; per tant "inic valor de A que satisfa totes tres equacions alhora és A\ = 3. La solucié per
I’EDO lineal homogenia de la forma proposada és doncs

yi(t) =17,
i esta definida per a tot ¢t € R.

(b) Busquem ara solucions de la forma ys(t) = €™ ajustant m € R. Com a l’apartat anterior, es
deriva i, en substituir a TEDO homogenia es té que

(2t + 3)tyh (t) + 2(2t% — 3)yh(t) — 12(t + V)ya(t) = [m*(2t + 3)t + 2m (2> — 3) — 12(t + 1)] ™
= (2m*t% + 3m>t + 4mt® — 6m — 12t — 12)e™
= [2m(m + 2)t* + 3(m — 2)(m + 2)t — 6(m + 2)] ™ =0

per a tot ¢ € R sii les equacions,

m(m+2) =0, (m—2)(m+2) =0, m+2=0
es satisfan simultaniament, i aixd succeeix sii m = —2 (en efecte, la primera equacié es satisfa per
m =01m = —2, la segona per m = 2 im = —2 i la tercera, per m = —2). D’aquesta manera és clar
que
yQ(t) = e_2t7

és una altra solucié de 'EDO homogenia, definida per a t € R. A més y1(t) = 2 i y2(t) = e 2! sén

li en tot R, en el sentit esmentat en la remarca 2.4, i. e.: 'inica cl que satisfa ¢it® + coe 2! = 0 per
a tot t € R amb c¢j,co € R constants és la ¢l trivial, i. e., la corresponent a ¢; = ¢ = 0 (exercici:
comproveu-ho!). Tenim aixi que

yi(t) =1, ya(t) = e (36)
formen un CFS de 'EDO homogenia associada, definit per a t € R.
(c¢) El wronskia del CFS (36) format per les solucions de 'EDO homogenia trobades als apartats (a)
i(b) és:
t3 67215

32 —2e %

yi(t) wa(t)
ni(t) ys(t)
Per aplicar el metode de variacié de les constants, calculem les funcions wuq (t), ua(t) donades per les
férmules (9), amb

= = 2t 2 — 3127 = —2(2t + 3)e 2.

W(t) =

as(t) = (2t + 3)t, f(t) = (2t +3)
i el wronskia donat dalt; llavors resulta,

UI(t):_/yg(t)f(t) dt:_/ e 2t(2t + 3)? o [ 1

as ()W (t) —3(2t +3)2e2 | 3 22

_ [ »Of@) t3(2t + 3)° _ g — Lot
w(t) = /m dr = /—t3(2t—|—3)26—2t dt = _/62 dt = _562 :

La solucié particular, y, = y,(t), s’obté ara de la ¢l d’aquestes funcions amb el CFS (36) de ’'EDO
homogenia segons (10). En el cas que ens ocupa, aixd déna:

1 1 _ 1
Yp(t) = w1 (t)y1(t) + ua(t)y2(t) = —ﬁt:’z — §e2te i _§(t +1). (37)
Aleshores, la solucié general de 'EDO no homogenia és la suma d’una combinacié lineal del CFS (36)
amb constants reals arbitraries, i una solucié particular qualsevol de 'EDO no homogenia, com la que

hem trobat pel metode de variacié de les constants (37), i. e.:
1
y(t) = rt® + cpe™ — (L +1) (38)

definida per a tot t € R i amb ¢1,co € R lliures.
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(d) Per trobar la solucié del PVI, imposem les ci a la solucié general (37). S’obté llavors el sistema

lineal
Yy (—1) = —C1 + 6202 = —1, 1 —62 1 1
15 (T8 —22) ) T 3)0
y'(—=1) = 3¢; — 2e%cy — 5735
el qual és compatible i determinat (el determinant és el wronskia del CFS (36) en t = —1!). La seva

solucio ens permet fixar les constants ¢, co. Es comprova d’immediat que aquesta que és:

Ccl = 1, Cy = 0
1 aixi L
yt) =13 — 5(75 +1),

és la solucié del PVI que correspon a les ¢i de I’enunciat.

1
5. Considereu les funcions y;(t) =t 1 ya(t) = s pera t>0.
(a) Calculeu el wronskia W (t) i vegeu que W (t) # 0.

(b) Trobeu 'EDO homogenia de la forma y” + p(t)y’ + q(t)y =

fonamental de solucions.

<4 Solucié. (a) El wronskia de les funcions y; (), y2(t) donades és:

Wi - O o] ||
vt | L -1

0 que les té com a conjunt

el qual esta definit per a tot ¢ £ 0 i és diferent de zero, en particular, per a t > 0.
(b) Imposant que y;(t) = t, y2(t) = 1/t siguin solucié d’aquesta EDO homogenia, obtenim el

segiient sistema lineal:

yi (1) +p@)yi () + q(D)yi(t) = 0+ p(t) + q(t)t = 0, @(1
1" / _3 p() () 1
Y2 (8) +p()ya(t) +a()y2(t) = 5 — =57+ =~ =0

—g <58> - <29t> ’

que han de satisfer p(t), q(t) per a tot t > 0. Resolent-ho —per exemple, per Cramer—, s’obté:

0 t 1 0
2/t —t 2 1 1 2/t
pl) == 22— at) = "1 =

1t -2t ¢ 1t

1 —t 1 —t
Aleshores, 'EDO que satisfan les funcions donades és:

y oy
"+ -5 =0, t>0.

Yy + PR )

2/t 1

T2t 2
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