UNIVERSITAT P\OLITECNICA DE CATALUNYA
METODES NUMERICS, ENGINYERIA QUIMICA

Llista 6: Edos lineals i sistemes

1. Resoleu les equacions segiients:
(i) v — 8y 0.
(i) v® + 8y” + 16y’ = 0.
(iil) ¥® —y = 0.

2. Resoleu les equacions segiients:
@ " y '+y —y=wsin(z).
(i) y — 5y + 6y = etz
(iii) 2y”+2y +3y =22+ 22 — 1.
(iv) y" + 4y = sin(3x).
(v) ¥ + 3y’ — 4y = sin(2x).

3. Resoleu els problemes de valors inicials segiients:
(i) ¥ —4y' = cos*(x);  y(0) =0, y'(0) = 0 y"(0) = 1.
(i) y" + 2y +y =ae™™; y(0)=1, y'(0) =
(i) ¥ =05 y(0) =2, y'(0) =3, y"(0) = 4, y”’(O) =5.

4. Siguin y;(x), ...y, (z) funcions linealment independents. Comproveu que 1'equaci6

yu(x) wa(x) oo oye(z)  y(x)
n(x) yx) .o yu(e)  y(x)
yi’(l‘) yn(x) y"(x) | =9
D un () ()
defineix una edo lineal homogenea d’ordre n que té per solucions el subespai amb base

yl? R 7yn'
Com a aplicacid, trobeu l'equacié diferencial lineal i homogenea d’ordre minim que té

com a solucions

(i) yi(z) = z,90(x) =1/x; x>0,
(i) y1(z) = €*,y2(x) = cosh(x),ys = sinh(z); =z €R.

5. (canvi de variable independent) Comproveu amb la regla de la cadena que si feu un
canvi de variable x = z(t) en una funcié y(z), la relacié entre les derivades de y respecte

de x i respecte de t és:
1
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(i) ¢ =%+
dt d2w
(11) %:% dl 2_2_3; 5?3
(%) (%)

6. Les equacions de la forma

2
axQ%—i—bxj—z—kcy:O, x>0
amb a,b,c € R, reben el nom generic d’equacions de Cauchy-Euler. Comproveu que el
canvi de variable independent x = ¢! les transforma en equacions a coeficients constants
2
a%jt(b—a)%jtcy:(), teR
Apliqueu aquest canvi a la resolucié de les equacions
(i) 2%y" — 4zy’ + 6y = 0.
(ii) 2%y" + 3zy’ + 3y = 0.
(iii) %" — (2a — )ay’ +a*’y =0, a€eR.

7. Proveu que 'equacié diferencial de I'oscil-lador harmonic
T 4wz =0
té solucio general de la forma
z(t) = Asin(wt 4 ¢)

amb parametres reals A, 'amplitud, i ¢, la fase de la solucié.

Resoleu el PVI 2 +42 = 0, z(0) = /3, = (0) = 2 i deixeu la solucié en el format
d’amplitud i fase. Dibuixeu el graf de la solucié i interpreteu A, .
Indicacid: Per posar una solucié x(t) = ¢ cos(t) + cosin(t) en format d’amplitud i fase
definiu A = /2 + 3, trieu p tal que cos p = ¢1/A,sinp = 3 /A, i apliqueu la formula del
sinus de la suma d’angles.

8. Resoleu 'equacié de 1’oscil-lador harmonic esmorteit
T +2k v +wx =0

amb el fregament k > 0. Discutiu les solucions segons els valors de k,w, i dibuixeu el graf
de les solucions quan les arrels del polinomi caracteristic son reals simples, real doble o
complexes conjugades.

9. Apliqueu el metode de coeficients indeterminats per a resoldre ’equacié de I oscil-lador
forcat

r +otr = g(t)

Resoleu 'equacié en el cas w = 1, g(t) = sin(¢). Quin és el limit de z(t) quan t — +00?
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10. Resoleu en funcié del parametre o 'equacié

T

y' =y —ala+y=e".

11. Transformeu l'equacié diferencial y” — y” + 1y’ —y = 0 en un sistema d’ordre 1, feu-lo
anar per resoldre el PVI amb y(0) = 0.1,4'(0) = 1.1,3”(0) = 0.1, trobant la solucié i les
seves dues primeres derivades.

12. Trobeu la solucié general dels segiients sistemes d’equacions:

o wo-(1 %70

ag?w;(f'f'ﬂw

13. Resoleu els segiients problemes de valors inicials:

1 —-12 -—-14 0
i) z't)=11 2 =3 |7, T0)=|-1
1 1 -2 1
— 1 -2\ o — 3
i w01 3)70. 7en=())

14. Trobeu la solucié general pel metode de variacié de parametres de les seglients
equacions:

o7o-(3 3)7o+ (")
(ii) 27(t) = (_01 g) () + (_11) et.
mo?@:<}]?7@+6$ga

15. Feu una funcié de Matlab que

- rebi com a arguments una matriu 2 x 2 A, un vector inicial v € R? en columna,
dos margens d’error 1,5 i un temps t > 0,
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- calculi numericament amb I’exponencial de tA les 4 solucions 7 (t), ..., z4(t) dels
PVI amb equacié 7'(t) = A7 i condicions inicials v+ (—&y, —€2), v+ (g1, —€2), v+
(—e1,€2),v + (€1, €2) respectivament,

- dibuixi en pantalla el paral-lelogram R; format per les 4 solucions calculades,

- i finalment retorni aquestes 4 solucions.

Com evoluciona 'area del paral-lelogram R; amb el temps?

Com a exemple, feu un bucle cridant la funcié en un vector de valors de t creixents,
i insertant la comanda pause per veure els dibuixos successius com una animacié. Useu
aquest bucle en els PVI " — 0.1y + 2y = 0,y(0) = 2,9/(0) = 1iy”" — 0.1y’ + 2y = 0,y(0) =
2,9'(0) = 1.

Si 1,69 s6n els margens d’error amb els que coneixeu les components de la condicié
inicial, que podeu dir de la posicié de la solucié en temps ¢?

16. Volem estudiar com evoluciona la concentracié d’un contaminant en els llacs Erie
i Ontario, connectats per un riu que flueix d’Erie a Ontario. Farem la hipotesi que el
contaminant es dissol uniformement a 1’aigua.

(i) Siguin z1(t), za(t) les concentracions de contaminant als llacs Erie i Ontario respec-
tivament, a l'instant ¢. Justifiqueu el sistema d’equacions diferencials ordinaries

segiient
1 ri(er—x1)
I’l — Vl
_ mzit(ra—r1)ea—razy

/
T Vo

on
- Vi, V4 sén els volums dels dos llacs, en km?,
- 11,79 56n les velocitats d’entrada i sortida d’aigua, en km?/any, i ro > 1,
- e1,€e9 son les concentracions de contaminant que entren a cada llac des de
I’exterior.

(ii) Poseu Vi/r; =2.6,V5/re = 7.8,r1 = %7”2. Suposant que ha cessat la contaminacio
externa (e; = e5 = 0), trobeu una matriu fonamental del sistema i resoleu-lo amb
les condicions inicials z1(0) = 29, zo(0) = 9.

(iii) Resoleu ara el sistema amb constants e;, e qualsevols, i amb les condicions inicials
71(0) = 29,25(0) = 3. Quin és el limit de les concentracions z(t), x5(t) quan
t — +o0?

(iv) Torneu al cas en que no hi ha contaminacié externa (e; = e; = 0), i suposeu
que inicialment la concentracié de contaminant al llac Erie és el doble que al llac
Ontario. Quant temps ha de passar per a que la concentracié al llac Ontario sigui
el 5 % de la inicial?

Indicacid: Pel darrer apartat heu de resoldre zy(t) = 0.0529 en la solucié de (ii). Useu
fsolve.



