TEMA 8

Integrals Impropies

1 Comparacié per quocient

ProposciO 1.1 (Comparacié per quocient). Siguin f,g : [a,+00) — R de signe constant i
elementalmente integrable (aizod és, continues a trossos a qualsevol subinterval compacte contingut a
[a, K] C [a+ o0) per tot K > a). Aleshores, si ezisteiz el limit,

f(x)

L= lim —/=F
T—+00 g(:L‘)

+0o0 +0o0
i és L # 0,400; llavors / I, / g son ambdues (absolutament) convergents o divergents. FEs-
a a

/:OOfN/:OOg-

Quan L =0 6 L = +o00, tenim encara el segiient resutat. Per f,g de signe constant i elementalment
integrables a [a,+00):

criurem:

+00 +00
e Si L =0 1 la integral g €és (absolutament) convergent, la integral / f també conver-
a
geix (absolutament).
+oo +0o0
e S5i L = +00 i la integral / g és divergent, llavors la integral f també és divergent.
a a

Aquesta proposicié s’aplica identicament al cas de funcions reals de signe constant definides a un
interval compacte perd que sén no acotades a algun punt de linterval. Aixi per exemple, si les
funcions f,g : (a,b] — R sén de signe constant, amb f i/o g no acotades prop d’a i elementalment
integrables a qualsevol interval compacte [a + 6, b] per tot 0 < § < b — a.

COROLLARI 1.2 (Criteri de Riemann-Pringsheim). Sigui f definida i elementalment integrable a
[a,+00) (i. e., f continua a trossos a qualsevol interval compacte |a, K| C [a,+00), per tot K > a) i
amb signe constant al mateix interval; llavors: si existeix el limit L = limy_, 4 o () amb L # 0, +00
per algun o € R, la integral:

+oo
/ f és (absolutament) convergent < o > 1.
a

Tanmateix:
oo

e Si lim z%f(x) =0 per algun o > 1, llavors f és convergent.
T—r+00

a
o0
e Si lim z%f(x) = +oo per algun o < 1, llavors / f és divergent.
a

T—r-+00
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2 Tema 8. Integrals Impropies

2 Problemes

1. Estudieu la convergencia de
w/2 1 +00
(a) / tan z dz, (b) / Inz dx, (c) / r?e ™ dz.
0 0 0

4 Solucié.a) tanx és no acotada a x = 7/2, ja que tanz — 400 quan z — 7/27. En aquest cas
podem primitivitzar i prendre limits, llavors:

w/2 b
/ tanz d = lim tanz dz = lim [—In(cos x)]g = — lim In(cosb) = +o0,
0 b—5~ J0 b—% " b—sT
i la integral és divergent.
b) La funci6 Inz és no acotada prop de x = 0, donat que lim+ Inz = —o0o. Com abans podem
x—0

primitivitzar i prendre limits:
1 1
/ Inz dzr = lim Inz dr = lim [z(lnx — 1)]611 = lim (-1 —a(lna—1)) = -1,
0 a—0t J, a—07t a—07t

per tant convergent.
¢) En aquest cas, l'interval és no acotat. Podem procedir com als casos anteriors, fent

400 K K
/ 2% dr = lim 2™ dr = lim [—(x2 +2x + 2)8_:0]0
0 K—+oo 0 K—+o0

= lim [2—(K?+2K +2)e "] =2
K—+4o00

Aleshores la integral és convergent. Si només ens interessés determinar la convergencia, notem que
f(z) = x%e7® > 0 per tot € R. Per tant la funcié integral definida per

F(x) ;:/ t2e™t dt,
0

és creixent, i aix{ lim,_,4~ F'(x) existeix pero pot ser +o0o. El limit sera finit si i només si F(z) esta
fitada sobre [0, +00), i. e., si existeix K > 0 tal que F(z) < K, per tot > 0. En efecte, fent servir
que g(t) = t2et/2 < 16/e? per tot t € R —només cal veure que, per t > 0, g(¢) té un maxim absolut
at=4,on val g(4) = 16/e%. Aixf:

T T 16 [~ 16 1o 39
F(z) = / tPe " dt = / 27272 4t < 2/ e 2 dt < 2/ e 2 dt = 5 < +oo
0 0 € 0 e 0 e
Ja que,
400 b b
/ e2at= lim [ edt= tim |-2e72] = lm 2(1-e7?) =2
0 b=+00 Jo b—+o00 0  b—too

i per tant la integral és convergent. >

2. Estudieu la convergencia de:
Lglne 3 dx L de
a —— duz, b —_— c —_,
@ [ e m) [ S © [ =i
T dx T T arctan x
d —, e (— — arctan ZL‘) dz, f / ——dz.
@ [ 55 @/ G D) Vize

< Solucié.a) Notem que:

1
f@) =75 <0. a0<z<l ique fec(o.1):
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2. Problemes 3

de fet, lim, ,o+ f(xz) = 0. Aleshores re-definint f(z) =0, és f € C([0,1]). Aixi f € CT ([0,1]), i. e
f és continua a trossos a l'interval [0,1] i per tant, elementalment integrable i llavors la integral és
convergent.

b) La funcié subintegral, f(z) = és continua a l'interval |1, 3] pero no acotada prop de

1
Varz -1
x = 1 (notem que lim+ f(z) = 400). Com que té primitiva “facil” podem estudiar la seva convergencia,

r—1

tal com s’ha fet als apartats del problema 1,

P_de — i h
o i 8 A \/7 Jim,_[argeosh o],

= lim (argcosh 3 — argcosh a) = argcosh 3.
a—1t

1

¢) La funcié f(z) = N

majoritzacio:

> 0 a ]0,1], i és no acotada a = = 0. Aplicant el criteri de

1 L dz . L dz

<grmsyr oo = [ s [ - [

llavors la integral és convergent.
1
d) Sigui f(z) = —— >0, a |0, 7[. Podem fer:
sin x

/” dz _/”/2 dz +/7r dz _2/”/2 dr
o sinx J, sinz 7r/QSinac_ o sinz

w/2 w/2
2/ v do 2/ d—$22 lim [lnx]ﬁ/2—2 lim (lni—lna> = 400,
0 0 2

sinx x T a—0t a—0t

on hem fet servir que > 1 a l'interval (0, g) Per tant la integral és divergent.

S xr

e) Com que f(z) = g — arctanz > 0 en [0,+00), aplicarem el criteri de Riemann-Pringsheim,
corollari 1.2. Tenim que:

lim =z (g — arctanx) =1.

T—>+00

En efecte, ja que el limit del quocient de derivades és

D(Z £ !
' (g—arcanx)_ ' 1122 o 22 B
lim = lim ——~= lim ——==1
x—+00 D }; T—+00 __4}7 z—+oo 1 + 72
x z?
y per tant, per L’Hopital
T
T — —arctanx
lim =z (— — arctan:v) = lim =¥——+——=1.
T——+00 2 T——+00 J;
T

Llavors, com hem esmentat, del criteri de Riemann-Pringsheim amb o = 1 es segueix la divergancia

too o
de la integral / (5 — arctan J;) dx.
0

arctan x

V1422

tot l'interval d’integraci6. Aplicarem el crietri de Riemann-Pringsheim, corollari 1.2 amb oo = 3/2 > 1,

f) Aqui, la funcié6 subintegral, f(x) = > 0, per tot x > 0 1 per tant és de signe constant a
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4 Tema 8. Integrals Impropies

donat que el limit:
3/2

arctan x x ™
lim 32— = lim —————— arctana = — # 0,400
3 b b
T——+00 V1i+zx T——+00 x3/2 |+ is 2
\ T

arctan x

14 a3
Alternativament, podem fer servir el criteri de comparacié per majoritzacio:

+oo
i donat que l’exponent o = 3/2 > 1, llavors la integral / dz és (absolutament) convergent.
0

arctanx _ arctanz _ m/2

St S - 2 S R

per tot x > 1; i com que:

+00 /9 ™ —21° 1
“odr =2 i =7 lim (1-—)=n<+
/1 x3/2 xr = 20 11m |:g;1/2:| , b 11m < \/B> < 0

T arctan x

1 V14 a3

dz també convergeix absolutament. >

és absolutament convergent, aleshores la integral dz és (absolutament) convergent; i

arctan x

V1+ a3

+oo
aixi la integral estudiada, /
0

3. Estudieu la convergencia de

! Un(l — 2 +0 (In z)?
(a)/o InzIn(l + ) dz, (b)/o (11(_133)1/)2dx, (C)/O (Inz) dz.

< Solucié.a) f(z) = InzIn(1 + z) és continua en (0,1]. Prop de x = 0In(1 + 2) = = + O(2?), per
tant f(z) = zlnz(l + O(z)) — 0, quan = — 0F. Aix{ f € CT([0,1]) si f(0) = 0, i la funci6 és doncs
elementalment integrable i per tant convergent.

In(1 —
b) f(z) = (111()133/)2 és continua en [0, 1). De fet, fent el canvi t = 1 — z, queda
-z
1 1
B In(1 — 2) [ z=1—t=dz=—dt B Int
I'_/O(1_3;)1/2dm_{:c—>1_:>t—>0+,a:20:>t:1}_/0t1/2dt' (1)
Notem que Int < 0si 0 <t <11iper tant, si definim,

Ulnt

amb 0 < 6 < 1; el limit limg_,o+ I5 pero podria ser —oo. Per conveniencia, introduim a continuacié:

1 hlt 1 Int
J::—/O —mdt:—f, :]63:/0 —mdt:_lé

(en particular, la convergencia de la integral J implica la convergeéncia de la integral estudiada, I).

Com que la funcié subintegral que hi apareix a J i Js per 0 < § <t < 1: g(t) := —Int/t}/2 > 0; és

clar que Js creix monotonicament quan ¢ decreix cap a zero o, de manera més precisa: Js, > Js, per

tot 0 < 01 < d2 < 11 llavors, com deiem pel limit de la integral I5 en (2) quan § — 0T, el limit 611161+ Js
4>

existeix, pero, podira ser +o0o. D’altra banda pero
Ut 1t /4lnf ! ”
= | ———dt= —dt = — — <
Js /6 i i /5 M/ 3/4dt 4M[ L AM(1— Y%y <4M  (3)
per tot 0 < § < 1, amb M mdependent de . Aleshores 5lim+ Js < 400, la qual cosa implica la
—0

convergencia de la integral I a (1).
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2. Problemes 5

REMARCA 2.1. en (3), M := supg.;<; h(t), amb h(t) := tY*1n(1/t), t > 0. Es comprovar M = 4/e.
En efecte, la funcié h(t) és derivable en tot el su camp de definicié i la seva derivada

t_3/4 t_3/4
W (t) = — It - 13/ = ——— (nt+4),

només s’anulla en ¢ = 1/e* < 1. Com que d’altra banda, h(t) > 0 per 0 < t < 1, h(1) = 0 i
lim; o+ h(t) = 0; resulta M := supy,<; h(t) = h(1/e*) = 4/e.

¢) Descomposarem la integral del enunciat com a suma de dues integrals:

[e%) 1 2
I::/ (In 2) dz = I, + I
0

1+ 22
amb,
1 2 +o0 2
1 |
0 1 +x 1 1 + 372
Veiem que I és no acotada prop del 0, donat que el limit de la funcié subintegral és:
(Inx)?

li = 1i
Jim, f(z) = Hm ==

= +OO,

mentre que linterval d’integraci6 [1,+o00) a Iz és no acotat. Aixi tenim que I, Iy son integrals
impropies de segona i primera especie respectivament. D’una banda, tenim:

L(0) = /51 (2)* 4

1+ 22
(@4 nx)? 5 (1 dz o[ 17211
< _ 2l a2 (1 < o1/2
/(;xl/Q(l—{—xz)dx_M/(;xl/z M2 (o] = M2 (1-V5) <201,

per tot 0 < d < 11ion

M = sup (=t Int) =4/e = sup (—t"*Int)? = M? = 16/¢>
0<t<1 0<t<<1
(veure la remarca 2.1 al final de I'apartat b)), i d’aqui 'acotacié de la integral I;(d) de dalt. Com que
I,(0) creix monotonicament quan § decreix, i. e.: I1(d1) > I2(d2) per tot 0 < 01 < d2 < 1. Aix0 prova
que el limit I1 = limg_,o+ [1(0) existeix i és finit. Aqui es conclou la convergancia de la integral 1.
D’altra banda, per estudiar la convergencia de la integral Io,

b nax)2 b nax)2
Ig(b)::/1 a )dxg/lwdx

1+ 22 x

b /mmz\? dz 16 [ dx 16 [-2]° 32 1 32
= —) 35<3| Ss==|F7 =3({l-—F)<5 @)
1 \@l/4 ) @32 T e Jp a32 e [ a], e? Vb e?

per tot b > 1. Com que I2(b) creix monotonicament amb b, i. e.: Iz(by) > I2(by1), per by > by > 1, el
limit limp_, 4 o I2(b), existeix i de Pacotacié (4) es dedueix que és finit. Aix{i doncs es conclou que la
integral I» és convergent.

REMARCA 2.2. Veiem que a (4) s’ha fet servir la segiient acotacié de la funcié subintegral:

2 2 2 2
(Inx) < (Inx) < (lnac) 1 < 16/e per tot > 1

0= 214 ) 372 = g3/20

1422 22 =

on s’ha tingut en compete que sup,~; (x*1/4 In 1‘)2 =16/e%. En efecte, sigui h(z) := 2z~ /*Inz, z > 0;
llavors la seva derivada, b/ (z) = z~3/4(4—1Inz)/4 és W' (x) > 0 per 0 < x < ¢* mentre que h/(z) < 0 per
z > e* > 1. Com que, d’altra banda és h(1) = 11n1 = 0 i limy_ 4 o0 h(x) = limy_s 4o 2~ /*Inz = 0,
tenim que h(x) assoleix el seu maxim absolut a linterval [1,+o00) al punt z = e on val h(e?) =
e llnet =4/e, i. e.:

4 2 16
sup (x_1/4 lnx) = — = sup (1‘_1/4 lnx) = —.
x>1 € x>1 e
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6 Tema 8. Integrals Impropies

Aixo completa apartat c¢).>

1

4. Slguln fn(l') = m

n=1273,...

+00 —9
a) Proveu que la integral I,, = / fn és convergent, b) I, = %In_g, c¢) Calculeu I, per tot

— 00
n=123,...

+00
< Solucié.a) Podem re-escriure la integral / fn(x)dz com,

too to dy
n d = _— =
/—oo fn(@)dz /_Oo cosh™ x

+o0 d +o0 2 n +oo —nx
[ ey [T Y e [T
o cosh™z 0 et +e " o (1+e2)

on hem fet servir que cosh x és una funcié parella definida en tot R. Tenim que la funcié subintegral,

—nT

e
n(z) = ——— € CT([0,b
one) = oy € CT(0.8)
b
per tot b > 0 iamb n € N. Per tant, si definim J,,(b) := / gn(z) dz amb b > 0, les integrals impropies
0

vénen donades pel limits:

I, = /00 fo(z)dz =27 lim J,(b). (5)

b—+o0
Com que d’altra banda: g,(x) > 0 per tot > 01 tota n € N, les J,,(b) creixen monotonicament amb
b i els limits en (5) existeixen (per totes les n € N) pero podrien ser +00. Ara bé:

1

b e " b —nx _ —nz]T=b __ 1 —nb
Jn(b):/(;wdxg/oe dﬂ?—*ﬁ[e ]wzo—ﬁ(].*e )Sl,

per tot b > 0 i totan = 1,2,3,...(n € N). Aleshores blirf Jn(b) < +oo i de (5) es deriva la
—+00

convergencia de les integrals I,,, per n € N.
b) Es comprova integrant per parts:

1 sinh x
=———=>du=—-(n—2)———d
T dx oo dr YT cosh 2 o (n )cos.h"*1 P
_oo cosh"z o cosh"xzx 1
dv = ——— = v =tanhz
cosh” x
tanhz 1° +° sinh? z +° cosh?z — 1
—92 e 2(n — 2 de =2(n—2 ——d
b+ 450 [cosh"_lx]o 2 )/0 cosh™z (n )/0 cosh™z
+oo dx Too dg
=2(n—2 —— —2(n—2 ———=n—-2)I, 2 — (n—2)I
=2 [ =) [ = (=D = (-2,
.. , n—2
d’on, aillant I,, s’obté: I, = 12 pern =3,4,...
n p—

REMARCA 2.3. En el calcul de dalt s’ha fet servir que la funcié subintegral, cosh™ x,n = 1,2,3, ...
es parella, mentre que d’altra banda és immediat que el limit que apareix en fer la integracié per parts,
i.e.:

m ey O
o b=toocosh™ “b

lim
b——+o00

[ tanh x } b , tanh b
—_ m
cosh” 1z
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2. Problemes 7

¢) Calcul de I,,. Com que cosh™" x és una funcié parella i CT'([0,]) per tot b > 0 i per tot n € N,
tenim:

+oo g +00 d b T
11:/ T / 9”:4nm/edx:
—oo Coshz o €ef+e® b—too Jo 1+ e2®

4 lim [arctane” ]0 =4 lim (arctaneb — E) =4 <E - E) =4x
b——+oo b—+o00 4

per n =1,

Too dx
_co cosh’zx

teo dy b dx
2/ ———5— =2 lim 5—2 lim [tanh x]o =2 lim tanhb = 2,
0 cosh” x b—+4o0 Jg cosh*x b—+oo b—+o00

per n = 2. A partir d’aqui, amb la férmula de recurréncia probada a ’apartat anterior hom obté,

11:7T, 12:2, Igzg, I4:§><2, 1524?2%171':%71', 16:;1;1 2= %X2
5-3-1 51 6-4-2-1 6!! 7-5-3-1 gl
Tea2 1t ™ BTraa Tt bTgga e T
d’on, per induccid, es comprova d’immediat que:
2p — 2)!! 2p — !
L = EQi— 13!! s oper = ! 1(72;0)!!) ™
per p=1,2,3,..., mentre que I; = m, tal com ja s’ha obtingut dalt pel calcul directe. >

5. Proveu que les integrals

1 1 1
. / ne B:/ ne dz, C— / nx
1—x2 0 1—x 1—1—33

sén convergents i que B+ C =2A, A— C = B/4.

< Solucié.Denotem les funcions subintegrals:

Inx 1 Inz 1 Inx Inx
fA(x) ::1—x2:1+x1—x:1+xf3(x)’ fB(m) ::1—ID’ fC(x> ::1+.CC’
amas veiem que: fa(z) <0, fp(x) <0, fo(x) < 0per0 < z < 1; és adir, les tres funcions subintegrals
sén continues i de signe constant a Iinterval (0, 1).
Comencem amb la integral B. Veiem que fp € CT([b,1]) per tot 0 < b < 1, ja que és continua

sobre aquests intervals i el limit,

lim fp(x)= lim /p(z)
r—1- z—1- 1 —x
g 2O 0ZD) o, SO m R me) g (g Reme))
z—1- 1—x z—1- 1—2z z—1- 1-—2z

Lng

Per tant By := / dz és convergent. Per estudiar la convergencia prop de x = 0, i. e., la de la

b 1—2x
integral

b
1
B1::/ 1T e, 0<b<l,
) 1

apliquem el criteri de comparacié per quocient amb g(z) = Inz que és negativa (per tant, de signe
constant) a l'interval (0,b), 0 < b < 1. Llavors,

1 1— 1 b1 b
lim M: lim zlﬁ/ ne dxw/ Inzdz
z—0+ Inz z—0+ 1 —x o 1l—x 0
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8 Tema 8. Integrals Impropies

b
per 0 < b < 1, i com que Inx dz, és convergent per tot b > 0 (veure exercici 1, apartat (b)), la

0
integral B = By 4+ B3 es també convergent. Per la integral A tenim:

. . fB(x) 1
1 =1 =—_.
Jm fa(z) = lm 770 = =3

Amb la qual cosa Ay = fb fa(z)dx amb 0 < b < 1 és convergent. D’altra banda, aplicant comparacié
per quocient:

o falz) I [ [
xlg})h Fa() _xli%l*' oz 1= A .—/0 fa(z)dx ~ By .—/0 fp(x)dz

per tot 0 < b < 1. I com que B; és convergent segons ja s’ha vist, també ho és A; i en conseqiiéncia
la integral A = A 4+ Ay és convergent.
Per ultim la integral C' és també convergent. En efecte, aplicant el criteri del quocient,

1 1 !
lim fo(z) = lim = 1:>/ ne d$~/ In zdx
z—0+ Inzx z—0t 1+ o 1+=x 0
i com ja es va assenyalar dalt, fol Inxdz és convergent: Inz és continua a l'interval [4, 1], per tot
0<d<1;iel limit

lim [ §'lnzdz = lim [:clnxf:p]é— lim (-1 —¢6lnd+6) =—
§—0t 6—0+ §—0t+

existeix i és finit; per tant fol Inzdr = —1.
Aixi hem provat que les integrals A, B i C' sén convergents. A més:

1
1
B+C’:2/ 1” dr = 24,
0

— 2
c.V.: ) )
a:lna: t =22 = 22dz 1 Invt 1 Int B
A-C= S =5 dt = - dt = .
/ =2 =) s=0=t=0, 2/0 1—t 4/0 -t T a”

r=1=t=1.

6. Siguin p(z), ¢(x) polinomis de grau n i n+ 1 respectivament, amb n senar i ¢(z) # 0,2 € R. Proveu

R
x
que existeix lim M dz.

R—+oo J_p q(x)
< Solucib.q(z) és de grau n + 1 parell (ja que n és senar, segons l’enunciat). El “truquet” en aquest

problema consisteix en dividir p(z) entre ¢'(x): p(z) = A¢'(x) + r(x), on A = P #01ir(x)
(n+ 1)gn+1
és un polinomi de grau < n + 1. Aixi:

[ g [y [, T A Cr@) g,

~r () “r q(@) ~r () q(—R) ~rq(@)
Ara, com que ¢(x) és un polinomi de grau parell:
R
im a(R) =1= lim p(z) dzr = lim Jg. (6)
R—+o0 ¢(—R) R—+oo J_p q(x) R—+00

Si aquest dltim limit existeix, com veurem que és el cas. En efecte: sabem que graur(z) < n —11
graug(z) = n+ 1, tenim que lim, 4+ 2°r(z)/q(x) € R (en particular serd 0 quan grau r(z) < n — 1);
aixi:

. x2p($) _ 9";71 quan grau r(z) <n — 1,
a—koo” q(x) L quan grau r(z) =n — 1.
n+1
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2. Problemes 9

Tenint ara en compte que p(x)/q(x) € C(R) (ja que p(z),q(x) sén polinomis amb ¢(z) # 0 per tot
x € R) i que les integrals
/0 dj /+oo dj
—co J)2 ’ 0 .'L'2

son convergents; tenim —pel criteri de Pringsheim-Riemann—, que ho sén també les integrals impro-
pies

’ @ z = lim O@ T +oo@x_ im Rr(l‘)I
[t [ e [ = [ e

Queda clar doncs que el limit

R 0 R
lim Jrp = lim @ dzr = lim @ dz + lim / @ dx
R—+00 R—+oo J_p q(x) R—+oo J_p q(x) R—+00 q(z)
Jr
0

0
[ e [T [

existeix 1 en conseqiiéncia (segons (6)), existeix el limit

+00 R R
/ (73;) dr = lim @ dr= lim Jr= lim 7"73:) dax = / — du,
o P(T) R—too J_p p(x) R—+o0 R—+oo J_p q(x) o q(2)

L=}

com es volia provar. >

sinx

+o0
7. (a) Demostreu que / dz és convergent.
0

! 1 oo 1
(b) Estudieu la convergencia de / xsin — dz, / xsin — dz.
0 1

x x
1 +00 3
, sinx sinx
(c) Idem, segons a, de / de, / dz.
0o z¢ 1 e
1 i B3 +00 G308
, sinx sinx
(d) Idem, segons «, 3 de / dz, / dz.
0 % 1 x%
., . sinz . . .. sinz
< Solucié. (a) la funcié f(x) = és continua per z > 0 i hm+ = 1, per tant la funci6 és
T z—0 x

sinz s .
dz és “propia” i llavors, convergent. Per estudiar

1
elementalment integrable i la integral [; := /
0 X

la seva integral a l'interval [1,+00), integrem per parts:

+00 3
sinx
I ::/ dx
1

x
1 1 Too

U= — and then: v/ = —— cos ¢+ Ccos T

= x x2’ = |- — ——dx. (7)
v/ =sinz, and then: v = —cosz. o1 1 z

Aqui:
cos x|+t . cosc]K . cos K
[— ] = lim [— } =cosl— lim = cos 1,
T 11 K—+o0 r 11 K—+o00

mentre que la integral:

T cosx
I3 := dz,
1

2
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10 Tema 8. Integrals Impropies

és absolutament convergent. En efecte, com que

| cos x|

0< < —, per tot z > 1, llavors:

$2
+o0 —+o00
/ de ~ CONV. :>/ |C°S‘”’d CONV.
1

(comparacié per majoritzacié), d’on resulta que la integral I3 és (absolutament) convergent. FEn
consqiiencia Iy en (7) també ho és i; per dltim, com que la integral de 'apartat (a) de 'enunciat és:

1 +00 3
Sinxr SIn T
I = de, Ir:= dz,
0 X 1 X

400 3 1 +00 o3
I.= / S dz :/ S dx +/ S de, ie.: I: =1+ I
0 0 1

x x x
queda provada doncs la convergencia d’aquesta.
(b) La funcié g(z) := zsin — és elementalment integrable a Iinterval [0, 1], ja que és continua a
x

I'interval (0,1) i els limits als extrems sén

1
lim xsin — =0, lim xsin — =sinl,
z—0t x z—1— x
1
per tant la integral x sin - dx és “propia” i aixi, convergent.

D’altra banda, la funcié g(x) és continua per x > 1 perd com que existeix el limit:

1 Foo 1

lim xsm — =1(3#0), la integral: / xsin — dx és DIV.,

Tr—+00 1 €T

ja que no satisfa la condicid necessaria de convergéncia de Cauchy. _
sinx

(c) Per estudiar la primera integral, veiem que per a qualsevol a € R, la funci6 h(x) := —— és
x

continua per z # 0 i positiva per 0 < z < 1. Aplicant el criteri de comparacié per quocient:

. . 1 - 1
. _sinx . sinz sinx dx
lim z¢ 12—~ = lim =1= dx ~ CONV S a <2,
z—0t z® z—0t 0o I“ 0 ¢

, . sin L, .. L.
d’on resulta que la integral —— da també és convergent si, i només si o < 2.
x

Per la segona de les integrals de 'apartat (c), procedirem de manera diferent, segons « > 0 6
a < 0. En el primer cas, integrem per parts:

+00 o3
sinz
dx
1 e

En aquest cas, per a > 0 tenim, d’uma banda:

u=2"%  and then: v = —az— ! cos ]+ T cos
= / . == - — 41 d:B
v/ =sinz, and then: v = —cosz. e 11 1 plto

= lim =cosl— lim = cos 1,

{ cosx]+<>0 . [ cosx}K . cos K
1 K—+o00 1 K—+o00

e T
mentre que per altra part,
| cos x|

x1+a — x1+a

T dy
0< , per tot x > 1, llavors; com que la integral / —ra és CONV.
1 X

(1+ > 1, donat que a > 0); la integral

COS T
lera

+o00 | COS:C| +o0
/ dz és CONV.; i per tant la integral: / dz és (ABS.) CONV.
1 1

x1+a
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2. Problemes 11

+0oo o3
S
Per estudiar la convergencia de / 1nax dz quan « < 0 considerarem, per p € N (p =1,2,3,...):
1 x
@p+l)m 1 (2p+1)m
/ smax dz| = — / sinx dz
2pm x fp 2pm
1 (2p+1)7l’ 1 s
=— sinx dr = a/ sinx dr > 2(27p)~* > 2, (8)
fp 2pm p JO

on en el segon pas, hem aplicat el teorema del valor mitja del calcul integral, per tant:
2mp <& < (2p+ 1) = £, > (2mp) ™%,

per a qualsevol w < 0 i per tot p =1,2,3,.... Tenint en compte (8) el Criteri de Cauchy ens assegura
que la integral divergeix quan a < 0.

REMARCA 2.4. Aqui apliquem el Criteri de Cauchy amb els quantificadors “canviats”, i. e.: si
T2
[
1
Aqui només cal agafar e = 2 i aleshores, per un M > 0 donat es pot agafar 1 = 27p, zo = (2p+1)m,

M
amb(!) p = {J + 1. Resumint:
27

existeix un nombre positiu € tal que per tot nombre M > 0 és > €, per algun perell de valors

T1,T9.

1 ..
/ Sglax dz CONV. <— a < 2, (9)
0
+00 3
/) 2T 4w CONV. = a > 0. (10)
1 x

REMARCA 2.5. De fet, és immediat comprovar (criteri de comparacié per majoritzacid) que aquesta
ultima és absolutament convergent per a > 1. En efecte:

sin 1 T dx
0< | | < —, per tot > 1; i com que la integral / — és CONV. per a > 1,
e ¢ 1 i
+00 | i +00 i
sin sin
llavors / % dz és CONV. per a > 1 i, en conseqiiéncia / ! aa: dz és (ABS.) CONV. per
1 2 1 T
a>1.
. . . ! sin 2 . X
(d) Estudiem primer la integral I, g := / —— dx; anlitzant per separat els casos en que 5=0,
0 x

6>018<0.
I) Per § =0, tenim:

Lgin 29 Lsin1
Iop = dx = dz,
o ¢ o ¢

que és convergent si, i només si a < 1.

IT) Per g > 0:
C. V..
1 B _ B g =B 1 /1 sint
hp= [ Tde— g tmr = dregemdt 4L S
0o Z r=0=1=0, BJo 45—

r=1=—=1t=1.

i aplicant les conclusions de l'apartat (¢) —veure (9)—, la integral (11) és convergent si, i només

Si:
a+ -1

B

(W Aqui |-] representa la funcié “part entera”; i. e., per z € R, |z| =sup{z € Z: z < z}.

0
<288% 4B 1<28esa<1+8
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12 Tema 8. Integrals Impropies

(a) (b)

Figura 1. (a): Regié de convergencia al pla (8, o) de la integral I, g, donada per €, g definit
per (13). (b): Regié de convergancia de la integral J, g al pla (8, ) donada per
Do, definit per (14).

I1I) Per B8 < O:

C. V..
; 1-8 .
a, 0 x“ T — 0F =t — 400, B/, ta-ﬁ-g—l )

r=1=1t=1

(12)

Com al cas anterior, aplicant els critris de 'apartat (¢) —veure (10)—, tenim que la integral (12)

és convergent si i només si:

—1
9i§——>0¥§2a+ﬁ—1<0¢¢a<1—ﬂ
Aixi doncs, la integral I, g és convergent a la regi6 del pla (o, ) definida per
Cop={(a,8) eR*:a < 1+ 8]}, (13)
(veure figura 1(a)).
+o0 sin 2
De manera semblant, per discutir la convergencia de la integral J, g := / — dz, també
1 X
analitzarem per separat els casos 5 =0,5>01i <0
I) Per g = 0:
Joo = /1 sin ¥ do — /1 sin 1 dz,
’ 0oz 0o ¢
que és convergent si, i només si a > 1.
IT) Per g > 0:
c. V.
Jogi= [ ap = t=a = dr=grdt b2 [T
] z* r=1=1t=1, B g

r — +o00 =t — +o00.

que és convergent (apartat (c), veure (10)) si, i només si:
a+p-1

5 >0@a+ﬁ—1>0<=>a>1—5.

File: Problemes_C2-8.pdf Date: 10/03/2010 Ver 1.0



2. Problemes 13

I1I) Per B < 0

c. V.
. 1-8 .
) z® r=1=t=1, BJo %5
r — +oo=1t— 0",
que és convergent (apartat (¢), veure (9)) si, i només si:
-1 0
a+2<2fﬁ%;a+ﬂ—1>25<:>a>l+,8.
Aixi doncs, la integral J, g és convergent a la regi6 del pla («, ) definida per

Dap = {(a,f) eR*:a > 1+ 8]}, (14)

(veure figura 1(b)). >

% —1

Inx

1
8. Estudieu, segons el valor de «, la convergencia de /
0

< Solucié.La integral pot ser impropia en 0 ien 1 (a l'interior de l'interval, és continua). Mirem cap a
on tendeix la funcié subintegral quan z — 17. De fet: lim,_,;-(z® — 1)/Inz = 0/0 (indeterminacié),
pero si es calcula el limit del quocient de les derivades del numerador i del denominador:

D(z*—1) . ax®t -1

lim ———— = lim = lim az® =1= lim =«
e—1- Dlnx z—1- 1/z z—1- z—1- Inzx

(regla de I’Hopital). Veiem doncs que la integral no és impropia en x = 1 per cap valor de a. En
canvi, el comportament de la funcié subintegral prop de x = 0, depén del valor de «. En efecte:
e Per a >0, lim, ,g+(z® —1)/Inz =0.
e Per a = 0 la funcié subintegral pren el valor constant 0 a U'inteval (0, 1), i per tant el seu limit
quan x — 0% és també 0.

e Per a < 0 resulta la indeterminaci6 lim,_,g+(z®* — 1)/Inx = —o0/c0. En canvi, el quocient
de derivades:
D(z® =1 a—1 a_q
lim M = lim oL = lim az® = —oc0o = lim x = —00
z—0+t D(Inx) a0t 1/x z—0F =0+ Inz

(per la regla de L’Hopital). Llavors, la integral només és impropia en x = 0 i quan a < 0. D’altra

banda observem que:
% —1 x®
= — 1 — —a
Inz Inz (1=27%),

i com que (1—z27%) — 1 quan z — 07 per a < 0, veiem que hi haurd prou amb estudiar, per exemple,
la convergencia de la integral
1/e e
/ — dz, (15)
0

Inz
en el sentit de que, per a < 0, la integral de ’enunciat sera convergent si i només si la integral de dalt
ho és.(?)

(2)En efecte, posant:

1 o 1/e o 1 «a
-1 -1 -1
/ r dxz/ r da:—i—/ r dx;
o Inz 0 Inz 1e Inz

la segona és convergent (de fet, la funcié subintegral és elementalment integrable), mentre que per la segona, es pot
aplicar comparacié per quocient amb =%/ Inx:

e _1)/1
i DT g ey 2
amot  x%/Inz s—0+

quan o < 0; i remarquem que (z*—1)/Inz i 2%/Inx sén de signe constant |negatiul, a 'interval (0, 1), i obviment també
a linterval (0,1/e) C (0,1).
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14 Tema 8. Integrals Impropies

Per estudiar la convergencia de la integral (15) farem el canvi de variable z = et

C. V.:
/e Lo - _ ot +00 (—(at1)t
/ LN B Elm:>dx e 'dt, :_/ c T4 (16)
0 Inz z— 0" =t— 400, 1 t

r=1/e=t=1.
Estudiarem la convergencia d’aquesta tultima integral per a < 0. Es distingueixen els casos segiients:

o Per a < —1 és limy_, oo e @t/ = 400 i no es satisfa la condicié necessaria de Cauchy,
amb la qual cosa la integral (16) és divergent i en conseqiiencia la (15) també divergeix.
e Per a = —1 la integral (16) es redueix a

/Oodt
— = 400,
1t

que és igualment divergent, la qual cosa implica que la (16) també divergeix.
e En canvi, per —1 < a < 0 es té:

ef(a+1)t

lim ? ——— = lim te”
t—+o00 t t—+o00

(Oé-‘rl)t — 0

I com que ffroo t% dt = 1 és convergent, el criteri de comparacié per quacient ens permet
establir la convergencia de la integral (16), i d’aqui la de la integral (15).

Lo —1
Finalment, es conclou que la integral /
o Inz

dx és convergent si i només si a > —1. >

9. Estudieu, segons el valor de « i 3, la convergéncia de
e “+oo
(a) I} = / 2%(Inz)? dz, (b) Iy = / 2%(Inz)’ d,
1 e

1 +o00o
(C)Igz/ 2% Inz|? d, (d)I4:/ 2% Inz|? dz.
0 0

4 Solucié.a) Per 8 > 0 no és impropia mentre que per 3 > 0 és no acotada prop de x = 1. Com que
x%(In ac)ﬁ > 0 per 1 < x < e, podem aplicar el criteri de Riemann:

1 B
lim (x — 1)_51‘0‘(1113:)6 = lim z¢ < n > =1,
r—1t r—1t x—1

per «, B qualssevol. Per tant,
e da:, /e
— ~ z*(Inz)? dz
/1 (x—1)7F 1 (In)

i com que la de 'esquerra és convergent si i només si § > —1 tindrem que
e
L = / *(Inz)? dz conv. & (a,B) € € = {(a,B) €R?: > —1}. (17)
1

A Papartat b), per estudiar la convergencia de la integral I, introduirem el canvi de variable
t=Inux:

C.V.:
+oo _ _ At +oo
/ :L‘a(ln{l,‘)ﬂ de — t=1Inx = dz = e'dt, _ / tﬁe(a—‘rl)t dt. (18)
o r — +00 =1 — +00, 1

r=e=1t=1.

Aleshores:

e Sia>—1¢éslim, tPel@tDt — 4 50 per tot 8 € R: no es satisfa la condicié necessaria de

Cauchy i la integral (18) divergeix per qualsevol valor de 3, i per tant, també la integral 5
divergeix per qualsevol § quan o > —1.
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2. Problemes 15

e Si @ = —1, la integral (18) es redueix a
+o0
/ 7 dt;
1
que és convergent si i només si 5 < —1; la qual cosa implica que, quan @ = —1, Is convergeix

siinoméssi g < —1.
e Si a < —1, com que tPel@tDt > ( per t > 0, podem aplicar comparacié per quocient, per
exemple amb 1/t2, donat que:

lim tQtﬁe(aJrl)t — lim t2+,6’e(oz+1)t -0
t—o0 t—o0

per tot 8. Llavors, per a < —1:
+oo dt +o0
/ 2 conv. = tPeletDt 4t conv. VB € R = I, CONV. V3 € R.
1 1
D’aquesta manera:
I, CONV. <= (o, B) € €y :={(a,8) eR*:a < 1} U{(a,8) eR*: v = —1, < —1}.  (19)
D’altra banda, per 'apartat c¢) és convenient el canvi: t = —Inx. En efecte,

C. V.:

1 1 L
_ o B 1, _ ol 3,. ) t=—Inz=dr=—e7'dt, | _
I3_/0 % Inz| da;—/o z¥(—Inz)’ dz = 250t = {5 oo, =

r=1=t=0.

e’} 1 [e's]
:/ tﬁe—(a“)tdt:/ tﬂe_(a+1)tdt+/ oo™Vt At = I3 + I35,
0 0 1

Primer de tot, és clar que:

I3

)

1 1
] ::/ Pe—torir gy o [ 4L
0 o t7F

d’on es dedueix que I3 és convergent si i només si § > —1 (per qualsevol ). D’altra banda, per la
integral

+oo
1372 = / tﬁe_(a+1)t dt
1

es té:
e Pera=—1: I35 = f1+°° 8, que és convergent si i només si B < —1.
e Per a > —1, com que limy_, o0 t2tPe= (@Dt = Jim, ,  t2TBe— (@t — (. de I'aplicacié del
criteri de comparacio per quocient resulta que, si a > —1:

+00 dt +oo
/ 7 conv. :>/ tPe= (@t qt conv. (per quasevol f3).
1 1

o Per a < —1 Jimy_, 400 tPe™ (@Dt = 50 per qualsevol 3 € R. Llavors la integral I3 5 divergeix
per qualsevol 8 quan o < —1.

De tot aixo, es conclou:
I3 CONV. «— (a,p) € €3, (20)

essent:
¢ ={(a,) eR*: B> -1}N({(a, ) eER*: v = 1,8 < 1} U {(a, ) € R® : ¢ > —1})
={(a,p) €R*:a> 1,8 > —1}.

Finalment, la integral I, del 'apartat d) es pot posar com:

1 e 400
I4:/ xa|lnx|ﬁdm+/ xa(lnx)ﬂdx+/ t*(Inz)? de = I + I + I3
0 1 e
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16 Tema 8. Integrals Impropies

d’on es segueix —tenint en compte (17), (19) i (20)— que:
I, CONV. <— (Oé, ﬁ) eCiNeEyNCy

pero es comprova d’'immediat que €; N € N €3 = () (per exemple, en €3, « < —1, mentre que en €3,
a > —1 1 per tant els tres conjunts no poden tenir cap element comi). >

10. Estudieu, segons els valors de « i 3, la convergencia de

b
/ (b—z)*In(b — z)|° d, a <b.

< Solucié.Considerem el canvi de variable ¢ = b — . Tenim

c. v.:
b b—a
/ (b— )| b —2)|fde = L= T=—dr=—di L _ / 1| Int)? dt. (21)
a r=a=t=>b—a, 0
r=b=1t=0.
A partir d’aquesta ultima integral, estudiarem per separat els casosen que 0 < b—a < 1,0<b—a =1
ib—a>1. Aixi:
I) Suposarem que 0 < b —a < 1. Llavors:

b—a b—a
/ % Int|? dt:/ t*(—1nt)? dt
0 0

C. V..
— — o U - +o00o
) u=—Int(e=t=e"") = dt = —du, / W= (e gy,

0<t=b—-a<l=u=—Inb-a) >0, —In(b—a)
t— 0" = u— 4oo.

i és immediat comprovar que:

/ uPe= (1)U 4y CONV. = or
—In(b~a) a=-1,<-1

En efecte, definim 0 = —In(b—a) (>0, quan 0 <b—a < 1). Per a > —1és 1 + a > 0. D’altra
banda, la funcié subintegral, ufe~(4®% > 0, per u > 01 a més

lim wufe(Ha)w = iy 2P~ (Ha)u — o
U—r—+00 U—r—+00

per tot B € R2.
IT) Quan 0 < b —a =1 la integral (21) queda:

b—a 1
/ taylntyﬁdt_/ tInt|? dt CONV. <= a > -1i 8> -1
0 0

(vegeu el problema 9, apartat (c)).
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