TEMA 13

(A) Seéries de Poténcies

Problemes
1. Calculeu el radi de convergencia de les series
2 (p))?

(a) ZEZP, (b) Z @va (c) ZP!ZP-

< Solucié.
op 2p 1
(a) Pel criteri de Hadamard: limsup {/|a,| = lim sup C | = = lim g/ el 2=r= 3
- . _apy| . (p+1)NH? (2p)! (p+1)2 . :

b) Pel criteri del quocient: lim |22 | = lim X = = —,iel radi
(b) q a (p!)2 2p+2)!  2p+2)2p+1) 4

és doncs: r = 4.

!
(c) Pel criteri del quocient: lim W) _ Jim (p +' ) =lim(p+1)=4c0o=r=0.>
ap p!
2. Calculeu el radi de convergencia de:
1\*
(a) 3 g7, b)Y (1+) =
p
< Solucié.
1/p (lnp)2
(a) limsup {/|a,| = lim (plnp> =lime » =1=r=1.
p p

. . p? 1/p . 1/p

(b) hmpsup {/lapl :1111711<(1+%) ) :h}gn (1—}—%) =e=r=1p

3. Calculeu el radi de convergencia de:
(a) Y_pra", (b) S 2var.
< Solucié.
(a) {/lapl} = {1,0,0,272,0,0,0,37%,0,0,0,0,0,0,4"/*,... }. Els limits d'oscillacié d’aquesta
p>
successio clarament sén 0 i liin ¢/p = 1. Aleshores limsup {/|ay| =1 =1 = 1.
P
(b) { |ap]} o= {2,21/2,0,0,0,23/6!,...}. Els limits d’oscillacié d’aquesta successié sén: 0 i
P

lillgn ot/ (P=D' — 1 Per tant, limpsup {/lap| =sup{0,1} =1 =17r= 10>
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2 Tema 13. (A) Series de Potencies

4. Calculeu el radi de convergencia de

@ Xarmr, 0SS5

< Solucié.
; pk In(1+p?)
li =1li 1 2)1/2 = lim(1 2p =1i 2 =l=r=1.
) 1msup {/lay| im {/ (14 p?) 1511( +p°) ime r
1 ln‘1+4p2
) lim sup {/lay| = hm ‘ 1@%& ‘ hmezp P74

5. Calculeu el camp de convergencia de:

(a) ZW#’ (b) ZZT}:/]SQSP'

< Solucié.
(a) Radi de convergencia:

P (_o\p\ /P o/ 1/P
lim <3+(2)) :hmg(lﬂw) =3=1r=1/3.
p P p p

Per tant la série és absolutament convergent si x € (—1/3,1/3). D’altra banda, per x = 1/3,
s’obté la série numerica:

ST (1, L)
o1 P 3P 3pp
i com que,
_9)P 3P 4+ (—2)P 1
Z div. i Z( p) conv. :>ZL-—pdiv.
p>1 P =1 3P p>1 p 3
En canvi, per x = —1/3, la corresponent série numerica és:
—1)P + (—2/3)P —1)P (2/3)P
Z() (/):Z(()+(/))
p>1 p 1N P p
ara pero,
1 —2)P 3P =2 1
Z — conv. i Z ( p) conv. — Z M "5, conv.
p>1? =1 3P p=1 P 3

11
Aleshores, el domini de convergencia ve donat per 'interval {—g, §)

(b) Calculem primer el radi de convergencia. Ho ferem emprant el criteri del quocient:

1 1 2

lim || g BEHD  2EVP
P oap P Inp 24+p+1

Siz=1: Z i com que:

p>22+\f

Inp

np .
perp > 7 — divergent
24 \f pzn 2+ Vb
1
(comparacié per majoritzacié amb Z —, que és divergent). D’altra banda per x = —1,
p>1

Inp ) Inp
(1) és convergent puix: N O
2 N 2+ P
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Problemes 3

|i. e. decreix monotonicament cap a zero|. Exercici: comproveu que aixo és cert, per p suficientment
gran. En resum, el domi de convergencia és l'interval: [-1,1) .>

6. Determineu el camp de convergencia de:

z —9\P 2p+1 4 (22 +1)%
@Y (7)), o)X T oy
>0 4 b2 1P =0 2p
< Solucid.

(a) Calculem primer el radi de convergencia. Posem: ¢ = x — 9; aleshores, pel criteri de Cauchy-

P
Hadamard aplicat a la serie Z —
p=0 4p

1 1
hmpsupf/@zligli'/;zllﬁr:z;.

Per tant, la serie convergeix absolutament per [t| = [z—9| <4 <= -4 <2-9<4 <5<z < 13.
D’altra banda, per = 5 i x = 13 s’obtenen respectivament les seéries numeriques >,>0(—1)? i
> p>o0 1, totes dues divergents. En conclusio, el camp de convergencia de la serie vé donat per
I'interval: (5,13).

(b) Fem primer el canvi ¢t = 3. Sigui doncs la seérie:

Z 2p + 3tp.
ot 2p—1
Pel criteri del quocient:
2p+3 p—1
lim |22 = i 22 P
p | ap p 2p+1 P

tindrem convergencia absoluta si t = 23 € (—1,1) < 2 € (—1,1). Veiem que passa als extrems.

Per z =11z = —1 s’obtenen respectivament les series numeriques:
2 1 2 1
Z P+ ’ Z(_l)pi
L-p L-p
p=2 p>1

que soén totes dues divergents: cap d’elles satisfa la condicié necessaria de convergencia derivada
del criteri de Cauchy: el terme genral de la serie ha de tendir cap a zero. En efecte, veiem que
el terme general de la primera tendeix cap a —2, mentre que el terme general de la segona no
convergeix (és el terme general d’una successié oscillant, on la subsuccessié parella convergeix
cap a —2, mentre que la subsuccessié senar convergeix cap a 2. D’aquesta menera, el camp de
convergencia de la série és el donat per U'interval obert (—2,2).

(c) Radi de convergeéncia. Introduim el canvi: t = (22 + 1)2. Amb aix0 la série esdevé:
P

Z Doy’

p>1 2vp

d’on, pel criteri de Cauchy-Hadamard, el seu radi de convergencia és:

1
1y\r 1
limpsup M = li}r)n (2pp)p =3 = r =2

La qual cosa implica que hi ha convergencia absoluta per

xw=¢¥+1ﬁe@4@)¢:x2+1<v§¢:xe(—%J?—LJ¢§—Q.
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4 Tema 13. (A) Series de Potencies

En canvi als extrems: z = +1/1v/2 — 1, la serie és divergent, donat que per aquests punts es té la
serie numerica Y~ %, la serie harmonica, que és divergent. El camp de convergecia es redueix

doncs a: (—\/\/5— 1,\/\@— 1) >

7. Calculeu el camp de convergencia de:

1 1 1 1 1
(a)2(1+7+---+—)m”, (b)Z(1+—+—+---+—)xp.
p>1 2 p p>1 22 3 pP
< Solucid.

(a) Per calcular el radi de convergencia, aplicarem el criteri del quocient:

1 1 1 1
. 1+§+---+—+ﬁ 1
lim |2 | = lim P_PT2 _dim| 14 P =1=r=1
e b I I y 1 I
P I+ -4t = I+=+- -
2 D 2 p
REMARCA 1.1. notem que,
1
1
R —
I+ -4+= P
2 D

d’on, aplicant el “lema de 'entrepa”, s’obté el limit de dalt.

D’altra banda, com que 1 + % + e+ % > 1 per tot p € N, és clar que la serie divergeix
per z = +1 (el terme general de les séries numeriques corresponents no pot tendir cap a zero).
Aleshores, el camp de convergencia ve donat per Uinterval: (—1,1).

(b) Calculem el radi de convergencia, també utilitzant el criteri del quocient:

1 1 1
1+ =44+ — e —
92 1)p+1 1)p+1
lim | 2| = lim p+ "7 [ 14 D) —l=r=1
p ap p 1_|_i_|_..._|_l p 1_|_i_|_..._|_l
22 P 22 P
REMARCA 1.2. Com a ’apartat anterior, tenim que,
1
1)pt+l 1
0<1 (]i—i— ) 1 (p+ 1)+t
+ 52 Tt

d’on, aplicant el “lema de ’entrepa”, s’obté el limit de dalt.

Tanmateix 1 + 2% 4+ -+ ]% > 1, per tot p € N, llavors la série no pot ser convergent per
x = %1 (el terme general de les séries numeriques corresponents no tendira cap a zero). El camp

e convergencia és doncs 'interval obert (—1,1). >

8. Discutiu, segons el valor de « € R i de a,b > 0 respectivament, els camps de convergencia de:
bP

P aP
(a) ﬁa (b) Z <p + p2>
p=0 p=>0
< Solucié.

(a) Pel criteri de Cauchy-Hadamard tenim que el radi de convergencia és:

1
1\:
hmpsup i)/ |Clp’ = IIZI]TI (pa>p =1—=—r=1.

D’altra banda:
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Problemes 5

e Six=-1: Z

p>0

és convergent < a > 0.

e Six=-1: Z —a és convergent < « > 1.
p=0
Per tant, el camp de convergencia és:
o (—1,1),si <0.
o [-1,1),si0<a<1.
o 1 1],sia>1.p>
(b) Radi de convergencia. Aplicant el criteri de Cauchy-Hadamard:

ab WP
lims =1 <— —)z a b}.
1mp up {/|ap| im ) +p2 max{a, b}
Per tant:
e Sia>b:r= 1/a ien aquest cas, per:

— Per z = - Z div Z (b]/?a) (abs.) conv. = Z L) (b/a)p} div

2
p>1P p>1 p>1 p

1

— Perxz=——: Z( conv. Z

a > P p>1 p>1

b/a

1) _ P
(abs.) conv. = Z {( ) + ( b/2a) }
p p
conv.
e Sia<b:r=1/bien aquest cas, per:

1 b b 1
—r=g : Z (a/b)" (abs) conv. Z (abs.) conv. = Z { aé)) + pQ} conv.
p=>1 p>1 p>1
1 —a/b
—r = ~3 : Z M (abs.) (abs.) conv., i llavors la serie suma
=1 P o=
—a/b —1)P
d’aquestes dues, Z {( a/b)? =+ ( 2) }, és també convergent.
p>1 p p

En conclusié, el camp de convergencia de la seérie ve donat per l'interval:

11 11
|:_777>7 SiCLZb i {_5,5}, sia<bb

9. Essent Y a, uns serie divergent de termes positius, indiquem per A,, la suma parcial n-esima de la

serie i suposem que lim 1= 0. Determineu els radis de convergencia de les series >~ apz™ i A,a™.
n

< Solucié. Denotarem per r i R els radis de convergencia respectius de les series Y50 an 1 Y >0 An-
Com que >~ ay, és una serie de termes positius, la successié de sumes parcials 4,, = ao+ai+---+an
és monotona creixent i |essent la serie divergent|, {A;}n>0 no pot ser acotada. En conseqiiéncia,
lim,, A,, = +00. Amb aixo0, aplicant el criteri del quocient:

A A 1
T G N P S Y - |
n—oo A, n—00 An—i—l — Qpt1 n—00 1 _ Gn+1
An+1

. . .. a .y, <.

(ja que, d’acord amb I’enunciat: hTILn A—n = 0). Tanmateix, és clar que la serie Y, A,z" es pot posar
n

com el producte de convolucié (veure la remarca 1.3 al final) segiient:

Z A" = Z anx" Z z"
n>0 n>0 n>0

i com que el radi de convergencia de la serie geometrica Y9 x™ és 1, llavors R > min{r,1} = r. En
efecte, doncs » > 1 no pot ser, ja que si fos aixi >~ a, seria convergent, contrari a hipotesi. Aixi,
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6 Tema 13. (A) Series de Potencies

necessariament r < 1. D’altra banda:
1 1
0<a,<A,—=0< ¥Ya, < VA, = 0 <limsup /a, <limsup VA4, —=0< - < = = R <,
n n T
i com que s’ha provat amb anterioritat que 1 = R > r llavors, necessariament és: r = R = 1.>

REMARCA 1.3. Recordem que si Si(z2) = Y ,500n2", S2(2) = Y ,>0bn2"™ sén dues series de
potencies amb radis de convergencia respectius pg,, ps, > 0, llavors definirem el seu producte de
convolucid (o simplement el seu producte), com la série de potencies:

S(z) = (51952) (2) = Z anz" Z bp2" | = Z cn2",

n>0 n>0 n>0
amb
n
co = apbo, Cn =Y Gn_gbr,
per n = 1,2,3,... Es pot, a més, demostrar(!) que llavors el radi de convergencia de la seérie S(z) =

S >0 Cn2™ no és més petit que el minim dels radis de convergencia de S1(z) = Y ,50 anz™ 1 S2(z) =

Yon>0bn2", i e
ps > min{pg,, ps, }

REMARCA 1.4. Notem que no pot ser limsup,, /a, = 0 perque aix0 implicaria r = 400 i cal
r<R=1.

0 [ > _.p

10. Calculeu / Z (331)2 dz amb un error meor que 1073,
—1 — P!

p=0

< Solucié. Es comprova que el radi de convergencia de la seérie de potencies és R = 400, llavors
I'interval d’integracio esta inclos al camp de convergencia de la serie. Podem, per tant, integrar terme
a terme, aplicar la regla de Barrow, i el valor de la integral definida vindra donat per la suma de la
serie numerica aixi obtinguda, i. e.:

0 > D p+1 -
x x
[ o= s —z
-1\ = () pso DY 5 p+ 1
que és alternada, amb terme general decreixent monotonicament. Aixi, en aproximar la seva suma

amb un nombre finit de termes, 'error comés sera (en valor absolut), més petit que el primer terme
menyspreat. D’aquesta manera, sumem fins que surti un terme < 1073, Per fer aixd, notem que tenim

Z(—l)pap amb

p=0
ap
:——’ :07172,3,... 1
N R V) R .
En efecte,
_1\p+1 12
Apt1 _ ( 1) 5 % (p+1)((p)) — ap ’ p=0,1,2,3,...,
ap  (p+2)((p+1)} (=1)» (p+1)(p+2)

d’on es deriva la férmula (1), amb la qual s’obté: ag =1, a1 = —1/2, ay = 1/12, a3 = —1/144, mentre
que, per p=4: a4 = 1/2880 < 1073, Aleshores, el valor aproximat de la integral és:

0 [ g 1 1 1 83
/ Z ng |deRl—o 4 o5 — 0=~
S\ & o) 212 144 144

(l)veure, per exemple, H. Cartan, Elementary Theory of Analytic Functions of One or Several Complex Variables,
Dover publ. 1995; Cap. 1, secc. 3.
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Problemes 7

0 [ & 2P 83

més petit que la fita donada, 1073p.

amb un error, &,

1
< <1073,
S 4= 9880 <

1/2 dz )

11. Calculeu / —  amb un error més petit que 107".
0o 1+alf
< Solucié. Recordant que la suma de la serie geometrica ve donada per:
1
L+t 2+ 4 P+ = T

per —1 <t < 1; tenim que

1

o0 =1—20 4220 230 ()PP ) per —1<z<],

i com que l'interval d’integraci6 [0,1/2] C (—1,1), el valor de la integral definida és el de la suma de
la série numerica que s’obté integrant terme a terme i aplicant la regla de Barrow, i. e.:

x=1/2
1/2 1/2 £10p+1 1
— 2107 ) qr = —1)P —
[t [ (S e e - Do mey
Aquesta serie és alternada, de la forma
Z(fl)pap, amb a, 0 (& apt1 <a,Vp=0,1,2,... ia, —0).
p>0
Calculant es comprova que:
1 1 1 -8 -7
Aleshores calen només els dos primers termes de la serie. O sigui:
12 dax 1 1
— R~ - — ——— = 0,49995561 ...
/(] 1+210 2 11.21 ’ ’

mentre que l'error, €, és més petit que el valor absolut del primer terme menyspreat a ’aproximacio.
En aquest cas:

1

/ V2 _de (1 _ > < —— __ =9229270653134 30060 1078 <1077
p— —_ a _= = e e
0o 1420 \2 q171.211)| =27 91921 — ¥ ’

més petit que la tolerancia demanada. >

= (n+2
12. Es considera la serie Z ( )x”
n
n=0
a) Calculeu el radi de convergencia.
b) Si anomeneu F(x) a la seva funcié suma, calculeu (1 — 2z + 22)F(z).

< Solucié.
2 2 1
a) Prenent a, = (p + ) = (p—i—)z(p—i—) i aplicant el criteri del quocient:
p
2
lim | 2PL :hmwzl:rzl
P | oap p )(p+2)
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8 Tema 13. (A) Series de Potencies

b) Essent F(z) la funci6 suma de la série, calculem:

(1-22+2%)) (p+1)2(p+2>zp => (W’ZP —(p+2)(p+ 1)zp+1)
p>0 p=>0

'y (P+2)(p+1) pio

p=>0 2
1 P P P
=52 ((p+1D(p+2)2" = 2(p +2)p2" + (p — Yp2")
p=>0
1
=52 (" +3p+2-2p" = 2p+p’ - p)”
p=>0
pry Z Zp pry 1
250 1—=z2
d’on, en particular:
1
Flz)= ——>

13. Considereu la serie potencies E a,z", on els coeficients a, vénen definits per la relacié de
recurrencia: a, = aay_1 + Ba,_2,sin > 2 on «, B € R. Podem suposer ag = 1.

a) Proveu que |a,| < C", per tot n € N on C = max(|a1,2|al,2|5],1).
b) Deduiu que el radi de convergencia és no nul.

oo
c¢) Calculeu (1 — ax — ﬁa:Q) Z a,x", per a deduir una expressié de la funcié suma de la série.
n=0
< Solucié.
a) Per induccié: obviament és cert si p = 0, 1. Suposem-ho també cert per p = 2,3,4,...,n— 1 (amb

n > 3). Llavors:
1 1 1 n—1 1 n—1 n
anl < Jo - [ant |+ 18] lan—2] < 3200l -lana] + 5218]-an-al < 20O+ 2C-C" = C
(ja que 2]a| < C, 2|8 < C) i on hem fet servir la hipotesi d’induccié.
b) Z lan||2]" < Z(C!zD” i aquesta seérie és convergent per |z| < 1/C. Aleshores és clar que el redi
n>0 n>0
de convergéncia r > 1/C > 0. Altra manera: limsup |a,|'/? < C = r > 1/C.
c¢) Calculant:

(1—az-— Bzz) Z anz" = Z (anz" — aay"t — ﬁanz”+2>

n>0 n>0
= Z anz" — Z p_12" —f Z Ap—92"
n>0 n>1 n>2

=aqg+ a1z — aagz + Z(an —aap—1 — Bap—2)z"

n>2
=ap+ (a1 — aap)z = 1+ (a1 — @)z,

ap=
on hem fet servir que els coeficients a,, n > 0 vénen donats per la relacié de recurrencia segons
s’especifica a ’enunciat i llavors a la suma a,, — aa,_1 — Ba,—_2 = 0, per n > 2. D’aqui:

1 _
Z 0,2 = + (a1 — a)z .

=
50 1—az— Bz
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Problemes 9

REMARCA 1.5. Per exemple, si |z| < 1/C llavors
[1—az—B2% 21— |allz] = |Bl|2]* > 1 — |a]/C — |B]/C* = (C* = Cla] — |B])/C* > 0.

14. Estudieu per a quins valors de z la serie a + bz + cx? + ax® + bx* + ca® + ..., és convergent i
calculeu-ne la suma.

a Solucié. Posant u = a + bz + cz?, llavors podem expressar la serie com:
f(x) = a+bx+cx? +ax® + ba* + ca® + ax® +ba” +ca® + -+ ax® + b e 4L
=a+ bz + cx® + (a+ bz + cx?)z® 4 (a + b + ca®)a® + - + (a + bz + cx?)2® + ...
=uturd +uzt 4+ uz® + ...

i la seva suma és doncs,
a+ bz + cx?
1—a3

fz) =

Per calcular el seu radi de convergencia, veiem que

{ ‘ap|}p6NU{0} -
{1161, e, 1ol 3/, lel, ial, 1ol e, ol %al, /W, kel }-
Aleshores, és clar que si |a| 4 [b] + |¢| > 0 resulta limsup {/|a,| = 1, i el redi de convergencia és doncs
p
r=1.

REMARCA 1.6. Notem que, si |a| + [b] 4 |¢| = 0, la série és idénticament igual a zero, metre que si
la| - [b] - |c| # 0, els tres limits:

tim %Jagyl =lim %/Jal =1, lm /Jagypa] =l @3/l = 1, tim *¢/fagy ol = lim %/Je] = 1

son identics i com que aquestes tres subsuccessions recobreizen tota la successié {C/\ap]}peNu ) el
limit existeix i val lim {/|a,| = 1.0
P
15. Calculeu les sumes de les series:
+o00 2P +0oo 11_p +oo L +o00 )
(a) —. (b) Z:(—l)p+ —. (c) prp_ ) (d) ZZE P,
p=1 p p=1 p p=1 p=0
< Solucié.
1
a) sigui = Pl = P = < 1, aleshores 1 erie) primiti
) sigui f(x) Z x Z x T Per || , aleshores la seva (serie) primitiva,
p=1 p=20
'l'p
Fz)=)_ = amb F(0) = 0,
p>1 P
és precisament la serie de la qual volem calcular la seva suma. Per tant:
xP Todt
F(ac):Z—:/—:—ln(l—x), per —1<z<1
D o 1—1
p=1
1
b) Com a l’apartat anterior, considerem la serie f(x) = Z(—l)p+1xp_1 = Z(—l)pxp = {5 per
p>1 >0 e
|z| < 1. La seva primitiva F'(z), amb F(0) = 0, és:
xP dt
F(x) = —1)PH = —— =In(1+2),
@ =TT = [ g =t
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10 Tema 13. (A) Series de Potencies

per 1 < x < 1. Notem que llavors:

1 1 1 1 1
m2=> ()P - =1—- - — - (=P
p}zjlmp s gD
1 1
c) F(:U):Zp:zpfl Z P ——( )z 5, per |z <1 (recordem que Z:zpés
p=1 1-z/  (1-2)? p>0

converget per |z| < 1, mentre que la série clarament divergeix per x = +1).

1

Z %P = Z (ac ) = {3 ber |z| < 1 (obviament, la serie divergeix per z = +1). >
-z

p=>0 p>0

16. Calculeu les sumes de les series:

Foo Foo ) +00 2p+1
) D> paP. (b) > p(p+ )Pt (©) 25—
p=1 p=1 p=0 D+
< Solucié.
d d 1 x
_ -1 _ _ ’
a) ;p:rp = xpglpxp =ag <pg0xp> = a7 <1 —ac) BRCETSEL per |z| < 1 (és clar que la
serie divergeix per z = =£1.
1 2
pr—i-l)xp_l:Z(p+1)(p+2:cp—— Z P ——2< >: 5, per |z| < 1.
p>1 p>0 dz? \1 -2/ (1-x)

Com abans, la série obviament divergeix per x = il la corresponent seérie numerica no satisfa la
condicié de convergencia (el terme general no tendira cap a zero quan z = +1).
c) Sigui f Zx2p = {3 ber |z| < 1. Aleshores la seva primitiva, F(x), amb F(0) = 0,
x
p>0
vindra donada per integracié terme a terme:

F(z) =
p=>0

-2 2Jy1-t 2, 1+t 22 1—o

xQPH_/f dt 1t d 1rdt 1 14w
2p+1  Jo

per |z| < 1 (el radi de convergencia és el mateix que el de la série derivada i als extrems de linterval,
x = £1, la serie és divergent). >

17. Es considera la serie de potencies Z anz” =142z + 22+ 223 + 2t + ...
n>0

a) Trobeu el seu radi de convergencia.
b) Trobeu la funcié suma.

<4 Solucid. a) Per trobar el radi de convergencia, r, calculem el limit superior de la successié

{{/yap|}p€NU{0} = {1,2,1,2"3,1,21/5, .. 1,2V/@D) Y

De fet, aquesta serie té limit (els limits de la subsuccessi6 parella i de la subsuccessié senar coincideixen
i valen 1). Per tant, resulta:

limsup {/|a,| = lim {/|ay| =1 =r =1.
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Problemes 11

b) A continuacié, calculem la seva suma,

Y apa" =142z +2”+22% + 2t + 225+ 42 4 22
n>0

=142+ (14 22)22 + (14 2z)z* + -+ (1 4+ 22)z® + ...
= (1+22) A+ 42+ +2?P+..)

Lo

1—2x%’

per |z| <1 (per x = £1 no es satisfa la condicié necessaria de convergencia). >

xn

18. Considereu la serie de poteéncies Z —an
n

n>0

a) Determineu el seu camp de convergencia.
b) Calculeu la seva funcié suma f.
c¢) Calculeu f(—1) amb un error més petit que 1/50.

1 1
< Solucié. a) Calculem el radi de convergencia pel criteri de l'arrel: lim {/ g = lim =
no \n

n 3
r=23.
b) Per trobar la seva suma, busquem primer:

| (a:)” 1 <x>" 1/3
9@) =2 3; 3 323 1—z/3 P TosTss

n>1 n>0

B
Wl

i després |integrant terme a terme|, la seva primitiva, f(x), amb f(0) = 0. Obtenim aix{ la funcié
suma de la serie donada. En efecte:

fay=S L L di :_mﬁ_g)

Y t
n20n3n 3 0 1—§

per —3 <z < 3.

REMARCA 1.7. Per justificar la inclusié de x = —3 en el camp de validesa, cal tenir en compte que
la seérie és convergent en x = —3 i que la funci6é suma és continua (per la dreta) en x = —3. Aix0 es
veurd amb més detall al tema 15, quan parlem del teorema de s’Alembert.

¢) La corresponent série numerica en x = —1 és:
(="
f(_l) = Z n3n
n>1

que és una serie alternada amb el valor absolut del terme general tendint monotonicament cap a
zero. Sabem doncs que, en aproximar la seva suma per la suma d’un nombre finit de termes, ’error
comes és |en valor absolut|, més petit o igual que el valor absolut del primer terme que es menysprea
en l'aproximacié. En aquest cas, tenim que el primer terme amb valor absolut mes petit que la
tolerancia donada, 1/50, és el corresponent a n = 3, puix |ag| = 1/3* = 1/81 < 1/50 (mentre que
lag| = 1/(2-3%) = 1/18 > 1/50). Aleshores:

4 1 1 5

A N P I
F=0 Ny~ T3 T T g

amb un error més petit que la tolerancia demanda:

€= ‘f(_l)_ <_158>‘ - '_ln;l_ (158)‘ = 811 < 5%'>
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12 Tema 13. (A) Series de Potencies

REMARCA 1.8. De fet, fent els calculs hom troba ¢ := |— ln% + %’ = 0,009904 294674003 11...,

mentre que la fita obtinguda aplicant el resultat esmentat dalt ha estat 1/81 = 0,012 345679 (és a dir,
Perror “real” és encara més petit).

19. Sigui ¢(z) la funcié suma d’una serie de poteéncies de radi de convergencia més granq ue 1:

oo
cp(x):Zapxp, r> 1.
p=0

Si denotem per ay = D¥p(1), k =0,1,2,..., calculeu, en funcié d’aquests valors:
o0 o0 o0
(a) D pa. (b) Y (p+2)(p+ ay. (c) Y rap.
p=0 p=0 p=0
< Solucié.
o
a) > pa, = ¢(1) = an.
p=0
o0
b) Z(p +2)(p+1)ap = D? (:czgo(x)) T 20(1) +4¢' (1) + ¢" (1) = 2ap + 4y + .
=0
pOO o0 o
c) Y play =3 p(p—Na,+ Y pa,=¢"(1)+¢'(1) = az +ar>
p=0 p=0 p=0
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