TEMA 4

Equacions amb Coeficients Variables

En parlar de les equacions lineals i homogenies, ja varem apuntar que no hi ha cap metode general
que ens permeti trobar les seves solucions en termes de funcions elementals o d’integrals de funcions
elementals. Aixo només el podiem fer si ens restringiem al cas de coeficients constants, o bé per alguns
tipus molt especifics d’equacions a coeficients variables, com sén ara les de Cauchy—Euler. En aquest
capitol estudiarem les equacions lineals de segon ordre homogenies:

y' 4+ P(x)y +Q(x)y =0 (1)

i buscarem les seves solucions en forma de series de poteéncies (s. d. p.)

1 Solucions al voltant d'un punt ordinari

Suposarem que ens interessen les solucions al voltant d'un punt x = xg, on les funcions P(z) i
Q(z) de l'equaci6 (1) sén analitiques. Aix0 vol dir, desenvolupables en seéries enteres de poteéncies en

T = o,
= Z bn (x —20)", Q) = Z dy, (2 — 20)" . (2)
n=0 n=0

Podem intentar llavors trobar solucions y(x) que siguin també analitiques en el mateix punt, i. e.

= Z an (x — 20)" (3)
n=0

i trobar els coeficients a, derivant la serie (3) i substuint-la a ’equacié, comprovant, a posteriori que
el seu radi de convergencia és no nul. Mostrarem aquest proces amb un parell d’exemples:

EXEMPLE 4.1. Trobeu les solucions, per desenvolupament en s. d. p. a l'origen, de 'equacié
diferencial

Y — 22y +2ay =0 (4)
(equacié d’Hermite d’ordre «).
< Solucié. Cerquem solucions de la forma (3) amb zp = 0. Si derivem la seérie i la subtituim a (4):

[e.o]

Zn(n—lanx —2Znanx —1—2042@”33

n=2

o0
Z n+2)(n+ 1)ap42z"” —QZnan:c +2aZanx
= n=1 n=0

oo
= 2-1-a,g—|—2~a~a0+Z[(n+2)(n+1)an+2+2(a—n)an]x”:0.

n=1
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2 Tema 4. Equacions amb Coeficients Variables

I de la unicitat dels desenvolupaments en serie de potencies se’n dedueixen les condicions:

a9 = —QQqq

2(a—n) (5)
Upyp2 = ————F——0p
(n+2)(n+1)
(a1, ap arbitaris, n = 1,2,3,...). Hem aix{ arribat a una relacié de recurrencia, la qual ens forneix a,
un cop fixats ag i a1. A continuacié escrivim els primers:

(a—1)
— 9
3 3.2 @
(v —2) 2a(a—2)
— 9 _g2 M@= 2)
“a 1.3 © 1.3.2.1%
(a—3) o (a—1)(a—3)
SIS C /> B A G2
5 5.4 3 5.4.3.2.1

4 = 2 (a—4)a __23a(a—2)(a—4)

6.5 7 “ 6.5.4.3.2.1%
(v —5) 3(a75)(a73)(a71)
@ 7.6 7.6-5-4-3-2-1 "

(v —6) a5 = 24 ala—2)(a—4)(a—6) a
8.7 '

8:7-6-5-4-3-2-1
D’on es segueix (inspeccié més induccié) que:

n2"a(a=2)(a—4) - (@ —2n+2)

ag = —2

am = (=) (2n)! a0
_ n2n(a—1)(@—3)(a_5)...(a_2n+1)
@2n+1 (1) (2n + 1) ai,

ambn =1,2... Ara, si prenem a9 = 1,a; =0 o bé ap = 0,a; = 1, arribarem a un parell de solucions
independents:

=143 (cnen Ao =2 —(42)71')"' (@ =2n+2) o,
= | (6)
nn(Od—1)(0&—3)(0&—5)---(04—277,4-1) n
Y2 =T+ ;(1) 2 CTER L2n 1

A més, aquestes solucions no sén només formals, donat que és facil comprovar que ambdues series
sén convergents per a tot € R. Defineixen doncs, en tot R un parell de funcions (les seves funcions
suma), que sén solucions independents de ’equacié difrencial (5).

Quan « és un enter positiu, y; sera un polinomi de grau « si « és parell; mentre que si és senar,
tots els coeficients dels termes de yo de grau més gran que « seran nuls, i ¥ quedara reduida a un
polinomi de grau «. Es defineixen els polinomis d’Hermite de grau n, com la solucié polinomica de
I’equacié d’Hermite de d’ordre n (n enter), multiplicada per una constant que faci que el coeficient de
" sigui 2”. Es donen a la taula 1 els vuit primers polinomis d’Hermite. >

EXEMPLE 4.2. Busqueu les solucions, per desenvoupament en s. d. p. a x = 0, de I'equacio:
(1—2?)y" — 22y + a(a+ 1)y =0, (7)
(equacié de Legendre d’ordre «).

< Solucié. L’equacié de Legendre es presenta a ’estudi de fenomens amb simetria esferica. Com
abans, busquem solucions en forma de s. d. p. (3) en = 0. Després de derivar, subsituir a I’equacié (7)

File: EDOS4.pdf Date: 12/09/2005 Ver 2.0



1. Solucions al voltant d'un punt ordinari 3

Polinomis d’Hermite

Hy(x) =1 Hy(r) = 162* — 4822 + 12
Hy(z) = 2x Hs(r) = 322° — 16023 + 120z
Ho(x) =422 —2  Hg(z) = 6425 — 480z* + 72022 — 120

Hi(z) = 823 — 12¢  Hy(z) = 12827 — 134425 4 336023 — 1680z

Taula 1. vuit 1'°™ polinomis d’Hermite

i agrupar termes s’obté:

[e.9] o0

Z (n —1Dapa"" Z (n—1)ayx" —ZZnanx +a(a+1 Zanzn
n=2 n=1 n=0
(o] o0 o0 o0
Z n+ 2)( Dapqoz™ — — Z n(n —1)ay,z" — 2 Z napz” + ala+ 1) Z anx"
— n=2 n=1 n=0

ala+ 1)ag + 2a2 + [6as + (o — 1)(a+ 2)a1] z

+ Z [(m+2)(n+ 1)apre — (n —a)(n+ a+ 1)ay) 2™ =0,
n=2

d’on resulten les condicions:

_ ala+1)
as = —T a
as _ (Oé — 12))?& + 2) ar (8)

_(a—n)(n—l—a—{—l)a
(n+2)(n+1)

I'altima de les quals déna la recurrencia per a trobar tots els coeficients de la serie en funcié de ag i
ai. A tall d’exemple, escriurem fins al de grau set:

an+2 (n >2)

" :_(a—2)(a+3)a :(a—2)a(a+1)(a+3)
4 4.3 2 4.3.2-1
" __(a—3)(a+4)a _(a—3)(a—1)(a+2)(a+4)a
> 5.4 37 5.4-3-2-1 !
L _(a=9@+5 _ (a=Hla=ala+Da+3)(a+5)
6 6-5 4 6-5-4-3-2-1 0
o _(@=5t6) _ (a=5)a=3)(a—1at2)(at4)(a+t6)
7 7.6 > 7-6-5-4-3-2-1 L

Els termes generals (com es pot provar per induccid) sén:

(a—2n+2)(a—2n+4)---afa+1) - (a+2n—-1)

azn = (=) (2n)!

n(a—2n+1)(a—2n+3)~--(a—1)(a+2)---(a+2n)'

o1 = (=1) (2n +1)!
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4 Tema 4. Equacions amb Coeficients Variables

Polinomis de Legendre

1
Py(z) =1 Py(x) = 3 (352 — 3022 + 3)
1

Pi(x)==x Ps(x) = 3 (6325 — 7023 + 152)

1 2 1 6 4 2
Py(w) = 5 (322 —1)  Ps(z) = 6 (2312° — 3152* + 10522 — 5)

1 1
Py(z) = 5 (523 —3z) Pr(z) = o (42927 — 6932° 4 3152° — 35z)

Taula 2. vuit 1°™ polinomis Legendre

Com exercici podeu comprovar que les dues séries:

a—2n+2)(a—2n+4)---(a+2n—-1) ,

yi(z) =14 (-1)" ( ) z?"
n=1

(9)
n (oz72n+1)(a72n+3)--~(a+2n)x2n+1’

(2n+1)!

yolz) =z + > (-1)
n=1

(obtingudes fixant ap = 1, a1 = 01 a9 = 0, a; = 1 respectivament), sén convergents a l'interval
—1 <z < 1. Com que a més, una d’elles és parella i I'altra senar, les seves funcions suma seran
linealment independents; i ja hem arribat a les solucions que buscavem.

Tanmateix, a partir de (9) ens adonem de que si ordre de 'equaci6 de Legendre, «, és nul, positiu
parell o negatiu senar, y1(x) es redueix a un polinomi, i si « és positiu senar o negatiu parell és un
polinomi ys(x). Per a valors enters positius de «, si agafem ag i a1 de manera convenient per tal que
resultin y1(1) = 11 y2(1) = 1, obtenim els polinomis de Legendre, alguns dels quals han estat escrits
a la taula 2. >

DEFINICIO 4.1. Sigui I’equacié diferencial
y' + P(x)y' + Q(z)y =0 (10)

x = xo és un punt ordinari de (10) si P(x) i Q(z) sén analitiques en & = xy. En altre cas direm que
xo € un punt singular de I’equaci6 diferencial.

TEOREMA 4.1. Sigui x = xo un punt ordinari de ’equacid diferencial (10). Aleshores aquesta té
dues solucions linealment independents de la forma:

y(@) =Y an (- z0)" (11)
n=0

essent el radi de convergéncia d’aquestes séries no més petit que la distancia de xg al punt singular real
o complex més proper de 'equacid diferencial. Els coeficients de les séries (11) es poden determinar
per substitucid a 'equacio (10).

EXEMPLE 4.3. Per a cadascuna de les funcions segilients, determineu un valor minim del radi de
convergencia d’una solucié en serie de potencies en torn als punts xg =0izg=1
a. 2y +xy +y=0
b. (1+2%)y" —y +y=0.

< Solucié. Tot i que només ens interessen les solucions reals, debut a que el teorema diu que s’han de
mirar les singularitats tant reals com complexes de ’equacié, resulta molt util considerar les funcions
P(z) i Q(z) com definides al camp complex (z — P(z), z — Q(z) amb z € C). Aix{ al primer
apartat: P(z) = z/2, Q(z) = 1/2, que sén funcions elementalment derivables a tot el pla complex.
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3. Equacié dels indexs 5

L’equacié diferencial no té doncs cap singularitat i les seves solucions en s. d. p. tant a z9p = 0 com
a xo = 1, seran convergents Vz € C i en conseqiiencia a tot R. Al segon apartat pero, les funcions
P(z) = —(1+22)71iQ(2) = (1 + 2%)~! deixen de ser regulars a z = ++/—1. Llavors, pels radis de
convergencia pg, p1 de les solucions al voltant de g =01 x1 = 1 tindrem: pg > 11 p; > V2. >

EXEMPLE 4.4. Busqueu les solucions, pel metode dels desenvolupaments en serie a l'origen de
I’equacio diferencial,
2y +ay + (22 -1 =0  v>0 (12)

(equacié diferencial de Bessel d’ore v).

< Solucié. Fent com als exemples anteriors, suposant una solucio en s. d. p. a x = 0, de la forma
Y omeganz™, derivant i substituint a (12) s’obté, un cop agrupats els termes:

o
—v2ap + (1 — 1/2) a1z + Z [(n2 — V2) an + an_g] " =0,
n=2
d’on, per la condicié d’igualtat de series caldra:
an—2

CLO:O, a1:O, an:m.

(13)

Pero aquestes tres relacions porten recursivament a a,, = 0 per n =0,1,2... O sigui: y(x) = 0Vz. Es
a dir, el metode del desenvolupament en s. d. p. només duu cap a una solucié: la solucié trivial! >

De fet, observem que per a l'equacié (12) és té: P(x) = 1/z i Q(x) = 1 — v?/2?, cap d’elles
analitica a x = 0. Segons s’ha definit, queda clar que x = 0 és un punt singular de 'equacié de Bessel.
Fallen, per tant, les hipotesis del teorema 4.1. A la seccid segiient veurem que, si la singularitat no és
“massa dolenta”, encara es podra obtenir almenys una solucié6 en s. d. p. (tot i que, en general, ja no
sera una serie de poténcies sencera).

2 Solucions al voltant de punts singulars regulars
Comencarem definint que entendrem per punt singular regular.

DEFINICIO 4.2. El punt x = z( és un punt singular regular de lequacié (10) si les funcions
(x—x0)P() i (z —20)?Q(z) sén analitiques a z = zg. A qualsevol altre cas direm que el punt singular
és irregular.

El métode de Frobenius consisteix en buscar solucions de 'equaci6 (10) com series de potencies de
la forma:

y(@) = (2 —20)* Y an(x — x0)", (14)
n=0

essent z( un punt singular regular. Es tractaria de derivar (14) i substituir a (10) per tractar d’obtenir
alguna férmula recursiva que em donés els coeficients; tal com feiem al cas dels punts ordinaris. Sorgeix
aixi, de forma ben natural, ’anomenada equacié indicial o dels indexs.

3 Equacid dels indexs
Sigui x¢ punt singular regular de I’equacié (10). Aleshores:
P(z) = an(a: —x0)" !
n=0

~ (15)
Q) = gular — o).
n=0
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6 Tema 4. Equacions amb Coeficients Variables

Suposem que una solucié de (10) és de la forma (14). Provarem de substituir aquesta i les seves
derivades a ’equacid, fent el producte de Cauchy a la regié comuna de convergencia de les series:

[e.e]

0= Z(n +a)(n+a—1Day (x —z)" T2+
n=0

oo
+ Zk‘—i—aak T — T k+a Imea:—;ro) -1y
k=0

m=0

+ ) a(@—20)" D g (z— 0)" % = {k+m =n}

= Z(n +a)(n+a—1)a, (@ —x0)" T +
n=0
+ YD k4 )pnk + k] ar (z — o)t =
n=0 k=0
Z{n+a n+a*1an+z k+a)pn k+ Qn— k] }( 7x0)n+a72’
—0 k=0

i igualant coeficients, hom obté:

n—1

®(n+a)an =— Z [(k + a)pn—k + gn—k] ax,
k=0

(16)

(n=1,2,...). On s’ha definit: ®(a) := a(a — 1) + apo + qo. De la primera de les equacions de (16),
®(a) = 0 —l'equacié del indexs—, surten els possibles valors de I'exponent « (veure discussié del
teorema 4.4 més avall); mentre que de la segona n’obtenim la relacié de recurrencia per calcular els
coeficients a1, as, . ..

A T'equacié de Bessel eren, recoredem-ho P(z) = 1/x i Q(v) = 1 — v?/2%. Aix{ doncs, x = 0 és
un punt singular regular. Mirem ara de trobar solucions aplicant el metode de Frobenius. Tenim, per
aplicacié de (16), que 'equacié dels indexs és:

ala—1)+a-12P=0ca*-12=0 (17)
i també de la segona férmula de (16):

(14 a)? —v?] a1 =0, (n=1)

(18)
(n+a)?—1v?an=—an—2 (n=2,3,...)

REMARCA 4.2. S’ha de tenir em compte que, en aquest c. p. és: po=1,p, =0, peran=1,2,...;
o=v>q=0,¢pg=1i¢g,=0,peram=234,...

Les arrels de ’equacié dels indexs (17), sén a = +v. Si, per exemple, v no és cap enter, la primera
de les equacions d’adalt es satisfa si i només si a; = 0, en tant que de la segona, es té:

Apn—2 Ap—2
- - . 19
i (n+v)?—v? n(n + 2v) (19)
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4. Observacions 7

Per an =2,3,... Com sempre, escrivim explicitament els primers termes:
—ag —ap
a2 = =
22+2v) 22-1-(1+v)
—a aq
as = =
T4+ 2P 21 (1 )2+ )
—Qy —a
ag = =
ST 6(6+20) 20-3-2-1-(1+v)2+v)(3+v)
—ag ag
ag = =

8(8+2v) 28.4-3-2-1-(1+v)2+v)3+v)(4+v)

(com que ay és zero, els coeficients dels termes senars sén tots nuls, i ja no els posem). Observant
I’aspecte d’aquets primers aoy,, es pot inferir que per a qualsevol n = 1,2,... sera:

_ (=1)"ao
C2ml(v+ D(v+2)(v+3)--- (v +n)’

com pot, a posteriori, comprovar-se per induccié. S’acostuma a agafar: ag = 277/T'(1+v), on la T
denota la funcié gamma d’Euler [5]. La soluci6 en s. d. p. de 'equaci6 de Bessel, que denotarem per

Jy(z), és doncs:
2@ = () S o (5) @

n=0
Si fem a continuacidé, el mateix pero amb l’altra arrel de I'equacié dels indexs, a = —v agafant ara
ap =27"/I'(—v +1), a; =0, s’obté una segona solucié de 'equaci6 de Bessel, la J_,(z):

T-ulz) = (9_” 2 n!I’(—(;ili-)jL +1) (g)m ’ (22)

n=0

aon (20)

la qual surt directament —sense necessitat de tornar a fer els calculs—, substituint v per —v a J, (z).
Les funcions suma J,(z) i J_,(x) d’adalt s’anomenen funcions de Bessel de primera espécie d’orde v.
Les series senceres de (21) i (22) tenen radi de convergencia infinit. En efecte, per a la primera serie
tenim:

aA2n+2 nll'(v+n+1) B F(n+v+1) B
aop, m+DT'v+n+1+1) w+1)n+rv+DHI'(n+v+1)
1
= — 0,

(n+1)(n+rv+1)

quan n tendeix cap a infinit. Analogament per a ’altra.

4  Qbservacions

NoTA 1. Si, com es suposa a I’exemple 4.4, v no és enter, aleshores cap denominador s’anulla i, tal
com s’ha fet adalt, obtenim dues solucions que seran (proveu-ho com exercici) linealment independents.
Per tant, la solucié general vindra donada per una combinacié lineal:

y(z) = ery(z) + 2 ()
amb c1, co constants arbitraries.

NotA 2. Si v =0, totes dues solucions coincideixen:

o) =1-(5) + e (5) - e (3)
(funcié de Bessel d’ordre 0).
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8 Tema 4. Equacions amb Coeficients Variables

NotA 3. Finalment, si v és enter, existeix una relacié molt senzilla entre J, i J_,. En efecte, si
escrivim explicitament les relacions de recurréncia (18) per a a« = —v, enter negatiu; tindrem, d’una
banda, que cal que el coeficient de grau 1, que ara anomeno by, sigui nul (b = 0) i —per la segona
equaci6 de (18)—, tenim:

n(n —2v)b, = —by_o. (23)
Aixi, tots els coeficients de grau senar seran nuls i a més, per n = 2v s’haura de satisfer:
0-boy = —bay—2 = bay—2="0boy—4=---=by =10y =0,

d’on es pot agafar un by, arbitrari. Aleshores, posant n = 2v + k amb k > 1, la recurrencia (23) pren
la forma:

(2V + k)kb2y+k = —boy k2. (24)
D’on, d’entrada s’observa que by, yor+1 = 0, pero (24) és basicament la férmula recursiva (19). Aixi,
com alla, es dedueix d’immediat que:

boyort1 =0, (k>0)

b _ (_]‘)kaV
W2k T k(1 + )2+ ) (k+v)

Hem arribat a una “segona” solucié de ’equacié de Bessel que sera:

—v v e (_1 k ,
le) = e (332 ! ; 22kk1(1 + v)(2 —i—)u) o (k+v) g +2k> B

(25)

(k> 1).

T\ —1)k x
= T+ 02 (1) %M(QZ’“:

= by, T(1 + 1)2"J, (2),

...per tant, el metode de Frobenius, quan ’ordre de ’equacié de Bessel és enter, només ens proporciona
una solucié: la corresponent a l’arrel més gran de ’equacié dels indexs. L’altra arrel no afegeix cap
solucié linealment independent amb la primera.

Acavem aquesta seccié amb un altre exemple d’aplicacié del metode de Frobenius.

EXEMPLE 4.5 (Problema 4.22). Useu el metode de Frobenius en el punt = 1 per trobar la solucié
general de I'’equacié no homogenia:

2@ -1y —y'+(@-Ny=1-2

< Solucié. Per inspecci6 es veu de seguida que la funcié constant y(x) = —1 és una solucié particular.
Aix{, només queda per resoldre I’homogenia associada. El punt z = 1 és (comproveu-ho), un punt
singular regular. Suposarem docs solucions de la forma y(z) = >°7°  an(z — 1)"t*. En el nostre cas,
com que pg = —1/2 i gg = 0, 'equacié dels indexs, ®(a) = 0, queda:
5 3
« 2a =0
que té per arrels a1 = 3/2 1 a = 0. Aplicant (16), tenim que per a n =1 és:

1
<Oé—2> (1+a)a1:O:>a1:0,

(tant per &« = 3/2 com per a = 0), i quan n > 1:

An—2
(n+a)(2n+2a —3)’

ap — —

relacié de recurréncia amb la qual es calculen els coeficients (veure taula 3). Tenim, d’aquesta manera,
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5. Analisi de les formules de recurréncia. Teorema de Fuchs 9

a=3/2 a=0
1
agz—ﬁ agz—ﬂ
1 1
“UEN T a2 “UTE 1421
1 1
ag = ag =

15-11-7-6-4-2-1 " 9.5.1-6-4-2-1

agp = (=" ;l _ (=)
T An+3)[dn—1) 7.2 " T (dn—3)An—1T7)---1- (2n)!!

Taula 3. Primers coeficients i termes generals de ’exemple 4.5, per a o« = 3/2 i per a a = 0,
havent agafat ag = 1 en ambdds casos. Els coeficients senars sén tots zero, car
ay = 0.

dues solucions independents de I’homogenia:

3
2

o - (_1)71 n
@) =(e=1)2 11 +n§::1 @3 -1 7 @i ® O

_ . (_1)71 n
yalw) = Hﬂ; G T e @)

Com exercici, calculeu els radis de convergencia de les s. d. p. a y1(z), y2(x) i comproveu que sén
no nuls. Comproveu també que les dues solucions trobades sén linealment independents.

Ara que ja tenim un parell de solucions independents i una solucié particular, la solucié general
podrem expressar-la com:

y(z) = ayi (@) + coya(x) — 1,
(c1, co constants arbitraries).

Amb aquests dos 1ltims exemples, ha quedat ben paleés que el metode de Frobenius aporta sempre
una solucié al voltant de punts singulars regulars. Fins i tot en alguns casos (com ara a ’exemple 4.5
o per a l'equacié de Bessel quan l'ordre no és enter), també déna les segones solucions. A la propera
secci6 estudiarem qué ens porta cap a una situacié (només una solucié) o cap a laltra (totes dues
solucions).

5 Analisi de les formules de recurréncia. Teorema de Fuchs

Siguin a1, as les dues solucions de I'equacié dels indexs amb a1 > ao. hi ha tres casos possibles:
(1) s=ag—as ¢ N
(2) s=a1—azs=0
(3) s=a3 —az eN.
Al cas 1, si s = a3 — a9 no és cap enter, veiem a partir de (16) que no hi ha cap a I’hora d’obtenir

els coeficients successius de les series. En efecte, ja que si triem a = a3 és ®(n+ a1) = n(n+s) i si
a = az, ®(n+ az) = n(n — s), que mai no s’anullen si s no és enter.

REMARCA 4.3. Restarien pendents les qliestions sobre la independéncia lineal (facil) i de la con-
vergencia de les series —i. e. veure que el radi de convergencia de les series enteres que apareixen
a y1(x), y2(z) és no nul—, aquest tltim punt és una mica més dificil de provar. Consulteu, per
exemple [9].
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10 Tema 4. Equacions amb Coeficients Variables

Si, d’altra banda, a; = «ay (cas 2), és evident que el metode de Frobenius només ens podra
proporcionar una solucié. L’altim cas, 3, requereix una mica més de discussié: si s és un enter diferent
de zero (s € N, s # 0) podrem, com abans, calcular tots els coeficients derivats de 1’arrel més gran
de 'equacié dels indexs (1), perque ®(n + 1) = n(n + s) # 0 per a qualsevol n = 1,2,3,.... Quan
intentem, pero, el mateix amb l'index ag, ens adonem de que: ®(n + az) = n(n — s), i aixo s’anulla
per a n = s. Malgrat tot, si encara es satisfa I’equacio:

s—1
Z (K + a2)ps—k + qs—k) ar = 0, (26)
k=0
per a ag # 0; tampoc no hi ha cap problema: deixariem ag i as com constants arbitraries i continuariem
calculant els coeficients a,, posteriors a as (P(n + ) = n(n — s) no s’anulla ja mai quan s > n).

EXEMPLE 4.6. Determineu les solucions en s. d. p. al voltant de x = 0 de
22y + 6z 4+ 2y + 2y =0

< Solucié. El punt z = 0 és, com es pot veure, un punt singular regular de 'equacié diferencial.
Cerquem aix{ solucions en s. d. p. del tipus > 7 ;a2 ™. Aplicant les relacions (16) s’obté primer
I’equacié dels indexs:

a2+5a:0é0¢1:0, ag = —H
i després ’equacié que han de satisfer els coeficients de les solucions:

(n+a)(n+a+5)a, =(n+ a)an—1 (27)
(amb n =1,2,3,...). D’aquesta dltima equacid, prenent o = a3 = 0 s’obté la férmula de recurrencia:
an—1
S5ayp = —nap_1 = ap = —
n(n + 5)ay Nayp_1 = Gn .

(n(n +5) no s’anulla per a cap valor de n). S’obtenen els termes:

ap ag aq n 5!&0
4= -, 2= p, 3= g, 0n = (—1) o)
(com es comprova per induccid). Aixi, si fixem, per exemple ag = 1, arribem a la solucié:
© n
yi(z) =1+ 1207;1 (7(1+1)5)l$n
Si ara considrem la segona arrel, ay = —5, la corresponent relacié de recurrencia veiem que és:
n(n —5)a, = —(n —5)an—_1,

i els cinc primers coeficients seran:

ao ao ao

20 BTG M=o

Ara bé, per an =5, és 0- a5 = 0. Podem doncs considerar a5 com una constant arbitraria (i. e. com
ap), i continuar amb el calcul dels coeficients...

a]; = —ap, a2 =

as as as 5las
== = = - e ay = (=)
ag 5 W — 6 8 g7.g 0 0n (-1) T
peran =26,7,... 1 ja tenim ’altra solucio:
2 3 4 o n..n
-1
y2(z) = apz™” <1 —z+ % - "% + ;) +asz <x5 - 1207;3( 73! * )

2 3.4 oo n..n
—1
= apr’ l—z+ 2 22 +as | 14120 =Dt ,
—~ (n+5)!

y2(x) depeén de dues constants arbitraries, ag i as, de manera que ja és la solucié general. En concret,
per ap = 0 i az = 1, recuperem la solucié y; (z) d’abans. >
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5. Analisi de les formules de recurréncia. Teorema de Fuchs 11

NoTA 4. De fet, sempre que a3 — ay = s € f, si a la férmula (16) prenem ag = 0 i as # 0 no fem
altra cosa que recuperar la primera solucid, y; (z). Per veure-ho, escriurem (16) per a n = s+ k, amb
k=1,2,...

s+k—1
(s + k)kasir = — Z (I + a2)pstk—1 + Gs+k—1] i

l=s
redefinim by = agyk 1 la férmula d’adalt, si es té en compte que as = a1 — s queda:

s+k—1
(s+kkby = = Y [+ 01— 8)psrhi+ spri] bi—s
l=s

E—1
= - [(J + a1)pr—j + qu—j] bj-

.
Il
o

On, com s’indica, s’ha fet el desplacament d’indexos: j = [—s. Pero aquesta no és altra que la mateixa
formula (16). Aix0 explica el que ens passava en trobar les solucions de I'equacié de Bessel per a v
enter i també la “recuperacié” de la primera de les solucions a I'iltim exemple 4.6.

Si 'equacié (26) no se satisfa per a n = s, és a dir, si:
1

[(k+ a2)pn—k + gn-r]ar =0 = ay =0,
0

®
|

B
Il

no trobarem altra solucié més que la ja coneguda (veure nota 4), i aixi, com al cas d’indexs iguals,
haurem de trobar una segona solucié linealment independent, per exemple, pel metode de reduccid
del l'ordre...

EXEMPLE 4.7. Resoleu x2y” — a3/ + (2 — 8)y = 0 per Frobenius en torn a z = 0, calculant la
segona solucid linealment independent pel meétode de reduccié de 'ordre

< Solucié. z = 0 és un punt singular regular de I'equacié. P(z) = —1/x, Q(z) = 1 — 8/22, aixi que:
po=—1,pp,=0peran=1,2,...iqp=-8,¢q1=0,9=1,¢, =0peran=3,4,... L’equaci6 dels
indexs queda llavors:

a?—2a—8=0,

que té per arrels a1 = 41 ag = —2. Per tant: s = a3 — ag = 6 € §. Es comprova d’'immediat, que la
segona de les equacions de (16), pren en aquest cas, la forma:

(@®>—=9a; = 0 0
(n+a)n+a—2)—8la, = —an—2, n=2,3,... (28)

d’on resulta a; = 0, i tots els coeficients senars seran nuls. Si agafem l'arrel més gran. o3 = 4, la
relacié de recurreencia que se’n dedueix de la segona de les equacions d’adalt és:

an—2

= Rt 6)
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12 Tema 4. Equacions amb Coeficients Variables

a partir de la qual es poden calcular els coeficients:

a —ag —6a0

a = — prd g

2 8.2 2.4.2 22.41.92!

= — a9 o a _ 6(10

YT 7104 26.5.4.2.1  24.50.2
ay —ay —6ag

a = — = =

6 12.6 26.6-5-4-3-2-1 26.6!-3!
Qg a 6(10

arR = — = =

8 14-8 28.7-6-5-4-4-3-2-1  28.71.4!
(=1)"ao

Aoy = ———————

T 2l (n + 3)

(que efectivament aquest és el terme general, es comprova per induccié). La primera solucié de
I’equacié diferencial sera, prenent ag = 1,

oo _1y
yi1(z) = 2t (1 —i—ﬁ; 22”T<L'(n)—|—3)'x2n> )

Per a laltra arrel de l'equacié dels indexs: ay = —2, la férmula (28), quan n = 6(= s), queda:
0-ag = —ayq i aq no sera nul a menys que ag = 0. El metode de Frobenius, en aquest cas, porta només
cap a una solucié. Per a construir-ne una segona de linealment independent, aplicarem la formula de
reduccié de l'ordre:

y2(z) = y1(z) / Sl {_y"%f(];)(x) dz} da.

Aix{ tindrem, si desenvolupem primer la integral (apuntem explicitament els calculs):

/ v 8exp {— [ P(z)dx} .
(1

2
28 210 212 )

(29)

z2 z4 z6
~ 16 T 640 — 76080 T 5160960 _ 825753600 1 178362777600

T dx
a Ca? ) 92t 11a® | 14308 18010 991gl2
§ T 1280 — 46080 ' 25804800 _ 137625600 | 178362777600

— /$—7 1+1x2+ix4+i$6+&x8+
N 8 1280 2304 103219200

825753600 3567255552000 B

= / a7+ 1375 + = 7%+ . 7+ s x+
B 8 1280 2304 103219200
n 951 i 80303 24 do —

825753600 3567255552000 B
_ lnz 11:_6 _ im_‘l 1 2y 1871 24 551 A
2304 6 32 2560 206433400 3303014400

80303 6
21403533312000

File: EDOS4.pdf Date: 12/09/2005 Ver 2.0



6. Estudi dels casos especials: s € Z 13

Si ara multipliquem per y; (z):
a 1_3672%_3574 26 . 28 - 210 .
5160960 825753600

yi(z) = 16 ' 640 46080

$12
178362777600 ) ’
obtenim, finalment, que la segona solucio és:
1 11 1 247
] —2(_Z_ a2~ a4 20 6 )
Jpoq V1@ Tt < 6 48" ~ 384" T 11059207 T

Notem que és de la forma: cyi(z)In(z — z) + (x — 20)** Yo bn(x — 20)™. Veure el teorema (4.5)
més endavant. >

El segiient teorema formalitza part del que hem vist fins ara, alhora que garanteix la convergencia
de les series obtingudes.

ya(z) =

TEOREMA 4.4 (Teorema de Fuchs). Suposem que xo és un punt singular regular de l’equacio
diferencial (10). Sigui p el més petit dels radis de convergéncia de les series (15); a1, ag les dues
arrels de l’equacio dels indezxs, ®(a) =0, amb oy > ag i $ = aq — ay. Llavors:

(1) Per a x > xq existeix una solucid de l'equacié (10) de la forma (14) corresponent a l’arrel
Q.

(2) Si s no és zero ni cap altre enter, aleshores per x > xo ezisteix una segona solucio linealment
independent del tipus (14) per a o = .

Els radis de convergéncia de les s. d. p. mo seran més petits que p. Els coeficients d’aquestes séries es
poden determinar derivant i substituint a [’equacid diferencial.

Nota 5. Al llarg d’aquests apunts ens restringirem al cas en que les arrels a; i ag sén reals.
En cas de que siguin complexes conjugades, es pot demostar que també existeixen dues solucions en
s. d. p. linealment independents. A més, tant als exemples que el precedeixen com al teorema 4.4,
hem considerat solucions només per a x > xg. Un cop s’han obtingudes aquestes, tan sols s’ha de
substituir 2% per |x — xo|“" per a obtenir les solicions quan = < .

La discussié d’aquells casos especials (s = a1 — ay enter), on el metode de Frobenius només ens
forneix d’una solucid, és el que es dura a terme a la seccié segiient.

6 Estudi dels casos especials: s € Z

Tal com a varem fer amb un cas particular a ’exemple 4.7, aplicarem el metode de reduccié de
I’ordre per a obtenir segones solucions per a x > xp quan s és un enter. Recorden que es feia servir la
féormula (29). Abans pero, cal desenvolupar en serie:

exp{/P(x)dx} = exp{—/( 20 p1+ pa(e — 20) + pa(a — 20)*+

T — X

+ pa(w — 20) 4+ polw — x0)" + - ) dx}:
= (z—20) " {1+ m(z —x0) + 72(z — 20)*+
+ (@ —20) + -+l —wo)" + - },

y%(m) = (z-— x0)2a1 [1 + Bi(x — xg) + Po(x — :co)2 4
+ Bz —20)" + -],
On s’ha suposat que hem prés ag = 1 en 'obtenci6 de y;(x). Per tant:

y2($):y1($)/($—$0)_p0 [1+"}/1($—$0)++’}/n(17—$0)ni

]
(x— 20)% (1 + Bz —20) + -+ Bulz — o) + ]

]
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14 Tema 4. Equacions amb Coeficients Variables

i tenint en compte que —pg — 2a¢1 = —s5 — 11, queda:
o) = (@) [ (@ = 20) > 1k o1 =)+ ol = o) ) d (30)
per x > xg, on s’ha fet servir el fet de que la inversa quant el producte d’'una funcié analitica

és una funcié analitica als punts on la funcié no s’anulla i que la composicié de funcions analitiques
també es una funcié analitica. Si s és enter i s # 0, de (30):

yo(x) = y1(x)/ [( 1 L o9

x—xo)t  (x—1x0)®  (x—x0)5!
Os k—1
$_$O+Us+1+Us+2(x_x0)+"'+Us+k(x_x0) +-o | dz =
_ -5 o —s+1
= osyi(z)In(z — zo) + y1(2) {(33_20) + 01@_:3_)1 +--
k
r—2x

— ou(@) In(e — 20) + (@ — 20) {Z an(z — a:o>“} (2 —0)~*
n=0

1 T — X0
Xq——+to1 +e =
s —s+1

= osyi(z) In(z — 20) + (x — 20)™ Z bn(z — 20)",
n=0

(ja que ar; — s = aa. Resumint, la forma general de la segona solucié sera:
(o]
y2(x) = oy1(z) In(z — z9) + (& — x0)*? Z b (x — 0)". (31)
n=0

En el cas en qué ay = ag raonant de manera semblant a partir de (30), es veu que ara, la forma de
y2(z) vindra donada per:

ya(z) = y1(z) In(z — xg) + (z — zo)** Z bn(x — 20)". (32)
n=0

NoTA 6. En el nostre calcul de les solucions (31) i (32) no hem dit res del radi de convergencia
de les s. d. p. que hi intervenen. Com a la nota 5, al final del teorema 4.4 (pag. 13), enfasitzarem el
fet de que y2(x) ha estat trobada per a z > . Un cop obtinguda, només cal reemplagar (z — x()*2
per |x — xo|*? i In(x — x¢) per In |z — x¢|, per a obtenir les solucions corresponents a x < .

El teorema que donem a continuacié sense demostrar, resumeix ’analisi feta fins ara, a la vegada
que estableix una acotacié inferior per als radis de convergencia.

TEOREMA 4.5. Sigui x = xg un punt singular reqular de 'equacid (10). Anomenarem p al més
petit dels radis convergéncia de les séries (15). Siguin aq, as, amb a1 > a9 les dues arrels de 'equacid
dels indexs, ®(a) = 0. Aleshores:

len efecte, ja que a1 — a2 = s i com que Pequacié dels indexs és: o + (po — 1)a + go = 0, tenim a1 + a2 = —po + 1;

i de les dues equacions aillant s, resulta: s = 2a1 + po — 1.
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6. Estudi dels casos especials: s € Z 15

(1) Si aq = ag, llavors (10) té dues solucions, y1(x) i y2(x) de la forma:

yi() = (x —20)™ ) _an(z —20)", (ag #0)
=0 oo (33)
y2() = y1(x) In(z — 20) + (v — 20)** ™ Y bu( — x0)",
n=0

per a x > Tg.
(2) Si a1 — ay = N enter positiu, (10) té dues solucions y1(x), ya(x), les quals vénen donades
per:

yi(x) = (& —20)™ D an(x —z0)" (ag #0)

= . (31)

y2(z) = oy (z) In(z — z9) + (z — 20)*? Z by (x — )",
n=0

per a x > x.

A la segona formula de (34), by # 0, pero o pot ser igual a zero, de manera que el logaritme pot
no aparéixer. El radi de convergéncia de les s. d. p. no sera més petit que p. FEls coeficients de les
seéries i la constant o es poden determinar per substitucid directa de les séries a l’equacié (10). Pel
que fa a les solucions per a x < xq, veieu la nota 6 d’adalt.

Il'lustrarem el cas o = o del teorema 4.5, trobant una segona solucié de ’equacié Bessel d’ordre
zero [v =0 a (12)].

EXEMPLE 4.8. Trobeu les solucions de ’equacié diferencial:

22y +ay + 2y =0, (35)

al voltant de x = 0.

< Solucié. La primera solucié s’obté de (21), posant v = 0:

yi1(x) = Jo(z) = Z ﬂm%.

n=0 2% (n)2

Seguint el teorema 4.5, per a x > 0, buscarem una segona solucié del tipus:

y2(x) = y1(z) Inx + Z bz (36)
n=0
Derivem dos cops:
(@) = (@) + 2 4 im +1)bya”
z n=1

1" R/ 1 Qyi(l’) yl(w) - Dnb, "1
Yy () = yi(z) Inx + s m2+;:2(“+ )b,z
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16 Tema 4. Equacions amb Coeficients Variables

i substitulm ya(z) 1 les seves derivades a ’equacié (35):

o0 oo
22y Inz + 2zy) — y1 + Z(n + Dnbpz™ ™ + 2y Inz + yy + Z(n + 1)bpz™

n=1 n=0

o0
taPyilnz + ) bpa"t =
n=0

)"2n
= (x2y3’+l‘y1+xyl)lnx+2x222n (n? 2”1+Zn+1nbx

n=1

+ i(n + )bzt + Z by_ox" 1 =

”22n
= bor+ (4by — 1)z +Z 2 (n 2”—1—2 n+1)%by + by_g] 2"

= box+ (401 — 1)z +Z (2n — 1)%b2p—2 + bon— 4] 2?4
n=2
(—1)"22n

+ Z [(2n)2b2n1 + b2n73 + 22”(n')2] $2n_1 =0.
n=2

D’on es segueix que by =0, by = 1/4 i que per a n > 2:

(2n — 1)%bap—2 + ban—4 = 0
37)
—1)"22n (
(2n)?ban—1 + ban+3 + e 0.
De la primera tindrem que: by, = 0 per an =0,1,2,..., mentre que la segona ens proporcionara, els

coeficients de grau senar.

Relacions de recurréncia no homogenies com la que apareix a (37) sén tipiques d’aquests casos
“especials” del metode de Frobenius. En general no es poden resoldre (en el sentit de trobar una
expressi6 tancada que ens doni el coeficient b, en funcié de n). Tot i encara, provarem una expressio
per a bg,_1 que sigui del tipus:

(—1)"
bon—1 = 227ncn7
substituirem i tractarem “d’ajustar” c¢,. Fent-ho queda:

v Co e
22n(n1)2" " (20)2220-2 [(n — 1)1] nel T 2 (pl)2

I després d’agrupar i simplificar es té:

=0.

1 1 1 1
Cpn—Cp1=——=Cp=—yl+5+5+-+—0.
n 2 3 n

( 1)n+1 1 1
bon—1 = o1y U n=1,23, ...
2n—1 22 ()2 I+ +3 n n 3

De manera que com a segona solucié de I'equaci6 de Bessel, linealment independent amb Jy(x), es pot
prendre:

Aixd:

n+1
ya(x) = Jo(x lnx+z2zn)—; {1+;+;+.._+71l}w2n_ (38)

Com exercici, es pot comprovar que la seérie de poténcies de (38) convergeix a tot R. >
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6. Estudi dels casos especials: s € Z 17

Nota 7. La segona solucié que s’acostuma a utilitzar és:

2 2
Yo(z) = ;(’Y —In2)y + —y2

2 x 2 o= (—1)**! 1 1 1
= = 1,> z 14+ =4 =44 =z
7T(wrnQ +”n§:1 i {+2+3+ + }x

om v denota la constant d’Eler:

11 1
v = lim [<1+++~--+) —lnn} = 0.57722...
n

n—oo 2 3

Si, de manera semblant a com s’ha fet a ’exemple 4.8, busquem segones solucions de I'equacid
de Bessel quan 'ordre v és un enter positiu, arribarem a les funcions de Bessel de segona espécie,
I’expressié general de les quals vé donada per'

Y, = <ln Z 7) Z ( )7”2"

oo

1 (—1)™ 11 1 11
= 1+ -4+ +=+1l+-+-+-+
T~ T(n+1

(v +n+1) 2 3 n 2 3

1 } T v+2n
oG
n+v 2

on la gamma mintuscula que hi apareix és la constant gamma d’Euler que ja ha estat definida al final
de la nota 7, i la primera part del claudator {...}, 1+ % 4+ % s’ha de suposar nulla per an =0. A
I’exemple 4.8, haviem calculat doncs, tret de constants, la funcié de Bessel de segona especie d’ordre
Zero.
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