TEMA 1

Equacions diferencials ordinaries.
Teoremes d’existéncia i unicitat

1 Introduccid

Una equacid diferencial ordinaria —d’ara endavant, EDO—, és una equacié del tipus:

G,y y,....y™) =0, (1)
que relaciona una funcid, y, depenent de la variable real x amb les seves derivades:
dy d?y ( d™y
s = _< e n) =
y d{L’ Y y de ) 9y y dxn 9

fins a un cert ordre n > 1 finit.
Una solucié de PEDO (1), és una funcié n vegades derivable y € I — y(z) € R d’un interval [
(acotat o no) de la recta real amb valors en R que satisfa idénticament la relacié (1), és a dir:

G(z,y(x),y (), ...,y (2)) =0,

per tot x € I.

Tanmateix, és molt usual referir-se a x com la variable independent mentre que la “funcié incognita”,
y, reb el nom de variable depenent.

L’ordre d'una EDO és el grau de la derivada més alta que hi apareix. D’aquesta manera, n seria
Iordre de ’equacié diferencial de dalt. No s’ha de confondre, pero I'ordre amb el grau d’'una EDO, que
es defineix només quan G és un polinomi algebraic en y,1/, ... ,y("), com el grau d’aquest polinomi.
Per exemple, I'equacio:

()3 cosx + () sinz + o + 2e%y =0,
és de primer ordre pero de tercer grau.

Els casos en que es poden donar resultats clars sobre l’existencia de solucions, corresponen a
aquells on es pot aillar la derivada d’ordre maxim (almenys localment) i aix{ escriure (1) d’una manera
equivalent com

y ™ = flayy, . yY), (2)
on f:QCRxR" =R, amb Q C R*"! obert. Quan aixo és possible, podem convertir I'equacié (2)
en un sistema d’equacions diferencials de primer ordre, sense res més que definir,

=4 v=y, .y =y
i llavors, afegint (2)
o= v
/
y2 = ?/37
: (3)
y;’], = f(x7y17"'7yn)'
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2 Tema 1. Teoremes d'existéncia i unicitat

En notacié vectorial, aquest ultim sistema s’acostuma a escriure com:

Y'=F(z,Y) (4)
onY = (y1,Y2,...,Yn), mentre que la funcié F vé donada per:
Y2
<§i> cQl Fay)=|": c R,
Yn—-1

f(xvyla"' 7yn—17yn)

Per tant, des d’'un punt de vista formal —de cara a provar teoremes d’existéncia—, hi ha prou amb
considerar (sistemes) d’equacions diferencials de primer ordre, com el representat per (4).

Es poden considerar sistemes d’equacions diferencials de primer ordre de la forma (4) per se,
sense cap referencia a una equacio diferencial d’ordre superior. Suposarem doncs, d’ara endavant, que
F :Q C— R” on  és una regié (i. e., un conjunt obert i connex) de R x R™. En aquest context
introduirem els conceptes seglients:

DEeFINICIO 1.1. Una familia de solucions de (4) a I'interval I C R (tancat o obert, acotat o no) és
una familia de funcions Y'(-,C) : I — R™, on C' = (c1,¢2,...,¢.) € R™ és un vector de constants, tal
que:

1) (z,Y(z,C)) € Q, per tot z € I
2) Y(’C) € Cl(avb)a
3) Y/(z,C) = F(x,Y(x,C)), per tot x € I.

Les constants ¢, cs, ..., ¢, reben el nom de parametres de la familia.

DEFINICIO 1.2. Anomenarem solucid general de (4) a una familia de solucions que conté totes les
solucions de ’equacié.

EXEMPLE 1.1. La solucié general de 'EDO 3y = y és y = Ce®,C € R. En canvi, la familia de
funcions y = (z — C)?,C € R no és la solucié general de y' = 2,/y,y > 0, ja que no conté la solucid
singular y = 0 (és a dir la solucié constant y(z) = 0 per tot x € R).

DEFINICIO 1.3. Anomenarem solucid particular de (4) en I'interval I a una funcié especifica de la
soluci6 general o d’una familia de solucions, que s’obté fixant tots els parametres.

EXEMPLE 1.2. Una solucié particular de ' = y és y = e?, la qual correspon al valor C = 1 del
parametre a la solucié general (veure exemple 1.1).

DEFINICIO 1.4 (Sistemes autonoms). Quan al sistema (4), el terme de la dreta, F' no depen
explicitament de la varible depenent, z, i. e., quan el sistema és del tipus:

Y' =F(Y), (5)

amb F: Q — R™, Q C R"” obert; es parla de sistema d’equacions diferencials autonom o senzillament
sistema autonom.

En general, quan en una equacié diferencial (o sistema) no apareix explicitament la variable inde-
pendent, es parla d’equacid diferencial autonoma o de sistema d’equacions diferencials autonom.

DEFINICIO 1.5 (Trajectories i corbes integrals). Donada una solucié qualsevol y(x) del sistema (4),
definida a linterval I, s’anomena trajectoria, o de vegades també orbita, a la imatge de la funcid
y : I — R™ mentre que el grafic d’aquesta funcié reb el nom de corba integral.

Aix{, parlarem de les trajectories (orbites) i de les corbes integrals d’'una EDO o d’un sistema.
Notem que les trajectories d’un sistema com (4) sén corbes parametritzades (per la seva varible
independent) a l’espai de fases R™. Aquestes corbes s’obtenen projectant les corbes integrals —les
quals “viuen” a l'espai de fases “extés” R x R"™— sobre R™. A la figura 1 es representen una corba
integral i la seva trajectoria del sistema y] = y2, yb = —y1.
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1. Introduccié 3

Figura 1. Corba integral (figura de l'esquerra) i trajectoria (a la dreta) del sistema y}

Yo, ¥y = —y1. Totes dues corresponen a la solucié: yi(z) = 2v2cosz, yo(x) =
24/2sin z.
ExXeEMPLE 1.3 (Equacions de Lotka-Volterra). El sistema d’equacions diferencials segiient:
dX
di = (CL — CY)X,
& (6)
— = (-b+dX)Y,
o= (b dx)Y,

és I’anomenat sistema de Lotka-Volterra i va ser desenvolupat de manera independent pels matematics
A. Lotka i Vitto Volterra qui passa la primera Guerra Mundial en les Forces Aeries, desenvolupant les
capacitats belliques dels dirigibles (fou el primer en proposar 1'ds de I’heli en comptes de I’hidrogen,
molt inflamable). Un cop acabat el conflicte, dirigi les seves investigacions cap a aplicacions civils,
proposant models matematics per descriure la dinamica poblacional dels ecosistemes marins. Aixi
el sistema (6) vingué motivat per la necessitat d’explicar les fluctuacions periodiques de la poblacié
piscicola a 1’Adriatic. En aquestes equacions, X (t) representa la poblacié de preses i Y (¢) la de
depredadors. S’assumeix, a més, que 'especie X té al seu abast una una font externa —i sense
restriccions en el medi— d’alimentacié (per exemple, la vegetacié) mentre que la especie Y s’alimenta
exclusivament de X. «, 3, a, b sén constants (positives) del model. Si en (6) re-escalem les variables:

b a 1
X == Y =- t=-—
d‘/'l:7 Cy7 dT
i definim 7 := a/b, el sistema es transforma en:
dx
-
d ™)
Yoy -a)
dr 4 ’

on hem posat: v = a/b. A la figura 2(a) es dibuixen diverses orbites del sistema (7), mentre que a les
figures 2(b) i 2(c) es representen I’evolucié de la poblacié de preses i dels depredadors en funcié del
temps respectivament.

Es veu doncs que el model reprodueix les variacions cicliques de les poblacions a que feiem referéncia
dalt. Els anomenats cicles de Volterra —els de la figura 2(a)— s’expliquen qualitativament de la forma
segiient. Suposem (vegeu [8], que és d’on hem tret aquest exemple) que inicialment hi ha un nombre
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4 Tema 1. Teoremes d'existéncia i unicitat
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Figura 2. (a) Orbites de les equacions de Lotka-Volterra (7) per v = 1.25. A les grafiques (b)
i (c) es representa, per a les mateixes orbites, I'evolucié de la poblacié preses i de
depredadors respectivament.

relativament petit depredadors —per fixar idees posem-ne, taurons—, mentre que les aigiies estan
infestades de preses —gambes, per exemple. de taurons creix rapidament, esquilmant la poblacié de
gambes. Aviat hi ha massa taurons que ja no tenen prou menjar i aixi la seva poblacié comenca a
minvar. A mesura que la polacié de depredadors decreix, les gambes es reprodueixen més rapidament
i el seu nombre augmenta. A partir d’aquest punt, el cicle es pot tornar repetir vegada rera vegada.

DEFINICIO 1.6 (El problema de Cauchy). O problema s valors inicials, PVI, es formula en termes
d’'una EDO —o un sistema d’EDOs, com (4)— i una condicié inicial:

Y = F(z,Y)

(8)
Y (z0) = Yo
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3. Camp de direccions per sistemes al pla 5

on F: Q — R" essent () una regié (i. e., un conjunt obert i connex) de R x R™ i (xzg, Yy) € Q donat.
La segona equacié és la condicid inicial. Aixi, resoldre el problema de Cauchy (8) consistira en trobar
una funcié Y : I — R", I interval de R amb zg € I tal que:

Cl) (z,Y(x)) €€, pertot z €1,

C2) Y € CH(I),

C3) Y'(z) = F(z,Y(x)), per tot z € I,

C4) Y(zo) = Yo.

C1)-C3) indiquen que Y és solucié de l'equacié diferencial i per C4), que aquesta solucié satisfa la

......

seva corba integral!) pel punt (x¢, Yp).

EXEMPLE 1.4. Es comprova d’immediat que la soluci6é del PVI: 3/ = y, y(0) = 1 vé donada per
y(r) = e®. En efecte: y/(z) = ¢® = y(z) i y(0) = e” = 1. Es, per tant, una solucié que “passa” pel
punt (0,1).

Voldrem trobar condicions sobre F' per tal que el PVI (8) tingui soluci6 i aquesta sigui tnica. Aixd
es discutira amb detall a la seccié 8 d’aquest mateix capitol, on desenvoluparem meétodes constructius
per obtenir solucions locals. Abans pero, ens mirarem els sistemes des d’un punt de vista geometric:
tota EDO —o sistema d’EDOs—, té un camp de direccions associat, que és el que “segueixen” les seves
solucions. Aixo tindra important conseqiiencies practiques: d’una banda ens permetra visualitzar les
trajectories del sistema i de I'altra aproximar numericament les seves solucions.

2 Camps de direccions

Comencem considerant equacions diferencials de primer ordre (o escalars) de la forma

y = f(z,9) (9)
on, suposarem que f : R X R — R continua. Sigui y(z) una solucid, definida en un cert interval I C R.
Aixo vol dir que satisfa identicament 1’equacié de dalt en aquest interval. Es a dir:

y'(z) = f(z,y(2)), (10)
per tot x € I. Sigui (xg,y0) € I X R un punt de la grafica de y(z), i. e.: yo = y(xg). Llavors, posant
x =z en (10):

y'(z0) = f(zo,y(x0)) = f(0,90)-

Veiem doncs que, per trobar el pendent de la solucié que passa per un punt (xg,yo) € I x R no cal
pas coneixer explicitament la solucié sind només avaluar f(x,y) en aquest punt, i. e.: f(xo,y0). Si
es fa aix0 amb tots els punts de I x R tenim els pandents de les solucions que passen per cadascun
d’ells. A la practica, és impossible fer aix0 per tots els punts de I x R, més aviat es sellecciona un
nombre suficient i es dibuixa, a cada punt triat, un petit segment amb la inclinacié determinada pel
pendent de la solucié que passa per aquell punt, indicant la seva direccié. S’obté d’aquesta manera el
que s’anomena camp de direccions. A la figura 3(a) es representa el camp de direccions de I'equaci6
diferencial 3/ = 2x — y i algunes de les seves corbes integrals.

3 Camp de direccions per sistemes al pla

Suposem a continuacié que tenim un sistema autonom al pla, com ara:

dx

. = f(xvy)7

de

& ()
at :9(37:3/)7

essent f,g :  — R, funcions continues amb € C R? obert. Sigui z(t),y(t) una solucié definida
en un interval I C R i considerem la corresponent trajectoria, que sera la corba parametritzada
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6 Tema 1. Teoremes d'existéncia i unicitat
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Figura 3. Camp de direccions de l'equacié ¢y’ = 2z — y (a) i del sistema autonom y| = ys,
yy = —y2 (b). En ambdds casos s’han dibuixat també, en blau, algunes solucions
—corbes integrals en el primer i trajectories en el segon—.

(x(t),y(t)). Si (xo,y0) és un punt d’aquesta trajactoria corresponent a un valor ¢y € I del parametre,
i. e., (xo,y0) = (z(to),y(to)), el vector tangent en aquest punt a la trajectoria (vector velocitat) és:

('(to), y'(to)) = (f(z0,%0), 9(x0,%0))

De la mateixa manera que abans, podem aprofitar aquest fet per dibuixar un nombre suficient de
petits segments (o de fletxetes) que ens ajudaran a visualitzar les trajectories. A tall d’exemple, a
la figura 3(b) s’ha dibuixat el camp de direccions i les orbites del sistema y| = yo2, v4 = —y1 (veure
també la figura 1).

Podem estendre aquestes idees i parlar de camps de direccions per sistemes definits en espais de
fase de dimensié més gran (tot i que, evidentment, la representacié grafica d’aquests camps esdevé
inviable per n > 2 en el cas no autonom i n > 3 en el cas autonom). La idea pero, és que tot sistema
d’equacions defineix un camp continu (si F' ho és) de direccions, que és en cada punt tangent a la
corba integral —en el cas no autonom (4)— o a la trajectoria —en el cas atonom (5)— que passa per
aquell punt.

Els teoremes d’existéncia i unicitat estableixen que, reciprocament, tot camp prou regular' de
direccions a l'espai F': R x R" — R" defineix, al menys localment al voltant de cada punt (to,xg) €
R x R™ un fluz, i. e., una aplicacié

Y1 [to — Tegs to + Tto] X Vito,zo) = Ulto,z0)

Tto > 0, Viggwo) 1 Uttg,ao) €ntorns de g en R™; tal que:

F1) Per tot (t,x) € [to — Ty, to + Tto] X Vitg.uo):

oY

5 o) = F(t,0(t2)),

F2) w(to,xo) = X0.

1hi ha prou amb que sigui localment Lipschitz (veure secci6 8).
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4. El metode d'Euler 7

|t — to| < 71, és solucié (local) del problema de

Observem llavors que Y (t) = (¢, x) amb = € Viy 1),
Cauchy:
dY
— =FtY
T =FY),
Y (tg) = x.

A continuacié, veurem com les idees geometriques introduides en aquesta seccié es poden fer servir
per trobar aproximacions numeriques de les solucions d’un problema de Cauchy donat.

4 El métode d'Euler

Considerem el problema de Cauchy (8). Busquem un algorisme per calcular valors aproximats

Yo,Y1,Y2, ..., Y, ... de la solucidé en el punts g < 1 < 22 < -+ < xp < .... Observem que
d’aquesta manera, en comptes d'una funcié Y (z) = (y1(z),y2(x),...,yn(z)), tindrem una taula de
valors com la taula 1 on yro = yi(zo) per kK = 1,2,...,n —i. e., 'expressi6é en components de les
condicions inicials: Y (zg) = Yo—, pero yr; = yr(xj) per k=1,2,...,n; j =1,2,...,m.

&z Y1 Y2 || Yn

Zo Y10 Y20 e Yn;0

T1 | Y1 | Y251 | 0 | YUnsl

T2 | Y1;2 | Y252 | 0 | Yng2

Tm | Yiym | Y2om | 0 | Ynym

Taula 1. Valors aproximats de la solucié del PVI (8).

Seguint el conveni de la taula de dalt, denotarem per Y (zj) i Y} als valors exacte i aproximat
respectivament de la soluci6é del PVI (8) al punt = %, k = 1,2,.... A pertir de la condicié inicial,
sabem que Y (z) = Yj, pero (en general) Y (xy) # Yi per k > 11 de manera semblant per les derivades,
és a dir: Y'(x0) = F(zo,Y (x0)) = F(x0, Yo) pero (en general) Y'(zy) = F(xg, Y (2)) # F(xk, Yy) per
k > 1. A més, suposarem que els punts xg, x1,..., Tk, ... SOn equiespaiats sobre la recta real amb un
pas h, i. e.: xg,x1 =xg+ h,x9 =20+ 2h,..., 2 = 20+ kh, ...

Cap al 1768 el matematic suis L. Euler va introduir el que ell anomena métode de les tangents i
que avui coneixem com métode d’Fuler, el qual consisteix en lo seglient: com que xg, Yy sén valors
coneguts a partir de les condicions inicials del PVI (8), la derivada de la solucié en x = xy vé donada per
Y'(z9) = F(z0,Y (20)) = F(x0,Yp). Llavors podrem agafar, a I'interval [z, x1], el desenvolupament
de Taylor de primer ordre en x = xy com aproximacié de la solucié Y (z) al mateix interval, i. e.
Y(z) ~ Y1(z) per zg < x < x1, on es defineix:

}71(33) = Yo—i—(.%'—l‘o)F(.%’o,Yb), ro < x < x1.

A continuacié, a linterval [x1,x3], aproximem també la solucié Y (x) pel seu desenvolupament de
Taylor a primer ordre, ara al punt x = x1:

Y(a:) ~ Y(l‘l) + (.T — $1)Y/(LL“1)

perd en aquest punt no coneixem Y (x1) ni Y'(x1)! Es per aixo que ens cal alguna aproximacié
addicional. De fet, el metode d’Euler rau en agafar:

Y($1) ~ Yl = i}l(l‘l), Y/(ZL‘l) = F(l‘l, Y(a?l)) ~ F(ﬂj‘l, YI)

ies pren Y(x) = Yo(x) per 1 <z < x9 on

172(95):Y1+(93—1‘1)F(301,Y1)7 1 <x < o,
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8 Tema 1. Teoremes d'existéncia i unicitat

Aquest tltim pas el podem repetir i calcular recursivament? les aproximacions 373(x), Ya,... ,?k(x), .
de Y (z) als respectius intervals [xg, x3], [£3, Z4], . .. ,[Tk—1, Zk], ... Aixi doncs tindrem, per k = 2,3,4,...,
Y(z)~Y(zp_1) + (x —2p_1)Y (2p1) ® Vi1 + (. — 2 1) F(2p_1, Y1)
per i1 <x < xp, k=2,3,4,... Com abans per k = 2, s’agafa
Yi(@) = Y1 + (z — 2p-1) F @1, Vi1),  2po1 <@ < 2. (12)

com aproximacié de Y (x) en Uinterval [zy_1,zy]: i.e. YV (z) = ?k(:):) per xp_1 < x < 2. Igualment, en
comptes de Y (zg_1) 1 Y'(zp_1) —desconeguts!—, es prenen les aproximacions d’aquestes quantitats
que produeix el pas anterior, i. e.:

El) Y(zp—1) = Y1 := Yio1(zp—1),

E2) Y’(l’k,l) = F(l‘k,h Y(I‘kfl)) ~ F(.’L‘kfl,ykfl).

DEFINICIO 1.7. S’anomena poligonal d’Fuler de la soluci6 Y (x) del problema de Cauchy (8), a la
funcié definida “a trossos” per:

Y(z) :=Ye(z), zp_1 <z <y, (13)
k=1,2,... ion Yy(z), donat per (8) és costat k-dsim de la poligonal d’Euler.
A partir de (12), de 1 per z = x, i tenint en compta que h = x — xp_1 per k = 1,2,3,... s’arriba
a l'algorisme d’Euler
Yo = Y (o),
(o) (14)
Yk:Yk—l‘FhF(l'k—l,Yk—l), k=1,2,3,...
el qual déna valors aproximats Y7, Ya, ..., Y%, ... delasolucid Y (x) respectivament als punts 1, 2, . .., Tk, - . .

i. e., posarem: Y =~ Y () als punts zy = xg + kh, per k =1,2,...

A la lalgorisme 1 es troba una implementaci6 de (14) amb el lleguatge de programacié del MAT-
LAB. Als problemes resolts que vénen a continuacié farem servir aquesta funcié per comprovar els
resultats.

5 Exercicis

En els problemes seglients escriviu 1’algorisme d’Euler, doneu la taula de valors aproximats i
dibuxeu la poligonal d’Euler associada.

Problema 5-1. 3 = 22 — 42, y(0) = 1, 2 € (0,1) per un pas h = 0.25.
< Solucié. Aplicant (14) per mg = 0, Yo = 1, F(z,y) = 2> — y? s’obté:
yo = y(xo) = y(0) =1,
Yn = Yn1+ (@) 1 —yp 1) = yna +h((n =1 —yi_y), n=1,2,34

on s’ha fet servir que z,, = xg + nh =0+ nh, n =0,1,2,3,4. Aleshores 'algorisme es pot posar com
la relacié de recurrencia segiient:

Yo = 17
Yn = (1 - h’yn—l)yn—l + (n - 1)2h37 n= 17 27 374
Fent els calculs explicitament per n =1,2,3,4 1 h = 0.25 tenim,
n=1: 21=025 vy =(1-0.25y)yo+ (1 —1)h%=1-025=
n=2: xz9=050, y2=(1—-025y1)y1 + (2—1)%-0.015625 = (1 — 0.25-0.75) - 0.75

+1-0.015625 =

2Hom se’'n adona facilment [veure (12)] que a cada pas es necessiten les aproximacions a la solucié obtinguda al pas
anterior.

(15)
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5. Exercicis

Algorisme 1 Metode d’Euler amb MATLAB

% Euler.m

b

% [t, x] = Euler(F,tspan,x0,h)

A

% INPUT

% F : és la funcié que conté el camp, la capgelera haurd de ser
A de la forma:

A

% function dxdt = F(t,x)

A

A

yA tspan : tspan = [t_inicial, t_final]

yA x0: valor inical de la variable dependent.

A h : tamany del pas.

yA

% OUTPUT

yA t : vector que conte les abscisses on es calcularan els valors
% aproximats de les solucions: t(n) = tspan(1)+ n * h, on

% n= 1,2,...,N = (tspan(2) - tspan(1)) / h.

% x : x(n,:), n=1,...,N aproximacié de la solucié a temps t(i).

function [t,x] = Euler(F,tspan,x0,h)

x(1,:) = x0°;
t = tspan(l):h:tspan(2);

for K = 1:length(t)-1,
dxdt = feval(F,t(X),x(K,:));
x(K+1,:) = x(K,:) + h .x dxdt’;
end;

Tn Yn [EULER] yn [RK78]
0,000 | 1,000 0000000 | 1,000 000000 000 00
0,250 | 0,750 0000000 | 0,804 707 564 801 89
0,500 | 0,6250000000 | 0,701 768 384 456 89
0,750 | 0,589843 7500 | 0,683 25077597004
1,000 | 0,6434898376 | 0,750015 702847 29
Taula 2. Solucié del PVI 3-1 problema pel metode d’Euler. La darrera columna de la dreta

correspon a la integracié amb RK78 i ezy, < 1,0 - 10715,

B W = oS

n=3: x5=0.75 ys=(1—025y)y+ (3—2)%-0.015625 = (1 — 0.25-0.625) - 0.625
+4-0.015625 = [0.58984375

n=4: xz4=100, ys=(1—0.25y3)ys+ (4—1)%-0.015625
= (1 —0.25-0.58984375) - 0.58984375 + 9 - 0.015625

=0.643489837
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10 Tema 1. Teoremes d'existéncia i unicitat

Integracié numérica de I'equacié: y' = x° — y°
10 T T T T T T

[RK78]

0951 \ —o0— Euler (h=0.25) ,
o Euler (h=0.125)

0.9

0.85

0.75

0.65

0.55 | | | | | | | | |

Figura 4. La corba continua (en blau) correspon a la integracié del PVI 3-1 amb RK78 i
err < 1,0-10715,

Els resultats d’aquests calculs es recullen la taula 2 on, a la derrara columna de la dreta s’han
escrit els valors aproximats de la solucié als mateixos punts pero obtinguts a partit del metode Runge-
Kutta-Felhberg d’ordre 7 i 8 amb control del pas, —[RK78] a partir d’ara. No comentarem aqui
en que consisteix aquest metode (vegeu l'apéndix, per una descripcié més detallada dels metodes de
Runge-Kutta) pero assenyalarem que l’esmentat “control del pas” consisteix en ajustar, a cada pas,
el seu tamany h de manera que l'error de I'aproximacié calculada no sigui més gran que una certa
tolerancia, epr, fixada. A aquest control de l'error, s’afegeix al fet de qué es tracta d’un metode
d’ordre elevat. Tot aixo fa que el [RK78] es consideri un metode prou acurat —de lluny molt més
que metode d’Euler— per resoldre numericament problemes a valors inicials: especialment si el camp
de direccions és prou regular (prou “smooth”) i l'interval d’integracié no és massa llarg. Aixi, a la
figura 4 la corba integral (la grafica “continua” en blau) ha estat obtinguda amb el metode [RK78],
calculant un nombre prou elevat de punts. La poligonal d’Euler corresponent a h = 0.25 es dibuixa
en vermell, on els punts marcats sén els de la taula 2. Tot i que s’aprecien desviacions notables entre
totes dues —especialment a mesura que x a ugmenta—, la poligonal “segueix” la corba integral prou
bé...

Problema 5-2. 3" =1 — %2, y(0) = ¢'(0) =0, 2 € (0,1) per un pas h = 0.25.

4 Solucié. Introduint z(x) := y/(x), obtenim el sistema equivalent de primer ordre:

/
Yy =%
16
2 =1- y2, (16)
amb les corresponents condicions inicials:
yo =y(0) =0,
/ (17)
20 = 2(0) =y'(0) =0.
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6. Errors en els métodes numérics 11

Integracié numerica de I'equacio: y” =1 — y2
05 T T T T T T T T T
[RK78]

0.45F

—o0— Euler (h = 0.25) .
o Euler (h = 0.125)

0.4
0.35
0.3

Y 0.25}

0.15F

Figura 5. Les poligonals (en vermell i en verd) corresponen a tamanys del pas h = 0.25
(N =4)10.125 (N = 8) respectivament. La corba continua (en blau) correspon a
la integracié del PVI 5-1 amb [RK78] i err < 1,0- 10715,

Ara, Palgorisme d’Euler corresponent a aquest PVI queda:
Yn = Yn—1 + hzpn_1,

2 (18)

Zp = Zp—-1+ h(l - yn—1)7

on Y, z, s6n respectivament, les aproximacions de les components y(zy,), z(x,) de la solucié als punts
ZTn =xo+nhpern=1,2,...,N. Posant xg = 0, h = 0.251 N = 4 (dedes de ’enunciat), I’algorisme 18
produeix la taula 3. La poligonal d’Euler i la corba integral sén les representades a la figura 5.>

n Tn Yn UYn, [RKT8] Zn Zn, [RK78]

0| 0,000 | 0,0000000000 | 0,0000000000 | 0,0000000000 | 0,0000000000
10,250 | 0,0000000000 | 0,0312479656 | 0,2500000000 | 0,2499511754
210,500 | 0,0625000000 | 0,1248698820 | 0,5000000000 | 0,498 439 306 9
310,750 | 0,1875000000 | 0,2797720441 | 0,7490234375 | 0,738203993 4
411,000 | 0,3747558594 | 0,491 7583768 | 0,9902343750 | 0,950913 603 2

Taula 3. Soluci6 del sistema (16) amb les c. i. (17). S’ha agafat una tolerancia ey, < 1,0-10714
al metode [RK78].

6 Errors en els métodes numerics

Quan es fan servir metodes numerics per fer calculs, com ara ’algorisme d’Euler (14) per resoldre
el problema de Cauchy (8), el que s’acaba obtenint sén aprozimacions de les quantitats ezactes.
Aixi, abans de donar per bona una solucié numerica s’han d’examinar diversos aspectes dels metodes
emprats. Un d’aquests és la convergéncia: és cert que a mida que el pas h tendeix cap a zero, tendeixen
els valors de la solucié numerica Y1, Ya, ..., Yy, ... cap alsrespectius valors Y (z1), Y (x2),..., Y (zk), ...
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12 Tema 1. Teoremes d'existéncia i unicitat

de la soluci6 exacta? si fos aixi: com de rapida és aquesta convergencia? o, en termes quantatius:
donada una precisié, quin tamany del pas h s’hauria d’agafar per garantir aquesta precisié? De fet,
caldra treballar amb un tamany del pas prou petit per assolir la aprecisié demanada perd tampoc
massa petit, perque aix0 podria donar lloc a la relentitzacié els calculs i fins i tot a la perdua de
precisio, debut 'acumulacié d’errors d’arrodoniment.

En efecte, en resoldre numericament un PVI hi ha dues fonts d’error. En primer lloc, si es suposa
que la computadora amb que treballem és capag d’efectuar tots els calculs de manera exacta —fent
servir “infinites” xifres decimals—, la diferencia ¢, entre la solucié exacta i la solucié aproximada:

&k = Hy(xk)_YkH? k:07172737"' (19)

es coneix com error global de truncament. Aquest error és debut, d’una banda, a que cada pas s’aplica
una férmula aproximada per determinar Y, 1, i de laltra, a que les dades “d’entrada” a cada pas
difereixen de la soluci6 exacta, ja que en general, Y # Y (xg). Si aquest ultim efecte no es té en
compte, i. e., si es suposa que les dades d’entrada sén correctes, llavors I'inic error error en avancar un
pas és debut només a 1"is d’una férmula aproximada (concretament, a un desenvolupament de Taylor
a ordre finit). Aquest error es coneix com error local de truncament, e, k =0,1,2,....

En segon lloc, debut a les limitacions dels ordinadors, a la practica és impossible calcular de
manera exacta Yy a partir de la férmula donada. Per tant es té un error d’arrodoniment debut a la
manca d’exactitud dels calculs. L’error global d’arrodoniment es defineix com:

’I”k:HYk—Y]:H, k:07172737"-

on Y;" és el valor calculat realment per mitja del metode numeric emprat, per exemple el metode
d’Euler (14). El modul de error total en calcular Y (zy) vindra donat per:

1Y () =Yl = Y (zp) = Ye + Y — Yyl
< Y (xk) — Yall + [Ye — V5|
= &g+ Tk (20)

Pels metodes numerics d’un pas (entre els quals es troba el metode d’Euler) és possible obtenir esti-
macions efectioves de l'error de truncament. En canvi, I’error d’arrodoniment és de naturalesa més
aleatoria; depen del tipus de computadora que es faci servir, del ordre al qual es portin els calculs, del
metode d’arrodoniment, etc. i el seu estudi ultrapassa ’ambit d’aquestes notes. Una bona referencia
per aquests aspectes sén els titols [4], [3] de la bibliografia.

7 Error de truncament en el metode d'Euler

A continuacié analitzarem l'error de truncament en el cas del metode d’Euler. De fet, el que
s’obtindra seran acotacions d’aquest error de truncament. El resultat principal és el que vé formulat
a la proposicié segiient:

ProposiciO 1.1. Sigui Y (z) solucié del problema del PVI (8) amb F € CY(Q) i a,b € R amb
a < b. Suposem: [a,b] C I; Q C R™ convex i contenint els vértexs de la poligonal d’Euler, i. e.:
(g, Ye) € Q per k=1,2,...,N amb: zo = a, v, = v9 + kh, h = (b —a)/N i Y} donat per (14). Si
existeizen L, M donades per:

F _
L = maX{Hgy($,Y)H C(x,Y) € Q}, (21)
oF oF _
M = max{Hax(x,Y)‘ + HaY(x,Y)F(x,Y)H t(x,Y) € Q}, (22)
llavors, els errors local y global de truncament e, er (veure (19)) admeten les fites segiients:
h*M
€ < 5 (23)
Mh
< 20 (gl=a)L _
& < S (e 1) (24)
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7. Error de truncament en el metode d'Euler 13

per tot k=10,1,2,..., N.

REMARCA 1.2. En (21) la norma es pren sobre una matriu. Donada una norma vectorial || - || en
C™ es defineix la seva norma matricial compatible mitjangant:

1Al = sup { ”H H” e |z # o}

essent A una matriu complexa qualsevol. Sovint a la practica, el calcul de (21) 6 (22) pot ser complicat
o forga feixuc i s’haura de subtituir aquestes quantitats per fites superiors triades convenientment. Per
exemple, es pot fer servir

OF; _
L':=n su {' :UY’ GQ}>L
w4y, (2, Y)|: (2,Y) >
en comptes de L.

DEMOSTRACIO. Primer calcularem l'error local de truncament ¢,. Desenvolupant per Taylor
Y(zp41) =Y (xy + h) en x = x,, i tenint en compte (14),

2
Y(2ni1) = Yoy = Y(2n) = Yo + h(F (20, Y (20)) — F(2n,Ys)) + %Y”(in)a (25)

Zn € (Tp, Ty +h). Ara, derivant respecte de x a totes dues bandes de Y'(z) = F(x,Y (x)) i substituint
T = T, s'obté

OF , _ _ oF
o Y () + o

A continuacid, substituint a (25), prenent la norma a totes dues bandes i teneint present (22), s’arriba
a:

Y (i) = v (@n, Y (Z0)) F(Zn, Y (20))-

ent1 = [V (znt1) = Yot

h? ||OF oF

= S a5 ~naY r naY T,))F ~n7Y T
2 Gy @ + 2 Y G P >>>H
n? F F

o AN E—
h2M

< Y

- 2

per k=0,1,2,..., on remarquem que en el calcul de l'error local de truncament es suposa Y;,, = Y (x,,)

(i. e., que les dades “d’entrada” sén exactes) i per tant el primer i segon termes a la dreta de la igualtat
n (25) sén zero, i. e.:

Y(zn) =Y, =0, F(zy,Y (x,)) — F(xn,Y,) = 0.

Per acotar l'error de truncament global es procedeix a partir igualment a partir de (25) tenint en
compte que les desigualtats de dalt ara no sén zero. De fet, la primera és, segons la definici6 (19), €
mentre que, pel teorema del valor mitja (veure [1], secci6 12.11):

HF(IL’n,Y((En) - F(xnayn)H < H xna ~n (xn) - Yn)
< H (e T\ 1Y () = Yal
< LY(2a) - Y|
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14 Tema 1. Teoremes d'existéncia i unicitat

on Y és un punt intermig del segment que uneix (z,,Y;) amb (z,,Y (z,)). La tltima desigualtat és
conseqiiencia de (21). Combinant-ho tot, a partir de (25) s’obté:

ent1 = [[Y(@n41) = Yota|
< Y(an) = Yall + Bl[F(zn, Y (2n)) — F(2n, Ya)|| 4 €nta
h2
< HY(xn) - Yn” + hLHY(xn) - Yn” + ?M,
h*M
= en+ hle, +
és a dir, la relacio:
h:M
Ent1 < (1 +hL)e, + 5 n=0,1,2,... (26)
I com que ¢ := [|Y (z0) — Yo|| = 0, aplicant (26) recursivament:
h*M
g1 < (1+hL)ey+ 5
B h2M
=
h2M M h*M
o < (1+hL)ey + 5 = (1+hL) 5 T
h>M
=(1+(1+hL)) 5
h2M hEM  h*M
e3 < (1+hL)ex+ <A+RL)(A+ (A +ID) ==+ ——
h?M
= (14 (1 +hL)+ (1 +hL)?) R
Per induccié es comprova que,
h2M
en < (A+(+hL)+--+ (1 +hD)" 5

u+hm"—1xhﬂf
1+hL -1 2

1+hl)"—1
= hMLi;—L—f, per tot n=0,1,2,3,...
2L
a partir d’aqui, la fita (24) es dedueix de les desigualtats
(1+hL)" < ek per tot n =0,1,2,... (27)
nh:b_ag(b—a), per tot n =0,1,2,... N. (28)

La segona és evident mentre que per demostrar (27) considerarem la funcié

h(z) =In(l 4+ 2) — x, per z > 0.
En efecte, com que h(x) és monotona decreixent per x > 0 (ja que la seva derivada h/(z) = —x/(1+x)
és negativa per z > 0) i h(0) = 0 es té llavors: h(x) < 0 per tot x > 0, la qual cosa implica que
In(1 + )™ < nx, per tot x > 01 per tot n € NU {0}. D’aqui (27) surt agafant x = hL. O

REMARCA 1.3. Observem que Per un punt fixat, £ = x + Nh, i. e., amb Nh constant, llavors
Nh = & — zp. Substituint aixo en (24), veiem que
eL(:i—zo) -1

EkShMT%O, k:0,1,2,...
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8. Existéncia i unicitat de solucions del problema de Cauchy 15

quan h — 0 (llavors perod es necessiten un nombre infinit de passos per arribar a , i. e., llavors
N — o). Aixi doncs el metode d’Euler és convergent, donat que 'error global de truncament tendeix
a zero quan el pas tendeix cap a zero.

8 Existencia i unicitat de solucions del problema de Cauchy

A la definici6 1.6 es va introduir el problema de Cauchy o de valors inicials (PVI). Suposarem
ara que I’ és almenys continua en ). En aquesta seccié estudiarem sota quines condicions existeix i
és unica la soluci6 local del problema de Cauchy (8). Abans pero, cal definir queé s’entén per solucié
local.

DEFINICIO 1.8. Anomenarem solucid local de (8) a linterval [z9 — a,z¢ + a] a una funcié Y :
[z — a,zo + a] — R™ que satisfa:
SL-1) (x,Y(x)) € Q per tot x € [xg — a,xo + al.
SL-2) Y € C'(Jxp — a, w0 + a]) N C°([xo — a, xo + a]).
SL-3) Y'(z) = F(z,Y (z)) per tot x €]zg — a,x0 + a[ 1 Y(z0) = Yp.

REMARCA 1.4. Notem que per tal de que Y € C!(Jzg — a,z0 + a[), cal que F sigui almenys
continua. Si no és aixi (8) pot no admetre ni tan sols una soluci6 diferenciable. L’exemple segiient
II'lustra aquest fet.

EXEMPLE 1.5. Sigui el PVI:
y/ _ 17 x S 07
0, z>0.
y(0) = o
Si la solucié d’aquest problema existis, tenint en compte que haura de ser continua en x = 0, aquesta

vindra donada per y(x) = x + yo, si z < 01 y(z) = yo, si # > 0. Perd en aquest cas y/(07) = 0 #
y'(07) = 1. Per tant y(z) no és diferenciable en 2 = 0 i el problema de Cauchy no té solucié.

Es pot comprovar, pero que la continuitat de F' no tan sols és necessaria siné que és també suficient
per garantir I'existencia. En canvi, per assegurar la unicitat de la solucié del problema local caldra
més regularitat.

EXEMPLE 1.6. E1 PVI:

y(0)

|
L

admet com solucié yi(z) = 0, pero també:
(gaz)g/Z x>0
€T — 3 ) — )
y2(@) {0, x < 0.

Observem doncs que existex soluci6 (F' és continua) perd aquesta no és dnica. El problema rau en la
manca de regularitat de f(x,y) = y/? (no és, per exemple, de classe C' a Porigen).

REMARCA 1.5 (Notacié). D’ara endavant, D, (xg, Yy) denotara la bola tancada amb centre (xq, Yy) €
RxR*iradir > 0,1i. e.:

D, (z0,Yy) ={(2,Y) e RxR" : ||[(z — 0, Y — Y0)|| < r} = By(x0, Yp).

DEFINICIO 1.9. Sigui la funcié f : S — RP, on S és un obert de R™ x R? (z € R™, y € RP). Direm
que f és localment Lipschitz en (xg,y0) € S, si existeixen r, L > 0 tals que D, (xg,y0) C S i

1f () = f@ )l < Ly = o/
per tot (x,y), (z,y') € S. L reb el nom de constant (local) de Lipschitz.
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16 Tema 1. Teoremes d'existéncia i unicitat

REMARCA 1.6. Per exemple, si f € C'(S), llavors a partir del teorema del valor mitja i de les
propietats de les normes matricials és immediat comprovar que f és localment Lipschitz respecte y en
qualsevol punt (g, yo) amb constant de Lipschitz (local) donada per

‘ (2,y) € Dr(:co,yo)}

El teorema (classic) que estableix l'existéncia i unicitat de solucions al Problema de Cauchy pot
formular-se de la manera segiient.

L:max{

g‘;(w,y)

TEOREMA 1.7 (Existéncia i unicitat de solucions). Sigui el problema a valors inicials:
Y' = F(z,Y),
(29)

Y(:L‘O) = Yba
on F : Q — R", essent Q) una regid (i. e., un conjunt obert i connex) de R"1 =R xR" (x € R, Y €
R™), amb (xg,Yy) € Q. Suposem que F és continua en Q) i existeixen v, L > 0 tals que D,(xo,Yy) C Q
i

|1F(2,Y) = F(z,Y')|| < L|Y = Y'||

per (z,Y) € Q, (x,Y') € Q qualssevol; i. e., F és localment Lipschitz respecte Y en (xg,Yy) amb
constant de Lipschitz L —veure definicid 1.9—. Siguin M donada per:

M =max {||F(z,Y] : (z,Y) € Dy(z0,Y0)}. (30)
Aleshores, si
ror
g 1 —_ — 1
0<a mln{2,2M}, (31)

existeir una unica solucid local (definicic 1.8), Y (x), definida a Uinterval I,(xo) = [zo — a,z¢ + a].
Aquesta solucid és inica en el sentit segiient: siY (x) és otra solcucid del PVI (29), definida a linterval
Iy (x0), amb 0 < a’ < a. Aleshores Y (x) =Y () per tot x € I (o).

Per abordar la demostracié d’aquest teorema necessitem previament un conjunt de conceptes i
resultats de I'analisi que detallem a continuacid.

9 Successions funcionals: alguns conceptes i propietats

Entendrem per successio funcional una colleccié numerada de funcions { fp, }nen, = {fo, fi,- -+, fns- -+
definides al mateix interval I de la recta real i prenent valors en R" i. e., f, : I - R", n=20,1,2,...

DEFINICIO 1.10. Direm que una successié funcional, {f, }nen,, No = NU{0} com la descrita dalt,
convergeix uniformement sobre l'interval I (o a l'inteval I) a una funcié f : I — R" si, per qualsevol
€ > 0, existeix un index N € N tal que:

[fn(z) — fl2)l <e (32)
per tot n > N i per tot x € I.

Altra caracteritzaci6 alternativa de la convergencia uniforme és la segiient: {fy}nen, convergeix
uniformement a f sobre I si sup,c; || f(x) — fn(2)|| tendeix a zero quan n tendeix a infinit. Intuitiva-
ment, la convergencia uniforme és una convergencia “per tubs”. Aixi, donada € > 0, les grafiques de
fn es troben dintre d’un tub de radi € al voltant de la grafica de f per a tota n suficientment gran
(veure figura 6).

Taquigraficament, s’escriura f,, — f sobre I, o f,(z) — f(x) sobre I. D’altra banda, caldra distingir
la convergencia uniforme de la convergencia puntual.

DEFINICIO 1.11. Una sucessié de funcions f, : I — R"™, n=0,1,2,...; I C R interval, convergeix
puntualment sobre linterval I cap a la funcié f : I — R", si lim,,« fn(z) = f(x) per tot z € I.
En altres paraules si, per cada = de l'interval I, la successié6 numerica fo(z), fi(x),..., fn(z),...

convergeix cap al corresponent valor de f al mateix punt, f(z). Escriurem f, — f a (o sobre) I, 6
fn(z) = f(x) a (o sobre) I, etc.
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9. Successions funcionals: alguns conceptes i propietats 17

Figura 6. Convergencia uniforme: per n suficientment gran les funcions f,, es troben dintre
d’'un “tub” de radi € centrat a la funcié6 limit f.

Figura 7. Representacié grafica de la funcié f,,(z) donada per (33).

REMARCA 1.8. A partir de les dues definicions, és immediat que la convergencia uniforme és més
“forta” que la convergencia puntual, en el sentit que la primera implica necessariament la segona. De
manera més precisa:

fn— fsobrel = f,, — f sobre I .

EXEMPLE 1.7. La successi6 de funcions f,(x) = 2",n = 0,1,2,... convergeix uniformement cap
a f(xz) = 0 sobre qualsevol interval [0,b] amb 0 < b < 1. En efecte, ja que, per qualsevol € > 0:

loge

|z" — 0] <b" <&, per N e Namb N >
log b

ipertot 0 < <b. En canvi {z"},—0,12, . no convergeix uniformement a l'interval [0,1] (veure la
remarca 1.9).

ExXEMPLE 1.8. Sigui la successié de funcional:

ne, x €10,1/n]
fu(z) =< 2n —n%z, x€[1/n,2/n] (33)
0, x € [2/n,1].

Puntualment f,(z) — 0 per tota x € I = [0,1]. En canvi és evident (figura 7) que sup,¢jo 1) fn(z) =n
amb la qual cosa sup,¢jg1){fn()} — oo y lavors {f,}nen no pot ser absolutament convergent.

ProposICIO 1.9. El limit uniforme f(x) d’una successio fo(z), f1(x),..., fu(z),... de funcions
continues definides en un mateir interval I de R i amb valors en R™, és una funcid continua sobre el
mateix interval.
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18 Tema 1. Teoremes d'existéncia i unicitat

DEMOSTRACIO. Considerem f, : I — R™ funcions continues per tot n = 0,1,2,...; I C R interval

i suposem que f,, — f sobre I. Per cada z € I fixat, acotem la diferéncia | f(z) — f(z|, = € I,

utilitzant la desigualtat triangular:
1f (@) = f@) = f(@) = fulz) + fal@) = f(2) + falz) = ful2)]]
< (@) = fa(@)[| + [[fa(@) = F@)] + [ fa(2) = fu ()]

Debut a la convergencia uniforme, per un € > 0 donat, existeix N € N: || f,(z) — f(z)|| < £/2 per tot
n > N iper tot x € I. Aleshores, amb n > N fixat, de la desigualtat de dalt es dedueix que:

0<|f(@) = f@)N < falz) = ful@)] +& (34)

per tot x € I. A continuacid, prenent limits quan z — & a totes dues bandes
0 < lim [[f(2) = f(2)|] < lim [[fn(2) = fu(@)]| + €=,
Tr—T Tr—T

ja que, debut a la continuitat de les funcions f,, n = 0,1,2,... de la successié a l'interval I és
lim, ;|| fn(x) — fu(2)|| = 0. Per tant:

0 < tim |1 £(2) — /()
pero com que de fet € > 0 és arbitraria, (35) implica:
lim [|f(z) — f(2)|| = 0 = lim f(z) = f(&)
Tr—T T—T

per cada & € I; d’on es conclou la continuitat de f a l'interval I. O

| <e (35)

REMARCA 1.10. Fent servir aquesta propietat es veu clar que la successié {2 },,en, de 'exemple 1.7
no pot convergir uniformement a l'interval [0, 1], perque, com ja hem vist, la funci6 limit és f(z) =0
a qualsevol interval compacte contingut a [0, 1], mentre que f(1) = 1 (puix f,(1) = 1 per tot n =
0,1,2,...). En altres paraules, la funcié limit no seria continua a I'interval [0, 1]; la qual cosa contradiu
la proposicié 1.9.

La definicié 1.10 no és massa practica per comprovar la convergencia uniforme de f,(z), debut a
que hom té que “endivinar” la funcié limit f(z) abans de poder comprovar la desigualtat (32). Com
al cas de les successions numeriques, hi ha ’anomenat crietri de Cauchy per la convergencia uniforme.

ProposICIO 1.11 (Criteri de Cauchy de convergencia uniforme). La successid { fy, }nen, de funcions
ol —=R" n=0,1,2,... definides sobre un interval comi I C R, convergeix uniformement a una
funcio f, definida al mateiz inteval, f : I — R™ si, donat € > 0 qualsevol, existeixr N € N de manera
que:

[fn(@) = (@) <e, (36)

per tot m,n > N 1 per tot x € I.

REMARCA 1.12. Es clar que aquest criteri no déna elements per deduir la funcié limit, perd permet
garantir la seva existencia i la seva unicitat.

DEMOSTRACIO. Primer de tot (36) assegura la convergencia puntual, car fixada ¢t € I, la successié
(numerica) { f,,(t) tnen, és una successié de Cauchy i aleshores convergent cap a un limit que anomena-
rem f(t). Siaixo ho fem per a cada = € I, tindrem definida una funcié z € I — f(z) = lim, o fn(2).
S’haura de comprovar que aquesta funcié f(z) definida com el limit puntual per cada x € I, és també
el limit uniforme de {f,}nen,. Procedirem de la manera segiient: fixat ¢ > 0 arbitrari, triem N € N
de manera que es satisfaci (36); a continuacié, amb n > N, prenem limit quan m — oo,

[fn(z) = f(@)] = lim |[fn(z) = frm(2)| <e
m—00
i com que aixo val de fet per tot n > N i per tot x € I, la proposicié 1.11 queda demostrada. O

Exercici 1.1. Demostreu el reciproc, i. e., que si la successié és un uniformement convergent,
llavors es satisfa la condicié de Cauchy (36).

Tanmateix es fara servir la propietat segiient.
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10. Meétode de Picard i demostracié del teorema d’existéncia i unicitat 19

ProposICIO 1.13. Sigui {fn}nen, una successié de funcions continues definides en un mateix
interval interval I C R i amb valors en R™ (veure definicié 1.11). Si f, — f sobre I, llavors per
o, 1 € I qualssevol es satisfa:

/x O fla)de = lim / : fo() da

En altres paraules: la convergéncia uniforme conmuta amb la integracio.

DEMOSTRACIO. Com que les funcions f,, sén continues en I estaran definides cadascuna de les
integrals f;}l fn(x)dz per n = 0,1,2,.... D’altra banda, segons la proposicié 1.9, f sera continua i
aleshores també estara definida la integral ffol f(z)dz. A més, com que per tota &€ > 0 podem fer
SUDge[zo,21] lfn(®) — f(2)|| < e prenent n més gran que un cert index N, resulta

‘/ﬂ:l f(z)dx — /: fn(x)dz

| U@ - e s
la qual cosa prova que [l f(x)dz — [ f(z)dz. O

<

/mww—nmmmsdm—mumn

0

Notem que en aquesta tltima demostracid, per establir (37) s’ha fet servir una desigualtat basica
del calcul integral:

LEMA 1.14. donada una funcié vectorial f : [a,b] — R™ amb valors en R™, continua a l'interval
[a,b]; la integral vectorial J = f: f(t)dt € R™ satisfa:

\fﬂmﬂsLWmmﬂ.

DEMOSTRACIO. Només cal comparar les sumes mitjancant la desigualtat triangular

n—1 n—1
D Ft) A < F ()] Aw],
i=0 i=0
(Az; = xip1 — x4, t; € [24,2i41], 1 =0,1,2,...,n — 1) i prendre limits quan n — oco. O

10 Metode de Picard i demostracid del teorema d’existéncia i unicitat

La resolucié del PVI (29) és equivalent a la de I'equacié integral
Y(z)=Yp +/ F(s,Y(s))ds, x € Iy(x0) = [xo — a,zo + a (38)
0

en el sentit seglient; sigui Y : I,(xg) — R™ solucié —segons la definicié 1.8—, del problema de
Cauchy (29). Aleshores Y'(z) = F(z,Y (2)) per = € I, =]zo — a, zo + a[ i integrant a 'inteval [z, x]
amb |r — z9| < a, a totes dues bandes: Y (x) — Y(zg) = fai) F(s,Y(s))ds des d’on substituint la
condicié inicial: Y (zg) = Yp es conclou que Y satisfa ’equacié integral (38) en I, .

Reciprocament, si Y (z), funcié continua en I, amb (z,Y (x)) € Q per tot = € I,, és una solucié
de (38), llavors és també solucié del PVI (29); ja que la regla de la cadena garanteix que la funcié
x € Iy — (2,Y () € Q= F(z,Y(x)) € R" és també continua i aleshores, pel teorema fonamental
del caleul, Y és C° a I, i C* a I, amb Y/(z) = F(z,Y(x)). D’altra banda, Y satisfa la condicié
inicial del PVI (29): Y (z¢) = Yo, com es comprova d’immendiat substituint = g en (38).
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20 Tema 1. Teoremes d'existéncia i unicitat

DEFINICIO 1.12 (Algorisme de Picard). Sigui F': Q — R™ continua, amb Q un obert de R x R™ i
(20, Yp) € Q. Es defineix I’algorisme de Picard a un interval I C R, g € I, mitjangant:

Yo(z) = Yo,
! (39)
Yo(x)=Yo+ [ F(s,Yn-1(s))ds, n=123,...
0
perx € I, n=1,2,3,... Les funcions Y,, n = 0,1,2,... donades per aquest algorisme s’anomenen

iterats de Picard.

REMARCA 1.15. Convé precisar que, perque l'algorisme (39) estigui ben definit cal (z,Y,(x)) € Q
per qualsevol x € I (ja que s’ha de verificar (s,Y (s)) € Q per s : |s — xo| < |z — xg| amb = € I) i tota
n=0,1,2,3,... Aquesta condicié es comprovara explicitament a la demostracié del teorema 1.7 que
donem a continuacio.

DEMOSTRACIO (DEL TEOREMA D’EXISTENCIA I UNICITAT DE SOLUCIONS LOCALS). Estructurarem
la prova del teorema 1.7 en tres passos:

(1) L’algorisme (39) esta ben definit, segons es precisa a la remarca 1.15 de dalt. De manera més
precisa, comprovarem que cadascuna de les funcions Y, n = 0,1,2,... donades per (39) esta
definida i és continua en I,(xg) = [z9 — a,zo + a] i que per tot x en aquest interval i tota
n=0,1,2,3,..., és: (z,Y,(x)) € D,(x9,Yp)-

(2) Que {Y,}nen, convergeix uniformement sobre I,(z¢) a una solucié, Y, definida en el mateix
interval, de l’equacié integral (38).

(3) Que la soluci6 (local) obtinguda d’aquesta manera és tinica: en altres paraules, que si Y (z) és una
altra solucié de (38) definida en I () amb 0 < @’ < a, llavors necessiriament Y (z) = Y (x), per
tot © € Iy (x0).

El primer punt el provarem per inducccié: és cert per n = 0, doncs (z, Yp(z)) = (x, Yp) 1,
z € Ia(z0) = [[(z — 20, Yo(z) = Y0)|| = [(z — 20, 0)[| = [z — 20| Sa<r/2 <

A continuacié, si suposem que es satisfa per n > 0 enter arbitrari:

1Ya(a) = Yol| = ] <

/x 0 F(s, Y, 1 (x))ds

/ E s, Ya) @)l ds| < Mz — 20| (40)

0

i segons es van definir a i I,(xo) a I'enunciat del teorema 1.7: x € I,(xg) implica |z — zg| < a <
min {g, ﬁ} Per tant, si x € I,(zo),

[(& = 2o, Yn(2) = Yo)|| < [l = 2ol + [[Yn = Yol < |2 — @o| + Mz — o]

r r roor
<L <4 =
<3 +M2M <5 + 5 =T = (x,Ynt1(z)) € Dr(x0, Yo),

per tot n = 1,2,3,... Per provar (2), cal veure primer (exercici) que,

Yala) ~ Yos ) < 2 2= 20D (1)
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10. Meétode de Picard i demostracié del teorema d’existéncia i unicitat 21

per tot n =1,2,3... i per tot & € I4(zp). Suposem m,n € N amb m > n > 0. Llavors,

m—n—1

m—n—1 m—j
) = Y@ £ 3 [¥orej(o) = Yonoja()] < 7 (Lle =z

- —
= L = (m — j)!
—n—1
M (o — a1 S (0 1) i
=— X L|z — zo|)™ "/
L~ (n+1) ; (m— )Lz~ ol
M eI e g
L (m+1)! &= (k+n+1) 0
—n—1
M L]z — ao) mi (Lla — ao))*
- L (n+1)! — k!
% % (L|:E*l‘0|)n+1 L|z—zo|
- L (n+1)! ’
on s’ha fet servir que % < %, per tot k=0,1,2,...,m—n—1, amb m > n > 0 (comproveu-ho

per induccié) i, a més, que Y ;_, 2% /k! < e®, per tot £ > 0 i per tot s =0,1,2,3,... Per tant,

M _ (2aL)"™ 4.1
[Yin(7) = Yo (o) < T X me )

per tot m,n € N, amb m >n > 01 per tot x € I,(z9) = [x0—a,ap+a]. Aixi, de (42) es dedueix que la
seqiiencia dels iterats de Picard {Y}, }nenuqoy donada per (39) és uniformement de Cauchy en I,(zo) i
per tant, uniformement convergent en aquest interval. Sigui Y (z) aquest limit uniforme i. e., ¥;, =Y
en I,(xg). A més, segons la proposicié 1.9 Y és una funcié continua, donat que totes les Y, ho sén
per construccié (com es comprova inductivament a partir de I’algorisme (39) tenint en compte que F
és continua). Aleshores, és clar que també la successi6 de les funcions, f, : I,(z9) — D,(xo, YO)),
donada per I,(zg) 3 = — fn(x) := F(z,Y,(x)) és uniforment convergent, sobre l'interval I,(x(), essent
f(x) = F(x,Y(x)) el seu limit uniforme. Aix0 es segueix de la convergencia uniforme de Y, cap a Y’
ide

(42)

1fn () = F@)]| = [ F(x, Ya(z)) = F(, Y ()| < L]|Ya(2) = Y(2)],
sobre l'interval I,(x).

REMARCA 1.16. De fet, la convergencia uniforme de f,,(z) = F(z,Y,(x)) sobre I,(xo) es segueix
directament de la de {Y;, }nenugoy 1 de la continuitat de I (exercici).

Per tant, de la proposicié 1.13 s’obté:

xT T
/ F(s,Y(s))ds = lim F(s,Y,-1(s)) ds
o n—00 J,.o

per a cada x € I,(xp). D’aquesta menera, prenent limits a totes dues bandes de (39) obtenim, sobre

el mateix interval
X

xT
Y(z) = lim Y,(z) =Yy + lim F(s,Y,-1(s))ds =Y +/ F(s,Y(s)) ds.
n—oo n—oo zo Z0

Aleshores, el limit uniforme, Y (x), de la seqiiéncia d’iterats de Picard (39) sobre I,(xo) és una solucié
continua de 'equacié integral (38) definida a linterval I,(xo) = [zo — a,xo + a], amb la qual cosa
és també —i al mateix interval—, soluci6 local (segons la definicié 1.8) derivable del corresponent
PVI (8).

Per tltim provarem la unicitat. Sigui @’ > 0 amb / < a, i ¥ una solucié (local) del PVI (8). A
Iinterval zg < z < ¢ + @/ Definim la funcié w mitjancant,

w(z) = [[Y(2) = Y (2)]|.
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22 Tema 1. Teoremes d'existéncia i unicitat

A Tinterval zg < x < xg + d’ és immediat és deduir la desigualtat:
xX

0 <w(z)< L/ w(s) ds. (43)

zo

En efecte,

Y(2) - Y(x) = / (F(5,Y(s)) = F(s,Y (s)) ds = w(x) = [[Y () = Y (x)]|

< [ o -Yelds =L [ s

0 0

/ (P (s, Y (s)) — s, V(s)) ds

0

< [ 1Y () - Fls. V(5] ds

0

i de fet, I"inica solucié no negativa de la desigualtat (43) és w(z) = 0 per tot 29 < z < o9 + a’. Per
veure aixo introduim, al mateix interval, la funcié

x
v(x) = / w(s) ds, xog <z <0 +d,
0
d’on tenim, pel teorema fonamental del calcul: v'(z) = w(x) per a cada zg < z < 29 + a’. Aixi, de
manera equivalent, la desigiialtat (43) la podrem escriure com v'(x) — Lv(x) < 0 per tot zg < z <
xo+ a’. A continuaci6, multiplicant aquesta tltima pel “factor integrant” e~ hom obté:

e %y (x) — Le I%0(2z) < 0 = % [e_sz@)] < 0= e Loy(x) < el®oy(zy),
per tot zg < & < zg+ a’. D’una banda, com que v(zg) = f;o w(s) ds = 0 aixo implica, que v(z) <0 a
linterval xp < z < xg + da’. De laltra, perd, v(z) = f:ri) w(s) ds > 0 per xg < z < 29+ a’ donat que w
és, per definicié, no negativa. Aleshores, necessariament v(x) = 0 per tot zg < z < zg + a’. Com que
w(z) = v'(x), tanmateix w(z) = ||Y (z) — Y (2)]| = 0, d’on Y (z) = Y (z), a linterval 2o < z < zo + .
D’aquesta manera, hem provat que les dues solucions Y (z) i Y (z) coincideixen al semiinterval

zg < x < x09 + d/. Procedint analogament es pot demostrar (exrcicil) que coincideixen també a
9 — a’ < x < 9. D’aquesta manera queda provat el teorema 1.7. O

11 Prolongacié de solucions. Existéncia i unicitat global

L’aplicacié directa del teorema d’existencia i unicitat 1.7 garanteix l'existencia de solucié del

......

solucions existeixen en intervals més grans.

ExXeEMPLE 1.9. Considerem el PVI:
v =9,
y(1) = -1,
aquest problema satisfa les condicions del teorema 1.7 en tot domini acotat, 2 de R? amb (1, —1) € Q

(F(x,y) = y? és regular en tot R?, per tant localment Lipschitz). Sigui 7 > 0 de manera que el disc
(i. e., la bola tancada) D,(1,—1) C Q. Sigui:

M = max =(r+12=0+1)2
L . v =(r+1)"=(+1)

(44)

aleshores, el teorema 1.7 garanteix que existeix (i és unica en el sentit que es precisa a ’enunciat) una
solucié, y = ¢(x), definida a l'interval I,(1), amb:

AP Eopin B A S S
TR oM S T\ 220+ 02 T 21 +1)2 =8

(el maxim absolut de la funcié h(r) = m amb r > 0 val 1/8 i s’atany per » = 1). En conclusio,

per aplicacié directa del teorema 1.7 podem garantir que existeix una solucié (local) tnica, i que estd
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11. Prolongacié de solucions. Existencia i unicitat global 23

definida a 'interval I 4(1) = [3/4,5/4]. D’altra banda, també podem obtenir explicitament la solucié
del PVI (44) (I'equacié és un cas especial en “variables separades”) i obtenir com solucid global:

~ 1

Sp(m) - _;7
que esta definida a l'interval I = (0,+00) 2 I,4(1), i que constitueix una prolongacié —tal con es
defineix a continuacié—, de la solucié local.

Si existeix una solucid, ¢, del Problema de Cauchy (8) definida per tota ¢t € R es diu que la soluci6
es pot prolongar indefinidament. Si existeix una solucié definida per totes les ¢ > ¢y (corresponentment,
per tota t < zg) es diu que la solucié es pot prolongar indefinidament cap endevant (corresponentment,
cap endarrera). Sigui:

Sigui I" C 2. Si existeix una solucié del problema del PVI (8), ¢, amb la condicié inicial, definida
al segment xg < z < x1 1 p(x1) € I', es diu que la solucié es por prolongar cap endavant a fins a I'.

Suposem que K és un subconjunt compacte de Q amb (zg,Yy) € K. Denotem per I' la seva
frontera, i. e. I' = 0K,
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