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1 Limits a ’Origen per Coordenades Polars

Sigui la funcié f : IR — IR Considerem la funcié ¢ definida per
g : (0, +00) x (0,27] — IR?
(r,0) — (rcos@,rsinf).
Es pot provar la segiient:

Proposicio 1. Essent f i g les funcions definides adalt es satisfa:

lim f=L<&lim(fog)(r,d)= L uniformement en 6,
(2,4)—(0,0) r—0

on uniformement en 0 vol dir que, donat un € > 0 arbitrari, és possible
trobar un § > 0 —que dependra de l’'e—, de manera que |(f o g) (r,0) — L| <
g, sempre que 0 < r < 0 i per a qualsevol § amb 0 < 0 < 27.

<« Demostracié: Defineixo els conjunts segiients:
Vs ={(r,0) € (0,+00] x (0,27] |0 <r <0} 1 Us= Bs(0,0)—{(0,0)}.

I és facil provar (exercici) que per a cada (r,0) € Vs existeiz un unic (x,y) € Us tal que
g(r,0) = (z,y), i. e. que g estableix una bijeci6 entre Vs i Us. Aleshores:

((r0) € Vs = |(fog)(r,0) =L <e) & ((x,y) €Us = |f(x,y) — L[ <¢).

La qual cosa prova la proposicié 1. Veure figura 1 »

Figura 1: Limit uniforme en 6

Moltes vegades, el que és dificil de demostrar és que la convergencia cap a L
quan r — 0 sigui uniforme en 6. Malgrat tot podem donar un criteri que ens
proporciona una condicio suficient.

Proposicié 2. Sigui R una funcio que només depén de la variable polar r,
i que satisfa les dues condicions segients:
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1. R(r) — 0, quan r — 0,
2. [(fog)(r,8) —L| <R(r), per0 <r <rgiV6 amb0 <68 < 2.

Liavors (f o g) (r,0) — L, quan r — 0 uniformement en 0.

<« Demostracio: és immediata a partir de la definicié de limit i la de limit uniforme en 6.
>

Exercici 1. Estudieu la continuitat a l’origen de la funcio definida per:

flay) = Lsina® +4?) siz #£0, f(0.y)=0.

Solucié. Busquem el limit a ’origen. Passem primer la funcié f a coordenades polars:

T 37
tanfsinr?, sif # -, —
27 2
(f09)(,0) = ;
) T 3
0, sif=—,—
272

Per a qualsevol valor fixat de 0, (6 = 0y € (0, 27]), tindrem lim, o (f o g) (r,60p) = 0. Aixi,

si existeix el limit de f(x,y) quan (x,y) — (0,0), haura de ser 0. La condicié necessaria i

suficient per que aix0 passi és, segons la proposici6 1, que (f o g) (r,0) convergeixi cap a 0

uniformement en 6 quan r tendeix cap a zero, la qual cosa mostrarem que, en aquest cas,

és falsa. En efecte, car si fos cert, fixat € > 0, hi hauria un §(= d;) > 0, t. q. si:
0<r<é = |(fog)(rd)<e VO<O<2rm

Llavors, en particular, per a un ro amb 0 < rg < min(1,6) < 4,10 < 6 < w/2, sera:

|tan951nr§’ = |tanf|sinri < e = |tan | < %,
sinrg

(sinr3 > 0, ja que 0 < 79 < 1). Perd aixd és impossible, donat que la funcié tangent no
esta acotada a l'interval (0,7/2). Tenim aixi que els limits direccionals existeixen i sén
zero, pero la convergencia cap a zero en fer tendir r a zero no és uniforme en 6. Aleshores
podem concloure que no existeix el limit de f a l’origen i per tant la funcié no és continua

en aquest punt. l

Exercici 2. Calculeu el limit a l'origen (si existeizr) de:

4 4
Tt +y
f(x7y) = 2 +_y2
Solucio.
(fog)(r,0) =r*(cos* 0 +sin'9).
Si fixem 6 = 6y € (0,27] i fem tendir r — 0, la funcié tendeix cap a zero. Per tant ja tenim

que el candidat al limit és L = 0. Ara bé, com que les fincions sin i cos estan acotades en
valor absolut per 1, resulta:

’7*2 (cos* 0 + sin* 0)| < 2 <|cos g]* + |sin 0|4) < 2r?
per a qualsevol 0 < 6 < 27. 17?2 — 0 quan r — 0. Aplicant doncs la proposicié 2 tenim

que zero és el limit uniforme en 6 de (f o g) (r,0) quan r — 0, la qual cosa implica que
f(x,y) — 0 quan (z,y) — (0,0). B



