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CAP{TOL 1

Equacions diferencials ordinaries. Teoremes d’existencia i
unicitat

1. Introduccié

Una equacio diferencial ordinaria —d’ara endavant, EDO—, és una equaci6 del tipus:

G(x7 y7 y,7"'7y(n)) = 07 (1)
que relaciona una funcio, y, depenent de la variable real x amb les seves derivades:

_dy Ay m _ 4"y
YZw? Tt T
fins a un cert order n > 1 finit.

Una solucid de 'EDO (1), és una funcié n vegades derivable y € I — y(z) € R
d’un interval I (acotat o no) de la recta real amb valors en R que satisfa identicament la
relaci6 (1), és a dir:

Gz, y(x),y'(x),....y™(2)) =0,
per tot x € I.

Tanmateix, és molt usual referir-se a x com la wvariable independent mentre que la
“funcié incognita”, y, reb el nom de variable depenent.

L’ordre d'una EDO és el grau de la derivada més alta que hi apareix. D’aquesta
manera, n seria ’ordre de I’equacié diferencial de dalt. No s’ha de confondre, pero 'ordre
amb el grau d’'una EDO, que es defineix només quan G és un polinomi algebraic en
v,y ...,y™, com el grau d’aquest polinomi. Per exemple, I’equacié:

(v)3 cosx + (y)*sinz + ' + 26"y = 0,
és de primer ordre pero de tercer grau.
Els casos en que es poden donar resultats clars sobre 'existencia de solucions, cor-

responen a aquells on es pot aillar la derivada d’ordre maxim (almenys localment) i aix{
escriure (1) d’una manera equivalent com

y(n) = f('r7 y7 y/7 A 7y(n71))7 (2)

on f:QCRxR*— R, amb Q C R*"! obert. Quan aixd és possible, podem convertir
I'equacié (2) en un sistema d’equacions diferencials de primer ordre, sense res més que

definir,
y=y 2=y, Y=y
i llavors, afegint (2)
o= Y
Y = s,

/ —
Yo = f(l‘7y1a---7yn)-
En notacié vectorial, aquest ultim sistema s’acostuma a escriure com:

Y' = F(z,Y) (4)
5
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onY = (y1,¥2,-..,Yn), mentre que la funcié F' vé donada per:
Y2
Vel Pay)=| ¢ € R".
Y Yn—1

f(xvyla s 7yn—17y7l)

Per tant, des d’un punt de vista formal —de cara a provar teoremes d’existencia—, hi ha
prou amb considerar (sistemes) d’equacions diferencials de primer ordre, com el represen-
tat per (4).

Es poden considerar sistemes d’equacions diferencials de primer ordre de la forma (4)
per se, sense cap referencia a una equacio diferencial d’ordre superior. Suposarem doncs,
d’ara endavant, que F': Q@ C— R" on  és una regi6 (i. e., un conjunt obert i connex) de
R x R™. En aquest context introduirem els conceptes segiients:

DEFINICIO 1.1. Una familia de solucions de (4) a l'interval I C R (tancat o obert,
acotat o no) és una familia de funcions Y (-,C) : I — R", on C' = (¢, ¢a,...,¢.) € R" és
un vector de constants, tal que:

1) (z,Y(x,C)) € Q, per tot z €
2) Y(>C> € C1<CL, b)a
3) Y(x,C) = F(x,Y(z,C)), per tot z € I.

Les constants ¢q, ca, ..., ¢, reben el nom de parametres de la familia.

DEFINICIO 1.2. Anomenarem solucid general de (4) a una familia de solucions que
conté totes les solucions de 1'equacio.

EXEMPLE 1.1. La solucié general de 'EDO ¢y’ = y és y = Ce*,C € R. En canvi, la
familia de funcions y = (z —C)?, C' € R no és la soluci6 general de 3y’ = 2,/y,y > 0, ja que
no conté la solucid singular y = 0 (és a dir la solucié constant y(x) = 0 per tot = € R).

DEFINICIO 1.3. Anomenarem solucid particular de (4) en l'interval I a una funcié
especifica de la solucié general o d’una familia de solucions, que s’obté fixant tots els
parametres.

EXEMPLE 1.2. Una soluci6 particular de ¢y’ = y és y = e”, la qual correspon al valor
C' =1 del parametre a la soluci6 general (veure exemple 1.1).

DEFINICIO 1.4 (Sistemes autonoms). Quan al sistema (4), el terme de la dreta, F' no
depen explicitament de la varible depenent, x, i. e., quan el sistema és del tipus:

Y' = F(Y), (5)

amb F': Q — R"™ Q C R" obert; es parla de sistema d’equacions diferencials autonom o
senzillament sistema autonom.

En general, quan en una equacié diferencial (o sistema) no apareix explicitament la
variable independent, es parla d’equacid diferencial autonoma o de sistema d’equacions
diferencials autonom.

DEFINICIO 1.5 (Trajectories i corbes integrals). Donada una solucié qualsevol y(x)
del sistema (4), definida a 'interval I, s’anomena trajectoria, o de vegades també orbita,
a la imatge de la funcié y : I — R™ mentre que el grafic d’aquesta funcié reb el nom de
corba integral.
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Figura 1: Corba integral (figura de lesquerra) i trajectoria (a la dreta) del sistema y| = ya,
yh = —y1. Totes dues corresponen a la solucié: y1(z) = 2v/2cos z, y2(x) = 2v/2sin z.

Aixi, parlarem de les trajectories (orbites) i de les corbes integrals d’'una EDO o d’un
sistema. Notem que les trajectories d'un sistema com (4) sén corbes parametritzades (per
la seva varible independent) a [’espai de fases R™. Aquestes corbes s’obtenen projectant
les corbes integrals —les quals “viuen” a ’espai de fases "extes”R x R"— sobre R". A
la figura 1 es representen una corba integral i la seva trajectoria del sistema y| = ys,

Yy = —Y1.

EXEMPLE 1.3 (Equacions de Lotka-Volterra). El sistema d’equacions diferencials se-
glient:

dX

— =(a—cY)X,
dY

— = (=b+dX)Y,

és 'anomenat sistema de Lotka-Volterra i va ser desenvolupat de manera independent pels
matematics A. Lotka i Vitto Volterra qui passa la primera Guerra Mundial en les Forces
Aeries, desenvolupant les capacitats belliques dels dirigibles (fou el primer en proposar
I'is de I'heli en comptes de I'hidrogen, molt inflamable). Un cop acabat el conflicte,
dirigi les seves investigacions cap a aplicacions civils, proposant models matematics per
descriure la dinamica poblacional dels ecosistemes marins. Aix{ el sistema (6) vingué
motivat per la necessitat d’explicar les fluctuacions periodiques de la poblacié piscicola
a ’Adriatic. En aquestes equacions, X () representa la poblacié de preses i Y (t) la de
depredadors. S’assumeix, a més, que 'especie X té al seu abast una una font externa —i
sense restriccions en el medi— d’alimentacié (per exemple, la vegetacié) mentre que la
especie Y s’alimenta exclusivament de X. «, 3, a, b sén constants (positives) del model.



8 1. EQUACIONS DIFERENCIALS ORDINARIES. TEOREMES D’EXISTENCIA I UNICITAT

Si en (6) re-escalem les variables:

b a 1
X == Y =- t=-—
" e d’
i definim 7 := a/b, el sistema es transforma en:
dx
-
d (7)
Y (1—2)
dr Y ’

on hem posat: v = a/b. A la figura 2(a) es dibuixen diverses orbites del sistema (7),
mentre que a les figures 2(b) i 2(c) es representen 1'evolucié de la poblacié de preses i dels
depredadors en funcié del temps respectivament. Es veu doncs que el model reprodueix
les variacions cicliques de les poblacions a que feiem referencia dalt. Els anomenats
cicles de Volterra [els de la figura 2(a)] s’expliquen qualitativament de la forma segtient.
Suposem que inicialment hi ha un nombre relativament petit depredadors —per fixar
idees posem-ne, taurons—, mentre que les aigiies estan infestades de preses —gambes, per
exemple!. En disposar de molt menjar, el nombre de taurons creix rapidament, esquilmant
la poblaci6 de gambes. Aviat hi ha massa taurons que ja no tenen prou menjar i aixi
la seva poblacié comenca a minvar. A mesura que la polacié de depredadors decreix, les
gambes es reprodueixen més rapidament i el seu nombre augmenta. A partir d’aquest
punt, el cicle es pot tornar repetir vegada rera vegada.

DEFINICIO 1.6 (El problema de Cauchy). O problema s valors inicials, PVI, es formula
en termes d’'una EDO —o un sistema d'EDOs, com (4)— i una condicid inicial:
Y'=F(x,Y)
(8)
Y(zo) = Yo
on F': Q@ — R” essent ) una regié (i. e., un conjunt obert i connex) de R x R™ i
(20, Yp) € Q donat. La segona equacié és la condicid inicial. Aixi, resoldre el problema
de Cauchy (8) consistira en trobar una funcié Y : I — R™, [ interval de R amb z, € I tal
que:
Cl) (z,Y(x)) €€, pertot x € I,
C2) Y e CY(I),
C3) Y'(x) = F(x,Y(x)), per tot x € I,
C4) Y(xo) = Yo.
C1)-C3) indiquen que Y és solucié de I'equacié diferencial i per C4), que aquesta soluci6

I'EDO— que passi (la seva corba integral!) pel punt (zq, Yp).

EXEMPLE 1.4. Es comprova d’immediat que la solucié del PVI: 3’ =y, y(0) = 1 vé
donada per y(z) = e”. En efecte: y/(z) = e” = y(z) i y(0) = e® = 1. Es, per tant, una
solucié que “passa” pel punt (0,1).

Voldrem trobar condicions sobre F' per tal que el PVI (8) tingui solucié i aquesta
sigui tnica. Aixo es discutira amb detall a la seccié 6 d’aquest mateix capitol, on desen-
voluparem metodes constructius per obtenir solucions locals. Abans pero, ens mirarem
els sistemes des d'un punt de vista geometric: tota EDO —o sistema d’EDOs—, té un
camp de direccions associat, que és el que “segueixen” les seves solucions. Aixo tindra

Ho estic explicant tal com apareix en [8]. No sé si els taurons (sharks) mengen gambes (shrimps).
Pero aixo, aqui, és irrellevant!
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Figura 2: (a) Orbites de les equacions de Lotka-Volterra (7) per v = 1.25. A les grafiques (b) i (c) es representa, per a les mateixes drbites,
I’evolucié de la poblacié preses i de depredadors respectivament. ©



10 1. EQUACIONS DIFERENCIALS ORDINARIES. TEOREMES D’EXISTENCIA I UNICITAT

“] l I]‘? ¥ ——~N N N\
i \ \ H e
| ‘ \ t ]
2 \ 7 .
] [ 0. 5]
P L] :
i I ]

y 07 \ y2 07 i
:Hu:\/ 114 |
I RN 24 A
ALV LN / BESNN
4 VLV VN~ / 3NN
4 VNV VN—/ NN
4 VYV N\N~"/ H NN
RIS/ / Joo :
“’-4 T I T T (I) T T T T 4 T -Il T

Figura 3: Camp de direccions de lequacié ¢y’ = 2z — y (a) i del sistema autonom yj = ya,
vy = —y2 (b). En ambdds casos s’han dibuixat també, en blau, algunes solucions
—corbes integrals en el primer i trajectories en el segon—.

important conseqiiencies practiques: d'una banda ens permetra visualitzar les trajectories
del sistema i de 'altra aproximar numericament les seves solucions.

2. Camps de direccions

Comencem considerant equacions diferencials de primer ordre (o escalars) de la forma

y = f(z,y) (9)
on, suposarem que f : R x R — R continua. Sigui y(x) una solucid, definida en un cert
interval I C R. Aixo vol dir que satisfa identicament ’equacié de dalt en aquest interval.
Es a dir:

y'(z) = f(z,y(x)), (10)
per tot x € I. Sigui (xg,y0) € I X R un punt de la grafica de y(z), i. e.: yo = y(xo).
Llavors, posant = z( en (10):

y'(xo) = f(xo,y(z0)) = f(0,%0)-

Veiem doncs que, per trobar el pendent de la solucié que passa per un punt (zg, ) € I xR
no cal pas coneixer explicitament la solucié sino només avaluar f(z,y) en aquest punt,
i.e.: f(xo,y0). Siesfaaixdo amb tots els punts de I X R tenim els pandents de les solucions
que passen per cadascun d’ells. A la practica, és impossible fer aix0o per tots els punts
de I x R, més aviat es sellecciona un nombre suficient i es dibuixa, a cada punt triat,
un petit segment amb la inclinacié determinada pel pendent de la solucié que passa per
aquell punt, indicant la seva direccié. S’obté d’aquesta manera el que s’anomena camp
de direccions. A la figura 3(a) es representa el camp de direccions de 1’equacié diferencial
y' = 2x — y 1 algunes de les seves corbes integrals.
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2.1. Camp de direccions per sistemes al pla. Suposem a continuacié que tenim
un sistema autonom al pla, com ara:

dx
dy
E - g('ray)7

essent f,g :  — R, funcions continues amb Q C R? obert. Sigui z(t),y(t) una soluci6
definida en un interval I C R i considerem la corresponent trajectoria, que sera la corba
parametritzada (x(t),y(t)). Si (xg,yo) és un punt d’aquesta trajactoria corresponent a un
valor ty € I del parametre, i. e., (zg,yo) = (z(to), y(to)), el vector tangent en aquest punt
a la trajectoria (vector velocitat) és:

(2'(t0), ¥ (t0)) = (f (20, %0), 9(x0, o))

De la mateixa manera que abans, podem aprofitar aquest fet per dibuixar un nombre
suficient de petits segments (o de fletxetes) que ens ajudaran a visualitzar les trajectories.
A tall d’exemple, a la figura 3(b) s’ha dibuixat el camp de direccions i les orbites del
sistema y] = yo, ¥4 = —y1 (veure també la figura 1).

Podem estendre aquestes idees i parlar de camps de direccions per sistemes definits
en espais de fase de dimensi6 més gran (tot i que, evidentment, la representacié grafica
d’aquests camps esdevé inviable per n > 2 en el cas no autonom i n > 3 en el cas autonom).
La idea pero, és que tot sistema d’equacions defineix un camp continu (si F' ho és) de
direccions, que és en cada punt tangent a la corba integral [en el cas no autonom (4)] o a
la trajectoria [en el cas atonom (5)] que passa per aquell punt.

Els teoremes d’existencia i unicitat estableixen que, reciprocament, tot camp prou
regular® de direccions a 'espai F: R x R — R” defineix, al menys localment al voltant
de cada punt (tg, o) € R x R™ un fluz, i. e., una aplicacié

w : [tO - Ttoa tO + Tto] X ‘/(to,l'o) — U(to,:l:o)7
Tro > 0, Vigg,zo) 1 Utty,z) €ntorns de xp en R”; tal que:

F1) Per tot (t,x) € [to — Tuy, Lo + Teo] X Vito,z0):

o
E(t,:c) = F(t,(t,x)),

FQ) %U(to,%) = Xo.

Observem llavors que Y (t) = 9(t,x) amb & € Viyy 1), |t — to] < 74, és solucié (local) del
problema de Cauchy:

dY
— =F(tY
dt ( ) )7

A continuacié, veurem com les idees geometriques introduides en aquesta seccid es
poden fer servir per trobar aproximacions numeriques de les solucions d’'un problema de
Cauchy donat.

%hi ha prou amb que sigui localment Lipschitz (veure secci6 6).
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3. El metode d’Euler

Considerem el problema de Cauchy (8). Busquem un algorisme per calcular valors

aproximats Yy, Y1, Ya, ..., Y, ... dela solucido en el punts zg < 21 < 20 < - < xp < ....
Observem que d’aquesta manera, en comptes d'una funcié Y (z) = (y1(z), y2(z), . . ., yn(2)),
tindrem una taula de valors com la taula 1 on ygo = yr(zo) per k = 1,2,...,n —i. e.,

I'expressi6 en components de les condicions inicials: Y (xg) = Yy—, pero yi,; =~ yi(x;) per
k=1,2,....,n;7=1,2,...,m.

T h Y2 || Un

To | Y0 | Y20 | " | Yns0
T Y11 Y2:1 ot Yn;1
) Y1;2 Y22 | - Yn;2
T | Y1m | Y2om | " | Unym

Taula 1: Valors aproximats de la solucié del PVI (8).

Seguint el conveni de la taula de dalt, denotarem per Y(zy) i Y} als valors exacte
i aproximat respectivament de la solucié del PVI (8) al punt x = z4, kK = 1,2,.... A
k > 11 de manera semblant per les derivades, és a dir: Y/ (zq) = F(xq,Y (z0)) = F(z0, Yo)
pero (en general) Y'(xy) = F(xy, Y (zx)) # F(xg, Yr) per £ > 1. A més, suposarem
que els punts g, z1,...,Tg,... SO0 equiespaiats sobre la recta real amb un pas h, i. e.:
To,T1 = Tg+ h,x9 =x9 + 2h,..., 2, = 20 + kh, . ..

Cap al 1768 el matematic suis L. Euler va introduir el que ell anomena metode de les
tangents i que avui coneixem com metode d’Fuler, el qual consisteix en lo segiient: com
que xg, Yy sén valors coneguts a partir de les condicions inicials del PVI (8), la derivada
de la solucié en x = ¢ vé donada per Y'(zq) = F(xq,Y (x0)) = F(xo, Yp). Llavors podrem
agafar, a l'interval [z, x1], el desenvolupament de Taylor de primer ordre en x = 25 com
aproximaci6 de la solucié Y (z) al mateix interval, i. e. Y () &~ Y1 () per o < = < x1, on
es defineix: N

Yi(x) :== Yo + (z — z0) F (2o, Y0), o < x < 1.
A continuacié, a l'interval [z, 2], aproximem també la solucié Y (z) pel seu desenvolu-
pament de Taylor a primer ordre, ara al punt x = x;:

Y(z) = Y(21) + (x — 21)Y' (1)

pero en aquest punt no coneixem Y (x1) ni Y'(z1)! Es per aixo que ens cal alguna apro-
ximacié addicional. De fet, el metode d’Euler rau en agafar:

Y(z) ~ Y :=Yi(x1), Y'(x)=F(z,Y(x))~ F(z1,Y1)
ies pren Y(z) =~ }72(30) per x1 < x < 9 on
Ya(z) = Yi + (x — 1) F (21, Y7), r; <z < 2.

Aquest tltim pas el podem repetir i calcular recursivament?® les aproximacions }z,(x),
Yy, ..., Yi(2),... de Y(z) als respectius intervals [zo, 3], [23,24], ... [xp_1, k], ... Aixi

3Hom se’n adona facilment [veure (12)] que a cada pas es necessiten les aproximacions a la solucié
obtinguda al pas anterior.
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doncs tindrem, per k = 2,3,4,...,
Y(z)~Y(xp1)+ (@ —2p )Y (2p1) ® Y1+ (v — 2p1) F(xp_1, Yi1)
per x,_1 < x < xp, k=2,3,4,... Com abans per k = 2, s’agafa
Yi(z) = Yio1 + (2 — 25 ) F(2p1, Yio1),  Tpe1 <2 < 24 (12)
com aproximacié de Y (z) en linterval [zj_1, z]: i. e. Y(z) & Yi(x) per zp_1 < z < 24

Igualment, en comptes de Y (zx_1) 1 Y'(25_1) —desconeguts!—, es prenen les aproxima-
cions d’aquestes quantitats que produeix el pas anterior, i. e.:

El) Y(zr 1)~ Y1 =Y 1(251),
EQ) Y’(l‘k_l) = F(l‘k_l, Y(l‘k_l)) =~ F(xk_l, Yk—l)-

DEFINICIO 1.7. S’anomena poligonal d’Euler de la solucié Y (z) del problema de
Cauchy (8), a la funci6 definida “a trossos” per:

Y(z) =Ye(a), zp1 <z <y, (13)
k=1,2,... ion Y(z), donat per (8) és costat k-esim de la poligonal d’Euler.

A partir de (12), de 1 per x = z i tenint en compta que h = xp — xx_1 per k =
1,2,3,... s‘arriba a l'algorisme d’Fuler

}/0 = Y(xO)a

14

Yk:Yk_1+hF(I’k_1,Yk_1), k= 172737"' ( )

el qual déna valors aproximats Y7,Ys, ..., Y, ... de la solucié Y (x) respectivament als
punts 1, Ta, ..., Ty, ... i. e, posarem: Yy =~ Y (zy) als punts zx = xo+kh, per k =1,2,. ..

A la l’algorisme 1 es troba una implementacié de (14) amb el lleguatge de programacié
del MATLAB. Als problemes resolts que vénen a continuacié farem servir aquesta funcié
per comprovar els resultats.

4. Exercicis

En els problemes segiients escriviu l'algorisme d’Euler, doneu la taula de valors apro-
ximats i dibuxeu la poligonal d’Euler associada.

Problema 4-1. ¢/ = 2* — y?, y(0) =1, x € (0,1) per un pas h = 0.25.
4 Solucié. Aplicant (14) per zo = 0, Yy = 1, F(z,y) = 2* — y? s’'obté:
Yo = y(zo) = y(0) =1,
Yn = Yn-1+ h(l‘i—l - yrzz—l) = Yn—1+ h((n - 1)2h2 - yrzz—l)a n=1234

on s’ha fet servir que x,, = o +nh =0+nh, n =0,1,2,3,4. Aleshores I'algorisme es pot
posar com la relacié de recurrencia segiient:

Yo = ]-7
9.3 (15)
Yn = (1= hyp_1)Yn_1+ (n—1)7h", n=1234.
Fent els calculs explicitament per n = 1,2,3,4 1 h = 0.25 tenim,
n=1: ;=025 y =(1-025y)y+ (1—1)h%=1-1025=1[0.75]
n=2: x9=050, yo=(1—0.25y1)y; + (2 —1)*-0.015625 = (1 — 0.25-0.75) - 0.75

+1-0.015625 =
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Algorisme 1 Metode d’Euler amb MATLAB

% Euler.m

b

% [t, x] = Euler(F,tspan,x0,h)

b

% INPUT

pA F : és la funcié que conté el camp, la capgelera haura de ser
yA de la forma:

b

% function dxdt = F(t,x)

b

b

yA tspan : tspan = [t_inicial, t_final]

yA x0: valor inical de la variable dependent.

pA h : tamany del pas.

b

% OUTPUT

yA t : vector que conte les abscisses on es calcularan els valors
yA aproximats de les solucions: t(n) = tspan(l1)+ n * h, on

% n=1,2,...,N = (tspan(2) - tspan(1)) / h.

% x : x(n,:), n=1,...,N aproximacié de la solucié a temps t(i).

function [t,x] = Euler(F,tspan,x0,h)

x(1,:) = x07;
t = tspan(1) :h:tspan(2);

for K = 1:length(t)-1,
dxdt = feval(F,t(X),x(X,:));
x(K+1,:) = x(K,:) + h .x dxdt’;
end;

n=3: x3=0.75 y3=(1—0.25y2)y> + (3 —2)%-0.015625 = (1 — 0.25 - 0.625) - 0.625
+4-0.015625 = | 0.58984375

n=4: xy=100, y;=(1—-0.25y3)ys + (4 —1)%-0.015625
= (1 —0.25-0.58984375) - 0.58984375 + 9 - 0.015625

=10.643489837

Els resultats d’aquests calculs es recullen la taula 2 on, a la derrara columna de la dreta
s’han escrit els valors aproximats de la solucié als mateixos punts pero obtinguts a partit
del metode Runge-Kutta-Felhberg d’ordre 7 i 8 amb control del pas, —[RK78] a partir
d’ara. No comentarem aqui en queé consisteix aquest meétode (vegeu 'apendix, per una
descripcié més detallada dels metodes de Runge-Kutta) pero assenyalarem que I’esmentat
“control del pas” consisteix en ajustar, a cada pas, el seu tamany h de manera que I’error
de I'aproximacié calculada no sigui més gran que una certa tolerancia, ery, fixada. A
aquest control de l'error, s’afegeix al fet de que es tracta d’'un metode d’ordre elevat. Tot
aixo fa que el [RK78] es consideri un metode prou acurat —de lluny molt més que metode
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Ty, Y, [EULER] yn [RK78]
0,000 | 1,000 0000000 | 1,000 000000 00000
0,250 | 0,750 000 0000 | 0,804 707 564 801 89
0,500 | 0,625 0000000 | 0,701 768 384 456 89
0,750 | 0,589 8437500 | 0,683 250 775 970 04
1,000 | 0,6434898376 | 0,750 015702 847 29

W~ O S

Taula 2: Solucié del PVI 3-1 problema pel metode d’Euler. La darrera columna de la dreta
correspon a la integracié amb RK78 i ey, < 1,0 - 10715,

Integracié numerica de I'equacio: y' = N y2
lQ“ T T T T T T T

[RK78]

0.95} : —O— Euler (h=0.25) i
O—— Euler (h=0.125)

0.9

0.85F

0.8}

0.75F

0.65F

0.55 I I I I I I I I I

Figura 4: La corba continua (en blau) correspon a la integracié del PVI 3-1 amb RK78 i
epr < 1,0-10712,

d’Euler— per resoldre numericament problemes a valors inicials: especialment si el camp
de direccions és prou regular (prou “smooth”) i I'interval d’integracié no és massa llarg.
Aixi, a la figura 4 la corba integral (la grafica “continua” en blau) ha estat obtinguda
amb el metode [RK78], calculant un nombre prou elevat de punts. La poligonal d’Euler
corresponent a h = 0.25 es dibuixa en vermell, on els punts marcats sén els de la taula 2.
Tot i que s’aprecien desviacions notables entre totes dues —especialment a mesura que x
a ugmenta—, la poligonal “segueix” la corba integral prou bé...

Problema 4-2. y”" =1 —y? y(0) = ¢'(0) =0, z € (0,1) per un pas h = 0.25.

< Solucié. Introduint z(z) := y'(z), obtenim el sistema equivalent de primer ordre:

/
Yy =%

Z=1—q (16)
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Integracié numerica de I'equacio: y" =1 — y2
05 T T T T
[RK78]

0.45F

—O— Euler (h = 0.25) b
O— Euler (h =0.125)

0.4}
0.35}
0.3}

Y 025}
0.2}
0.15}
0.1}

0.05F

Figura 5: Les poligonals (en vermell i en verd) corresponen a tamanys del pas h = 0.25 (N = 4)
10.125 (N = 8) respectivament. La corba continua (en blau) correspon a la integracié
del PVI 5-1 amb [RK78] ierpr < 1,0- 10712,

amb les corresponents condicions inicials:
Yo = y(()) = 07

17
zo = 2(0) = y'(0) = 0. (17)
Ara, 'algorisme d’Euler corresponent a aquest PVI queda:
Yn = Yn—1 + hzn—la
(18)

Zpn = Zp-1+ h(l - yr%—l)’

on Y, z, sén respectivament, les aproximacions de les components y(x,), z(z,) de la
soluci6 als punts x, = zog + nh per n = 1,2,...,N. Posant zo =0, h = 0251 N =4
(dedes de I’enunciat), 1’algorisme 18 produeix la taula 4. La poligonal d’Euler i la corba
integral sén les representades a la figura 5.

Tn
0,000

Un UYn, [RK78] Zn 2y, [RK78]

0,250
0,500
0,750
1,000

W~ oS

0,000 0000000
0,000 0000000
0,062 5000000
0,1875000000
0,374755 8594

0,000 000 000 0
0,031 247 965 6
0,124 8698820
0,279 772044 1
0,491 758 376 8

0,000 0000000
0,250 0000000
0,500 0000000
0,749 0234375
0,990234 3750

0,000 0000000
0,2499511754
0,498 439306 9
0,738 203993 4
0,950 913 603 2

Taula 3:

al metode [RK78].

Solucié6 del sistema (16) amb les c. i. (17). S’ha agafat una tolerancia erz, < 1,0-107 4
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5. Errors en els métodes numerics

Quan es fan servir metodes numerics per fer calculs, com ara l’algorisme d’Euler (14)
per resoldre el problema de Cauchy (8), el que s’acaba obtenint sén aprozimacions de
les quantitats ezactes. Aixi, abans de donar per bona una solucié numerica s’han d’exa-
minar diversos aspectes dels metodes emprats. Un d’aquests és la convergéncia: és cert
que a mida que el pas h tendeix cap a zero, tendeixen els valors de la solucié numerica
Y1,Ys, ..., Yy, ... cap als respectius valors Y (z1), Y (z2),..., Y (zx), ... de la solucié exac-
ta? si fos aixi: com de rapida és aquesta convergencia? o, en termes quantatius: donada
una precisio, quin tamany del pas h s’hauria d’agafar per garantir aquesta precisio? De
fet, caldra treballar amb un tamany del pas prou petit per assolir la aprecisi6 demanada
pero tampoc massa petit, perque aixo podria donar lloc a la relentitzacio els calculs i fins
i tot a la perdua de precisié, debut 'acumulacié d’errors d’arrodoniment.

En efecte, en resoldre numericament un PVI hi ha dues fonts d’error. En primer lloc,
si es suposa que la computadora amb que treballem és capac d’efectuar tots els calculs de
manera exacta —fent servir “infinites” xifres decimals—, la diferencia ¢, entre la solucié
exacta i la solucié aproximada:

e = Y (zx) — Yil|, k=0,1,2,3,... (19)

es coneix com error global de truncament. Aquest error és debut, d’'una banda, a que cada
pas s’aplica una formula aproximada per determinar Y,,,1, i de l'altra, a que les dades
“d’entrada” a cada pas difereixen de la solucié exacta, ja que en general, Yy # Y (xy).
Si aquest ultim efecte no es té en compte, i. e., si es suposa que les dades d’entrada sén
correctes, llavors I'inic error error en avancar un pas és debut només a 1'is d’una formula
aproximada (concretament, a un desenvolupament de Taylor a ordre finit). Aquest error
es coneix com error local de truncament, €, k =10,1,2,....

En segon lloc, debut a les limitacions dels ordinadors, a la practica és impossible
calcular de manera exacta Yj,; a partir de la formula donada. Per tant es té un error
d’arrodoniment debut a la manca d’exactitud dels calculs. L’error global d’arrodoniment
es defineix com:

Tk:”Yk_Yk*Hy k:0,1,2,3,...
on Y} és el valor calculat realment per mitja del metode numeric emprat, per exemple el
metode d’Euler (14). El modul de lerror total en calcular Y (z) vindra donat per:

1Y (zx) = Vil = [[Y(2) = Vi + Y5 = Y|
< Y () = Vil + 1V — Y7l
= &+ 7. (20)

Pels metodes numerics d'un pas (entre els quals es troba el métode d’Euler) és possible
obtenir estimacions efectioves de l'error de truncament. En canvi, 'error d’arrodoniment
és de naturalesa més aleatoria; depen del tipus de computadora que es faci servir, del ordre
al qual es portin els calculs, del metode d’arrodoniment, etc. i el seu estudi ultrapassa
I'ambit d’aquestes notes. Una bona referéncia per aquests aspectes soén els titols [4], [3]
de la bibliografia.

5.1. Error de truncament en el metode d’Euler. A continuacié analitzarem ’er-
ror de truncament en el cas del metode d’Euler. De fet, el que s’obtindra seran acotacions
d’aquest error de truncament. El resultat principal és el que vé formulat a la proposicio
segiient:

PropPoSICIO 1.1. Sigui Y (x) solucié del problema del PVI (8) amb F € CY(Q) 1
a,b € R amb a < b. Suposem: [a,b] C I; Q@ C R™ convex i contenint els vértexs de la
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poligonal d’Euler, i. e.: (xp,Yy) € Q per k = 1,2,...,N amb: o = a, x, = xo + kh,
h=(b—a)/N iYy donat per (14). Si existeizen L, M donades per:

F _

L = max{“g—y(x,Y)H (x,Y) € Q}, (21)
OF
M = max —xY)+8y(xY) (2, V)| : (z,Y) €Q (22)
llavors, els errors local y global de truncament €, €, (veure (19)) admeten les fites segiients:
h*M

€ = 5 (23)

Mh b—a

per tot k=0,1,2,..., N.

REMARCA 1.2. En (21) la norma es pren sobre una matriu. Donada una norma
vectorial || - || en C" es defineix la seva norma matricial compatible mitjancant:

||A||=sup{”H H” e e ||7éo}

essent A una matriu complexa qualsevol. Sovint a la practica, el calcul de (21) 6 (22) pot
ser complicat o forca feixuc i s’haura de subtituir aquestes quantitats per fites superiors
triades convenientment. Per exemple, es pot fer servir

OF;

L =
n sup {‘6}/

1<ij<n

uyﬁxgmeQ}ZL

en comptes de L.

DEMOSTRACIO. Primer calcularem ’error local de truncament ¢,,. Desenvolupant per
Taylor Y(z,41) = Y (z, + h) en x = x, i tenint en compte (14),
h2

Y(xpi1) = Y1 =Y (x,) = Y + h(F(z,,Y(2,)) — F(x,,Y,)) + ?Y”(jn), (25)

T € (n,x, + h). Ara, derivant respecte de z a totes dues bandes de Y'(x) = F(x,Y (z))
1 substituint z = ,, s’obté

or oF

Y'(Z,) = =—(Z,,Y (2
(@) = I (0, Y (7)) + o

A continuacid, substituint a (25), prenent la norma a totes dues bandes i teneint pre-
sent (22), s’arriba a:

(T, Y (20) ) F (T, Y ()

€En+1 — HY(anrl) - YnJrlH

h? ||OF F
h? (||OF oF

_» ~ -

< 3 (H x”’Y(z"))H " Hay(%’y(%)) (&, ¥ H)
h2M

< )

- 2

per k =0,1,2,..., on remarquem que en el calcul de I’error local de truncament es suposa

Y, =Y (x,) (i. e., que les dades “d’entrada” sén exactes) i per tant el primer i segon termes
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a la dreta de la igualtat en (25) son zero, i. e.:

Y(z,) — Y, =0, F(z,,Y(z,)) — F(zn,Y,) =0.

19

Per acotar I’error de truncament global es procedeix a partir igualment a partir de (25)
tenint en compte que les desigualtats de dalt ara no son zero. De fet, la primera és, segons

la definicié (19), €, mentre que, pel teorema del valor mitja (veure [1], seccié 12.11):

= Ty Yfﬂ) (Y(zn)

[P Vi) - Flan Yl < |5
oF ~
|5t 7
< LY (z,) = Yal

IN

— Yn)

1Y () = Yal

on Y és un punt intermig del segment que uneix (z,,Y,) amb (z,,Y(z,)). La tltima

desigualtat és conseqiiencia de (21). Combinant-ho tot, a partir de (25) s’obté:

Entl = ”Y(anrl) - Yn+1”
< Y (@n) = Yall + Al F(zn, Y (2n) = F(zn, Ya)|
h2

< NY(@n) = Yal + ALY (20) = Yall + 5 M,

h*M
= e, +hle, +

és a dir, la relacié:
2
M
Ent1 < (1+hL)e, + 5 n=0,1,2,...
I com que g := ||Y(z0) — Yp|| = 0, aplicant (26) recursivament:
2
g1 < (14+hLl)eg+
M
==
h*M M  h*M
go < (1+hL)e + 5 < (1+nhL) 5 T

h*M

=1+ (1+hL)) 5
h*M h*M

:(1+(1+hL)+(1+hL)2)h22M,...

Per inducci6 es comprova que,
h2M
&n < (1+(1+hL)+~-~+(1+hL)"—1)T
(I+hL)" =1 " h?M
14+hL -1 2
(1+hL)" =1
2L ’

= hM per tot n =0,1,2,3

+ €n+1

h*M
2

PRI

)

(26)
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a partir d’aqui, la fita (24) es dedueix de les desigualtats

(1+hL)" < e, per tot n=20,1,2,... (27)
h—
nh = Nag(b—a), per tot n =10,1,2,...N. (28)
La segona és evident mentre que per demostrar (27) considerarem la funci6
h(z) =In(l 4+ x) — x, per x > 0.

En efecte, com que h(z) és monotona decreixent per x > 0 (ja que la seva derivada
B (x) = —x/(1+x) és negativa per x > 0) i h(0) = 0 es té llavors: h(z) < 0 per tot x > 0,
la qual cosa implica que In(1+ z)" < nzx, per tot x > 01 per tot n € NU{0}. D’aqui (27)
surt agafant x = hL. O

REMARCA 1.3. Observem que Per un punt fixat, £ = x4+ Nh, i. e., amb Nh constant,
llavors Nh = & — xy. Substituint aixo en (24), velem que

eL(i—J)Q) _

1
E‘:kShMT—)O, k:0,1,2,...

quan h — 0 (llavors pero es necessiten un nombre infinit de passos per arribar a z, i. e.,
llavors N — o0). Aixi doncs el metode d’Euler és convergent, donat que lerror global de
truncament tendeix a zero quan el pas tendeix cap a zero.

6. Existéncia i unicitat de solucions del problema de Cauchy

A la definicié 1.6 es va introduir el problema de Cauchy o de valors inicials (PVI).
Suposarem ara que F' és almenys continua en ). En aquesta seccid estudiarem sota quines
condicions existeix i és unica la soluci6 local del problema de Cauchy (8). Abans pero,
cal definir que s’enten per solucié local.

DEFINICIO 1.8. Anomenarem solucid local de (8) a linterval [xg — a,zo + a] a una
funcié Y : [zg — a,xo + a] — R"™ que satisfa:
SL-1) (z,Y (z)) € Q per tot x € [zg — a,xy + a.
SL-2) Y € C'(Jxg — a, g + a[) N C%([xo — a, zo + a]).
SL-3) Y'(z) = F(z,Y (x)) per tot x €|xg — a,xo + a[ 1 Y(xy) = Y.

REMARCA 1.4. Notem que per tal de que Y € C(Jzg — a,zq + af), cal que F sigui
almenys continua. Si no és aixi (8) pot no admetre ni tan sols una solucié diferenciable.
L’exemple segiient Illustra aquest fet.

EXEMPLE 1.5. Sigui el PVI:

r_ I, =<0,
vyo= 0, z=>0.

y(0) = o
Si la solucié d’aquest problema existis, tenint en compte que haura de ser continua en
x = 0, aquesta vindra donada per y(x) = = + yo, si * < 01 y(z) = yo, si z > 0. Pero
en aquest cas 3'(07) = 0 # ¢/(07) = 1. Per tant y(x) no és diferenciable en x = 0 i el
problema de Cauchy no té soluci6.

Es pot comprovar, pero que la continuitat de F' no tan sols és necessaria sind que és
també suficient per garantir I'existencia. En canvi, per assegurar la unicitat de la solucio
del problema local caldra més regularitat.
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ExeEmMPLE 1.6. El PVI:

y =y

y(0) = 0,
admet com solucié y;(x) = 0, perd també:

(20)", x>0,

palr) = {0, x < 0.

Observem doncs que existex solucié (F' és continua) pero aquesta no és inica. El problema
rau en la manca de regularitat de f(z,y) = y*/® (no és, per exemple, de classe C' a
I'origen).

REMARCA 1.5 (Notacié). D’ara endavant, D, (x¢,Yy) denotara la bola tancada amb
centre (zg, Yp) € R x R iradir >0, 1i. e

D, (x0,Yy) ={(z,Y) e RxR" : ||[(z — xo, Y — Y0)|| < 7} = B, (0, Y0).

DEFINICIO 1.9. Sigui la funcié f : S — RP, on S és un obert de R™ x RP (z € R™,
y € RP). Direm que f és localment Lipschitz en (xq,yo) € S, si existeixen r, L > 0 tals
que D,(rg,y0) C S i

1f (. y) = S, )l < Llly = o/l
per tot (z,y), (z,y") € S. L reb el nom de constant (local) de Lipschitz.

REMARCA 1.6. Per exemple, si f € C'!(S), llavors a partir del teorema del valor mitja
i de les propietats de les normes matricials és immediat comprovar que f és localment
Lipschitz respecte y en qualsevol punt (xg, ) amb constant de Lipschitz (local) donada
per

L= | E )] ) € D1t |

El teorema (classic) que estableix I'existéncia i unicitat de solucions al Problema de
Cauchy pot formular-se de la manera segiient.

TEOREMA 1.7 (Existencia i unicitat de solucions). Sigui el problema a valors inicials:
Y'=F(z,Y),
(29)
Y(xO) = Yba
on F:Q — R, essent Q una regid (i. e., un conjunt obert i connex) de R"™ =R x R"
(x €R,Y € R"), amb (xg,Yy) € Q. Suposem que F' és continua en Q) i existeizenr, L > 0
tals que D, (zo,Yy) C 2 i:
|F(z,Y) — F(a,Y")]| < LY — Y|

per (x,Y) € Q, (x,Y") € Q qualssevol; i. e., F és localment Lipschitz respecte Y en
(x0, Yy) amb constant de Lipschitz L —veure definicié 1.9—. Siguin M donada per:

M =max {||F(z,Y| : (z,Y) € D,(x0,Y0)} . (30)
Aleshores, si
0<a<min{f L} (31)
- 2°2M )’

existeix una unica solucio local —en el sentit de la definicio 1.8— definida a ['interval
L., = [xo — a,zo + a.

Per abordar la demostracié d’aquest teorema necessitem previament un conjunt de
conceptes i resultats de ’analisi que detallem a continuacio.
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6.1. Successions funcionals: alguns conceptes i propietats. Entendrem per
successio funcional una colleccié numerada de funcions {f,}nen, = {fo, f1,-- s fa,---}
definides al mateix interval I de la recta real i prenent valors en R" i. e., f, : [ — R",
n=0,1,2,...

DEFINICIO 1.10. Direm que una successié funcional, {f,}nen,, No = NU {0} com la
descrita dalt, convergeix uniformement sobre l'interval I (o a l'inteval I) a una funcié
f I — R"™ si, per qualsevol € > 0, existeix un index N € N tal que:

1fn(@) = fl2)|| <e (32)
per tot n > N i per tot x € I.

Altra caracteritzacié alternativa de la convergencia uniforme és la segiient: {f, }nen,
convergeix uniformement a f sobre I sisup,¢; || f(x)— fn(2)|| tendeix a zero quan n tendeix
a infinit. Intuitivament, la convergencia uniforme és una convergencia “per tubs”. Aixi,
donada € > 0, les grafiques de f, es troben dintre d’un tub de radi ¢ al voltant de la
grafica de f per a tota n suficientment gran (veure figura 6).

Figura 6: Convergencia uniforme: per n suficientment gran les funcions f, es troben dintre
d’un “tub” de radi € centrat a la funcié limit f.

Taquigraficament, s’escriura f,, — f sobre I, o f,(z) — f(x) sobre I. D’altra banda,
caldra distingir la convergencia uniforme de la convergencia puntual.

DEFINICIO 1.11. Una sucessié de funcions f, : I — R*, n=0,1,2,...; I C R interval,
convergeix puntualment sobre 'interval I cap a la funcié f: I — R™, si lim,, . fo(2) =
f(zx) per tot = € I. En altres paraules si, per cada x de U'interval I, la successiéo numérica
fo(x), fi(x),..., fu(x),... convergeix cap al corresponent valor de f al mateix punt, f(z).
Escriurem f,, — f a (o sobre) I, 6 f,(z) — f(x) a (o sobre) I, etc.

REMARCA 1.8. A partir de les dues definicions, és immediat que la convergencia
uniforme és més “forta” que la convergencia puntual, en el sentit que la primera implica
necessariament la segona. De manera més precisa:

fn — f sobre I = f, — f sobre I .

EXEMPLE 1.7. La successié de funcions f,(x) = 2™, n =0,1,2,... convergeix unifor-
mement cap a f(x) = 0 sobre qualsevol interval [0,b] amb 0 < b < 1. En efecte, ja que,

per qualsevol € > 0:
1
|z" — 0] < V" < e, perNENambN>%
log b
i per tot 0 <z <b. En canvi {#"},,—0 1.2 no convergeix uniformement a U'interval [0, 1]
(veure la remarca 1.9).
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Figura 7: Representacié grafica de la funcié f,(x) donada per (33).

EXEMPLE 1.8. Sigui la successié de funcional:

nx, x €10,1/n]
fo(z) =< 2n —nz, x€[l/n,2/n] (33)
0, x € [2/n,1].

Puntualment f,(z) — 0 per tota x € I = [0,1]. En canvi és evident (figura 6.1) que

SUD,e(0,1) fn(2) = n amb la qual cosa sup,ep 1{fn(2)} — oo y llavors { f, }nen no pot ser
absolutament convergent.

ProPOSICIO 1.9. El limit uniforme f(x) d’una successié fo(x), fi(x),..., fo(z),...
de funcions continues definides en un mateix interval I de R i amb valors en R™, és una
funcio continua sobre el mateix interval.

DEMOSTRACIO. Considerem f, : I — R™ funcions continues per tot n = 0,1,2,...;
I C R interval i suposem que f, — f sobre I. Per cada = € I fixat, acotem la diferencia
| f(x) — f(z|, x € I, utilitzant la desigualtat triangular:

1 (@) = F@I = N (@) = fal@) + [u(@) = [(2) + fulz) = ()]
< 1f (@) = fa(@)| + 1) = @) + | faz) = ful@)]]-
Debut a la convergencia uniforme, per un € > 0 donat, existeix N € N: || f,,(z) — f(z)|| <

£/2 per tot n > N i per tot z € I. Aleshores, amb n > N fixat, de la desigualtat de dalt
es dedueix que:

0<|f(z) = f@)I < [l fulz) = ful@)] + (34)

per tot © € I. A continuacié, prenent limits quan z — 7 a totes dues bandes
0.< lim [[/(x) ~ f@)] < lim | fu(a) — Ful@)] + 2 =

ja que, debut a la continuitat de les funcions f,, n =0,1,2,... de la successio a 'interval
I és lim,_; || fu(z) — fu(2)]| = 0. Per tant:
0 < lim [/(x) - f(3)] < 2 (35)

pero com que de fet € > 0 és arbitraria, (35) implica:

lin | () — F()]| = 0 = lim /() = /(&)
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per cada = € I; d’on es conclou la continuitat de f a l'interval I. O

REMARCA 1.10. Fent servir aquesta propietat es veu clar que la successié {z" },en, de
I'exemple 1.7 no pot convergir uniformement a U'interval [0, 1], perque, com ja hem vist,
la funcié limit és f(x) = 0 a qualsevol interval compacte contingut a [0, 1], mentre que
f(1) =1 (puix f,(1) =1 per tot n = 0,1,2,...). En altres paraules, la funci6 limit no
seria continua a l'interval [0, 1]; la qual cosa contradiu la proposicié 1.9.

La definicié 1.10 no és massa practica per comprovar la convergencia uniforme de
fn(z), debut a que hom té que “endivinar” la funcié limit f(x) abans de poder comprovar
la desigualtat (32). Com al cas de les successions numeriques, hi ha "anomenat crietri de
Cauchy per la convergencia uniforme.

ProPOSICIO 1.11 (Criteri de Cauchy de convergencia uniforme). La successid { fn }nen,
de funcions f, : I — R", n=20,1,2,... definides sobre un interval comi I C R, conver-
geix uniformement a una funcio f, definida al mateix inteval, f : I — R™ si, donat e > 0
qualsevol, existeix N € N de manera que:

[fn(2) = fn(2) || <e, (36)

per tot m,n > N i per tot x € I.

REMARCA 1.12. Es clar que aquest criteri no déna elements per deduir la funcié limit,
pero permet garantir la seva existencia i la seva unicitat.

DEMOSTRACIO. Primer de tot (36) assegura la convergencia puntual, car fixada t € I,
la successi6 (numerica) {f,,(t) }nen, és una successié de Cauchy i aleshores convergent cap
a un limit que anomenarem f(¢). Si aixo ho fem per a cada = € I, tindrem definida una
funcié z € I — f(x) = lim, . fn(x). Shaura de comprovar que aquesta funcié f(x)
definida com el limit puntual per cada = € I, és també el limit uniforme de {f,}nen,-
Procedirem de la manera segiient: fixat ¢ > 0 arbitrari, triem N € N de manera que es
satisfaci (36); a continuacié, amb n > N, prenem limit quan m — oo,

[fn(z) = F(@)ll = lim [[fulz) = fm(2)] <€

i com que aixo val de fet per tot n > N i per tot x € I, la proposicié 1.11 queda
demostrada. O

Exercici 1.1. Demostreu el reciproc, i. e., que si la successié és un uniformement
convergent, llavors es satisfa la condicié de Cauchy (36).

Tanmateix es fara servir la propietat segilient.

PRrROPOSICIO 1.13. Sigui { f, }nen, una successid de funcions continues definides en un
mateiz interval interval I C R i amb valors en R™ (veure definicio 1.11). Si f, — f sobre
I, llavors per xg, 1 € I qualssevol es satisfa:

/xl f(z)dz = lim h fol(z) dz.

n— o0
o

En altres paraules: la convergéncia uniforme conmuta amb la integracio.

DEMOSTRACIO. Com que les funcions f,, sén continues en I estaran definides cadascu-
na de les integrals f;}l fn(z)dx pern =0,1,2,.... D’altra banda, segons la proposicié 1.9,
f sera continua i aleshores també estara definida la integral ffol f(z)dz. A més, com que



6. EXISTENCIA I UNICITAT DE SOLUCIONS DEL PROBLEMA DE CAUCHY 25

per tota € > 0 podem fer sup,¢p, .1 [1fn(z) — f(2)|| < € prenent n més gran que un cert
index N, resulta

) d — / fule) do
=:Llicﬂx>—fmx»dx

la qual cosa prova que f;;l fo(z)dr — f;ol f(z)dz. O

<

| 1@ = el | < ey =, @)

Notem que en aquesta ultima demostracié, per establir (37) s’ha fet servir una desi-
gualtat basica del calcul integral:

LEMA 1.14. donada una funcid vectorial f : [a,b] — R™ amb valors en R™, continua
a linterval [a, b); la integral vectorial J = fab f(t)dt € R™ satisfa:

l@vnﬂk;lﬂv@nww

DEMOSTRACIO. Només cal comparar les sumes mitjancant la desigualtat triangular

< Z LF I Ail,

(Az; = i1 — x4, t; € (x5, 2444], 1 =0,1,2,...,n— 1) i prendre limits quan n — co. [

-1

Z Az,

=0

6.2. Meétode de Picard i demostracié del teorema d’existéncia i unicitat.
La resolucié del PVI (29) és equivalent a la de 1’equacié integral

Y(z)=Y) +/ F(s,Y(s))ds, x € I, = [ro— a,x9 + a (38)
o

en el sentit segiient; sigui Y : I,, — R" solucio ——segons la definicié 1.8—, del problema

de Cauchy (29). Aleshores Y'(z) = F(z,Y () per z € I,, =]zo — a, 1:0 + a[ i integrant a

I'inteval [xg,z] amb |z — x| < a, a totes dues bandes: Y (z) — Y (x fmo F(s,Y(s))ds

......

des d’on substituint la condicié inicial: Y (z¢) = Y; es conclou que Y satisfa ’equacio
integral (38) en I,,.

Reciprocament, si Y (), funci6é continua en I, amb (z,Y (z)) € Q per tot z € I,,, és
una solucié de (38), llavors és també solucié del PVI (29); ja que la regla de la cadena
garanteix que la funcié = € I, — (2,Y(z)) € Q — F(z,Y(x)) € R" és també continua
i aleshores, pel teorema fonamental del calcul, Y és C° a I, i C' a [mo amb Y'(z) =
F(z,Y(x )) D’altra banda, Y satisfa la COIldlClO inicial del PVI (29): Y (z¢) = Y, com es
comprova d’immendiat substituint x = x, en (38).

DEFINICIO 1.12 (Algorisme de Picard). Sigui F': Q@ — R™ continua, amb  un obert
de R x R"™ i (zg, Yy) € Q. Es defineix 'algorisme de Picard a un interval I C R, zy € I,
mitjancant:

Yo(z) = Yo,
v 39
Y, (x) :Yo+/ F(s,Y,_1(s))ds, n=123,... (39)
zo
perx € I, n=1,2,3,... Les funcions Y,,, n = 0,1,2,... donades per aquest algorisme

s’anomenen iterats de Picard.
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REMARCA 1.15. Convé precisar que, perque l'algorisme (39) estigui ben definit cal
(x,Y,(x)) € Q per qualsevol z € I (ja que s’ha de verificar (s,Y (s)) € Q per s : |s — x| <
|z — x| amb x € I)itotan =0,1,2,3,... Aquesta condicié es comprovara explicitament
a la demostracié del teorema 1.7 que donem a continuacio.

DEMOSTRACIO (DEL TEOREMA D’EXISTENCIA I UNICITAT DE SOLUCIONS LOCALS).

Estructurarem la prova del teorema 1.7 en tres passos:

(1) L’algorisme (39) esta ben definit, segons es precisa a la remarca 1.15 de dalt. De
manera més precisa, comprovarem que cadascuna de les funcions Y,,, n = 0,1,2,...
donades per (39) esta definida i és continua en I,, = [x¢g — a,x¢ + a] i que per tot x
en aquest interval i tota n =0,1,2,3,..., és: (z,Y,(x)) € D,(xo, Yo).

(2) Que {Y,}nen, convergeix uniformement sobre I, a una solucid, Y, definida en el
mateix interval, de 'equacié integral (38).

(3) Que la solucié (local) obtinguda d’aquesta manera és unica: en altres paraules, que si
Y (z) és una altra solucié de (38) en I,, llavors necessariament Y (z) = Y (z), per tot
x € Iy,

El primer punt el provarem per inducccié: és cert per n = 0, doncs (z, Yo(x)) = (x,Yp)

x € Iy = ||[(z — 20, Yo(x) = Y0)|| = (. — 20,0)|| = |z — x| < a <7r/2 <7r. Ara,si

suposem que es satisfa per n > 0 enter arbitrari:

Vo) = Yoll = || [ Fs. Yot < | [ 15 V) )]ds| < Mo~

o zo

i segons es van definir a i [, a 'enunciat del teorema 1.7: x € I, implica |z — zo| < a <
min {2, ZM} d’on:

I(z = o, Yora(z) = Yo)|| < |z = 2ol + [|Yosa = Yo

<l|o— M|z — el <t
|x — xo| + M|z — o] < + 2M+ 5



CAP{TOL 4

Equacions amb Coeficients Variables

En parlar de les equacions lineals i homogenies, ja varem apuntar que no hi ha cap
metode general que ens permeti trobar les seves solucions en termes de funcions elementals
o d’integrals de funcions elementals. Aix0 només el podiem fer si ens restringiem al cas
de coeficients constants, o bé per alguns tipus molt especifics d’equacions a coeficients
variables, com sén ara les de Cauchy-Euler. En aquest capitol estudiarem les equacions
lineals de segon ordre homogenies:

y'+ Plx)y' + Qx)y =0 (40)

i buscarem les seves solucions en forma de series de potencies (s. d. p.)

1. Solucions al voltant d’un punt ordinari

Suposarem que ens interessen les solucions al voltant d’un punt x = x(, on les funcions
P(z) i Q(z) de l'equacié (40) soén analitiques. Aixo vol dir, desenvolupables en series
enteres de potencies en x = x,

P(x) =) bu(e—z0)", Qz) =2 dn(x—uw)". (41)

Podem intentar llavors trobar solucions y(z) que siguin també analitiques en el mateix
punt, i. e.

y(@) = 3 an (x - 20)" (42)

i trobar els coeficients a,, derivant la serie (42) i substuint-la a l’equacid, comprovant, a
posteriori que el seu radi de convergencia és no nul. Mostrarem aquest proces amb un
parell d’exemples:

EXEMPLE 4.1. Trobeu les solucions, per desenvolupament en s. d. p. a l'origen, de
I’'equacié diferencial
y" —2xy 4+ 20y =0 (43)
(equacié d’Hermite d’ordre «).
< Solucié. Cerquem solucions de la forma (42) amb xy = 0. Si derivem la serie i la
subtituim a (43):

n(n — Da,z" 2 — 2 Z na,x" + 2a Z a,r" =
n=2 n=1 n=0
= Z(n +2)(n + 1)ayoz"™ — 2 Znan:c" + 2 Z a,x" =
n=0 n=1 n=0

= 2-1~a2+2-a‘a0+2[(n+2)(n+1)an+2+2(a—n)an]x":O.
n=1

27
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I de la unicitat dels desenvolupaments en serie de potencies se’'n dedueixen les condicions:
[¢5) = —QQp
2(a—n) (44)
Qp
(n+2)(n+1)

(ay, ag arbitaris, n = 1,2,3,...). Hem aixi arribat a una relacié de recurrencia, la qual
ens forneix a, un cop fixats ag i a;. A continuacié escrivim els primers:

an+2 - =

a—1
a3:—2(3_2>a1
(v —2) , oo —2)
“ 13 T 3™
_ ~ Do —
RIS R TV o
5-4 5-4-3-2-1
(v — 4) 5 oo —2) (o —4)
e 6.5 6-5-4-3-2.1"
(a—5) (a—=5)(a—3)(a—1)
=2 = 23
o 76 76-54-3-2-1
(v —6) oo =2)(a—4)(a—6)
= -2 = .
s g7 87-6-5-4.3.2-1
D’on es segueix (inspeccié més induccid) que:
B L 2%a(a—2)(a—4) - (a—2n+2)
am = (71) (2n))! “
2"(a—1)(a=3)(a—=5)---(a—2n+1)
n = (=" ’
a1 = (=1) 2n+1)! “

amb n =1,2... Ara, si prenem ay = 1,a; = 0 0 bé ay = 0,a; = 1, arribarem a un parell
de solucions independents:

=1+ ;(—1)"2" ezl _?2)75'!' e (45)
0 a—1(a=3)(a=5)---(a=2n+1) , .,
y2=x+;(—1)"2”< X )EQn—i-i)! ( e

A més, aquestes solucions no sén només formals, donat que és facil comprovar que ambdues
series son convergents per a tot x € R. Defineixen doncs, en tot R un parell de funcions
(les seves funcions suma), que sén solucions independents de 1'equacié difrencial (44).

Quan « és un enter positiu, y; sera un polinomi de grau « si « és parell; mentre que
si és senar, tots els coeficients dels termes de y, de grau més gran que « seran nuls, i yo
quedara reduida a un polinomi de grau «. Es defineixen els polinomis d’Hermite de grau
n, com la solucié polinomica de 'equacié d’Hermite de d’ordre n (n enter), multiplicada
per una constant que faci que el coeficient de 2" sigui 2". Es donen a la taula 1 els vuit
primers polinomis d’Hermite. >

EXEMPLE 4.2. Busqueu les solucions, per desenvoupament en s. d. p. a x = 0, de
I’equacio:
(1 —2*)y" — 22y + ala+ 1)y =0, (46)
(equaci6 de Legendre d’ordre ).
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Polinomis d’Hermite

Hy(z) =1 Hy(z) = 162* — 4822 + 12
Hi(z) =2z Hs(x) = 322°% — 16023 + 120z
Hy(z) =422 —2  Hg(x) = 6425 — 4802* 4 72022 — 120

Hs(x) = 82° — 12 Hi(z) = 12827 — 13442° + 336023 — 1680

11ers

Taula 1: vuit polinomis d’Hermite

< Solucié. L’equacié de Legendre es presenta a l'estudi de fenomens amb simetria
esferica. Com abans, busquem solucions en forma de s. d. p. (42) en x = 0. Després de
derivar, subsituir a I’equacié (46) i agrupar termes s’obté:

n(n — 1)a,a" 2 — Z n(n —1)a,z"™ — 2 Znan:c"+
n=2 n=2 n=1
+ ala+1) Z apxr" = Z(n +2)(n+ 1)ay0x™ —
n=0 n=0

n(n — 1a,z"™ — 2 Znanx” +ala+1) Z a,x" =

n=1 n=0

a+ 1)ag + 2as + [6as + (o — 1) (a + 2)as| z +

|
=gk

= «

NE

+ [(n+2)(n+ 1Dage — (n—a)(n+a+1)a,|z" =0,

N}

n—

d’on resulten les condicions:

b ala+1)

=
@ = -9 1;50‘ 2, (47)
Gy — _(a—n)(n+0z+1) o (n>2)

(n+2)(n+1)

I"iltima de les quals déna la recurrencia per a trobar tots els coeficients de la serie en
funcié de ag i a;. A tall d’exemple, escriurem fins al de grau set:

o @=Da+y) _(@-ala+Da+3)
4-3 4-3-2-1
as:_(a—?))(oz—i-él) 0 = (a=3)(a—1)(a+2)(a+4) o
5-4 5.4.3.2.1
aﬁz_(a—4)(a+5) a4:_(O‘_4)(O‘_Q)O‘(a+1)(04+3)(a+5) “
6-5 6-5-4-3-2-1
" __(a—5)(oz—|—6)a __(a—5)(a—3)(a—1)(a+2)(a+4)(a+6)a
T 7-6 o 7-6-5-4-3.2-1 a
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Els termes generals (com es pot provar per induccié) son:

(a—=2n+2)(a—2n+4)---ala+1)---(a+2n—1)

am = (1) (@n)!
B 1n(a—2n+1)(a—2n+3)~-~(a—1)(04—1—2)-'-(04—1-271)
a1 = (=1) 2n+ 1) '

Com exercici podeu comprovar que les dues series:

n) =143 @z A=t (ot 2n—1)

— (2n)!
ZOO ( )( ) ( ) .
a—2n+1)(a—=2n+3)---(a+2n) ,
— _1 n n+1
plr) = 2 ) @n+ 1) v
(obtingudes fixant ag = 1,a; = 01 ap = 0, a; = 1 respectivament), sén convergents

a l'interval —1 < & < 1. Com que a més, una d’elles és parella i I'altra senar, les
seves funcions suma seran linealment independents; i ja hem arribat a les solucions que
buscavem.

Tanmateix, a partir de (48) ens adonem de que si l'ordre de 'equacié de Legendre, «,
és nul, positiu parell o negatiu senar, y;(x) es redueix a un polinomi, i si « és positiu senar
o negatiu parell és un polinomi ys(x). Per a valors enters positius de «, si agafem ag i a;
de manera convenient per tal que resultin y;(1) = 11 y2(1) = 1, obtenim els polinomis de
Legendre, alguns dels quals han estat escrits a la taula 2. >

Polinomis de Legendre

1
Py(z) =1 Py(z) = 3 (3521 — 3022 + 3)
1
Pi(z) ==z Ps(z) = S (63z° — 7023 + 15x)
Lo s 1 6 4 2
Pya) = 5 (32° =1)  Ry(w) = 7= (281a° — 3152 + 105° — 5)
Lo 1 7 5 3
Ps(z) = 3 (ba® —3z) Py(x) = 16 (4292 — 6932° + 3152° — 3bx)

Taula 2: vuit 1°*® polinomis Legendre

DEFINICIO 4.1. Sigui I'equacié diferencial
y'+ P(z)y' + Qz)y =0 (49)

x = x¢ és un punt ordinari de (49) si P(x) i Q(z) sén analitiques en = = xy. En altre
cas direm que xy é un punt singular de I'’equacié diferencial.

TEOREMA 4.1. Sigui x = x¢ un punt ordinari de l'equacid diferencial (49). Aleshores
aquesta té dues solucions linealment independents de la forma:

y(@) =) an(z—a0)" (50)
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essent el radi de convergencia d’aquestes séries mo més petit que la distancia de xqo al
punt singular real o complex més proper de l’equacio diferencial. Els coeficients de les
series (50) es poden determinar per substitucid a l'equacio (49).

EXEMPLE 4.3. Per a cadascuna de les funcions segiients, determineu un valor minim
del radi de convergencia d'una solucio en serie de potencies en torn als punts xy = 0 i
Ty = 1

a. 2y +xy' +y=0
b. (1+22)y" —y' +y=0.

< Solucié. Tot i que només ens interessen les solucions reals, debut a que el teorema
diu que s’han de mirar les singularitats tant reals com complexes de 1’equacio, resulta
molt 1til considerar les funcions P(z) i Q(z) com definides al camp complex (z — P(z),
2z +— Q(z) amb z € C). Aix{ al primer apartat: P(z) = z/2, Q(z) = 1/2, que sén funcions
elementalment derivables a tot el pla complex. L’equacié diferencial no té doncs cap
singularitat i les seves solucions en s. d. p. tant a £y = 0 com a xg = 1, seran convergents
Vz € C1ien conseqiiencia a tot R. Al segon apartat pero, les funcions P(z) = —(1+22)7'1i
Q(2) = (14 2%) ! deixen de ser regulars a z = £+1/—1. Llavors, pels radis de convergencia
po, p1 de les solucions al voltant de xg = 01 z; = 1 tindrem: pg > 11 p; > V2. >

EXEMPLE 4.4. Busqueu les solucions, pel metode dels desenvolupaments en serie a
I'origen de I'equacio diferencial,
22y +ay + (22 -1 =0 v>0 (51)
(equaci6 diferencial de Bessel d’ore v).

<1 Solucié. Fent com als exemples anteriors, suposant una solucié en s. d. p. a z = 0, de
la forma )" 7 a,z"™, derivant i substituint a (51) s’obté, un cop agrupats els termes:

—2ay + (1 — y2) a1 x + Z [(n2 — 1/2) an, + an_g} " =0,

n=2
d’on, per la condicié d’igualtat de series caldra:

Ap—2
n2__y2'

ap =0, a; =0, ay, = (52)
Pero aquestes tres relacions porten recursivament a a, = 0 per n = 0,1,2... O sigui:
y(z) = 0Vz. Es a dir, el metode del desenvolupament en s. d. p. només duu cap a una
solucio: la soluci6 trivial! >

De fet, observem que per a 'equacié (51) és té: P(x) = 1/z i Q(z) = 1 — v?/x?, cap
d’elles analitica a x = 0. Segons s’ha definit, queda clar que x = 0 és un punt singular
de I'equacié de Bessel. Fallen, per tant, les hipotesis del teorema 4.1. A la secci6 segiient
veurem que, si la singularitat no és “massa dolenta”, encara es podra obtenir almenys
una solucié en s. d. p. (tot i que, en general, ja no sera una serie de poténcies sencera).

2. Solucions al voltant de punts singulars regulars

Comencarem definint que entendrem per punt singular regular.

DEFINICIO 4.2. El punt x = xy és un punt singular regular de lequacié (49) si les
funcions (z — xo)P(x) i (x — 20)?Q(x) sén analitiques a * = zy. A qualsevol altre cas
direm que el punt singular és irregular.
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El meétode de Frobenius consisteix en buscar solucions de I'equacié (49) com series de
potencies de la forma:

y(@) = (z —20)* Y anle — )", (53)

essent ro un punt singular regular. Es tractaria de derivar (53) i substituir a (49) per
tractar d’obtenir alguna férmula recursiva que em donés els coeficients; tal com feiem al
cas dels punts ordinaris. Sorgeix aixi, de forma ben natural, I’anomenada equacio indicial
o dels indexs.

2.1. Equacié dels indexs. Sigui xy punt singular regular de 1’equacié (49). Alesho-
res:

P(z) = an(a: — o)t
g (54)
Qx) = Z qn(T — 20)" 2.

n=0
Suposem que una solucié de (49) és de la forma (53). Provarem de substituir aquesta i les

seves derivades a I’equacié, fent el producte de Cauchy a la regié comuna de convergencia
de les series:

0= Z(n +a)(n+a—1)a, (x —z)" T2+

n=0
+ Z(k + a)ay, (z — xp) ! Z P (2 — 20)™ " +
k=0 m=0
+ Zak (x — xo)FH Z Gm (x —20)" > = {k+m =n}
k=0 m=0
— Z(n +a)(n+a—1)a, (x—x0)" ™ +
n=0
+ D Y k4 a)poi + gn] an (x— )T =
n=0 k=0
= Z {(n +a)(n+a—1)a, + Z [(k + a)pn—k + @n-t] ak} (x— @) 72,
n=0 k=0
i igualant coeficients, hom obté:
d(a) =0,
n—1 (55)
P(n+a)a,=—) [(k+a)pu—i + gut] ar,
k=0

(n=1,2,...). On s’ha definit: ®(«) := a(a—1)+apo+qo. De la primera de les equacions
de (55), ®(a) = 0 —’equaci6 del indexs—, surten els possibles valors de I'exponent «
(veure discussi6 del teorema 4.2 més avall); mentre que de la segona n’obtenim la relacié
de recurrencia per calcular els coeficients aq, as, . ..
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A Tequacié de Bessel eren, recoredem-ho P(z) = 1/z i Q(z) =1 —v?/2?. Aixi doncs,
x = 0 és un punt singular regular. Mirem ara de trobar solucions aplicant el metode de
Frobenius. Tenim, per aplicacié de (55), que I'equacié dels indexs és:

ala—1)+a—-1rP=0a’> -2 =0 (56)
i també de la segona férmula de (55):*
(14 a)*—1v?a =0, (n=1)
(57)
(n+a)*> =t a,=—ano (n=2,3,...)

Les arrels de I'equaci6 dels indexs (56), sén o = +v. Si, per exemple, v no és cap enter, la
primera de les equacions d’adalt es satisfa si i només si a; = 0, en tant que de la segona,
es té:

Ap—2 Ap—2
n= — = — . o8
“ (n+rv)?—1v? n(n + 2v) (58)
Per an =2,3,... Com sempre, escrivim explicitament els primers termes:
—Q —Qo
a[2 = =
22+2v) 22-1-(1+v)
—Q9 ap
as = —=
T4 ) T 2021 (1 )24 )
—Aay —Aayp
g = —=
T 6(64+20) 26-3-2-1-(1+1)2+1v)(3+v)
—0g )
a’8 = =

S8+120) 224-3-2-1-(1+0)2+0)B+ )4 +0)

(com que ay és zero, els coeficients dels termes senars sén tots nuls, i ja no els posem).
Observant 'aspecte d’aquets primers as,, es pot inferir que per a qualsevol n = 1,2, ...
sera:

_ (=1)" ao

2l + D+ 2)(v+3)--(v+n)
com pot, a posteriori, comprovar-se per induccié. S’acostuma a agafar: ag = 277 /T'(1+v),
on la T' denota la funcié gamma d’Euler [5]. La solucié en s. d. p. de 'equacié de Bessel,
que denotarem per J,(x), és doncs:

Tole) = @)Z nlr(i_jzlr 1) @)% (60)

n=0

A2p,

(59)

Si fem a continuacid, el mateix pero amb l'altra arrel de 'equacié dels indexs, o = —v
agafant ara ag = 277 /T'(—v + 1), a; = 0, s’obté una segona solucié de 'equaci6 de Bessel,

la J_,(z):
L@ =(3) X n!r(—(y_1+)2+ 0 (g)zn (61)

n=0

la qual surt directament —sense necessitat de tornar a fer els calculs—, substituint v per
—v a J,(x). Les funcions suma J,(z) i J_,(z) d’adalt s’anomenen funcions de Bessel de

IS'ha de tenir em compte que, en aquest c. p. és: po =1, p, =0, peran=1,2,...;q =12, ¢ =0,
q@=1ig, =0,peram=3,4,...
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primera especie d’orde v. Les series senceres de (60) i (61) tenen radi de convergencia
infinit. En efecte, per a la primera serie tenim:

2142 n!l'(v+n+1) B Fn+v+1) B
asy, (n+DTw+n+1+1) OG+Dn+v+DIn+v+1)
1

)

—

(n+1)(n+rv+1)

quan n tendeix cap a infinit. Analogament per a ’altra.
2.2. Observacions.

NoTA 1. Si, com es suposa a 'exemple 4.4, v no és enter, aleshores cap denomina-
dor s’anulla i, tal com s’ha fet adalt, obtenim dues solucions que seran (proveu-ho com
exercici) linealment independents. Per tant, la solucié general vindra donada per una
combinaci6 lineal:

y(x) = a1 dy(x) + cad_,(2)
amb c¢1, ¢ constants arbitraries.

NoTA 2. Si v =0, totes dues solucions coincideixen:

B =1-(3) + ﬁ (5) - (31!)2 (5)+
(funcié de Bessel d’ordre 0).

NoTA 3. Finalment, si v és enter, existeix una relacié molt senzilla entre J, i J_,.
En efecte, si escrivim explicitament les relacions de recurréncia (57) per a @ = —v, enter
negatiu; tindrem, d’una banda, que cal que el coeficient de grau 1, que ara anomeno by,
sigui nul (b; = 0) i —per la segona equacié de (57)—, tenim:

n(n —2v)b, = —b,_s. (62)
Aixi, tots els coeficients de grau senar seran nuls i a més, per n = 2v s’haura de satisfer:
0-byy = —boy_g = byyp="1oy_gy=--=by =0y =0,

d’on es pot agafar un by, arbitrari. Aleshores, posant n = 2v + k amb k > 1, la re-
currencia (62) pren la forma:

(21/ + ]C)kbgy+k = —bgy+k_2. (63)

D’on, d’entrada s’observa que by, 911 = 0, perd (63) és basicament la férmula recursi-
va (58). Aixi, com alla, es dedueix d’'immediat que:

bovtokt1 =0, (k>0)
(_l)kaV (64)

Doy = . (k> 1).
W T 1+ )2+ v) - (k+v) (k=1)

Hem arribat a una “segona’” soluci6 de 'equacié de Bessel que sera:

o —v 2v - (_1)k 2v4+2k | __
ya(z) = b (‘U +;2%k!(1+u)(2+v)---(k+v)x >_

= bl +0)2 (3) ]; k:!F((_Jrl)k: ) (3% =

= by, (14 v)2"J,(x),
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a=3/2 a=0
1 1
a23:3——§77§ Qo ::__éi_I
1 1
M T 421 “TE 1421
1 1
ag = g =

15-11-7-6-4-2-1 " 9.5-1-6-4-2-1

(=1 o (-1)"
(4n+3)dn—1)---7-20) " (4n—3)(4n—T7)---1- (2n)!l

Aop =

Taula 3: Primers coeficients i termes generals de 'exemple 4.5, per a « = 3/2 i per a a = 0,
havent agafat ag = 1 en ambdds casos. Els coeficients senars sén tots zero, car a1 = 0.

...per tant, el metode de Frobenius, quan l'ordre de ’equacié de Bessel és enter, només
ens proporciona una solucio: la corresponent a ’arrel més gran de 1'equacié dels indexs.
L’altra arrel no afegeix cap solucié linealment independent amb la primera.

Acavem aquesta seccié amb un altre exemple d’aplicacié del metode de Frobenius.

EXEMPLE 4.5 (Problema 4.22). Useu el metode de Frobenius en el punt x = 1 per
trobar la solucié general de I’equacié no homogenia:

2@—-1)y" —y"+(@-1y=1-x

< Solucié. Per inspecci6 es veu de seguida que la funcié constant y(x) = —1 és una
solucid particular. Aixi, només queda per resoldre I’homogenia associada. El punt x = 1
és (comproveu-ho), un punt singular regular. Suposarem docs solucions de la forma
y(z) =307 yan(x — 1)"**. En el nostre cas, com que pg = —1/2 1 gy = 0, I'equacié dels
indexs, ®(a) = 0, queda:
2
« 2a =0

que té per arrels ay = 3/2 i a = 0. Aplicant (55), tenim que per a n =1 és:
1
(a—§> 1+a)a;=0=a, =0,

(tant per @ = 3/2 com per a = 0), i quan n > 1:

Ap—2

(n+a)(2n+2a — 3)’

ap = —

relacié de recurrencia amb la qual es calculen els coeficients (veure taula 2.2). Tenim,
d’aquesta manera, dues solucions independents de I’homogenia:

- (__1)n 2n
1+;(4n+3)(4n—1)---7-(2n)!!<x_1)

y(a) = (z - 1)

e’} (_1>n
pa(w) =1+ ; (4n—3)(An—7)---1- (2n)!!

(z —1)*".
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Com exercici, calculeu els radis de convergencia de les s. d. p. a y;(z), y2(z) i compro-
veu que sén no nuls. Comproveu també que les dues solucions trobades sén linealment
independents.

Ara que ja tenim un parell de solucions independents i una solucié particular, la solucié
general podrem expressar-la com:

y(r) = ciyi(z) + coya(w) — 1,

(c1, ¢y constants arbitraries).

Amb aquests dos ultims exemples, ha quedat ben palés que el metode de Frobenius
aporta sempre una solucio al voltant de punts singulars regulars. Fins i tot en alguns casos
(com ara a l’exemple 4.5 o per a 'equacié de Bessel quan I'ordre no és enter), també déna
les segones solucions. A la propera seccié estudiarem que ens porta cap a una situaci
(només una solucié) o cap a l'altra (totes dues solucions).

3. Analisi de les formules de recurréncia. Teorema de Fuchs

Siguin «q, s les dues solucions de 'equacio dels indexs amb a1 > «s. hi ha tres casos
possibles:

(1) s=a1—az ¢ N

(2) s=a;—ay=0

(3) s=a; —ay € N.
Al cas 1, si s = a; — g no és cap enter, veiem a partir de (55) que no hi ha cap a I’hora
d’obtenir els coeficients successius de les series. En efecte, ja que si triem o = aq és
O(n+a1) =n(n+s)isia=ay, ®(n+ az) =n(n—s), que mai no s’anullen si s no és
enter.?

Si, d’altra banda, a; = s (cas 2), és evident que el metode de Frobenius només ens
podra proporcionar una solucié. L’altim cas, 3, requereix una mica més de discussié: si s
és un enter diferent de zero (s € N, s # 0) podrem, com abans, calcular tots els coeficients
derivats de I’arrel més gran de l'equacié dels indexs (a), perque ®(n+a;) = n(n+s) # 0
per a qualsevol n = 1,2, 3, .... Quan intentem, pero, el mateix amb I'index a, ens adonem
de queé: ®(n+ay) =n(n—s), i aixo s’anulla per a n = s. Malgrat tot, si encara es satisfa
I'equacié:

s—1

D [k + 02)pei + qoi] ax = 0, (65)

k=0
per a ag # 0; tampoc no hi ha cap problema: deixariem ag i as com constants arbitraries i
continuarfem calculant els coeficients a,, posteriors a as (®(n + a) = n(n — s) no s’anulla
ja mai quan s > n).

EXEMPLE 4.6. Determineu les solucions en s. d. p. al voltant de x = 0 de
22y 4 (61 +2°)y + a2y =0
<1 Solucié. El punt x = 0 és, com es pot veure, un punt singular regular de I'equa-
ci6 diferencial. Cerquem aixi solucions en s. d. p. del tipus >~ a,z"™®. Aplicant les
relacions (55) s’obté primer I'equacié dels indexs:

2 +5a=0=a, =0, as =—H

2Restarien pendents les qiiestions sobre la independéncia lineal (facil) i de la convergencia de les séries
—i. e. veure que el radi de convergencia de les seéries enteres que apareixen a yi1(z), y2(z) és no nul—,
aquest Ultim punt és una mica més dificil de provar. Consulteu, per exemple [9].
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i després I'equacié que han de satisfer els coeficients de les solucions:
(n+a)(n+a+5)a, = (n+ a)an—1 (66)

(ambn =1,2,3,...). D’aquesta tltima equacid, prenent o« = a7 = 0 s’obté la féormula de
recurrencia:

Ap—1
+ 5 n — — n— :> n — —
n(n+5)a Na,_1 = a =
(n(n +5) no s’anulla per a cap valor de n). S’obtenen els termes:
agp ap agp (—1)" dlag
= ——, Gy=——x, A3=————,...,0p=(—1)"—=
e P e T 678 (n +5)!

(com es comprova per induccid). Aixi, si fixem, per exemple ag = 1, arribem a la soluci6:

yi(z) =1+120) %x"

Si ara considrem la segona arrel, as = —5, la corresponent relacié de recurrencia veiem
que és:
n(n —>5)a, = —(n —5)a,_1,
i els cinc primers coeficients seran:
) ag )
5, as = —E, ay = ﬂ
Ara bé, per an =5, és 0-a5 = 0. Podem doncs considerar as com una constant arbitraria
(i. e. com ag), i continuar amb el calcul dels coeficients...

a1 = —Qp, G2 =

as as as n+15!a5
ag=——, G7=———, ag= — oo a, = (=1 —,
555 WS Trg BT gy U
peran==6,7,...1 ja tenim 'altra solucié:

_ .Tz l’g .ﬁU4 _ o0 —1)gn
ya(r) = agr™’ (1—x+5—€+ﬂ) +azz”" <x5—12027( Tz! )
n=>6

2 3,4 > n,.n
s i (=1)"x
= aor l—o2+———=— ) +tas | 1+120 — .,
0 ( 2 624) 5( ;(n—i—S)!
y2(z) depen de dues constants arbitraries, ag i as, de manera que ja és la soluci6 general.
En concret, per ag = 01 a5 = 1, recuperem la solucié y;(z) d’abans. >

NoOTA 4. De fet, sempre que a; —as = s € f, si a la férmula (55) prenem ag = 0ias # 0
no fem altra cosa que recuperar la primera solucid, y;(z). Per veure-ho, escriurem (55)
peran=s+k,amb k=12 ...
s+k—1
(5 + k)kagr = = Y (14 a2)Posnt + o] ar,
l=s
redefinim by = a4 i la formula d’adalt, si es té en compte que oy = a1 — s queda:
s+k—1
(s +k)kb, = — Z (1 4+ 01 = 8)Psir—i + Qopr—i] s
l=s

k—1
=T 1+ an)pr—j + @] by
=0

<
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On, com s’indica, s’ha fet el desplagament d’indexos: 7 =1 — s. Pero aquesta no és altra
que la mateixa férmula (55). Aixo explica el que ens passava en trobar les solucions de
I'equacio de Bessel per a v enter i també la “recuperacié” de la primera de les solucions
a I'altim exemple 4.6.

Si 'equacié (65) no se satisfa per a n = s, és a dir, si:

»
—

[(k + @2)pn7k + qn,k] ar =0=ay =0,
0

B
Il

no trobarem altra solucié més que la ja coneguda (veure nota 4), i aixi, com al cas d’indexs
iguals, haurem de trobar una segona solucié linealment independent, per exemple, pel
metode de reduccié del 'ordre...

EXEMPLE 4.7. Resoleu 2?y” — xy’ + (z? — 8)y = 0 per Frobenius en torn a z = 0,
calculant la segona solucié linealment independent pel metode de reduccié de 'ordre

< Solucié. x = 0 és un punt singular regular de 'equacié. P(z) = —1/z, Q(x) = 1-8/22,
aixi que: po = —1,pp, =0peran=1,2,...iqg=-8 ¢ =0, =1,¢qg, =0 per a
n = 3,4,... L’equaci6 dels indexs queda llavors:

o’ =20 —8=0,

que té per arrels oy = 41 ag = —2. Per tant: s = a3 —as = 6 € 4. Es comprova
d’immediat, que la segona de les equacions de (55), pren en aquest cas, la forma:
oz2 -9 a, = 0
( ) (67)
(n+a)n+a—2)—8a, = —a,2 n=23...

d’on resulta a; = 0, i tots els coeficients senars seran nuls. Si agafem 'arrel més gran.
a1 = 4, la relacié de recurreencia que se'n dedueix de la segona de les equacions d’adalt
és:

— an—2
an__n(n+6)’
a partir de la qual es poden calcular els coeficients:
~ap  —ay  —6ag
T8 2T 2. 4.2 22412
B az aop _ Gag
“TT10.47 20 5.4.2.1 24.50.2]
B as —ayg ~ —0ag
T "12.6 26.6.5.4-3.2.1 26.6!.3l
B ag ag B 6ag
BT 148 B.7.65-4.4.3-2-1 2574
0y, — (=1)"aq
22npl(n + 3)!

(que efectivament aquest és el terme general, es comprova per induccié). La primera
solucio de 'equacié diferencial sera, prenent ag = 1,

4 - -1 2n
yi(z) =z (1 +6zl—22"7§!(n)+ 3>!:c ) .
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Per a 'altra arrel de 'equacié dels indexs: ay = —2, la férmula (67), quan n = 6(= s),
queda: 0-ag = —ay i a4 no sera nul a menys que ay = 0. El metode de Frobenius, en
aquest cas, porta només cap a una solucié. Per a construir-ne una segona de linealment
independent, aplicarem la férmula de reduccié de 'ordre:

exp {— [ P(z)dz}
Ya(z) = y1($)/ dx.
vi(x)
Aixi tindrem, si desenvolupem primer la integral (apuntem explicitament els calculs):
/ v 8exp {— [ P(z)dx}
(1

22 24 26 28 210 212 2
16 + 640 46080 + 5160960 825753600 + 178362777600 )

(68)

dr =

r " dw
(1 _z? + 924 1126 + 14328 13210 + 221x12 . )
8 1280 46080 25804800 137625600 178362777600

_ fer(ia ey W Lo, 18TL
- 8" T 1280° ' 23047 ' 103219200

551 80303
825753600 3567255552000

B / x_7+1x_5+ 11 2y 1 s 1871 -
N 8 1280 2304 103219200

551 80303 ; ) .

+

8257536007 T 3567255552000°

me 1 ., 1 _, 11 _, 1871, 551

= 204 6% 327 260" T 206438400° | 3303014400
80303 )
21403533312000"

Si ara multipliquem per y;(z):

4 o " z® T
r(1——

t+

10

16 T 640 26080 5160960 _ 825753600

yi(x) =

$12
T TR362TT000 ) ’

obtenim, finalment, que la segona soluci6 és:

1 1 1 1 24
(o) = g +a7? (—f = et = st ).

~ 23047 6 487 3347 T 1105920

Notem que és de la forma: cyi(z) In(z — x0) + (x — 20)*2 Yoo bu(x — z9)". Veure el
teorema (4.3) més endavant. >

El segiient teorema formalitza part del que hem vist fins ara, alhora que garanteix la
convergencia de les series obtingudes.

TEOREMA 4.2 (Teorema de Fuchs). Suposem que xy és un punt singular reqular de
Uequacid diferencial (49). Sigui p el més petit dels radis de convergéncia de les séries (54);
ay, o les dues arrels de Uequacid dels indexs, ®(a) = 0, amb a3 > as 1§ = a1 — ay.
Llavors:
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(1) Per a x > xq existeiz una solucid de l'equacid (49) de la forma (53) corresponent
a Uarrel oy.

(2) Sis no és zero ni cap altre enter, aleshores per x > xq existeix una segona solucid
linealment independent del tipus (53) per a o = au.

Els radis de convergencia de les s. d. p. no seran més petits que p. FEls coeficients
d’aquestes series es poden determinar derivant i substituint a [’equacio diferencial.

Nota 5. Al llarg d’aquests apunts ens restringirem al cas en que les arrels a i ag sé6n
reals. En cas de que siguin complexes conjugades, es pot demostar que també existeixen
dues solucions en s. d. p. linealment independents. A més, tant als exemples que el
precedeixen com al teorema 4.2, hem considerat solucions només per a x > zy. Un cop
s’han obtingudes aquestes, tan sols s’ha de substituir % per |z — zo|" per a obtenir les
solicions quan x < xg.

La discussié d’aquells casos especials (s = a3 — ay enter), on el metode de Frobenius
només ens forneix d'una solucio, és el que es dura a terme a la seccio segiient.

4. Estudi dels casos especials: s € Z

Tal com a varem fer amb un cas particular a I'exemple 4.7, aplicarem el metode de
reduccio de l'ordre per a obtenir segones solucions per a x > xy quan s és un enter.
Recorden que es feia servir la férmula (68). Abans pero, cal desenvolupar en serie:

exp{/P(x)dm} = exp{—/(w fox + p1 + P2 — T) + p3(@ — 30)*+

0

+ pa(z — o) + -+ o — o) + -+ ) di’?}:
= (z—20) ™ {14+ n(x —20) + 72z — 20)*+

+ys(r —20)’ + -l —xo)" 4+ )

yi(e) = (z—20)* [L4Bu(r —x0) + ol — m0)* + -+
F Bula— a0+,
On s’ha suposat que hem prés ag = 1 en I'obtenci6 de y;(z). Per tant:

(x — x0)7P0 [1+’71($U—370)+"'+’Vn(56—370)"+"‘]dx
(x —xg)? [14 Bi(x — x0) + -+ -+ Bulx —xo)" + -+ -]

ale) = o) |
i tenint en compte que —py — 201 = —s — 1 per que? 3, queda:
ya(x) = w1 (x) /(l“ —20) T (L4 o(w —xo) + - H oz — @) +-0) dr,  (69)

per x > xg, on s’ha fet servir el fet de que la inversa quant el producte d’una funcié
analitica és una funcié analitica als punts on la funcié no s’anulla i que la composicio de

31 — as = s i com que lequacié dels indexs és: a2 + (po — a+qo =0, tinc: a1 + a2 = —pg+1 de

les dues equacions aillant s, es té que s = 2a1 +pg — 1
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funcions analitiques també e$ una funcié analitica. Si s és enter i s # 0, de (69):

we) =) [ [+ et T

r—x9)tt  (z—x0)* (x—z0)°

+— +Us+1+05+2($—900)+"'+Us+k($—9€o)k1+"'] dr =
— X
(x — x)" (2 — 20) 5Tt
= o, In(z —
osy1(z) In(x :1:0)+y1(:1:){ — + o ot 1 +
xr— 20"
+08+k%+.}:

= osr(z) In(x — z9) + (z — x0) {Zan T — xo) } (x —x0)~° X

= osn(z) In(x — z9) + (z — x0) Zb x —xo)",
(ja que a; — s = . Resumint, la forma general de la segona solucié sera:
y2(r) = oy () In(z — 29) + (z — 20)™ Y bn( — 20)". (70)

En el cas en qué a; = ap raonant de manera semblant a partir de (69), es veu que ara, la
forma de ys(x) vindra donada per:

Yo () = y1(2) In(z — ) + (2 — 20)™ ! Z by (z — z0)". (71)

NoTA 6. En el nostre calcul de les solucions (70) i (71) no hem dit res del radi de
convergencia de les s. d. p. que hi intervenen. Com a la nota 5, al final del teorema 4.2
(pag. 39), enfasitzarem el fet de que ys(z) ha estat trobada per a z > x5. Un cop
obtinguda, només cal reemplagar (z — 2)*? per |z — 20| 1 In(z — o) per In|z — x|, per
a obtenir les solucions corresponents a x < z.

El teorema que donem a continuacié sense demostrar, resumeix ’analisi feta fins ara,
a la vegada que estableix una acotacio inferior per als radis de convergencia.

TEOREMA 4.3. Sigui x = xo un punt singular reqular de l’equacio (49). Anomenarem
p al més petit dels radis convergéncia de les séries (54). Siguin oy, as, amb a; > ay les
dues arrels de l'equacio dels indexs, ®(a) = 0. Aleshores:

(1) Si oy = ag, llavors (49) té dues solucions, yi(x) i y2(x) de la forma:

(@) = (@ —20)™ Y an(e — )", (ag #0)
= - (72)
yo() = y1(x) In(x — wo) + (@ = 20)*** Y balw — 20)",

per a x > xy.
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(2) Siay—ay = N enter positiu, (49) té dues solucions y1(z), y=(z), les quals vénen
donades per:

yi(@) = (& = 20)™ Y an(w = w0)" (g #0)

ya() = oy () In(x — o) + (2 —20)™ Y bl — )",

per a x > xy.

A la segona formula de (73), by # 0, pero o pot ser igual a zero, de manera que el
logaritme pot no apareixer. El radi de convergencia de les s. d. p. no sera més petit que
p. Els coeficients de les séries i la constant o es poden determinar per substitucio directa
de les series a lequacid (49). Pel que fa a les solucions per a x < xq, veieu la nota 6

d’adalt.

[Ilustrarem el cas a; = as del teorema 4.3, trobant una segona solucié de 1'equacio
Bessel d’ordre zero [v =0 a (51)].

EXEMPLE 4.8. Trobeu les solucions de I'equacié diferencial:

22y 4+ xy’ + 2%y =0, (74)

al voltant de z = 0.

< Solucié. La primera solucié s’obté de (60), posant v = 0:

D"
221 (n)”

yi(@) = Jo(w) =Y

n=0

Seguint el teorema 4.3, per a x > 0, buscarem una segona solucié del tipus:
yo(x) = y1(z) Inz + Z bt (75)
n=0

Derivem dos cops:

! ! y x = n
ys(x) = yi(x) Inz + lfc ) + Zl(n + )b,z

i(x)  nr) < -1
Yo () =y () Inz + i +;(n+1)m)nﬂf
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i substituim yo(x) i les seves derivades a l'equacié (74):

22y Inw + 22y, —y1 + Z(n + Dnbpa™™ + ayl Ina + y, + Z(n + )bzt

n=1 n=0

+2%y; Inz + Z b,z =
n=0
_ (I’Q " / 2 1 2 = w 2n—1 - nb n+1
- y{ +ayy + 2°y1) Ina + m222n<n'>2x +Z(n+ )nbyx
n=1 )

n=1

+ (A Db+ b, =
n=0 n=2

= box + (4by — 1) 2* + Z (QQ”EW):J:C% + [(n+1)%by, + byo] 2"
n=2 ’ =2

n

= bOZL’ —+ (4()1 — 1) IQ —+ Z [(271 — 1>2b2n,2 -+ b2n74] .T2n71 -+
n=2
(—1)"2%n

2
+ Z [(2”) ban—1 + ban—3 + (a2

n=2

] 22l = .

D’on es segueix que by = 0, by = 1/4 i que per a n > 2:

(2n — 1)%bap—2 + bop—4 =0
n 76)
, (122 (
De la primera tindrem que: by, = 0 per a n = 0,1,2,..., mentre que la segona ens

proporcionara, els coeficients de grau senar.

Relacions de recurréencia no homogenies com la que apareix a (76) sén tipiques d’a-
quests casos “especials” del metode de Frobenius. En general no es poden resoldre (en el
sentit de trobar una expressié tancada que ens doni el coeficient b,, en funcié de n). Tot
i encara, provarem una expressio per a by, 1 que sigui del tipus:

(=n"
22n
substituirem i tractarem “d’ajustar” c¢,. Fent-ho queda:
—1)" -1 n—1 —1)
SN N =
20 ()2 " (2n)22202 [(n — 1))

an—l = Cn,

I després d’agrupar i simplificar es té:

1 1 1 1
Cpn—Cpol=——=>Cr=—<1+-+-+-+—1>1.
n 2 3 n
Aixd:
b (Dl 1+1+1 +1 1,2,3
n—1 — = - —0r, NnN=1,4,0,...
el g ()2 23 n
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De manera que com a segona solucié de 'equacié de Bessel, linealment independent amb
Jo(x), es pot prendre:

() = Jo(z) In +Z CO L e (77)
b2 oLr) e 920 ()2 23 nft

Com exercici, es pot comprovar que la serie de potencies de (77) convergeix a tot R. >

NoTA 7. La segona solucié que s’acostuma a utilitzar és:

2 2
Y. = —(y—In2 —
@) = Z(r— 2y +p
2 2 = (—1)"*1 11 1
= 1 ) S T T
<’y+n Jo(z) + W;Q%(n!)? to gt
om 7 denota la constant d’Eler:
1 1 1
v = lim [(1+—+—+---+—) —lnn} = 0.57722...
n—00 2 3 n

Si, de manera semblant a com s’ha fet a 'exemple 4.8, busquem segones solucions de
I'equacié de Bessel quan l'ordre v és un enter positiu, arribarem a les funcions de Bessel
de segona especie, I'expressié general de les quals vé donada per:

2 V—n —v+2n
o=z (g +a) bl =2 )
ny ZFn+1

1 & —1)” 1 1 11
—=> l+-4-+ -+l + o+
m <= T(n F'v+n+1) n

1 } T\ vtH2n
+ (—) 7
n+v 2

on la gamma mintscula que hi apareix és la constant gamma d’Euler que ja ha estat
definida al final de la nota 7, i la primera part del claudator {...}, 1+ % +-+ % s’ha de
suposar nulla per a n = 0. A 'exemple 4.8, haviem calculat doncs, tret de constants, la
funcié de Bessel de segona especie d’ordre zero.
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