TEMA 7

Integrals Propies.
Integraciéo Elemental sobre Intervals Compactes

Problemes
1. Calculeu
(a) /1 z2e® du (b) /1/2 1 dx (c) /27r sin® z du.
0 ’ o V1-a2Z 0
< Solucié.

a) Fem la primera integrant per parts dos cops:
! 2 / 1
2 x _ fx)::c :>f(:1;‘):2gj7 B — .
/OJEG dx_{g/x):em’:g(aj):egp' —[2xe]x:0 2O$e dz
fx:x:f,x:]-a r=1 -1 1
- { q 35)) =e¥ = g((a:)) —e* (= [x2em]z:0 —2[ze®]; - + 2 ; e? dx
=el—0—2e1+0+2e1—2:
1

b) F(z) = arcsinz és una primitiva de la funcié subintegral f(z) = —— a linterval (—1,1) i
V1—a?

P

P

[0,1/2] C (—1,1). Per tant, podem directament aplicar Barrow:

L da . =12 1 . ™
———— = [arcsinz],_,/” = arcsin — — arcsin0 = | —
0o V1—a? 2 6

c¢) Posant: f(z) = sin®z = sinz(1 — cos? x), podem facilment trobar una primitiva i de nou aplicar
Barrow

2w 27 3 r=2m
. . _ cos® x
/ sin®z doz = / sinz(1 — cos® z) dz = [ cos a:];f:g” + [}
0 0

3

REMARCA 1. Aplicant els resultats del problemes 3 i 5, es pot veure directament que:

2m 0 .
/ sin® z dx:/ sin® z dz = 0.
0 -7
: , 1 ) . a? :
2. Verifiqueu si F((z) = —z4/— — 1 és una primitiva de f(r) = ———=—. Calculeu la integral
x (1 —2?)a?
/1/2 22 dx
—1/2 /(1 —a?)a?
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2 Tema 7. Integrals Propies

< Solucid. F esta definida a U'interval (—1,1) i, de fet, la podem expressar com:

T V1—22, per —1<z<0,
—V1—22, per0<zx<l.

|z
Veiem doncs que és continua i derivable a (—1,0) U (0,1), mentre que te una dicontinuitat de salt a
Porigen, on: F(0%) = lim, F(z) = F1. La seva derivada val
z—0

per —1<x <0,

Flr)={ Viga®
V1—22’

per 0 <z < 1.

0, equivalentment

[z _ x’

Vi—a22 (1 —22)a?
Per tant F' no és una primitiva de la funcié donada, f, a tot 'interval (—1, 1) siné només a (—1,0) U

(0,1). Per calcular la seva integral a [—1/2,1/2] caldra doncs separar-la en dos “trossos” i aplicar la
Regla de Barrow a cada subinterval, i. e.:

F'(z) = = f(z) Vae (=1,1)\{0}.

/ V2 2’ de O 2?de P oy p(a) R0/ R0

B T F R VA oAl Y
V3. B_[,

=1-T- (1727 + (- 1—(1/2)2)—(—1)21—7“—7:

REMARCA 2. Fixem-nos que ’aplicacié de la regla de Barrow “directament” sobre tot I’jinterval
produiria:

/1/29”2(15”:1?(1/2) F(—1/2) = —/1—(1/2)2—/1 — (=1/2)? —é—ﬁz—\/g(d))’

~1/2 (1 — gj2)x2 2 2

D>

resultat que, clarament, és incorrecte.

3. Sigui f: [—a,a] — R, a > 0, continua. Proveu que
a a

a) Si f és parell f= 2/ I
—a 0

b) f és senar f=0.

—a

< Solucié.Només cal tenir en compte que

a 0 a
3 f(z) dz = 3 f(z) dx—i—/o f(z) dx

i, a la primera integral, fer el canvi de varible x = ¢(t), ¢ : [0,a] — [—a, 0] amb ¢(t) = —t. Llavors:

_(; f(x) de = /::?) f(z) doe = /ao o) (t) dt = —/a f(=t)dt = / F(—

Aleshores:

a) Si f és parell, f(—t) = f(t), i

_Zf(m)da::/ d:c+/f dx—/f dt+/f dm—2/f
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Problemes 3

b) En canvi, si f és senar, f(—t) = —f(¢),

ﬂf()dx_ ﬂf dx+/f dx_/f dt—/f

REMARCA 3. Notem que, a la integral definida, la variable respecte de la qual integrem es pot
canviar sense afectar el valor de la integral, i. e.:

| twrar= [ ayan= [

classicament es diu que les variables d’integracié sén variables mudes (dumb variables).

4. Sigui f: R — R continua i periodica de periode T'. Proveu que

a+T
a) / f no depen de a.

b) Si f és senar F(x / f és periodica de periode T'.
< Soluci. (a) Definim la funcié:

a+T
aERr—)G(a)::/ feR.

Com que f és continua en R i ¥(a) :=a+ T, ¢(a) = a sén derivables en R, la regla de Leibnitz ens
assegura que F' és derivable en Ri G'(a) = f(a+T) — f(a) = 0 per tot a € R, ja que f és T-periodica.
Llavors, com que G’ =0 en R, G és constant en R i aix{ la integral no depen de a.

€T

(b) Ara suposem que a més, f és senar. Definim, F(x) := / f. Per veure que F' és periodica,
a

F($+T)_F(I):/:JrTf_/:f:/axf-i-/zHTf—/jf:/:JrT

o —T/2+T T/2
rsz/Q / o / f=o
—T/2 —T/2

per tot z € R, d’on F(z + T) = F(x) per tot x € R i d’aqui resulta la periodicitat de F'. >

calcularem

REMARCA 4. Notem que s’ha fet servir el resultat de 'apartat anterior. Aixi, com que la integral
no depen de z, podem prendre z = —T/2 per calcular el seu valor i aleshores,

[T ]

A continuacid, es fa servir que f és senar i s’aplica el resultat del problema 3, apartat (b).

5. Proveu que si f : [0,1] — R és continua,

/Oﬂ:cf(sinx / f(sinz d.’L’_ﬂ'/ f(sinx)

(Ajut: per a la primera igualtat feu el canvi de variable x = 7 — t).

- .
rsmox
T o2 0%
o l+cos“x
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4 Tema 7. Integrals Propies

< Solucié. Aplicarem el canvi de variable que ens suggereix ’enunciat:

r=7m—1t=dx = —dt,

I:/waf(sinx) do = :—/Tro(ﬂ—t)f(sint)dt

r=m=1=m,

r=0=t=0.
s ™ ™
_ / (7 — ) f(sin t)dt = 7 / F(sint)di — / £ f(sin £)dt.
0 0 0
D’aqui 2I = 7 [ f(sinz)dz i lavors:
™ T ™
I:/ xf(sinz)de = / f(sinz)dx.
0 2 Jo
Aix0 prova la primera part de la igualtat. A continuacié, descomposem:
T /2 T
/ f(sinz)dx = / f(sinz)dx + / f(sinz)dx
0 0 /2
i a la segona li apliquem el mateix canvi de variable:
C. V.
T _ _ [ 0
fsing)de = { T t=de=—dio L —/ Flsint)dt
/2 ZL‘—§:>t—§, /2
r=7m=1t=0.
w/2
= / f(sinz)dx.
0
I d’aqui s’arriba al resultat desitjat. Aplicacio; observem primer que:
T sinx rsinx rsinx f( inz)
= = =z f(sinx),
14+cos?2z 1+1—sin?z 2—sinzx
t
amb f(t) = 52 Resulta llavors:
T . /2 .
/ Lna;da: = 77/ Lﬂ:dx = [—marctan(cos :c)]g/2
o 1l+cosx o 1l+cosx
2
= marctanl = W—.1>
4
2
d
6. Calculeu / 7x
0o ©—3sinx
< Solucié. Aplicant primer el resultat del problema 7.6, apartat (b) amb a = — es té:
/2“ dr /ﬂ dz
o b—3sinz J_.5—3sinz
i a continuacié, fer el canvi de variable:
e ® = d 2dt , 2t sy — 1= t2
T = tan — r=-—-, sinr=-——> T = .
2 142’ 1+ t27 1+ 2
Pero llavors quadaria:
/” de /+°° e g, /°° 2dt
. 5—3sinz  J_ 5-— ol ) B2 —6t+ 5’

ja que tan § — £o0o quan z — £7T (vegeu figura 1, esquerra). Arribem doncs a una integral sobre
un interval no acotat. Aquestes integrals impropies les estudiarem al tema 8. De moment, per evitar
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Problemes

y = tan

—7/2

M)

7T:/2

(a)

Figura 1. (a) grafica de la funcié y = tan

quan x — 7. (b) a = arctan %, B = arctan(—2) i per tant arctan

arctan a — arctan 8 = 3.

z

2

8

= e - —

—_——— e — = — = =)

(b)

es té que tan § — oo quan x — 7~ itang — —oo

3 —arctan(—2) =

aix0, farem s dels resltats del problema 7.7 (la segona part de la igualtat) de la manera segiient.

Posem:
T dz
L+L= | —
1R /_ﬂ5—3smx’
amb
c. V.
1—/0 dz. ) o= —t=dr=—dt _/’f dt
'7 ) . 5—3sinz | z=-m=t=7 ~ Jo 5+ 3sint
r=0=t=0.
c. V.
pr@.52/7r/2 dt | t=-2=dt=—dz _/0 dz
N 0o Db43sint | t=n/2=z=-m/2 (| 55— 3sinz’
t=0=2=0.
& dt prob.5 /2 dx
I, = — = 2 .
o 9+ 3sint o OD—3sinz
Ara, finalment:
c. V.
dz dx _ ) t=tang,...

™
/_ﬂ5—351nx

dt

1
L B5t2—6t+5

arctan ﬁ
4

(veure figura 1, dreta).>

/2
:Il+12:2/

—x/2 0 —3sinz

1
1
)] = arctan — — arctan(—2)
_1 2

r=n/2=>t=1,

r=-m/2=1t=—L
1 5

/ 2dt

UL ()

T
5
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6 Tema 7. Integrals Propies

7. Sigui f: R — R continua. Proveu que

/abf(a;) dm:/abf(a—i-b—x) dz.

< Solucié.Només cal considerar el canvi de variable ¢ : [a,b] — [a,b] amb x = ¢(t) := a+ b — t.
Llavors:

b p(a) a a b
/af(x)dx:[D(b) f(x)da::/b f(go(t))cp(t)dt:—/b f(a+b—t)dt:/a fla+b—1t)dt>

sin

dx
Vsinz 4+ /cosx

w/2 T
8. Proveu que / —.
0 4

< Solucid.Considerarem el canvi ¢ : [0, 7/2] — [0, 7/2] donat per ¢(t) = 7/2 — t. Aleshores,

T /2 \/sinx—i—\/cosx /2 vsin x 7/2 \/Cos &
I dr = ‘ dz + - dz
2 0 \/sinx—i—\/cosx 0 \/sm$—i—\/cosac 0 \/81n:c+\/cos:c
c. v. (a la 2% integral):
) z=n/2—t=de=—dt, | _ /2 Vsinx da
r=0=1t=m7/2, 0 +/sinz+/cosz
r=m/2=1t=0.
0 cos (% —t) /2 Vsinz /2 Vsint
- dt = : dx + - dt
/2 \/sin(g—t)—i—\/cos (%—t) 0 \/SIHSC—I-\/COSSU 0 v/ sint + 4/ cost
=2 " sin @ dr = /7r/2 _ Sin dt = E.D
0 \/sinx+\/cosx 0 \/Slnaz+\/cosaz 4
tan x cotx 1 T
9. Proveu la identitat / — dt —I—/ Ty dt, 0 < < S
1/e 1+t 1/e t(1+t ) 2

<4 Solucid.Definim d’una banda:

tanx t cotx 1 T
H(z) := dt+/ ——— dt, 0<z<—
( ) /l/e 14 ¢2 1/e t(1+t2) 2

Totdt v dt
F = —— G = — 5
(l‘) /I/e 1+¢2’ (ZL') /l/e t(l +t2)

Clarament H(z) = F(tanz)+ G(cot x). Pel teorema fonamental del calcul F'i G sén C* en qualsevol i
interval compacte contingut en (0, +00), i per tant en (0, +00); mentre que tanz i cot = prenen valors
en (0,+00) quan x € (0,7/2), on a més sén derivables.

En conclusié, F', G (i aleshores H) sén C! en (0,7/2). Aix{, aplicant primer la regla de la cadena
i després el teorema fonamental del calcul s’obté:

i de l'altra:

H'(z) = F'(tanz)D(tan z) + G'(cot z) D(cot x)
1
cot z(1 + cot? x)

_ tan x
1+ tan?z

1
(1+cot?z) = tanz — =0,

1+ tan?z) —
(1 + tan“x) p——
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Problemes 7

per tot 0 < x < 7/2, la qual cosa implica que H (z) és constant a l'interval (0,7/2). Aleshores:

T Lotde Lot L2411
H :H — = _ -_ = e —
(z) (4) /1/el+t2+/1/et(1+t2) /1/et(1+t2) a

- 1
=1
= [ln|t|]§:1/e =Inl-— lng =Ilne=1,

per tot 0 <z < 5.

b
10. Sigui f : [a,b] — R, continua. Proveu que si / f g =0 per tota g : [a,b] — R continua,
llavors f = 0. ‘

< Solucié.Suposem que fos fals, llavors existiria £ € [a,b] amb f(§) # 0. D’altra banda, com que
[ fg = 0, en particular també: fab f? = 0, perd f és continua a l'interval [a,b] i f(£) # 0 amb
¢ € [a,b]. D’aqui, aplicant la definicié de continuitat a f? al punt # = ¢ es segueix que hi ha un § > 0
t. q.:

2 2 o
amb a < & <b. Ara:
E+6

b —0 b
[ F@a= [ Poaw= [ Pad=[ P

3
a &= £+0
2

1 £+0 )
1O [ 1 =ar@ >0

Y

(contradiccio). >

11. Trobeu I’area limitada per la corba y? = 22 — 2*.

1
< Solucié.L’area vindra donada per A = 4/ |z|v/1 — x? dz, i calculant la integral s’obté:
0

1

1
=-=|A=4]=
213 o 3 3

! 1 [t 12
I:/ |z|/1 — 22 dx:—z/ —2z(1 —2)Y? dz = —2 [ (1—362)3/2]
0 0

Veure figura 2 >

Toodt
12. Sigui F': R — R donada per F(x) = / dt. Calculeu F'.

< Solucié.Notem que la funcié subintegral

1
)= ——
és continua en tot R, ja que 1415 # 0, per tot ¢+ € R (en particular, és C°°. Aixi, aplicant el teorema
fonamental del calcul tindrem que F'(x) = 1526 = f(z), per tot z € R. >
x

13. Proveu que F' : R — R donada per
T1—t+t?
F(x) :/ R dt
o 1+t+¢2

és de classe C*° en R.
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8 Tema 7. Integrals Propies

/

1
Figura 2. corba y? = 22 — 2*. L’area sombrejada és la integral I = / v 1 — 22 da.
0

1—t+1t2
< Solucié.Notem que f(t) = Tiﬁ és O en R, ja que és un quocient de polinomis on el

denominador no s’anulla per cap valor de t € R (és t2 +t +1 > 0, per tot ¢t € R). Com que, pel
teorema fonamental del calcul és F' = f € C*°(R), es segueix d’immediat que F' € C*(R). >

b b
14. Siguin f,g € Cla,b]. Proveu que 3¢ € (a,b) t. q.: f(f)/ g g(g)/ f=0.

b b
< Solucid.Sigui h(x) = f(:v)/ g— g(m)/ f, obviament h € C|a, b] i sigui:

Hew) = [ s [ " g(s) ds [ owa | f(s) ds.

la seva funcié integral. A continuacio, considerem el lema de Rolle:

LEMMA 1.1 (Lema de Rolle). Sigui f : f : [a,b] — R continua, derivable en (a,b) i tal que
f(a) = f(b). Aleshores existeix £ € (a,b) on la derivada s’anulla, i. e., per al qual f'(£) = 0.

D’una banda, pel teorema fonamental del calcul és: H € C'[a,b] i H' = h i per l'altra, es comprova
d’immediat que H(a) = H(b) (= 0). Queda clar doncs que H satisfa les hipotesis del lema 1.1 i per
tant, hi haura un punt, £ € (a,b), pel qual H'(£) = 0. D’aqui, finalment es dedueix:

b b b b
H(Q =h&) =1 [ 9-9&) [ 1=0=1© [9=00 [ 1
que és el resultat buscat. >

“Int

15. Essent f(z) = / - dt, calculeu la derivada f'(3).

x2
. Int ; 2 .
4 Solucié.Com que f(t) = e és continua per tot x° < t < e*, amb x > § per § > 0 qualsevol i
d(x) = 2%, 9(x) = e sém derivables en R; podem aplicar la regla de Leibnitz:
Lne’ In 22 41n|z|

fla) =" 2 =g

e:l‘

X

File: calcul2-7.pdf Date: 01/02/2008 Ver 2.0



Problemes

S ——
; foo = I+ (ax)?

=

>
>>>?

Xo=0 X1 X2 Xz Xy " XN-3 XN-2 XN-1XN=1]
Figura 3. Aproximacio de la integral I = fo 1+a2m2 per rectangles. La proposicié 1.2 estableix
que —quan la funcié subintegral és continua a l'interval—, ’aproximacié convergeix

cap a la integral en fer tendir el nombre de rectangels (i. e., de subintervals), N —
0.

per x > 0 amb § > 0 qualsevol. D’on, per x = 3, s’obté:

4In3

f'(3)=3- ~1.535...>

16. Calculeu el limit de la successid

Ly Ly ]
p+1 p+2 p+3 2p°

< Solucié.Recordem la proposicié segiient:

PROPOSICIO 1.2. que si f : [a,b] — R és continua, donat ¢ > 0 qualsevol, existeiz § > 0 tal que,
per tota particio de Uinterval: a = v < 21 < 22 < --- < x; < --- < 2 = b, tal que Az; = x;41—x; <6,
per tot i =0,1,2,...,N — 1 i pert; € [x;,zit1] qualssevol, amb i =1,2,3,...,N — 1; es satisfa:

N1
z) de — Z f(t;) Ax;
=0

<e.

La qual cosa implica que:

b
/ f(z) dz = hm Zf ) Ax;. (1)

Aplicant aix0 a la successié de 'enunciat:

-1 1 1
1 1 1 dz .
lim + + .. E :/ = In(l+2)|} =In2,
p<p+1 p+2  p+3 ) - il C1ta (L+=)o

1 i+1
on s’ha agafat Ax; = —, pertoti:0,1,2,...,p—1iti:L,peracadai:0,1,2,...,p—1. >
p p
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10 Tema 7. Integrals Propies

17. Calculeu el limit de la successi

1 1 1 1 1
p<p2+a2+p2+4a2 +p2+9oz2 +.”+p2+(p—1)2a2+p2+p2a2>'

< Solucid. Aplicaremla férmula (1) de la proposicié 1.2 esmentada al problema 16:

P 1 p—1 1
2 2.2 —
= = fa ey
Agafant:
=1 Az; =1/p, pertot i=1,2,...,p—1,
ti=(i+1)/p, peracada i=1,2,...,p— 1.
B /1 de [arctan(ax)rl
0 1 +062$2 o =0
| arctan o
B o)

On es suposa a # 0 (sino el problema és tirivial: comproveu-ho!). La figura 3 illustra I'aplicacié de la
proposicié 1.2. >
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