TEMA 19

Séries de Fourier

Problemes
1. (a) Trobeu la serie de Fourier de la funcié f(z) =z + 7 a l'interval —7 < x < 7.
(b) Useu (a) per demostrar que
T _q 1 n 1 n
47 3 5 7
< Solucié. (a) Calculem primer els coeficients del desenvolupament.
1 ™ 1 s s
aoz—/ (x+7r)dm:—</ xdx—i—ﬂ/ dx)z?w,
T™J—m ™ N -7 -7
1 /7 1 /7
an:—/ :ccoan:d:c+—/ mcosnzdr = 0,
Tr —TT ™ —T
1 /7 2 (7 2 4 2 (7
bn:—/ msinna:dw:—/ Ed(—cosn:c):— {—Ecosn:c} + — [ cosnxdx =——(-1)",
T Jr mJo n Tl n o nmJo n
per n=1,2,3,... on s’ha tingut en compte que = i x cos nx sén funcions senars i per tant,

/a:dat:/ zcosnrdr = 0.

El desenvolupament de Fourier de la funci6 f(z) resulta doncs:

Fifl(x) =7+ i _nnﬂsinnx7

i pel que fa a la convergencia, aplicant el teorema de Dirichlet tenim d’una banda:

Flf(z) =z +m,

per tot —m < x < m, mentre que de 'altra:

FIl(r) = FIA(-m) = 3 (F=n) + (7)) = 5 (0 +2m) =

(b) x = —m/2 és un punt de continuitat de la funcié f(x) = = + 7 a linterval —7 < = < 7.

Aleshores, segons (1) és F[f](—7/2) = —77/2 + 7 = w/2. Per tant, substituint a (1):

2p+1 g (2]9—1)71’

FlA=5 —77—1—22 (=™ +22 2p_1

n =1
1)P

T
—7T+222p_1 —

2
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2 Tema 19. Séries de Fourier

on a la segona igualtat hem fet servir que sin &* = 0, si n és parell i quan n és senar, posem: n = 2p—1
per p=1,2,3,... d’on, clarament, sin % = (—1)P*L. A partir d’aix0, es dedueix d’immediat:
(et 1 11
pz::l =logde—o+

que és el que es volia provar. >

2. (a) Trobeu la serie de Fourier de

(b) Useu (a) per demostrar que

m? 1+1+1+1+ i ™ 1+1 L
P _ _ _ 1 que —_— = —_— — — —
6 32 we 7y 32 2

71'2

(¢) Useu (b) per trobar una serie numerica tal que la seva suma sigui 5

<4 Solucié. (a) Com al problema anterior comencem calculant els coeficients de Fourier

1 0 1 T 2
——/ O-d:):—l—f/ xde:W—,
T J_r 7 Jo 3

1 /0 1 parts 1 [2? o2 T
:—/ 0-cosnxd:6+—/ zcosnrdx = — |—sinnr| —— zsinnx dz
- m™Jo

T|n o nmlJo
| S ——
=0
2x g 7r 2
t
r=" {Tcosnm} — —— [ cosnzdr = —(-1)",
n o n2wJo n

=0

1 /0 1 /™
:—/ Osinnaﬁdw+—/ r?sinnz dz
L —— T Jo

arts 1 2 o9 gm 9 7
PEE {—mcosna:} +—/ xcosnz dr = (—1)”+1z+—/ z d (sinnzx)
n 0 0

o o nm n  nir
arts 2 : " 2 " 1 2
R | sinna] oo [Msinne da = 1+ S fosnalf
—_—
=0
5 _E’ n=2 (i e., sin parell),
SRS S BT I Ry 0
= 3 =\ 4 < .
n3mw — - —, n # 2 (i. e., si n senar),
n n37

pern=1,23,...

REMARCA 1.1 (notaci6). A la literatura, sovint apareix: p = m per denotar “p és multiple de m”.
Llavors per establir que n € N és parell (és multiple de 2) o senar (no és multiple de 2) posarem n = 2

6 n # 2 respectivament.

Un cop calculat els coeficients, la serie de Fourier es pot escriure de la manera segiient,

2 9 © 4 .
FIfI( =5 z::n— cosnx—7;2s1n2n:z+2(2n+l (2n+1)37r) sin(2n + 1)z
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Problemes 3

i pel teorema de Dirichlet es té:

Flfl@) = fz), —7m<a<m (2)
7.[.2
FIAm) = FIfl-m) = 5 (F-m*) + f4m0)) = S0+ 7)) = T )

(b) x = 0 és un punt de continuitat de la funcié. Llavors, d’acord amb (2) és F[f](0) = 0. Sabent
aixo, substituim = = 0 a la serie de Fourier trobada a l’apartat (a), amb la qual cosa:

n+1 1 1 1

P ol ) P o Gt L I S
FIAO) =5 +2) - =0=15=> 5 —=l-gtm -5+ (4)
n=1 n=1

De la mateixa manera, per x = m, substituim com abans a la série i ara tenim en compte (3). Amb
aixo s’obté:

FLf)(x) ”2+2§:1 ~ il NI (5)
T = — — = — — = — = —+ =4+ —=+...
6 = n? 2 6 = n? 22 32 42
(c) Sumant (4) i (5)
2 2 2 o n+1 00 oo n+1 0o
T ™ s 1 1 1 +1 1
T e T ( )2 +272:Z( )2 =2 2
4 12 6 — n —n — n — (2n—1)
n=1 n=1 n=1 n=1
d’on finalment:
2 & 1 LI S
8 4~ (2n—1)2 32 52
n=1

0, si —m<z<0
x, si0fzx<m

a l'interval —7m < z < 7.

b) On convergeix la série trobada en (a) quan z = 7—7T? I quan = = 401x?
( g q 5 La

<4 Solucié. (a) Calculem els coeficients de la seérie,

1 0 T
aoz—/ 0dx+l/ a;da::z;
T™J_n 7 Jo 2

1 1 /7 117z . - 1 T cosnx]™
an:—/ 0-cosna:dx+—/ a:cosn:nd:c:—{—smmj} - smnxdx:{ 3 }
™ J—m ™ Jo T Lin o NnmJo nem 1o
=0
1 . 0, n=2
=—(-1)"-1) = )
- ()" =1) 2 L
n2m
1 0 1 (7 1 T 1 (7 —1)ntt
bn:—/ O'Sinnacdx—i—f/ xsinn:vdx:—{—gcosn:n} —i——/ cosnxdx:(i).
™ J—7 ™ Jo ™ n 0 ™ Jo n
—_———
=0
Amb aquests coeficients es té la serie de Fourier:
T2 1 = (—Dn
F[f](a;):Z—;;mcos(Qn—l)x+;Tsmnx, (6)

mentre que pel teorema de Dirichlet,

FIA@) = f@), —m<z<m  FlGEm) = (f-r) +fa) = 504m =1 (7)
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4 Tema 19. Séries de Fourier

Figura 1. Representaci6 grafica de la funcié f(z) = |sinz| (problema 4).

(c) La seérie de Fourier, F[f](x) donada per (6) és 2m-periodica i tenint en compte (7):
F1f1(401m) = F[f](200 x (27) + m) = Ff](m) =

5
71 (3) - 10 (i 3) - 10(-3) - 1(-3) o

ja que 7 és un punt de I'extrem de l'interval pero en canvi —5 € (—m,7) i la funcié és continua a
I'interval. >

4. Trobeu, si es que existeix, una seérie de Fourier que convergeix cap a |sinz| per a tot x € R.

<4 Solucié. La funcié f(z) = |sinz| és parella (figura 1) i per tant els coeficients dels termes en sinus
de la serie sén tots zero, i. e.: b, =0,n=1,2,3,...
Aleshores tindrem una serie en cosinus amb:

2 (7 4 2 (7 1 /7
ao:—/ sinnrxdr = —, alz—/ sina:cosa:dx:—/ sin2x dx = 0;
0 0 0

™ s s m

iper N>n>1:

9 [T
an = 77/0 sinx cosnz dz
_ ! Wsinn x —sin(n — 1)z x—_l Cos(n+1)x_cos(n_1)x7f
_ﬂ_/o((-i-l) ( 1))d_ﬂ{ e e L
1 -2 e I n=9
= W[Hl(”(””)M“*(””)}:Mm(n"): <n2;1>w 0.

REMARCA 1.2. A la segona igualtat hem aplicat la identitat trigonomeétrica:
1
cosasinb = i[sin(a +b) —sin(a — b)]

La corresponent serie de Fourier ve donada doncs per:

2 4 cos 2nx

Fifila) === =3 25
n=1

s

i com que f(r) = |sinz| € CT[—n,7] (de fet f € C°(R))i f’ € CT[—m, 7], pel teorema de convergencia
(Dirichlet): F[f](x) = |sinz| per —7 < x < 7w i F[f](x) = F[f](-7) = %(f(—ﬂJr)—i—f(—HT*)) =
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Problemes 5

! | |
f T T T u T X
- -1 - 0 /) T 2N

Figura 2. Representaci6 grafica de I'extensié 2m-periodica de la funcié f(z) definida a I'interval

[—m, 7] segons: f(x) = cosx, per |z| < § i f(x) =0, per g < |z| < 7 (problema 5).

£(0 4 0) = 0 als extrems (notem que f(z) = |sinz| és continua en R i |sin(+n)| = 0). D’altra banda
f(x) = |sinz| és m-periddica (en particular també 2w-periodica). Llavors es té:

FIf]() = |sin] 2 4iCOSQH$
z)=|sinz|=—— = —_—
T w4~ 4n?2 -1’
n=1
per tot z € R. >
5. Trobeu la série de Fourier de la funcio
0, si g <l|z| <mw
f(f'?) = . s
cosx, si |z|< 3

< Solucié. Com al problema anterior, la funcié f(x) (veure figura 2) és parella, per tant els coeficients
dels termes en sinus seran tots zero, i. e.: b, =0 per n =1,2,3,... Aixi, només ens caldra calcular el
terme independent, ag, i els coeficients dels termes en cosinus a,, n = 1,2,3,... Tanmateix recordem
que, debut a la simetria parella, tan sols s’ha d’integrar sobre la meitat de l'interval (multiplicant
després per 2, es clar!). Aixi, d’acord amb les férmules deduides a la teoria:

2/7#2 2 T 2
ag = — cosxrdr=—x — = —,
7 Jo ™ 4 w
9 [m/2 2 (/2] 2 2 in2z]™/? 1
alz—/ cos2xdx:—/ =+ cos mdx:7{§+sm x} _ 2
T Jo ™Jo 2 m L2 4 0 2
9 [7/2 () 1 [m/2
ay = —/ coszcosnx dr = —/ (cos(n + 1)x + cos(n — 1)x) dx
m™Jo m™Jo
) { (n 7r) . (n ﬂ)] (8)
1 [sin(n+ 1)z  sin(n— 1) ﬂ/2_ 1 |Sm\g7 Ty +sm 2" 2
S| n+1l n—1 |, 71{ n+1 n—1 |
1 -COS n Cos @-I 0, n # 27
_ 2 _ 2 1 _ 92(—1)1+n/2 ) per n=234,...
T | n+l n—lJ —, n=2
I m(n? —1)

(*)Hem utilitzat la identitat trigonometrica: cosacosb = % (cos(a + b) + cos(a — b)), prenent a = nz i b = x.
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6 Tema 19. Séries de Fourier

Finalment,
= (-1t

FIflw) =~ + geosz+2 Y

————cos2nx
2
— 4dn- —1

és la serie de Fourier buscada. >

REMARCA 1.3. En calcular els coeficients a (8) s’ha tingut en compte, a més de la simetria parella
ja comentada de la funcid, el fet que aquesta és idénticament zero a [r/2, 7], és per aix0d que només
s’integra a 'interval [0, 7/2].

6. Sigui f(z) continua a (—L L)i siguin ap 1 by, els seus coeficients de Fourier.

(a) Proveu que si Sy(z) = — + Z (an cos oL by, sin ng:{:) aleshores

L M
/_Lf(az)SM(:E) dsz( Z a’ +b2) )

L a2 M
(b) Proveu que / S2(z) de =L <20 + z:(a?1 + bi))
n=1
L L
(¢) Proveu que 2/ x)Sy(z )dx—/LSZQVI(ac) dz < /L(f(ac))2 dz.

(d) Fent servir els apartats anteriors proveu la anomenada “desigualtat de Bessel”:
@ , o=g2 g2y L [F 2
Fry@ i<y [ o)

< Solucié. Considerem el producte:

L
~ [ f@g@) dr amb  f.g€ CT[-L L] (9)
-L
Aquest és un producte escalar (amb les propietats habituals: simetria, bilinealitat,...)l. Agafem:
1 . nmx nmwx
Yo(z) = 2 Yon—1(7) = sin I Yon(z) = cos I
(10)
co = ap = <w0af> Cs 1:b _ <w2n717f> Con = Gy = <¢2naf>
(0, %0)’ " " (an—1, Yan—) T (Yo thon)
per n=1,2,3,..., M. A més, sabem de la teoria que {1;}i=0,12,.. 2n formen una familia de 2M + 1
funcions ortogonals respecte del producte (9). En particular:
0, si n#m,
(Y, m) =S L/2, si n=m=0, (11)
L, si m>1.

REMARCA 1.4. Sigui S(z) la serie de Fourier de f, i. e., S(x) = limp/— 00 Spr(z). Llavors, amb la
notacié (10) pels coeficients i per les funcions, el polinomi trigonometric, Sys(z), i la serie, S(x), es
poden escriure de manera més “compacta’” com:

M o
=Y etha(),  S(@) =Y cathn(®).
n=0 n=0

Aixo i l'ortogonalitat de la familia de funcions (segons (11)), permet —com es veura d’immediat—,
simplificar enormement els calculs.

1En canvi perd, no és definit positiu: si f € CT[-T,T], (f,f) =0 % f = 0. De fet es diu que és “gairebé” definit
positiu: si (f, f) =0 amb f € CT[-T,T], podem assegurar que f val zero en tots els punts de l'interval [—7,T] llevat,
com a maxim, en un nombre finit.
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Problemes 7

Aleshores:
I 2M 2M 2M
(a) (f,Sm) = /L f(@)Sm(x) = <f7 Z ann> = Z cn (fybn) = Z 0121<7/)n7¢n>
- n=0 n=0 n=0
a% J 2 2
=L ?+Z(an+bn) .
n=1
L 2M 2M
(b) (Sa,Sum) = /L (Smr(x))* da = (Su, Sur) = <Z Cntbny Y Cm¢m> =
2M 2M n=0 Tr;;O M
= 3 cacm{tntm) LY A, ga) = L (20 +2_(an+ bi))-
m,n=0 n=0 n=1

(€) 0 <(f —Sn, f—5m)={f,f)—{fSm) + (Sm, Sm) = 2(f, Snm) — (Sar, Snr) < (f, f), que és la

desigualtat que es volia demostrar.

L 2 © (a),(b) @ L, o
(d) / (f(x)"dz = (f, f) = (f,Sm) — (Sm,Su) =" L 3 + Z (an + bn) ; dividint per L(> 0)
n=1

L
i prenent limit quan M — oo a totes dues bandes, s’obté:
@, o2, 2 1t 2
2> (am+p) <+ | (f@)de
2 n=1 L —L

(desigualtat de Bessel). >

7. Desenvolupeu la funcié
41, per —1<x<0
flx) =
z—1, per 0<z<1

en serie de sinus o cosinus segons convingui.

< Solucié. Com que f és una funcié senar (vegeu figura 3), li correspondra un desenvolupament en
o

serie de sinus del tipus F|[f](x) = Z by, sinnmz, amb els coeficients

n=1

1 r1 1 1
by, = I/ f(z)sinnrrdr = 2/ f(z)sinnrxde = 2/ (x — 1) sinnrz dz
-1 0 0

2 1 (parts)
= o o (x —1)d(cosnmx) = —2 {(x -1)

cosnmx]t 2 1 2
+ — cosnmx dr = ——,
nt Jg nmJoy nm

ja que, obviament:

1 1 1
{(w - 1)cosmrm} = —, / cosnmx dr = 0.
nt lg nmw 0
Per tant:
2 &, sinnmax
P =~ T

Quant a la convergencia a 'interval [—1, 1] tenim, pel teorema de Dicrichlet:

Flfl(z) =2 +1, per —1<xz<0,
Flfl(@) =z -1, per O0<z<l,
FIANO) = 5 (F0%) + £07) = 5 (-1 4 1) =0, per =10,
FIAM) = FIfI(-1) = % (f(—1+)+f(+1_)) = %(0+0) =0, per x ==*1.p>
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8 Tema 19. Séries de Fourier

—1 -

Figura 3. Extensié 2-periodica de la funcié f(z) =x+ 1, per -1 <z <01 f(z) =x — 1, per
0 <z < 1, donada al problema 7.

8. Desenvolupeu la funcié

0 per 0<z<1/2

flz) =

1 per 1/2<z<1
en serie de cosinus en mig interval i en serie de sinus en mig interval.
< Solucié. Primer trobarem la serie de cosinus. Llavors considerarem l'extensi6 parella, f,(x), de la
funcié:

f(l’): f(x)v 0<z <1,
P f(=z), —-l1<z<0.

i sabent (per la simetria parella) que els coeficients dels termes en sinus de f,(x) sén zero (i. e., b, =0
per tot n € N), calcularem els coeficients del terme independent i dels termes en cosinus:

1/2 1
ay = 1/ fo(z dx—2/ dx—2/ 0-dz+2 1-dx =1;

1/2
1 /1 1 1/2 1
anp = I/ fp(w)cosnmcdx:2/ f(a:)cosmrscdw:2/ 0-cosnrrdr + 2 1-cosnmxdx
-1 0 0 1/2
sinnmrr]! 2 nm i(—l)%rl n#2
= 9 { } = ——sin— =< nw ’ ’
nm 1/2 nm 2 0, n = Q,
per n=1,2,3,... La serie en cosinus de la funcié és doncs:

Flfpl(x) = % +> (2275__1)17;% cos(2n — 1)z

n=1
A continuacid, per trobar la serie en sinus s’ha de construir I'extensié senar de la funcié que, de
manera generica, ve donada per

| f(=), 0<z<l,
fs(@) = {—f(—:c), <<

En aquest cas sabem —debut a la obvia simetria imparella de fs(z)—, que sén zero els coeficients del
terme independent i dels termes en cosinus. Aixi nomes s’han de calcular els coeficients dels termes
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Problemes 9

y

I I I I 1 T I I I I

| | | | | | | | X
-2 =32 -1 -12 1/2 1 3/2 2

Figura 4. Extensi6 parella de la funcié f(z) =0, per 0 < z < 1/21 f(z) =1, per 1/2 <z < 1,
donada al problema 8
en sinus. Explicitament:
1 /1 1 1/2 1
b, = I/ fs(x)sinnﬂ':z:dx:2/ f(x)sinmrxdsz/ 0-sinnrrdr + 2 1-sinnrzdx
—1 0 0 1/2
2 .
cosnmx]l 2 N nmw nw’ n#2
= —2|=—" —— ((=1)"—cos— | =
nt i nm 2 2

- (™2 -1), n=2,

pern=1,2,3,...
Aleshores la serie de Fourier en sinus es podra escriure de la manera segiient:

Flf(x) = % i sin(2n — )z % i sin2(2n — 1)71'1'.
n=1

(
2n —1

A la figura 4 es representem ’extensié parella de la funcié de 'eneunciat. Deixem al lector la repre-
sentacié grafica de I'extensi6 senar. >

Desenvolupeu la funcié f(z) = 2%, 0 <z < ¢

9.
(a) En serie de cosinus.
(b) En serie de sinus.

(c) En serie de Fourier.

< Solucié. (a) Considerem l’extensié parella de la funcié donada:

f(z) = 22 0<z<{,

f(—x) = :;2, —<z<0 (12)

fo(z) = {

i trobem els coeficients del desenvolupament en serie de Fourier de f,(x) a U'interval (—¢,¢). Com que
—evidentment—, f,(x) és una funcié parella, tindrem b, = 0 per tot n =1,2,3,... (i. e., els coficients
dels termes en sinus seran tots zero). Fem doncs els calculs pels coeficients del terme independent i
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10 Tema 19. Séries de Fourier

24

Figura 5. A partir de f(z) = 22, definida a I'interval 0 < x < /, es representen les seves
extensions parella, senar i [-periodica.

dels termes en cosinus:

1t 2 ¢ 2 (¢ 2 [231° 2
= = de == dr == 2de=2|=| =202
a0 e/ef”(x) v z/of(‘”) v é/ox v 6{3}0 30

I 2 ¢ 2 [t 2 ¢
an, = Z/_éfﬁx)cos?dx: f/o a:%:os?dxza ; x2d<sinnlﬁ) = {xQSinn?ﬂo
[ —

=0

4¢ ¢ nwT 4¢ nrx]? 4¢ ¢ nmwx 402
+n2772/0 xd(cos—g ): — {xcos—e L— n27r2/0 cos i dz = n27r2(_1)n
=0
pern=1,2,3,...

En resum, tenim que la série de Fourier en cosinus (és a dir, la corresponent a l’extensié parella)
de la funcié ve donada per

2 A (-1 nmx
FlRlw) =5+ 25y C o™

n=1

amb Ff,](z) = 2% a 0 < < L. Observacié: de fet també a —¢ < x < £ atés que —en aquest cas—,
la funcié f(z) = 22 coincideix amb la seva extensié parella a l'interval —¢ < z < £ i a més pren els
mateixos valors als extrems.

(b) Ara considerarem l’extensi6 senar:

f(x) =22, O<z<d,

—f(—x)=—22, —4<x<0. (13)

Com que obviament f(x) és una funcié senar, els coeficients del terme independent i dels termes en
cosinus sén tots nuls, i. e.: ag =01 a, = 0 per tot n = 1,2,3,... Els coeficients dels termes en sinus
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Problemes 11

es calculen per la férmula:

1 ¢ 2 ¢
b":Z/ fs(x) Sin@dx— E/ f(x sin@ 5/ x sm@dx——— z2d (cos@>
iy 0

nmw l
o4 262 40 ¢
PR _— {:L’Q cos @} + — x — xd <sin @) PR T () + {msin @}
nm ¢ 1y nm amJy 14 nm n2m2 ¢ 1y

74 2 2
0

n?w? " nw 1 nmw n3m3
on a la segona integracié per parts de dalt tenim que

44 nrxl? 4%
) e}o = g2 st =0,

n?m2
per tot n =1,2,3,...; 1 els coeficients b,, resulten
20>
-,
202 802
nr n3rs’

{x sin

by =

Aleshores, la série de Fourier en sinus de la funcié és:

P21 2nmr 2 2 8 . 2n—Drz
Flfsl(z) = —— Esm 7 + 1(2 )n

Q n=1

n—1 (2n—1)372

s
n=

per 0 < x < /.
(c) Busquem el desenvolupament en serie de Fourier de la funcié en 0 < x < ¢, per tant una serie
del tipus:

(14)

> 2 2
Flfl(z) = % +n2::1 (ancos ngmj + by, sin ngmj) ,

on els coeficients vénen donats ara per:

2 [t , 2
ag = f/l‘da::ao(fp):fﬁ
¢ Jo

2 ¢ 2nmx 72
anp = 5/0 2% cos 7 dx:agn(fp):w,

£2
b, = e/a: sm dx—bgn(fs):——, n=1223,...

nm

Substituint aquests coeficients en (14):

22 £2°° 2 1.2
Flf) = % Z( ”Zx—gsm ”Zx):x% 0<z <t

A la figura 5 es representen I’extensié parella, senar i /-periodica a partir de la funcié f(z) = 22

definida a l'interval 0 < z < £. >
9. (a) Trobeu la forma general de la serie de Fourier en cosinus i de la série de Fourier en sinus a [0, C|
per funcions que compleixen la relaci6é f(C — z) = f(z).

(b) Mateixa pregunta per f(C —x) = —f(x).

<4 Solucié. (a.1) Serie de Fourier en cosinus:

FIRIE) =% + 3 aneos 27, (19
n=1
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12 Tema 19. Séries de Fourier

essent f, I’extensié parella de la funcid, i. e.:

{f(x), 0<z<C, (16)

folw) = f(=z), —C<z<O0.

Aleshores, calculant explicitament els coeficients:

c.veoy=0C—uzx,
d’on: dx = —dy;

9 rC 4 9 rC/2 q 9 C q
w = of J@a=g [T i@ [ g@ae= T
r=C=y=0.

2 [C/2 2 [0 fe-p-rw 4 O3

= — x)de — — C—-y)d = —= x) dx;
¢l I [ -y 5@
c c/2 c

a, = 2/0 f(x) cos@dx—c/ f(x cos@dx%—c C/Qf(:n)cosngxdx

c.veoy=C—ux,
d'on: do =—-dy; 2=C/2=y=0C/2; 2 =C =y = 0;

L ) nmy.
cos (C —y) = cos (mr 8 (—1)" cos 8
c/2 c/2
:é/o f(z cos%dx é(—l)" ; f(C—y)cos%dy
)= 2 0/2 Oa n 75 2,
MY 20 () [ S eos TR de =4 4 o2 nma .
C 0 C = f(z)cos ——dz, n=2,
C Jo C
pern=1,2,3,... Resumint:

4 C/2 4 0/2 2
= C/o f(x)da; by, = az,—1 =0, agn = C/o f(z) cos Tgl‘ dz, n=1,23,...

Finalment, substituint al desenvolupament (15):

2nmx

ag >
Flfpl(z) = 2+Za2ncos 8
c/2 0/2 2n 2nmx
= C/ y+02( coscdy> o

(a.2) Ara, desenvoluparem ’extensid senar de la funcié, i. e.:

Sabem que la serie de Fourier sera de la forma:

nwx
Z by, sin ol

File: calcul2-19.pdf Date: 15/02/2007 Ver 2.0



Problemes 13

(serie en sinus). Calculem a continuaci6 els coeficients b, per n =1,2,3,...:

nmwL nmwL 2 (¢ . nmx

2 rC C/2
bn = C/o f(x) Sin—dx—c/ f(z sm—dx+6 f(:n)sdex
c.v.y=0C—ux,
d'on: de=—-dy; 2=C/2=y=C/2; 2 =C =y =0;

sinn—gx = sin %(C’ —y) =sin (nﬂ' — %) = (—1)"+! sinn—gy

C/2 92 C/2
/ flx Sin@dx 1)"“/ f(C—y) sinwdy
- C 0 C

C
c/2 0, n=2,
fe-p=f@) 2 (1+(- 1)n+1)/ F@)sin 2 dz =4 4 o2 .
c 0 C ol flx )sdex n # 2.
0

Aixi doncs, els coeficients queden:

4 (€2 2n — 1
ag = 0; an = ba, =0, bgn_lz—/ f(sc)sinwdaz7 n=1,223,...
CJy C

de manera que per substitucié en (17):

C/2 (2n — )7y . (2n—1)rz
szn 1Sln CZ(/ f(y) smcdy>smc

(b.1) Com als dos apartats anteriors considerarem les extensions parella i senar —les quals vénen
donades, de manera generica per (16) i (13) respectivament—. Els coeficients per la série en cosinus
es calcularan igual que a l'apartat (a.1) tenint en compte pero la nova simetria (és a dir: f(C —x) =
—f(z)). De nou, fent els calculs:

c.veoy=0C—uzx,

2 [C c/2 2 (¢ d’on: dx = —dy;
w = C’/o J(z)d C'/ dx+C C/2f(x)dx: r=C/2=y=C/2;
r=C=y=0.
2 rC/2 2 (0 C’/2 C/2
:C/o f(z)d T C/Qf( — C/ x—i—C/ C—z)de

f(C*y)ZZ*f(y) 0:

9

2 (C nwx 2 [C/2 nwx 2 (¢ nmwT
| @ +

c.vey=0C—x,
don: de =—-dy; 2 =C/2=y=C/2; x =C =y =0;

cos %(C y) = cos (mr - %) = (—1)"cos %
c/2 nwT 2 C/2 niy
_1)» _
=5 / f(x)cos dz + C( ) /0 f(C —y)cos c dy
F(C—y)=—f) 2 nity [€7? nrx ; ;
14+ (-1 z)cos — dz = Cc/2
C( (=1 ) 0 f(x) C é/ f(x)cosmmdx, ntd
0

File: calcul2-19.pdf Date: 15/02/2007 Ver 2.0



14 Tema 19. Séries de Fourier

pern=1,2,3,... O sigui:

4 (€2 2n — 1
ag = 0; by, = as, = 0, A2n—1 = 6/ f(x)COSWdZE, per n=123 ...
0

En conseqiiencia, la serie de Fourier en cosinus vindra ara donada per:

Flfpl(z) Z_: a97,—1 COS (2n—01)7m'

C/2 _ _
= é 2 ( ; f(y) cos (2n = Dmy Cl)ﬂy dy) cos @n— lmz 1)7mc.

(b.2) Procedirem exactament com a (a.2) aplicant pero, al final del calcul, que f(C' —z) = —f(z),

2 (¢ nwx c/2 nwx 2 (C . nrx
by = C/o f(x) sm—d C’/ sm—dx—l—c C/2f(1’)51n7d$

c.viy=0C-—uz,
d'on: de=—-dy; 2 =C/2=y=C/2; 2 =C =y =0;

sinnLCx = sin %(C y) = sin (nﬂ — %) = (-1)n*! sm%
c/2 nrx 2 ny1 [€1?
C/ f(z 51n—dm+c( 1) f(C’—y)sdey
0 n # 2
FE—y=—Fw) 2 /2 T : :
= — 1+ (=" x)sin —dz = c/2 )
o 1+ (=17 ; fl@)sin = 4/ f(x)smn—gxdx, n=9,
0

per n =1,2,3,... Per tant, els coeficients vénen donats per:

4 (€2 2
ag = 0; ap = bop_1 =0, bop, = —/ f(x)sin e dz, per n=1,2,3,...
CJo C

i el desenvolupament:

0/2 2n7ryd ) . 2nmx
y | sin

2nﬂx
bay, sin = ) sin
=S b =25 ( -
és el desenvolupament de Fourier en sinus buscat. >

10. Desenvolupeu la funcié coszz en serie de Fourier a Uinterval [—m, 7], on z és un parametre real.

Proveu les igualtats:
1 22 (1 & (—1)F!
- - (2 +> (2)2)
sinz T\ 2z — k*—2z

1/1 > 2z
cotmz = E < — Z ]{;2—22>

i deduiu que

< g
45
T ];161#—1
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Problemes 15

< Solucié. Sigui f(x) = coszz, x € [—m, 7|, z € R. Notem que és una funci6 parella i per tant, la
seva serie de Fourier és una serie en cosinus (aleshores b, = 0 per tot n € N). Si es calculen els seus
coeficients s’obté:

2 (7 ” 2
apg = —/ cosrzdr = — [ d(sinzz) = —sinwz;
m™Jo Tz Jo TZ
2 T 2 T (T)l I
an, = —/ f(at)cosm?dx:—/ cosxzcosnx dx = —/ [cos(z + n)x + cos(z — n)z] dx
1 [si in(z — W 1 2(—1)m+t
L [se e st )]0 e = 200
s z+n z—n 0 z+n z-—n ne—z
pern=1,2,3,...

REMARCA 1.5. Aqui suposem que z ¢ Z (notem que si z = k € Z, el desenvolupament en série de
Fourier de f(x) = coszz és trivial).

Amb els coeficients calculats a dalt, la serie de Fourier esdevé:

2zsinmz 1 O (—1)kt+L
k=1

Per determinar cap a on convergeix la série a U'interval [—m, 7| tenim, per aplicacié directa del teorema
de Dirichlet:
Flfl(x) =cosxz, per —w<z<m,

1 N _ 1 (18)
Flfl(xm) = 3 (f(—ﬂ' )+ f(m )) =3 (cos(—mz) + cosmx) = cos Tz
o sigui:
92 si 1 X (—1)k+1
f[f](a:):zs;m<222+];(]€2222czoskx> =coszz, pertot —7m<z<m.

D’acord amb aix0, agafant © =0 € (—m, 7):

2zsinz [ 1 X (—1)kH

]:[f](o):77r <2z2+kz:1k2—z2 =cos(z-0)=1
i dividint a tots dos costats per sin 7z:
1 2z (1 & (—1)kH
_ 2z (1 1
sinmz w (2,22 +k§1 k2 —22 )7 (19)

on es suposa z ¢ Z. Tanmateix, prenent x = 7 i d’acord amb (18),
2zsinz (1 X (—1)kH % 2zsinmz (1 & 1
FIf(r) = — L7 (1 it ——— | =coswz.
1) T <z2+kz::1 k2—22( ) T 22 kz::le—z?
Com dalt, asumint que z € Z, dividim a dreta i esquerra per sin 7z per obtenir

1 /1 > 2z
COtﬂ'Z:; <—ZM> . (20)

k=t
Per dltim, prenent en (19) z = 1/2:

1 1 s (—1)k+1 o0 (_1)k+1
1 = 7=2+4 -_—
<2><}1+kz::1 ;2 T=st ,;4/@—1

== 1
& 1

()Fem servir la mateixa identitat trigonometrica del problema 5: cosacosb = 1 (cos(a + b) + cos(a — b)), ara perd
identificant @ = 2z i b = nx.

(MEn aplicar la “regla” de Barrow per x = 0 tots dos termes es fan zero: sin(z 4+ n) - 0 = sin(z — n) - 0 = 0, mentre
que a x = 7 és sin(z £ n)m = sinwzcosnm £ cosmzsinnm = (—1)" sinwz (recordem que, per tot n € Z: cosnm = (—1)" i
sinnm = 0).
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16 Tema 19. Séries de Fourier

iz=1/4en (20),

1 ( X 2x 3 ) > 8
1==(4-) ) =r=4-) ——
2 1 2 _
T —1 k' T k=1 16k 1
s’obtenen les dues tltimes sumes proposades a l’enunciat. >
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