TEMA 16

Transformada 2

Problemes
1. Calcula la Z-transformada de les successions
(1,0,1,0,1,0,1,...)
(0,1,0,1,0,1,0,...)
(1,0,0,1,0,0,1,...)
(0,1,0,0,1,0,0,...)
(0,0,1,0,0,1,0,...)
< Solucié.
11 1 1 22

Z[(1,0,1,0,1,0,1,... =l++—=+—=+-= = .
[(?77”” )](2) +Z2+Z4+Z6+ 1_1/22 Z2—1

1 1 1 1 1 1 1/z z
Z1(0,1,0,1,0,1,0,... =—-4+ =+ — --~:7<1 —+ = ):
( 1) ctat st Uttt 1-1/22  22-1
(1-retardada).

11 1 22

Z1(1 1 1,... =14+—=+—=4+--= =
[( ?0707 ’0’0’ 9 )](Z) +Z3+Z6+ 1_1/23 23_1

11 1 1 11 1/z 22
Z1(0,1,0,0,1,0,0,... =-4+ =+ = -'-:7<1 —+ = ):
( 1) ctaAtaT PR R 1-1/23  23-1
(1-retardada).

11 1 1 11 1/22 z
21(0,0,1,0,0,1,0, ... - p 4 ,,':7(1 R ):
( NG zz+z5+z8+ 22 +z3+26+ 1—-1/23  23-1

(2-retardada).>

2. Demostreu, per induccié que

(G

< Solucié. Amb la definicié dels coeficients binomials, notem que la successio:

C0) [ ((;))%NO _ (o, 0.0, (%) (N; 1)7 (N; 2)(;)) (1)

y(0) = (;37) =0, y(1)= (;f) =0,...,y(N —1) = (NA_T 1) =0.
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2 Tema 16. Transformada Z

En particular, ((f)) =(0,1,2,3,...) i llavors:

keNy

z|(D)|e=zme-2016 -4 () - )

on hen fet servir la transformada del producte per polinomiques. Aixi doncs, veiem que la férmula és
certa per N = 1.

Suposarem a continuacié que es satisfa per N = m > 1 (hipotesi d’induccié) i —sota aquesta
hipotesi—, comproverem si també és cert per N = m + 1. A partir de:

E\ k—m(k
m+1) m+1\m)’

aplicant la Z-transformada a totes dues bandes:

2 (el = e () o-wrz ()] o

s (2] (0) ) -7 =i

_Z Xi z _m z
 om+1 7 dz \ (2 —1)mt! m+1  (z—1)mt!

_ 2 (z—1)m™H — (m+1)2(z — )™ m_ 2
- om+1 (z —1)2m+2 m+1  (z—1)mt!
2 (z—1—mz—2)(z -1+ m(z —1)m*!
= - X
m+1 (z — 1)2m+2
z z—1l—mz—z+4+m(z—1)
= - X
m+1 (z — 1)m+2
1 (m+1)z z

m+1" (z—1)mtl - (z_l)m-‘,-Q’

que és la formula de 'enunciat per N = m+ 1. Llavors els principi d’induccié assegura que la férmula
és certa per tot N € N.

REMARCA 1.1. Al pas inductiu es pot fer servir també, alternativament:

E\ ok (k-1
m+1) m+1\ m )

d’on, aplicant la Z-transformada a totes dues bandes:

2oz b 0" i (2 1G] 0) -

e A S S
 omA1ldz\z  (z-1mtl ] m1 (z —1)m+l — (z —1)m+2

i aixi s’aconsegueix una certa simplificacié respecte del procés de dalt.

REMARCA 1.2. A partir d’aqui es pot provar que:

2t [ e (LM, $

(*)Aplicant la férmula de la Z-transformada del producte per polinomiques i de la Z-transformada de la retardada.
(UEs fa servir ara la hipdtesi d’induccié.
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Problemes 3

per M, N enters amb: 0 < M < N, N >1,0# X € C. En efecte:

(e (I Q-
A {(i) z KNk 1)} (;) a (;) (MO 1) B (;) (Nl 1) T

z
_Z M —2 _\M-N (Z)Ml Y _ M
AN -1 A (z >N (z = AN
——1
A
on hem aplicat la transformada del producte per geometriques i les férmules d’avancament (trans-
formada de I'avancada) a la successié (y(k))pen, = ((;f,))keNo definida per (1), (2) i que llavors
y(0) = (](\)/) =0,y(1) = (]{,),,y(M -2) = (MJGQ),...,y(N— 2) = (%:?) = 0. Notem, a més que
és necessari que M < N. Aixi, per exemple és clar que no existeix Z~! [;—fl] (k), puix d’altra banda
si existis (y(k))ken, tal que Z[y(k)] (z) = ;_21 aleshores: Z[y(k —1)](2) = Z5, don y(k —1) =1
per k = 1,2,... pero llavors y(k) = 1 per k = 0,1,2,... la qual cosa és una contradiccié perque

ZILLL. )] () = 2. b

z

Z

2. Calculeu:
(a) Z[k7]. (b) Z [k*]. (c) Z [K*].
< Solucié. Cal aplicar la férmula de la Z-transformada del producte per polinomiques. Recordem:
Z[kPy(k)] (z) = (=2 D) ». (=2 D)Z[y(k)](z), peN (5)
on D denota derivacié respecte de z, i. e.: D = % Llavors:
(2) Z k] (2) = (~2D)(~2 D)2 [1] (=) = (~2 D)(~2 D) =5 = == D {(z _21)2}
_ Z(z —1)2 —2z(2—1) _ _Z(z —1(z—1-22)
(z—1)* (2 —1)4
_z2(z+1)
= m
(b) Z[K](s) = —2 D ZK3(z) = —2 D nzflg}
(z = 1)3(1 +22) —3(22 4+ 2)(z — 1)?
o (z—1)°
(=1 (24222 -1 - 22— 322 — 32)
- (z—1)0
_ 2244241
BRECRE 2
(©) Z[k'] (2)=-2DZ[K*](z) = —2D {W}
(== D4(322 482 +1) —4(2% + 422 4 2)(z — 1)3
‘ z—1)8
o (z—1)3(32% + 822 +(z - 3)22 —8z—1—42% —162% — 42)
- (= 1P

B4 1122+ 112+ 1
(z—1)°
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4 Tema 16. Transformada Z

3. Calculeu:
(a) Z[cosBk], Z [sin Bk].

(b) Z [e*ak cos Bk] , Z {e*ak sin 6k]

1, . .
< Solucié. (a) Tenint en compte que cos Sk = 3 (elﬁk =+ e“ﬂk), essent i = 1/—1, i la linealitat de la

Z-transformada resulta:
Z[cos k] (z) = Z {M} (2) = 1Z [(em)k} (z) + %Z {(e*iﬁ)k} (2) =

2
< ze*'iﬁ/2 L zgiB/Q ) _ 22 —zcosf  z(z—cosf)

22 —2zcosB+1 22 —2zcosf+1

1,. .
Per l'altra, faren s de sin Sk = 3 <e1mC — eflﬁk>. Llavors:

iBk _ .—iBk 1 _ 1 _
; _z|E ¢ —— iB\F _ 1 —ig\k _
2pinph () = 2 |5 | )= 32 ()] ) - 32 [)] ) -
1 o—iB el 1 22— ze B — 224 6P zsin 3
2i \ze 1/ —1 zelf —1 2i 22 —2zcosf8+1 22 —2zcosff+1

(b) aplicarem la férmula per la transformada del “producte per geometriques”, i. e.:
2 W] (2) = Zy(k)(z/N),  0#£AeC (6)
Amb aixo i els resultats de I'apartat anterior tenim, per la primera transformada:
e“z (e“z — cos f3)
e20z2 — 2e%zcos B+ 1

Z [e_o‘k coS ﬁk] (2) = Z[cos Bk] (e“2) =

i per la segona,
e*zsin S
e2az2 — 2e®zcosB+1°

Z [e_‘"k sin Bk:} (z) = Z [sin Bk (e“z) =

4. Calculeu, en funcié de Z [y(k)] (z)

k+a
< Solucié.
y(k) } y(k) —z ke
Z{ (z)zz z :—zaZy(kz) =
k+a k20k+a =0 kE+a
o —k-a- o y(k)z™" o [ Zlyk)] (2
—z %y(lﬁ)/z kma=lqy = — /%dz: —z /wdz‘b
5. Demostreu les segiients Z-antitransformades
1] 2 (k=2)(k—-1)
z-1 S L A
) 2 2
[ ] k—1)k
by 21| 2| = 2R DR
) (2 —A)3] 2
22 k(k+1)
| 2| =2
A FP vl 2

File: calcul2-16.pdf Date: 12/09/2006 Ver 1.0



Problemes 5

< Solucié.
@ ui=27 [ 0= 27 | =2 [ il
o 52 |()| ()] = 2(()] ()@
e ] Qe
_ )\k:,,(k . 1) _yealEDE=2)
(b) y(k) = 2" { v _ZA)S} (k) = y(k —1) = 2~ { - jA)g} CEP i L
— (k)= 2 {(z fA)g,} (ky = w2 FE D)
© u(h) = 27 | =25 [ =t - 1) = 27 || @ Ak
— y(k) = 2! {(Zi)g} (k) = )\k_l(k—;l)k.b

REMARCA 1.3. Aquest resultat surt de manera immediata aplicant la férmula (4) —remarca 1.2,
problema 2. En efecte:

() M—0<N=3>1:21| ! }(k):)\k—?’(kgl):)\k—iiw'

B B ] = (K k(e —1)
b)) M=1<N=3>1:2"1 )\)4(14:)_)\]“ 2()-)\"’ 2t

6. Calculeu les Z-antitransformades de les segiients fraccions racionals:

z4+2 z—3 222 — 32 z
e b) ———m—— —_— —_—
(a)z—f ()22—324—27 (c) 22 -324+2

< Solucié. (a) Arran de la descomposicié en fraccions simples s’obté:

3

=z k) 27 {7

z—1

2 3
A =14+ —— = z!
z—1 z—1

=(1,0,0,...,0,...)+(0,3,3,...,3,...) = { 113’

(b) Igualment, descomposant en fraccions simples:

z—3 A B

= — (z—2)A —1)B=2z—-3—=
22 —-32+42 z—1+z—2 (2 JA+ (2 ) “

——
l
&
|
|
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6 Tema 16. Transformada Z

S’obté:
-3

y(k) 22 —32+42 (k)

1

1
=2z"1 {7} k)— 271 {—} k
P (k) P (k)
=2(0,1,1,...,1,...)+(0,2,2%,23 ... 2% )
=(0,0,2—-2%22-23% ... 22~ )
0, en notacié més compacta:

—3 0 k=0
k:Z_l{iz } k)y=4. ’
y(k) oy ] Q) 9 ok Ek>1.

(¢) De la mateixa manera, descomposem primer en fraccions simples:

222 32 ( A B

—32—1—2: +

i després, per la linealitat de la Z-transformada (i per tant de la Z-antitransformada):

o =27 | 2

o[ [

= (1,1,1,...,1,...)+(1,2,22, ..., 2% )
=(2,3,5,...,1+2F )

- (1 + 2k>k€N0

on, recordem, Ny := NU {0} ={0,1,2,3,...}.
(d) Un cop més, descomposem en fraccions simples:
z A B > z2=2 = B=-1/2
= —2)A —-4)B=1 ’
=2 (S — (2 2)A+ (- 4) :>{

p=4 = A=1/2,

z—4  z-—2

Amb aixo:

z

y(k) =2 {m} (k) = %Zil L . 4} (k) -2~ L . 2} (k) = (% (4~ 2k>) i

7. Resoleu, mitjangant la Z-transformacio, les equacions en diferencies segiientes:
a) y(k+1) + 2y(k) = 4%, y(0) = 0.

) y(k+2) = 3y(k +1) +2y(k) = 1,y(0) = y(1) = 2.

c) y(k+2) —5y(k+1)+6y(k) = k,y(0) =0,y(1) = 1/2
d) y(k+2) = 5y(k +1) + 6y(k) = 0,y(0) = y(1) = 1.

e) y(k+2)+3y(k +1) +2y(k) = 2,y(0) = 0,y(1) = 1.

< Solucié. Sigui:

Amb aquesta definicié.
(a) Apliquem la Z-transformada a totes dues bandes de 1’equacié:

2Y (z) —zy(0) +2Y (2) = (2 + 2)Y (2) =

z—4’
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Problemes 7

on hem substituit la condicié inicial, y(0) = 0. Aixo clarament produeix una equacié lineal algebraica
en la Z-transformada de y(k), Y (z). Aleshores, per trobar la solucié, (y(k));ep,, caldra primer aillar
la funcié Y (z),

z 1 z z
0= ey =4 2)
G =9 -0 6\aca 10
i després trobar la seva Z-antitransformada:
WDk, = 2 RN (R) = (5 (¢ - (-24)) .
keNy

(b) Com a l’apartat anterior, apliquem la Z-transformada a la dreta i a I’esquerra de 1’equacié per
obtenir

22Y (2) — 22y(0) — 2y(1) — 32Y(2) 4+ 32y(0) + 2Y (2) = (2% — 32+ 2)Y (2) — 22% + 42 = ﬁ,

on hem substituit les condicions inicials: y(0) = y(1) = 2. Aillant Y (2) de ’equacié de dalt s’arriba a:

z 2z
G_2)(z—12 "

Yz = z—1

(suposem |z| > 2). A continuacid, descomposem en fraccions simples

(-12G-2) <(z—1)2+z—1+z—2>i(2_2)A+(z—2)(2—1)B+(z—1)20=1;
z2=2 = (C=1,
d’on: z=1 = A=-1,
z=0 = -24+2B+C=1 = B=-1
Amb aixo,

Go12(-2) (-12 2-1'222

i obtenim doncs la descomposicié:

z z z 2z z z z
+ + = — + +

Y(z) = — _ .
(2) (z=1)2 2z—-1 2z-2 z-1 (z=1)2 2—-1 z-2

Per ultim, s’haura de calcular Z-antitransformada. Explicitament:

z
z—2

o =2 w0 = -2 [ ] w2 [ w2 [ gl =-(f) e

on la primera surt directament aplicant el resultat problema 2 amb N = 1 o bé de la férmula (4) amb
M =1, N =2, A =1 (veure remarca 1.2 al mateix problema). Resumint:

(When, = 2 V(] (R) = (<k+142%), .

(c) Aplicant la Z-transformada a totes dues bandes de 'equacié resulta:

22V (2) — 22y(0) — 2y(1) — 52Y (2) + 52y(0) + 6Y (2) = (22 — 52 + 6)Y(2) — g =1 : 7
Z p—
on es substitueixen les condicions inicials y(0) = 01 y(1) = 1/2. D’aqui, aillant Y (z) i descomposant
en fraccions simples obtenim:
z z/2 _ —3z/2  3z/4 z/2 3z/4

YO = e —2G-9 T o9e-8  s-2 Ti-3 -1F a-1
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8 Tema 16. Transformada Z

Finalment, per tenir la solucié de 'equaci6 en diferéncies cal prendre la Z-antitransformada de Y'(z),
i. e

Wk ke = 27" [y(R)] (k)

3

3 z 1
=_——z1 {
2

Wiz [l gz | we i e
1

1 3
= (= —3-2k+73k+1+k+7)> :
(2( 2 2 keNo

(d) Al igual que hem fet als apartats anteriors, aplicarem la Z-transformada a dreta i esquerra de la
igualtat, substituirem les condicions inicials (y(0) = y(1) = 1 en aquest cas) i agruparem per tenir una
equacié lineal algebraica en Y (2), i. e.:

22Y (2) — 22y(0) — 2y(1) — 52Y (2) + 52y(0) + 6Y (2) = (2% — 52+ 6)Y (2) — 22 + 42 =0,

z
z—2

d’on:

Y(2)==z2

(z=3)(z—2) "\z—-2 2-3
5 ‘. Z:3 = BZ_la : . — z—4 = 2z i
d’aqui: {z—2 —~ A—2 1 per tant: Y(Z)—z(z_g)(z_g)_z—2+z—3'

Ara, amb Y'(z) descomposat en fraccions simples resulta facil trobar la seva Z-antitransformada i amb

aquesta, la solucié:
(Ve = 27 V()] (0) =227 | ] = (24— 3)

(h) L’aplicacié de la Z-transformada a tots dos costats de I’equacié ens duu a:

)= (-9A+(z-2B=z-4

z

(k) —z71

z—2 keNg

22Y (2) = 2%y(0) — zy(1) + 32Y (2) — 32y(0) +2Y (2) = (> + 32+ 2)Y (2) — 2 = z2j1
2z >
=Y = e e T G oET D

i descomposant en fraccions simples:

z/3 z z 2z/3 z  z[3 z/3
z—1 241 242 242 241 z—1 2+2
d’on es dedueix que la solucié de I'equacié en diferencies ve donada per:

R e R O

Y(z2)=

z
z—1

Ve, = 2 V() () = 5271 |

8. (INTRESSOS I AMORTITZACIONS)

A) Suposeu que al comengament de cada any s’ingressa en un compte bancari una quantitat cons-
tant b, més el redit produit durant I’any anterior a un interés anual i. Per a I’any k, designeu
per y(k) la quantitat acumulada al comengament de 1’any, després de les operacions anteriors:

y(1)=0o,...

Plantegeu ’equacié en difreréncies que verifica y(k), i resoleu-la per a trobar la seva expressié
en funcié de k, i 1 b.

B) De manera analoga, considereu un proces d’amortitzacié d’un deute D, a un interés anual 1,
mitjangant ’abonament anual d’una quota constant B. Designeu per d(k) el deute pendent al
cap de cap anys: d(0) =D, ...

Plantegeu ’equacié6 en diferencies que verifica d(k), i resoleu-la per trobar la seva expressié en
funcio6 de k, i, B, D.

Deduiu quin ha de ser el valor de B per tal que el deute sigui liquidat en un termini de n anys.
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Problemes 9

<4 Solucié. Sigui y(k) la quantitat acumulada al final de 'any k-ésim, i. e.:
y(0)=0, y(1) =0b, y(2) =b+y(1)+iy(l) =b+ (1 +i)y(1),...,y(k+1) =b+ (1 +9)y(k),...
Aix{ doncs, y(k) vindra donada per la solucié de I'equacié en diferéncies:
y(k+1)— (1 +49)y(k) =0, y(0)=0.

Aplicant la Z-transformada a dreta i esquerra i agrupant:

2Y(z2) —zy(0) —(1+0)Y(2) =(z—(i+ 1) Y(2) =

on es defineix Y (z) := Z [d(k)] (z). A partir d’aqui:
B bz _ —bz/i bz/i
Y(z)_(z—l)(z—(i+1))_z—1 z—(i+1)

i llavors, prenent la Z-antitransformada s’obté:

. b__ z b__ z b, .
) =2 ) = =22 [ W Tt | = (0 - ),

per k=0,1,2,3,...
B) Sigui d(k) el deute pendent al cap de k anys, i. e.:
d(0) =D, d(1) = (1+14)d(0) — B,...,d(k+1)=(1+1)d(k) - B,...
i llavors d(k) ve determinat per la solucié de 'equacié en diferencies,
dk+1)—(1+1i)d(k) =B, d(0) = D. (7)
Com a l'apartat anterior s’aplica la Z-transformada a tots dos costats de ’equacié. Posant ara
Y(z):= Z[d(k)] (2), s’arriba a,

Bz

2Y(2) —2d(0) — (1+9)Y(2) = (22— (1+14)Y(2) — Dz = 1

(on s’ha substituit la “condicié inicial”, d(0) = D). Aillant la transformada Y (z) veiem que resulta ser
una fraccié racional, que descomposarem en fraccions simples. Explicitament:

Vis) = Dz Bz B Dz Bz/i Bz/i
e (7 ) N Py e 3y e sy v § e Sy prag

:(D_f)z—(j+1)+fi/i'

Un cop expressada Y(z) d’aquesta manera, el calcul de la seva Z-antitransformada és immediat.
Resulta:

d(k) = Z7 [V (2)] (k) = <D = ?) z! L—(jﬂ)} (k) + gz—l L%J (k)

:(D—?)(i—l—l)k—i—g.

Finalment, si volem que el deute D sigui liquidat en un termini de n anys, cal d(n) = 0 i llavors
la quota anual a pagar ascendeix a:

9. (MODEL DE TERANYINA)
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10

Tema 16. Transformada Z

A)

Suposeu que la demanda d i la produccié s d’'un determinat producte depenen linealment del seu
preu p segons

d(p) = do — ap
s(p) = so + bp

on a, b, dy son constants positives i sg és una constant negativa.
Calculeu el preu de I'equlibri pe.

Considerem en endavant el cas d’una produccié periodica.

Per fixar idees, suposarem que es tracta d’un producte agricola anual.

Si designem per s(k) la collita de I'any k, i per p(k) el preu de venda que resulta d’equilibrar
I’oferta amb la demanda, justifiqueu les relacions

s(k) = do — ap(k)
s(k+1)=so+0bp(k+1)
on p(k+ 1) és la previsié de preu que els productors fan a un any vista, en el moment de sembrar.
Suposem ara que la previsié de preu és simplement
p(k+1) = p(k)

C.1) Deduiu l'equacié en diferéncies que verifica p(k), i resoleu-la per trobar la seva expressié en

funcioé de k, pg, pe 1 de la constant ¢ = g.

C.2) Discutiu l’evolucié de p(k) segons els valors de c.
En particular, determineu en quins casos tendeix cap al preu d’equilibri.
C.3) Representeu graficament ’evolucié anterior, sobre els grafics de les funcions d(p) i s(p).

Suposeu ara una estrategia de previsié més complexa, segons la qual p(k + 1) és el que resulta
d’extrapolar linealment ’evolucié dels dos iltims anys. Es a dir:

p(k+1) = 2p(k) —p(k = 1)
D.1) Determineu la nova equaci6 en diferéncies que verifica p(k).
D.2) Comproveu que el punt d’equilibri p, n’és també una solucié particular (constant).
D.3) Trobeu la solucié general d’aquesta equacio.
D.4)

Deiscutiu per a quins valors de c el preu evoluciona cap al d’equilibri en aquestes noves
circumstancies.

< Soluciéb.

(A) Demanda: d(p) = dy — ap, oferta: s(p) = so + bp. En lequilibri, l'oferta i la demanda s’han

d’igualar en un preu estable, pe, que no provoqui variacions en cap d’ells:
do — so

do — ap = 50+ by <= pe = P

(B) Una vegada produida la collita de 'any k, la demanda 1’absorbira tota i fixara el preu de venda

d’aquell any. Posarem, per tant:
s(k) = do — ap(k).
D’altra banda, si es preveu que el preu de I'any segiient sera p(k + 1), llavors es produira segons
la llei de l'oferta. Aleshores:
s(k+1) = so+bp(k +1),
que fara maxim els beneficis.
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Problemes 11

(C) Sip(k+1) =p(k), aleshores:
(C.1) do — ap(k + 1) = sp + bp(k) <= ap(k + 1) + bp(k) + so — dp = 0.

Sigui P(z) := Z [p(k)] (z). Aplicant la Z-transformada a totes dues bandes de ’equacié en
diferencies deduida adalt s’obté:

azP(2) = ap(0)z + bP(2) = (az + b)P(=) - apoz = (do — s0) .,

on py = p(0). D’aqui,

do—so z pga z
P =
(2) a (z—l)(z ) a Z+C
® dy — so a+b< z ) Poz
= +
a(a +b) 1—|—c z— +c Z+c
@) z Poz
= Pe(l+0) x <z c>+z—|—c'

amb la qual cosa tenim, ﬁnalment:
p(k) = Z7 [P(2)] (k) = pe (1 = (=¢)*) + po(—0)* = pe + (=1)*(po — pe)",

per k € Niamb c=1b/a.
(C.2) Distingirem els casos segiients:

Primer cas: ¢ = — < 1= p(k) — p., quan k — 0.
a

b
Segon cas: ¢ = — = 1, llavors: Eklim p(k), pero com que p(2k) = po i p(2k — 1) =
a —00
2pe — po per k =1,2,3,..., llavors existeixen els limits d’oscilllacié: {po, 2pe — po}; 1
aixi limsup p(k) = max{po, 2p. — po} i limkinfp(k) = min{po, 2pe — po}-
k

Tercer cas: ¢ = — > 1, llavors /Hkhm p(k), ni tampoc existeixen limits d’oscilllacié
a —00

finits.
(C.3) Els diagrames de teranyina per cadascun dels casos descrits a 'apartat anterior sén els que

es mostren a la figura 1.
(D) Ara p(k + 1) = 2p(k) — p(k — 1), llavors:

(D.1) s(k+1) = do—ap(k+1)
s(k+1) = so+2bp(k)—bp(k—1)
per k=1,2,3,...
(D.2) p(k) = pe per tot k=1,2,3,...; d’on:

} = ap(k+ 1)+ 2bp(k) — bp(k — 1) = dy — so,

doso

e + 2bpe — bpe = b)pe = b = dy — So.
ape + 2bpe — bpe = (a + blpe = (a +b)_—— = do — 5o
P(z) z
(D.3) azP(z) —azp(0) +2bP(z) — b = (dp — so) =
z z—
a (z +2c— E) P(z) — apoz = g(z —A4)(z = A2)P(z) —apoz = (do — o) z 7o on:
z z z—

po=p0), Ar=-ctvV+e c=-,

(i)Descomposicié en fraccions simples:
1 A B 1 1 1 1

(z—l)(z—c)_z+c+z—1__1+c><z+c 1+c><z—1

donat que de: (z—1)A+(z+c)B=1esté,perz=1: (1+¢)B=1= B =
1
1+¢

1_1~_Ciperz:fc: —(14+cA=1=A=
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12 Tema 16. Transformada Z
d
d S
Y A
N nn o onnn 7 ” %
(a) Primer cas: ¢ = g <1 (b) Segon cas: ¢ = g =1.
d
A
é 1‘.’1 1’1 L 5o p I
(c) Tercer cas: ¢ = g > 1.
Figura 1
i aillant P(z) s’obté:
Py =950 4. : + poz : (8)
z) = :
atb -1z )2 PPN - )
A continuacié, per calcular 'antitransformada de P(z) cal primer trobar la descomposicié
en fraccions simples de les funcions racionals que hi intervenen. Aixi:
z A n B N C N
(z—=1D(z=-A)(z—A) 2z—1 z—Af z—A_
= (z=A)z-2A)A+-1)E- A )B+(z-1)(z-A)C==z
i donant valors a z,
= A : O -1DA,=X)B = A\, — B = A
ST A T AR A T h DOy A
A
= A (A -DA- =20 = A = C =
: (A~ = (A= = Ay) e,
1
= 1 1-2)1-X)A = 1 = A =
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Problemes

13

De la mateixa manera, per la segona fraccié racional que apareix en l'expressié (8) per
P(z):

z A B . N
CEDVICES W Iy v — (2= M)A+ (z— A )B ==z

Com abans, trobem els valors dels coeficients indeterminats A'i B donant valors a z, 1. e.:

2= A Ap—A)A = N = A = L,
Ay — A

~ ~ A
2 = A : D —A)B = A\ = B = ——_

D’altra banda:

A=A =D =(c=—V+c+1)(c+V+c+1)

=c+1,
A — A =——c+V+cte+ VR +e
=2V +c.

Aixi (8) es pot escriure com:

2 At z
P :el
(2) p(+@{1+cxz—1+KA%—UQ+—A)XZ_A+

_l’_

A z
unuAszA}

n At o2 n A o 2
LE 5 VI Wl UL W UG W

i per dltim, calculem 'antitransformada:

(1+c)pe

- (14 c)pe k1
p(k) = Z71[P(2)] (k) = pe + M A
(k) [P(2)] (k) GV 15 VI W e N O W T W
_Po yk#1 PO RtL
+)\+—)\7>\+ +)\7—)\+>\_
(1+¢)pe Po k+1
D0 0 T At
(1+¢)pe Po k+1
AR+
" {()\_—1)(/\_—)\+)+/\_—)\+ -

Finalment doncs el preu, p(k), vindra donat per:

(1+¢)pe o } k+1
) = poct (1) : Nerri
p(k) = pe + (=1) {2(0—1—1—\/62—1—1)\/024—0 2V + ¢ ( >
1+ ¢)pe Do R k+1
+ _1 k‘+1 ( _ C2+C+C s
=) 20c+1+Ve2+ 1)V +e 2Vt +ec ( )
per k=1,2,3,...

(D.4) Temin que |A4| < |[A_| i perque la solucié tendeixi cap a l'equilibri cal que siguin < 1, i. e.:

0< | My <A =c+VE+e<,
0 equivalentment:

0<Ve4+e<l—ce=c+e<l -2+ < 3c<1,
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14 Tema 16. Transformada Z

i recordem que ¢ = b/a > 0. O sigui, el preu tendira cap a 'equilibri si i només si:

0< <1>
C —.
3

10. Trobeu la llei de formacié i el limit de la successiéd
2 5 E @ 70 169

12 57 127 29 70777

< Solucié. Clarament la llei de formacié ve donada per:

a(k+2) a(k)+2a(k+1) 24 a(k)
bk +2) a(k+1) B a(k+1)
Es a dir:
a(k +2) = a(k) + 2a(k + 1), 9)

per k=0,1,2,3,... iamb a(0) = 2,b(0) = 1,a(1) = 5,b(1) = a(0) =2; (k=0,1,2,3,...). Sigui ara:
A(z) := Z[a(k)] (2); aplicant la Z-transformada a totes dues bandes de (9) s’obté,
22 A(2) — 2%a(0) — za(1) = A(2) + 224(2) — 22a(0) < (22 — 22 — 1)A(2) = 2(2z2 4+ 1).
A continuacié, aillant A(z) i descomposant en fraccions simples,
2z +1 4+ 32 z 4-32 z
G-+ VD)-(-va) 4 -+ "

4 z—(1-v2)
i calculem la transformada inversa:
- 44 3v2 4 — 3+/2
alk) =2 1 [A(z)] (k) = 4\[ x (1+ \/i)k + 4\[(1 — \/5)’€

Aleshores els termes de la successié,
a(0) 2 a(l 5 a(k —2)
=72 = )=—*>=—-...,ck)=24+ ——=
=55 =1 M=y =5 =2

vidran donats explicitament per:

Alz) ==z

~—

) (4+3v2) (1+v2)" " {1+ (12v2-17) (2v2-3)" 7}
_— —|— ?
a(k —1) (4+3v2) (1+v2)"" {1+ (12v2-17) (2v2 - 17) (2v2 - 3)k_1}
per k =2,3,4,... Finalment:
5 5 1+ (12v2 - 17) (2v2 - 3)"
- C(k) =2 + k—11"
(1+2) {1+ (12v2 - 17) (2v2 - 3) }

i com que 0 < ‘2[— 3‘ = 0,17157--- < 1, resulta:

k=234,...

1

=1+v2>
1++2

liin clk) =2+

11. (NUMEROS DE FIBONACCI)
Considereu els nimeros de Fibonacci Fj, definits per

P =F=1,
Fry1 = F + Fi1, k> 2.
a) Trobeu una formula explicita de Fy, en funcié de k.

F
b) Calculeu lim —L (“relacié atiria”).
kP
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Problemes 15

c¢) Demostreu que
Flq .. 4+ F}=F.Fp,.
(Nota: per a (b) i (¢), no cal utilitzar (a)).

< Solucié. (a) Equivalentment, s’escriura’:

F(k+2)=F(k+1)+ F(k), (10)
per k=0,1,2,3,... i amb
F(0)=0, F(1)=1. (11)
Sigui f(z) = Z [F (k)] (z); llavors, aplicant la Z-transformada a tots dos costats de (10) i tenint en
compte les condicions inicials (11) s’obté:

Pf(2) = 22F(0) = 2F(1) = 2f(2) + 2F(0) = f(2) = (2" =2 = 1) f(2) = 2,

d’on, aillant la Z-transformada f(z):

i a continuacid, per trobar F'(k), calculem l'antitransformada:

k
R e I

k
), k=0,1,2,3,...

(b) Claculem el limit

V5 (1445 k+1{_ 13 k+1}
_ Fk+1) . 3\ 2 ) - (52) 145
hm —_— hm T ’ —
ko F(k) kB (1+¢5) [1_ (1-@) } 2
5 2 1+V5

YV

Aquest valor és 'anomenat “nombre d’or”, “relacié airia” o “proporcié airia”.

REMARCA 1.4. Tal com diu 'enunciat, per fer aquest apartat no calen els resultats de ’apartat
(a). En efecte, si definim ay = Fy11/F, per k = 1,2,3,...; de la relacié de recurrencia del nimeros

de Fibonacci i dels seus valors inicials, es dedueix:
al = 1,
1 12
apr1 =14+ —, k=1,2,3,... (12)
ay

D’aqui, per inducccié, es demostra (exercici) que la subsuccessié parella, agk, és monotona decrei-
xent i acotada inferiorment mentre que la subsuccessié senar, asi11, és monotona creixent i acotada
superiorment i llavors totes dues sén convergents. Siguin ¢ i £9 els seus respectius limits, i. e.:

6 = 111?1 asg, by = 1i}£n ak+1

amb /£1, 05 > 0, com es comprova d’immediat. Aixi, si prenem limits en (12):

1
lilgnagk_,_g:liin(l—l— >:>£1:1—|—€<:>€1€2:€2+1,
2

a2k+1

1 1
lima2k+1:lim<1+—> = ly=14+— <= lilyo=01+1
k k ask 61

i igualant queda clar que ¢1 = f5 = £, on £ és ara ’arrel positiva de I'equaci6 x

1++5

{=limag = limag, = lima = .
m ak I agk 10 agk-+1 5

2_x—1=0. Resumint:

1En aquest apartat i al segiient farem servir la notacié habitual, posant Fy = F(1), F, = F(2),...,F, = F(k),. ..
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16 Tema 16. Transformada Z

(¢) Per induccié: veiem que és cert per k = 1. En efecte F? = 1 = 1 F,. Suposem a continuacié
que és cert per k = m € N, m > 1 (hipotesi d’induccid) i comprovarem que també es satisfa per
k=m+ 1

F12+F22+"'+F31+F7%L+1 :FmFerl‘f'FgH_l = (Fm+Fm+1)Fm+1 :Fm+1 ‘|‘Fm+2-
On s’ha aplicat, al primer pas, la hipotesi d’inducccié i a I'altim pas, la relacié de recurrencia (10).
Veiem aixi que la relacié:
Fl4+ ... 4 F2 = F,F.1,
es satisfa per tot k € N.»
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