TEMA 12

Series Numeriques

Problemes

1. Estudieu la convergencia de les series:
2 P T N/ P
In(1+ - 1— — :
)Zn( —|—p>, (b)zl—i—\/ﬁ( cosp), (C)Zl—i—psml+p2
< Solucié.
2 2 . 2\ ..
a) Z In{14—-|~ Z — divergent = Z In(1 + — | divergent.
p
(b) Z : +p\[ (1 — Cos p) Z 3/2 convergent = Z Tt f (1 — CoS ;) convergent.

t= ) —75 t. >
Z 1 + p 1 + P2 Z B /2 convergen Z e /2 convergen

2. Estudieu la convergencia de les series:

5 D
(@) 3 2 D) LA

3P 2p 4 3P pd+1

< Solucié.

(a) ap = — 5= hm {/ lap| = hm i;/ = < 1= E op convergent (criteri de I’arrel /quocient).
5 5
»/ p 1 P
(b) ap = o +3p = hm lap| = hm 5 +3p Tt =3 <l= E o 1 3p conver-

gent (criteri de I’ arrel/ quo<31ent

a 2p
lima, = lim —2— = = = 400 = divergent (no se satisfa la condicié necessaria de
(c) L * Z By Ve (

3
convergencia) .

3. Estudieu la convergencia de les seéries:

@ (25 ) 3 (45— 1)

p

< Solucid6.

1
(a) ap = <p;;) :>hm</\ap—hm p+ —O<1:>Z<

(criteri de l’arrel/quocient).

> convergent

Depositado en: http://www.mal.upc.edu/” joanr/pdf/calcul2-12.pdf 1



2 Tema 12. Séries Numeériques

(b) ap = (¥p—1)°F :>hm lap| —hm(/ §p—1)F hm 1):0<1:>Z({/]3—

convergent (criteri de l’arrel/ quocient). >

4. Estudieu la convergencia de les series:

Inp 1
a —, b _
()sz ()Zl+2+...+p
< Solucié.
1 1 1 1
(a) lizI)np?)/2 ;12]0 = 121;11;11/;02 = 0. I com que g T és convergent, llavors E n—2p també és (abs.)

p=>1
convergent (criteri de Pringsheim/Riemann).
(b) Pel criteri del quocient:

1

1
Y = — convergent = —— (abs.) convergent.>
}721+2+ Z p(p+1 };pQ 8 ;1+2+---+p( ) &

5. Estudieu la convergencia de les seéries:
1 1

<4 Solucié.

(a) El terme general a, = (s/ p+1-— \/];> es pot expressar com:

B Vp+1l++p +1-— B 1
(VT =) = (Vo d Vo) e = e v~ Vi v

llavors (pel criteri del quocient):

pgo(vp+ —\/];> Z\/ZT—F\/ Z 1/2 divergent :>pz>:0(\/p+ —f) divergent.

(b) El terme general, a, =

es pot expressar com:

N
R SR/ Y/t W/ R/ s S T/ R

b1 Vb VT Vi1 114 T 1)

per tot p > 2. Aleshores:

1 1 1 ]
So—1 o) ~ convergent
1§<‘/ﬁ ‘/5> zgp\/zfl(wrm) ;p?’/?( gent)

1
i per tant (pel criteri del quocient), la serie: Z ( ) (abs.) convergent. >

p>2 VP f

6. Estudieu la convergencia i la convergencia absoluta de les series:
P 1+ 5p)p
a -1, b < .
@) 31 o3 (5

4 Solucid.
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Problemes 3

(a) El terme general es pot expressar com (—1)Pa, amb:

(IPZO 1 ap:p\/g_i_g\(),

(termes no negatius i tendint “monotonicament” cap a zero). Per tant el criteri de les séries
alternades ens assegura la convergencia d’aquesta serie. No hi ha, en canvi, convergencia absoluta.
En efecte, aplicant el criteri del quocient a la série formada pel modul de cadascun dels termes

resulta:
>

p P P L ivergen
1y = 3 Y (divergen)

p=0 p>0 p>1
. o . p s s 1
d’on es segueix (criteri del quocient) que (—=1)? ‘ també és divergent.
2 |0

p=0
(b) Es tracta d’una seérie alternada, com es veu fent:

S - g ()

3 _
p>3 p >3

pero com que el seu terme general no tendeix cap a zero (de fet, ni tan sols és convergent), la serie
no és convergent i evidentment, tampoc no ho és absolutament. >

7. Estudieu la convergencia i la convergencia absoluta de les series:

1+ pi 1 PP (-1 1
() 2 1292 p ®) 2 <p+1 +12P(p+2)2>’ © Z(p+119!>’
(d) Z(Ll)

p

< Solucié.
(a) La serie és divergent. En efecte:

1 1 1+i
Z — convergent, Z — divergent = Z +2 p divergent.
p=>1 p>1 p>1
Per tant, no pot ser absolutament convergent (donat que la convergencia absoluta implicaria
la convergencia de la seérie). De totes maneres, comprovem—ho

Z 1—|—p1 Z,/ % Z divergent :>Z
p=>1 p>1 p>1

p=>1
(b) Com abans mirem per separat les séries formades per les parts real i imaginaria del terme
general,

S e, Y g3 e =Y (i) a
— —— ~ conv. iv.
P 2 P 2
sptl s 2+l 2 Sp\p+l o 2(p+2)
Aleshores, no pot haver-hi convergéncia absoluta. Tot i que aix0 es segueix de manera imme-
diata, podem comprovar-ho explicitament:

p*(1+p)? 1
Z Z > 22P(p T Z 7 divergent.

p=>0
(c) La serie és convergent. En efecte:

‘ divergent.

1
.
p+1 2 p—|-2

(=1)P -
Z harmonica alternada (conv.),

p —1)P 1
p=1 1 = E <( ) —|—i> conv.
|
g —=e—1 (conv.), p>1 p p:
p!

p>1
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4 Tema 12. Séries Numeériques

No és, en canvi, absolutament convergent:

SIS i =T g o e Dy div = X (S i aw
p>1 p p>1 p>1 p>1
(d) La serie és divergent perque:
‘(1+i)p |1+ifp  2v/?
= = — 100
p p
(no se satisfa la condici6 necessaria de convergencia de Cauchy). >
8. Estudieu la convergencia de les series:
a+ (—1)P\/p (=1)Pp+2
() VR () Ep+2
p p
< Solucié.
—1)P a+ (—1)P
) Z a4 divergent i Z (=1 convergent = Z M divergent.(l)
p>1 p p>1 p=>1 p
—1)P 2 —1)Pp+2
(b) Z (il conv. (série harmonica alternada), Z — conv. = Z # conv. >
p>1 p p>1 p=1 p

9. Estudieu la convergéncia de les series:
pPP+p+1 .
a) D : b) Y sin (my/1+ 7).
sin ( P > (b) sin (my/1+p

< Solucié.
(a) Podem reescriure la serie com:

Zsm< P +p+1> S sin <7rp++1> 3 (~1)?sin <pj:1>,

p>0 p>0 p>1

. , Ny . ™ N
i es veu clarament que és una serie alternada amb sin <+1 N\, 0. Per tant, la serie és convergent.
p

(b) Es veu que es tracta d’una serie alternada:

Zsm(w 1+p) Zs1n<7r\/r)ZZsin<ﬂp+Wp(m—l>>

p>1 p>1
- ;(—1)1’ sin [Wp <m - 1)] - ;(_1)10 sin |7 (Vo2 +1-p) ],
i & més, sin [ﬂp (H— 1)] \, 0. En efecte, per p = 1 és: 1(v2 —1) = 7(v/2 — 1)@1 1 _

™

V2+1

> ) _ _ /5 vVpr+1+ T
’W(erl p)_<p+ >\/§T+i \/ﬁﬂo

=7 (VDT F1- (p+1))

™.
< — i llavors:

T
2

(p+1)? +1+(p+1)

(1)2 ap convergent, » b, divergent = »(a, + b,) divergent (ja que si > _(ap + by) fos convergent, aleshores . b, =
> (ap +bp) — > ap seria convergent |essent la série suma de dues convergents|, la qual cosa és una contradiccid).
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Problemes 5

per tot p > 1. Per tant:
IZsin[ﬂ<\/p2—|—1—p)} Zsin[ﬂ< (p—|—1)2—|—1—(p+1)>} >0,

per tot p > 1. Aleshores, pel criteri de les series alternades, la serie Z sin (7r V14 p2) és conver-
p>1
gent. >

10. Discutiu, segons els valors de a € R, la convergencia de les series:

p+1\" P P
(a) Z(mp_J , CDM e Lt

p>2

< Solucié.
(a) Convergent sii & > 1, com es comprova aplicant el criteri de Pringsheim—Riemann, i e

o 2 C 2 o p+1 1
limp® |In |1+ —— =limp* | —— | =2 :>Z NZ— conv. & a > 1.
p p—1 p p—1 > p>2pa

(b) Es comprova, també pel criteri de Pringsheim-Riemann que la serie és convergent sii a < 0.

Explicitament:
(0% (0% (0%
limpl_o‘1 P sin 1\/23 zlimpl_o‘1 P X 1\/]3 =1= 7 b sin 7 Z p
P + /P +p p +/P +p Siltvp +p P

i aquesta tltima és convergent sii 1l —a >1< a <0. >

11. Discutiu, segons els valors de a € R, la convergencia de les series:

Z\/erl—f (b) Zw(\/%—\};).

p=1 p=>2

< Solucié.
(a) La serie convergeix sii @ > —. De nou, podem arribar a aquesta conclusié aplicant el criteri de

Pringsheim-Riemann. En efecte, de
1

limpo‘+% p+1_\/ﬁ>< p+1+\/]3_1_ o 1
p

= lim = -,
p* VeF+1+yp o VpF14+p 2

es segueix que:
VPEI-
Sy

p>1 p* p>1 p*t

1 1
conv. @a+2>1<:>oz>§>

1
(b) Convergent sii a < 3 Per Pringsheim-Riemann un altre cop:

) LTy S ESY S WV 22V 5

p 1 Ve) T et J+W

ey B B

1
p
1

1 3
1E convergent < a—i— >lea<-—1==-p
3_a 2 2
p>2p
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6 Tema 12. Séries Numeériques

12. Discutiu, segons el valor de o € Z, la convergencia de les series:

1 1 1
(3)21+2a+...+pa’ (b)z<1+2_a++ﬁ>

< Solucié.
1 1
(a) o Sia=0: Z T Z— divergent (serie harmonica).
p>1 p>1
SiZ3a<0 ! > 1 zld‘ t= ) !
e Si « : - 1 com que: — divergen
1+20 4 4p° " p d 8 1420+ +p°

p=>1 p=>1
divergent (comparacié per majoritzacio).

1
e Sia=1 E _ = E —_ ~ E —; convergent (criteri de Pringsheim-
{1424 4p S+l Hp

Riemann per series amb termes de signe constant).

e SiZoa>1:0< < , 1 llavors (per majoritzacio):
T+20+ - tp® T42+-+p (per maj )

1 1
E ——— convergent = g convergent.
p211-|-2-|-~---|-p p211+2°‘+~--+p0‘

1 1
(b) 14+ 2 4+ — > 1 per tot € Z i per tant la serie divergeix (no es satisfa la condicié necessaria

de convergencia). >

).

13. Discutiu, segons els valors de «, 8 € R, la convergencia de la seérie Z p® (Inp

4 Solucié. 1) Si a > 0 la serie és divergent per tot
5 € R donat que no es satisfa la condicié necessaria de
convergencia: lijIanO‘ (lnp)ﬁ = 400 per tot 8 € R.

2) Si aw = 0 distingirem dos casos:

(a) Per f > 0 la serie divergeix, també debut a
qué no es satisfa la condicié necessaria de convergencia:
lillorn (lnp)ﬁ # 0 per cap valor de 8 > 0 (és o0 per 5 > 0
il quan 5 =0).

(b) Per 8 < 0 considerarem la funcié: f(z) = (Inz)®
que és positiva, continua i monotona decreixent per x > 2
i per tot B < 0 i estudiarem la convergencia de la seva
integral sobre I'interval [2, +-00): Figura 1. Convergencia al pla («, §).

/200 (Inz)” d:c:/;(lnx)ﬂ d:c—i-/eJroo (Inz)? do =

c.veox=e"Su=Inz,

- r=c" = dr = e'du, _ ¢ B e B u _
) z— +oo=u— +o0o, _/2 (Inz)” dz+ /1 u’e" du = +oo.
r=e=>u=1. ~ ~~

~
conv. div., amb: ufe* >0

Aleshores, pel criteri integral:

/ (Inz)? dz divergent V3 < 0 = Z (Inz)? divergent Vf < 0.
2
p=>2
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Problemes 7

B

3) Si o < 0, considerarem la funcié f(z) = 2 (Inz)” per z > 2, la qual |en aquest interval|, és

positiva, continua i decreix per z > M(«, ), on:
M(a, 8) = sup {2, e /2] +1}, (1)
amb o < 0,5 € Rion [-] denota la funcié part entera®. En efecte, ja que:

fl(z) =2z (Inz)’Halmze+ 0] <0<= alnz+ 5 <0,(a < 0) < Inz > —g

i per tant f(x) decreix si > e~#/®. En particular a linterval [2,+00) decreixera per 2 > M(a, 3)
amb M (a, B) definit per (1).
D’altra banda, es veu que la integral:

c.v.. x =et &t =Inax, llavors:

/+OO 2*(Inz)?dz = dz = e'dt,
M(a8) x=M(a,B) =t =InM(a,p),

T — 400 =t — +00.

convergeix V3, quan a < —1,

+oo
= / thelltaltyy convergeix < [ < —1, quan a = —1,
1

n M (f) divergeix V3, quan —1 < o < 0.

Sigui A C R? donat per:
A={(a,p)eR*:a< -1} U{(a,f) eR*:a=—-1,8< —1}. (2)

Aix{, dels puts 1) i 2) es conclou que, per tot 3, la série és divergent quan o > 0. En canvi, per o < 0
es segueix, aplicant el criteri integral al que s’ha vist al punt 3):

+o0o
/ 2%(Inz)’dz convergent < (o, 8) € A = Zp“(lnp)ﬁ convergent < («, 3) € A.
M(e,B) p>2

Finalment doncs, queda clar que:

Zpo‘(lnp)ﬁ convergent <= (a, 3) € A,
p=>2

essent A el domini del pla de parametres («, 3) donat per (2). A la figura 1, ’area ombrejada representa
aquesta regié de convergencia. >

14. Essent ) a, convergent a, > 0,b, > 0:

a) Proveu que si (by) és acotada, és ) a,b, convergent.
b) Proveu que si ) b, és convergent, és »  /apb, convergent.

c¢) En particular, deduiu que > %, /@, és convergent.

4 Solucié.

a) com que (by)p,>0 amb b, > 0 és fitada, existeix M > 0 tal que: b, < M per tot p. Aleshores,
0 < apb, < May, per tot p (ja que a, > 0 per tot p); per tant:

g ap convergent — g apby, convergent (criteri de majoritzacio).
p=0 p=0

2. e sizeR, lz] :=sup{z € Z: z < x}.
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8 Tema 12. Séries Numeériques

1
b) Com que 0 < /a,b, < §(ap + by) per tot p; les series Y sqap 1 Y2 ,50bpy s6n convergents (i per
tant szo(a + b,) també és convergent; del criteri de majoritzacié es dedueix la convergencia de

szo \/ apbp.

1
¢) Només cal aplicar b agafant b, = —

. >

2

15. a) Essent ) ap,a, > 0, proveu el “criteri logaritmic™

1

In =
=L>1=) a, CONV, 1D;_L<1;»Z%D1v

1
ap

i
im — np

—plnp
b) Apliqueu-lo per a discutir, segons el valor de a > 0, la convergencia de la série > (1 + %) .

<4 Solucié.

a) Com que suposen que aquest limit existeix i val L llavors, de la definicié de limit es té que:

ln1
VO<e<L3IN=N(E)eN:p>N=L—-ec< —= I £ < L+e,
np

n ueix que:
d’on es segue e

<ap < per tot p > N(e). (3)

—c)
pL—i-a pL €

Aixi, si L > 1 agafem, per exemple, € = % i aplicant (3) tindriem:

1
0<a, < T per p > N(LT) I com que: Z 77 convergent = Z a, convergent

p p>1 p 2 p>1

L+1

(notem que >1,jaque L >1). Per L < 1, podem triar: € = % i, per (3) es té:

1
ap > —7p, perp> N( LY. T com que: Z =2 divergent = Z a, divergent
p 2 p>1P 2 p=1
(notem que % < 1 quan, com ara L < 1). En tots dos casos hem aplicat comparacié per
majoritzacio.
b) En aquest cas particular a, = (1+ 2)77 np j Navors:

lnai In(1 + @)plnp plnpln(1 + ) a
L =lim =lim —— =lim—— 2~ = limp— = a.
p Inp p Inp p Inp PP

Aleshores, per aplicacié directa del que s’ha provat a I'apartat anterior, si a > 1 la serie és conver-
gent; si a < 1 la série és divergent. Mirem queé passasia =1. De (1+2)P <e= (1+ %)plnp <

e =p = (1+ ) phnp > 1 > 0. I comque )~ L divergent = Zp>1(1 + ) ~PInP divergent

(criteri de majoritzamo). Resumlnt. sta >0, 5 (1+ p) —PInp ¢ convergent < a > 1. >

16. a) (Criteri de condensacié de Cauchy). Essent (ap,) — 0 decreixentment: ) a, és convergent si i
només si ho és > 2%a9s = aj + 2az + 4ag + . ..
b) Apliqueu-lo per a estudiar la convergencia de las series:

1 1
Zplnp’ Zplnpln(lnp)'

File: calcul2-12.pdf Date: 01/02/2008 Ver 2.0




Problemes 9

<4 Solucié. a) Siguin A, = Y77_gar i By = Y 1_2"ag les sumes parcials de les series Y - ap i
szo 2Pag9p. Llavors, per p > 0 tenim d’una banda:
Li25)

Ap:Zak<ao+Z2a2k:ao+BL 2 (4)
k=0

on |-] és la funcié part entera (veure nota (2) al problema 13, pagina 7). En efecte:

L%
QkGQk > Ggk + Qok g+ + Aget1_] = ag + B p| = ap + Z 2ka2k >
k=0
[log, p]
>ap+ Y (age+ageyy o agen ) Zagt+artaz+ y Fa, = Ay,
k=0

per tot p > 11 on hem fet servir que Hn—gj = |logy p| > logyp—1 = 2k 1 > gloger—1+l 1 —y ]
per tot 0 < k < Llnp |. De la mateixa manera:

B, = Z 2Pagr < —2ag — ay + 2A; (5)
k=0

com es pot comprovar d’immediat fent,

p p p
Bp = Z 2kCL2k =a + 222’671(121@ <a;+2 Z(agk_lﬂ +agk-149+ -+ agr_y + an)

k=0 k=1 k=1
2p
=a + QZak =aj + 2(Aw — a1 — ag) = —2ap — a12A9p,
k=2

on utilitzem que 0 < age < age-1,,,1 < s < 2’“*1, 2 <k < p (pel decreixement dels termes).

Suposem primer que ZpZO 2Pagp és convergent; llavors B,, que és monotona creixent —suma
acumulada de termes positius—, ha d’estar acotada superiorment. Aleshores, de (4), es dedueix que
A, —que és monotona creixent per la mateixa raé que B,—, també esta fitada superiorment. Es
conclou d’aqui la convergencia de szo ap. Reciprocament, sigui szo ap convergent. Essent, com
s’ha dit, A, monotona creixent, aquesta haura d’estar acotada superiorment, pero (5) implica que Bj,
també ho esta, i d’aquf es deriva d'immediat la convergencia de > - 2Pag.

b) Per la primera a, = . Aleshores:
plnp
1 1
P opP ;
Z 2Pagp = Z o ln 5% = n3g Z (divergent) 2 Z ap = Z onp divergent .
p=1 p>1 p>1
1
Per la segona és a, = m Aleshores:

2p 1 1
2pa2p - = —
pz>2 Z 2°In2PIn(ln2P) In2 p2>2 p(lnp + In(In 2))
1
~ E div. (per a)) = div.,
Soplp (1 — 2>> pl np Z 27 In 27 In(In 27)

L 1
" In2

pel criteri de comparacié per quocient per series de termes amb signe constant, donat que:

. 1
limplnp DN
j2 plnp (1 + Inp )
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10 Tema 12. Séries Numeériques

1
Per tltim, el que s’ha demostrat a 'apartat a) garanteix la convergencia de Z —_. >
P Inpln(lnp)
17. Essent »_ ay,a, > 0, una série divergent, proveu que:
G, p Gnp, ;9

a ——— és convergent. b és divergent.

@) Y : ) 0 i s divers
< Solucié.

a 1
(a) De 7712 < — per tot n. Aleshores, del criteri de majoritzacié:
14+ n4a,

L coNy. = % conw.
ZTL2 1_|_ 2

na
n>1 n>1 n

(notem que no cal la divergencia de >, an).
(b) Podem suposar a, # 0 (si no, els treiem i encara »  a,, = +00). Si lim, a, = 0, llavors es segueix
directament de la definicié de limit que hi ha ng € N tal que 0 < a,, < 1 per tot n > ng. Per tant,
an__ On ’
1+a, = 2

Vn > nyg

i del criteri de comparacié per majoritzacio:
Gnp
a, DIV. = DIV.
S oDV, — Y
n>0 n>0

an

T # 0 i la serie és divergent ja que no es satisfa la condicié
Gnp,

En canvi, si a, 4 0 llavors

necessaria de Cauchy. >

18. a) Essent ) a, i > b, dues series de termes positius, suposem que existeix N € N tal que:

b a . -
2t o Cpil ,Vp € N. Proveu que si ) | a, és convergent, llavors ) b, també és convergent.

bp ap
1-3-5-...-(2p—1)
2:4-6-...-(2p)

b) Apliqueu-ho per a estudiar la convergencia de la serie Z

< Solucié. a) Per tot p > N es té:

bpr1  bpr1 by b1 bp2 bni3z bnyo
bnt1 by bp_1 bp_2 by_3 bnt2 byt
pt1  Gp  Ap_1 Ap2 aN4+3 GN42  Gpyl by 11
S P+ . p . p . p + . + — Pt :>0§bp+1§ +G‘P+1'
ap Ap_1 Gp-2 Gp-3 aN42 AaN41 ANyl aN+1

I com que ) a, és convergent, per majoritzacié tenim que ) b, és convergent.
REMARCA 1.1. De la mateixa manera es demostra per aquest cas que si existeix N € N tal que:

bp+1

a
2+t wvp > N.
bp ap

Y

Llavors ) a, divergent = ) b, divergent.

1-3-5-...-(2 1
b) b, = 59 (2p + ).Aleshores:
2-4-6-...-(2p)
b 2 1 1 1
pi1 _ 2l p 1/ t]) vp > 1,
by, 2p+2 p+1 1/p

1
(ap =1/p). I com que Z — és divergent, la serie estudiada és divergent (remarca 1.1). >
p=1
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Problemes

11

19. Calculeu la suma de les series:

1 1 p—+12
(a) Zp(p+1)’ ®) 2 (2p—1)(2p+1)’ © Zp3+5p2+6p'

< Solucié. Siay, = b,11—b, =: Aby, la seérie corresponent, » a, =y Aby,, s’anomena seérie tele
En particular,

N-1 N-1
dap=> Aby=by—by= > a,=» Ab,= Am (b = br).
- oy’

p>M p>M

Aleshores:
Z ap = Z Ab,, convergent <= hmb existeix i és finit.

M>0 p>M

scopica.

(a) Es una serie telescopica. En efecte, descomposant el fraccions simples el seu terme general, es té:

1 1 1

aQy = — = — — — = 1—b
PToplp+1) p opt+1 TP

1
amb: b, = ——; llavors,
p

iper M =1:

(b) També és una seérie telescopica:

B 1 12 1/2 b,
YT op—1D(2p+l) 2p—1 2p+1 LT
—1/2
on ara agafem: b, = 5 / . Per tant,
p_
Nzl _Nl( 1/2 1/2 )_ 1/2 1/2
2p—1)2p+1) 2p—1 2p+1) 2M—-1 2N -1
@ p+) S\ p +
iper M =0:
1 , /2 1/2 1
Z = lim —_ = =——.
(2 -D@Ep+1) Nt \ -1 2N -1 2
(c) A partir de la descomposici6 en fraccions simples del terme general:
p+ 12 p+12 2 5 3
3 2 - R S -
p’+5p°+6p  plp+2)(p+3) p p+2 p+3

2 2 2 2 3 3

= + - + — ,
p p+1 p+1 p+2 p+3 p+2

es veu que la serie es pot descomposar com suma de tres series telescopiques convergents:

-2 -2 . 2
Sty =Xt =3 (35 ) =, (2o ) =2

p=1 p>1 p>1
—2 —2 2
Ac, = — = _ li l— — 1,
; Cp I;(Cp-H Cp) ; <p +2 p+ 1) N—E—loo < N + 1>
3 3 3
S a0, () = (1) -
=i =1 p+3 p+2 N—+oo \ N + 2
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Tema 12. Séries Numeériques

12
Aleshores:
p+12 B - o -
Zp3+5p2+6p—Z(Abp—l—Acp—i—Adp)—ZAbp+ZAcp+ZAdp—2+1—l—2.l>
p=1 p=1 p=1 p=1 p=1
20. Demostreu les segiients expressions d’acotacié del residu:
) N N | _ !
a —_ = —_— | < .
—p+13 Zp+130) 3N2
9] N
1 1 1
b) jg:iﬁ'_-jzjiﬁ < NIN'
p=0 p=0
< Solucié.
a) Per tot N € N:
X p 1 K p 1 p 1 11 1 g 1
N+1
Sl it Y is< T gl =T
p:OP+13p p:0p+13p p2N+1£\—i;-1/3p pZN-i—lSp 3 p03p 1—5 3%2
<1 VpeN
b) Per tot N € N:
il f:l = : + : + : + : + +71 +
=l Sl (NEDLT (N2 (N3 (N ) (N+k)!
= ! <1—|— ! + ! + ! +
(N +1)! (N+2)  (N+2)(N+3)  (N+2)(N+3)(N+4)
1
ot +...
(N+2)(N+3)---(N+k) )
< 1 14 1 n 1 N 1 P 1 N
(N +1)! (N+1) (N+1)2 (N+1)3 (N 4+ 1)k=1 = "7
B 1 1 B 1 N+1 1
M- " (N+1)!N+1-1 NN’

(N -1) v
On hem fet servir que H§:2(N +7) = (N+2)(N+3)(N+4)---(N+k) > (N +1)*" per tot

N e Nitot N3 k > 2. Exercici: comproveu aixo dltim per induccié. >
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