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Continuitat i limit de funcions d’1 variable

Definicié 1 (Limit d’una funcié d’'1 variable en un punt)

Sigui f una funcié

fila,d] — R
r = flz),

xo € (a,b) (i. e., zo punt interior de l'interval [a,b]) i L € R.
Direm que: lim f=1L siiVe>0,30 >0 t.q.
Tr—rxo

si 0<|z—x9| <9, llavors: |f(xz) — L| <e.
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Remarca 1

o lim f = L vol dir que si = és prou proper a zq llavors f(x) és prou
T—xQ

proper a L

@ Elvalor de f(zo) no juga cap paper en la definicié. Modificar el valor
de f(zo) no afecta a I'existéncia o no del limit ni al seu valor. De fet,
no cal que f(xo) estigui definit. D'aqui la restriccié 0 < |z — xo| a la

Definicié 1.
Exemple 1

Z sin (l) siz#0

flz) = x)’

c, siz=0.
Tenim que:

lim f(z) =0,

z—0

independentment del valor de ¢ (veure Figura 1).
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Figura 1: grafica de la fun-
ci6 de I'Exemple 1 amb ¢ =
1/3.

o Si triem o = a 6 zo = b (extrems o punts frontera de l'interval [a, b])
llavors prodem estendre la definicié de limit mitjancant els seus limits

laterals:
lim f i lim f.
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Definicié 2 (Continuitat d’una funcié d’1 variable en un punt)

Sigui f una funcié

fila,)] — R
—

f(z),

Zo € (a,b) i L € R.
@ Direm que f és continua en xg sii

IL=lim f iamés: L= f(xo).

T—xQ

Remarca 2
@ La funcié de I'exemple 1 és continua en 29 = 0 sii ¢ = 0.
@ Podem estendre la nocié de funcié continua als punts frontera de
I'interval [a, b] usant limits laterals. Per exemple, f és continua en
To = a sii
3L = lim i L= f(a).

z—at
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Alguns conceptes de topologia elemental al pla

Definicio 3

(i) Disc obert de centre (zo,yo) i radi r > 0:

Dr(m07yo) = {(CL',Z/) S RQ : \/(1: - $0)2 + (y - y0)2 < T}
(de fet, és I'interior d'un disc de radi r). Vegeu Figura 2(a).
(ii) Disc tancat de centre (zo,%o0) i radi 7 > 0:

Dr(wo,90) = {(z,y) € R* : V(& = 20)? + (y — y0)® < 7}

(interior del disc + la seva circumferéncia “frontera”). Vegeu
Figura 2(b).
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3, |-

X, X

0 0

(a) Disc obert (b) Disc tancat

Figura 2: 2(a) Disc obert cantrat en (zo,yo) € R? i radi 7 > 0. 2(b) Disc tancat amb centre a
(o, y0) € R® iradiT > 0.
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Sigui A C R? un subconjunt fixat.

Definicié 4 (Punt interior)
Direm que (xo,y0) € A és un punt interior de A sii 3 r > 0 (depén del
punt!) t. q. D,(zg,yo) C A.

Es a dir, un punt és interior d'un conjunt si hi ha tot un entorn d’ell
contingut dins del conjunt.

Definicié 5 (Punt frontera)

Direm que (z9,%0) € R? és un punt frontera de A sii V r > 0 (per molt
petit que sigui!), el disc D,.(x,yo) té interseccié no buida tant amb el
conjunt A com amb el seu complementari, A® (recordem AL = R2\ A4),
i. e.:

AN Dy(zo,90) #0, i A®N D,(x0,0) # 0.

Remarca 3

Un punt frontera pot ser que sigui o no del conjunt!
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Remarca 4

Recordem que la distancia ||22 — 21 || entre dos punts z; = (z;,v;) € R?,
i = 1,2, ve donada per

22 — z1]l = V/(z2 — 21)% + (y2 — y1)2.

Exemple 2

D,.(x0,y0): Tots els punts d'un disc obert sén interiors mentre que
la seva frontera és la circumferencia

{(@,y) eR?: (z—w0)* + (y —w0)* =77} (1)

D,.(x0,y0): Els punts interiors d'un disc tancat sén els del disc obert
D,.(z0,yo0) i la seva frontera és la circumferencia (1).

La Figura 3 illustra les definicions 4 i 5.
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Punt frontera

Punt interior

Figura 3: @ punt interior. P punt frontera.

Calcul en diverses variables 10/21



Definicié 6 (Conjunt obert)

Direm que A C R? és un conjunt obert sii tots els seus punts sén
interiors (i. e., si A no conté cap punt frontera).

Definicié 7 (Conjunt tancat)

Direm que A C R? és un conjunt tancat sii A conté tots els seus punts
frontera.

Remarca 5
@ La majoria de conjunts no sén ni oberts ni tancats...

@ Hi ha una caracteritzacié dels conjuts oberts i tancats via funcions
continues (classe de problemes).

Exemple 3

o El dissc obert D, (zo,yo) és un conjunt obert.

o El disct tancat D, (20, y0) és un conjunt tancat.
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Definici6é 8 (Conjunt acotat)

Direm que un conjunt A C R? és acotatsid R > 0t.q. A C Dy(0,0)
(és a dir, si es pot incloure en un disc centrat a I'origen de radi prou

gran).
Exemple 4
Siguin els conjuts:
Ay ={(z,y) eR® 1z < 1}, (2)
Ay = {(z,y) e R?*: 1 <z + 42 < 9}. (3)

Obviament A; no és un conjunt acotat, mentre que As (que és un
anell de radis 1 i 3), si que ho és.
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Definicié 9 (Conjunt compacte)

Direm que un conjunt A € R? és un compacte sii A és un conjunt
tancat i acotat.

Exemple 5
@ Tot disc tancat és compacte.
@ El conjunt A; de I'exemple 4 no és compacte (no és acotat).

@ El conjunt A5 de I'exemple 4 no és compacte. Es acotat perd no és
tancat, ja que no inclou els punts de la circumferéencia “interior”
z2 + 9% =1, que sén punts frontera. En canvi el conjunt,

Az = {(z,y) €ER*: 1 < 2 + 4 <9}
és tancat i acotat i per tant, compacte d'acord amb la Definicié 9.
Tot seguit estendrem les definicions de limit i continuitat per a una funcié

de 2 variables definida en un conjunt obert (les definicions pel cas de
punts frontera no les formalitzarem aquf).
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Continuitat i limit de funcions de 2 variables

Definicié 10 (Limit d’una funcié de 2 variables en un punt)

Sigui f una funcié definida en un conjunt obert A C R?, i. e.:

f:ACR?2 — R
(z,y) = f(z,y),

(x0,Y0) € A (punt interior) i L € R. Direm que:

lim flz,y) =1L siiVe>0,35>0 t.q.

(z,y)—(z0,y0)
si 0<+/(z—20)2+ (y—y0)2 <4, llavors: |f(z,y)—L| <e¢

i escriurem (notacid):

lim f(z,y) = L.

(z0,Y0)
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Definicié 11 (Continuitat d’una funcié de 2 variables en un punt)

(1) Direm que la funcié f definida en un conjunt obert A C R?,
f:ACR? — R, és continua al punt (zo,¥o) € 4 sii:

3L = lim f(z,y)€R i L= f(zo,y0).
(z0,y0)
(2) f és continua en A si ho és V (zo,y0) € A, d’acord amb la definicié
anterior.
Remarca 6

o La definici6 de limit en 2 variables vol dir que si (x, y) tendeix a (zo, yo)
“de totes les maneres possibles”, llavors f(z,y) tendeix a L.

o El valor de § = d(¢) en la definicié de limit es pot interpretar com un
“parametre de control” necessari per assolir una precisié (o tolerancia)
€ > 0 predeterminat.
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Exemple 6

Sigui la funcié:

x2 cos Y+ xy
/22 + 42 ’

Es comprova facilment que: L = (hm) f(z,y) = 0. En efecte, ja que

)

f(xa y) = si (.’t, y) # (07 0)

donat € > 0, agafant d(e) = €/2 tenim que si 0 < /z2 +y? < §,
llavors

2 . 2
f(z,y) — (0,0)] = ey T oyl @+ Jayl
/$2+y2 /$2+y2

= |x|M <2lz| <2y/x2 4 y? <26 = 2% =e.

/22 4 o2
On hem fet servir les desigualtats: |z| < y/22 + 2 i |y| < /22 + 2.
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Continuitat de funcions de n variables

Volem estendre les definicions anteriors al context de funcions de n varia-

bles:
fiACR*" — R

z=(z1,...,2n) = [f(z)=f(z1,...,2,).

El punt clau és reemplagar a tot arreu la “distancia en R?" (veure remar-
ca 4) per la “distancia en R™", i. e.:

Definicié 12 (Distancia entre dos punts)

Siguin © = (z1,...,2,),20 = (29,...,2%) € R™. Definim la seva
distancia, ||z — xo||, mitjangant:

Iz = oll = /(@ = Q)2 + -+ (@n = 2Q)2.
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Aixi, per ex., podem estendre la definicié de disc obert a R™:

Definicié 13
Anomenarem bola oberta amb centre 2o = (29,...,20) € R™ i radi
r > 0 al conjunt:

Dy (xo) = {z = (x1,...,3,) € RY; ||z — 20| < 7}.

En particular:
@ Sin =2 tenim el disc obert de la definicié 3.
@ Per n =3, D,(zo), consisteix en tots els punts de I'interor d'una

esfera amb centre o € R™ i radi r > 0.

@ etc.

De forma semblant, podem introduir les definicions de bola tancada, punt
interior, punt frontera, conjunts oberts, tancats i compactes en R"”; aixi
com les definicions de limit i continuitat d'una funcié f: A C R" — R.
No les formalitzarem aqui.
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Alguns conceptes i propietats sobre funcions de
diverses variables

Definicié 14 (Continuitat d’una funcié de n variables i
m components)

Sigui A € R™ obert i 79 = (29,...,2%) € A. Direm que la funcié:

fiACR* — R™
T = (:Ela"'vx’ﬂ) = f(x) = (fl(m)77fm(x))7

és continua en x sii totes les m funcions components

F@="r1(@1, s )y s @ = (@1 s )

sén continues en xg.
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Proposicié 15 (Propietats de les funcions continues)

(a) Sif: ACR® —Rig: ACR" — R, A obert; sén funcions
continues en xog € A, llavors també ho son:

(Ve f,¥ceR; ()f+g (i)f g (iv)g 5 o) 25 0

(b) Sif: ACR® — R™ig: BCR™ — R, A B oberts; sén
funcions continues en xo i f(xo) respectivament, llavors la composicid
go f també és continua en x.

() Si f: ACR" — R", A obert, és continua en xo i existeix la in-
veresa =1 : f(A) C R® — R" , llavors f~' és continua en f(xo)
(continuitat de la inversa).

Remarca 7

Aquesta proposicié permet concloure que les funcions construides com-
binant funcions continues mitjancant I'ds de les propietats (a), (b) i
(c) s6n també continues sempre que ens mantinguem dins del “domini
de la seva combinacié”. Ho anomenem genericament continuitat per
generacio.
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Exemple 7

La funcié:

; + : +
f(:]j7 Y, z) = g;sm(y;+22) = eln(z) Sln(y;+z2)’

esta ben definida i és continua “per generacié” siz > 0i (y, z) # (0,0).
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Definicié 1 (Derivades parcials de funcions de 2 variables)
Sigui f una funcié

f:ACR? — R
(z,y) = flz,y), ()

amb A C R?. Les derivades parcials de f respecte de x i respecte de
y en (xo,y0) € A, vénen donades, respectivament, pels limits:

of o fl@o+hyo) = fo,w0) . f(x,90) — f(x0,Y0)
Oz (0, 50) = }lLli;I%) h - rlggo T — X ’
of . flwo,yo+h) = f(xo,90) .. f(wo,y) — f(x0,Y0)
ay (‘r07y0) - }llg% h - y1i>n.1,/10 Y — Yo )
(2)

quan aquests limits existeixen i sén finits.
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Figura 1: Les derivades parcials donen les
pendents de les tangents en les direccions dels
eixos.
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Calcul de les derivades parcials

Proposici6 2 (Derivades parcials com derivades de funcions

d’1 variable)
Quan els limits de la def. 1 existeixen, Illavors:
of d . Of d
5 Z0:%0) = - (@, 50)]os, 6_y($07y0) W [f (20, )]y, -
(3)
Exemple 1
. . ] T
Derivades parcials de f(z,y) = 2e?*"% en (z0,y0) = (§,O>:
of (m d d: ou d
_J [ _ = = — sinx .= — 77‘_:17
o (5:0) = = @0y = — [ee™ 7] _. = —ol,_5
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Funcions derivades parcials

@ Si estenem la idea de la prop. 2 al calcul de les funcions derivades

parcials de f(z,y), podem calcular

° —f(:r,y) derivant respecte de z, tractant y com si fos una constant.

ox

0, . .
° 8—f(x,y) derivant respecte de y, tractant z com si fos una constant.
Y

@ Aixi, per la funcié de I'exemple 1

tindriem:

@ Remarquem que aquestes regles de derivacio es poden aplicar quan
sabem que aquestes derivades parcials existeixen (per exemple, aplicant

fl@,y) = ze¥™"",
a sin sin x
O (0, ) = % 4 aye i cosa,
T
0 e o
a—f(x, y) = ze¥ %" “sin z.
Y

els criteris de generacid).
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Derivades de funcions de n variables i m com-
ponents

Vector de derivades parcials
Considerarem la funcié:
f: ACR" — R™
x:(xlv"'7xn) = f($):(f1(1')77fm(l')),
essent A un conjunt obert. Sigui 2o = (29,...,2%) € A. Suposem

que totes les derivades parcials primeres de totes les funcions de f
existeixen en xg. Denotem per,

)
L (w0 = (g—fm%(x)) (4)

el vector de derivades parcials de f en zg respecte de x; per i =
1,2,....n.
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Definicié 3 (Matriu jacobiana)
Anomenarem matriu jacobiana de la funcié f en x( a la matriu m x n
que té per columnes els vectors de derivades parcials (4) de f, i. e.,

df1 dfy df1
8761(170) 67372(900) 67%(930)
P Of2 o 0f
Df(xg) = 8331.(3?0) 3962.(330) 817”.(330) (5)
Ofm Ofm Ofm
Gl Gaa) g

Exemple 2

Calcul de la matriu jacobiana de f(z,y) = (e**¥ +y, y%x, cos(zy?)):

O (2,4) = (7,42, ~ysin(ay?) .

ox

8f T+ - 2\\ T

8—(:E7y) = (" + 1, 2zy, —2zysin(zy”)) ' .
Y
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Amb la quan cosa, la matriu jacobiana resulta,

ety ety +1

(z,y) €R® = Df(w,y) = y? 2zy
—y?sin(zy?) —2zysin(zy?)

Remarca 1

@ La idea és que la matriu jacobiana juga el mateix paper geomeétric que
la derivada d'una funcié d'1 variable de cara a aproximar f(x) per una
varietat lineal entorn de z = zo.

@ Quan treballem amb funcions de n variables amb n > 1, pero, tot és
complica i no sempre que una funcié té derivades parcials en un punt
admet pla tangent (i. e., és “aproximable” per una varietat lineal) en
el punt.

@ Més encara:

o Per funcions d'1 variable: 3 f/(z¢) = f continua en zg.

9
o Per funcions de dos variables: si 3 8—f(:50, yo) i3 —f(aco, y0), no és cert
I

9y
necessariament que f sigui continua en (zo,yo). Veure exemple 3.
o Idem per funcions de més de dues variables.
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Exemple 3
Sigui la funcié:
Yy
flwy) = 2* +y* w7 (0.0 (6)
0, (z,y) = (0,0).

Es comprova (exercici) que les seves funcions derivades parcials sén:

y* — a2y
o) = e SV 700
0, (z,y) = (0,0)
of E (o) £ 0.0
@(m»y) =q @ +y%)2" ’
0, (z,y) = (0,0).
Veiem que existeixen %(0,0), 2—5(0,0), tot i que f no és continua

en (z,y) = (0,0). Per que?
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Definicié 4 (Funcions de classe C')

Sigui f : A C R® —s R™, A obert. Direm que “f és de classe C'*
en A" o “f és C' en A" i escriurem f € C1(A) sii existeixen totes les

derivades parcials primeres de f en A i a més sén funcions continues
en A.

Exemple 4

o La funcié de I'exemple 2 és de classe C' en tot R?. Ho denotem
escrivint f € C*(R?).

o La funcié de I'exemple 3 és C* en R?\ {(0,0)} perd no és C* en (0,0).
Escrivim f € C'(R?\ {(0,0)}).

Proposicié 5

f € CY(A) = f és continua en A(f € C°(A)).
Observacié: notem que: f ¢ CO = f ¢ C*.
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Proposicio 6
Sigui f : ACR™ — R™, A obert, f € C1(A), o € A. Llavors:

i 1£(@) = F@0) = Df (o) - (@ = m)l] _

= [l — ol

on|la|| = /a3 + - - + a? és la norma euclidiana de a = (ay, ..., ax) €

Remarca 2
@ Interpretacié geometrica: Aixo vol dir que la varietat lineal n-dimensio-
nal:
T(x) = f(zo) + Df(xo) - (x — o)
aproxima a f(z) quan x — xo més rapidament que la distancia ||z —zo|
tendeix a zero.

@ T(x) és la varietat (lineal) tangent a f(z) en & = zo.

@ Es diu que f és diferenciable en z = z¢ i que Df(zg) n'és la seva
matriu diferencial.
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@ Direm llavors que T'(z) és I'aproximacié lineal de f entorn de x = xo
i escriurem:

f(@) = f(zo) + Df(xo) - (x — o),

quan  — Zo.

Exemple 5
Per una funcié de dues variables z = f(z,y), tenim:

@) % Flao,0) + 5 (o, o) (o = 20) + 5 (20,300 0 = ),

que és la parametritzacié del pla tangent a la grafica de z = f(z,y)
en (wo,yo)-
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Derivades parcials d’ordre superior

Per fixar idees, considerarem una funcié de dues variables com (1).

flElge

Si 381‘ oy

n A,

llavors podem preguntar-nos, aquestes funcions admeten, al seu torn
derivades parcials i definir aixi les seves derivades parcials segones:

of 0 (0f\ Of of

dx? % (8:6) " Oydx 8y <0m>
82 f of f of
dxdy — O <3y> a2y <3y)

2

Notem que en la definicié de les derivades actua 1°" la derivada

més cap a la dreta.
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Exemple 6

Considerem la funcié de dues variables f(x,y) = 2 + xy + ysin 2:

0
2i =32"+y+ycosz =
ox
0
a—ch =z +sinx =
Remarca 3

En principi, les derivades creuades

Pf _Of (OF\ _6r v
52 0z \om) T Yeme
02f o (of

= — _— =1
8y8z _ Oy (830) Teose

82f _Q g =1+cosx
oxdy Ox \0y)

?f_ 9
oy Oy

2

£y

()

sén diferents, perd veurem

(proposicié 10) que, per funcions prou “regulars’, coincideixen.
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Derivades parcials d’ordre superior

Podem estendre la nocié de derivades parcials segones a derivades par-
cials d’ordre m qualsevol. Per exemple: si f = f(x,y, z), llavors

Of __0(0 (0 (0 (0
0x0y2020z  Ox \ Oy \ Oy \ 0z \ 0z ’
Com abans, notem que 1°* actua la derivada més cap a la dreta.

Definicié 7 (Funcions de classe C*)
Sigui f: A CR"™ — R™ amb A obert.

(i) Direm que f € C*(A), k > 1, sii f és continua en A, f admet totes les
derivades parcials d'ordre < k en A i totes aquestes derivades parcials
sén continues en A.

(i) feC%A) (6 f € C(A)) sii f és continua en A.
(ii) f € C°°(A) sii f és C*(A) en A per tot k > 0.
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Proposicio 8

C%(A) 2 CH(A) 2C*(A4)2---2CH(4)

(russian dolls!).

U

-2 C™(4)

Proposicié 9

Les funcions elementals (polinomis, exponencials trigonométriques) i
les seves composicions sén funcions C*° en els seus dominis de definicio.

Exemple 7

o La funcié f(z,y) = 2° + zy + ysinz de I'exemple 6 és de classe C>
en tot R?.

@ La funcié: )
rsiny + y-e”
22 +ydcos2zx’

flz,y) =
és G en R?\ {(0,0)}.
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Proposicié 10 (Coincidéncia de derivades creuades)

(i) Enunciat classic: si f(x,y) és C? en A, llavors:

Rf 0%

0xdy ~ Oyox

en A.

(i) Versié general: Si f : A CR™ — R és C*(A), llavors totes les seves
derivades parcials creuades d’ordre < k sén coincidents si involucren
les mateixes variables el mateix nombre de vegades.

Exemple 8
Si f = f(z,y,2), f € C* llavors:
o f _ o f _ ot f .
0x20y0z  0xdydxdz  Oydx20z
4

0x20y0z
agrupant les variables repetides.

etc.

Usarem la notacio: , per denotar aquesta derivada 4arta, tot
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Exercici 1

Calculeu les derivades parcials segones de la funcié:

xyx2 2
flz,y) = z? +y?’
O; (:L',y) = (030)

Solucio:

Per (z,y) # (0,0) podem aplicar els criteris de generacié i aplicar les
regles de derivacio:

of

o, y)__y5—4x2y3—x4y
ox 7

(1‘2 4 y2)2

» (=y) #(0,0)

En canvi, per (z,y) = (0,0), no podem aplicar aquestes regles i hem
de calcular les derivades aplicant directament la definicié 1:
0-0

9 (0,0) = lig LOF RO =F00 _ ) 0-0_
or h—0 h h—0
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D’altra banda, és facil veure que, debut a la simetria que presenta
aquesta funcié:

of of 2

—(z,y) = —=—(y, ), er tot (z,y) € R”. 7

8y( y) =5, 2 p (z,y) (7)
Amb la qual cosa, les funcions derivades parcials primeres vénen
donades per:

Y —4x2y3 —aty

%(xvy) _ (.7;‘2 + y2>2 ) (x,y) 7é (an)
0’ . 5 (.’E, y) = (07 0)

_xy4 +4x3y? -z .
g(gj,y) - (22 + y2)2 , (z,y) #(0,0)
! 0, (#,9) = (0,0).

Es comprova que aquestes funcions sén continues en tot R2. En efecte,
per (z,y) # (0,0) es pot aplicar la prop. 9, mentre que per afirmar
que sén continues al (0,0) s’ha de demostrar explicitament (exercicil)
que: o7 o7

(13%1) %(9573/) =0= %(070)
i llavors I'altre limit vindria garantit per la condicié de simetria (7).
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De la mateixa manera es calculen les derivades parcials segones. Com
abans, per (z,y) # (0,0) es poden aplicar les regles de derivacid,
mentre que per (z,y) = (0,0) hem d’aplicar la definici6 1 a les funcions
derivades parcials primeres. Aixo és:

of
an(o 0) = lim 9: 00~ %(O o a2 =
0x2" "’ h—0 h 0,0) h
of of
82 Q) =1 8x(0 O+h)—8—(0 0)_1. S /ht — 0 »
oyox 50 h ((%l) h -
of of
0+ h,0 0,0
St (0,0) = lim 3y( - 8y( )—11 h5/h4_0_1
Oxdy "’ h—0 Oh (0,0) h
of of
82f(o 0) = lim @(O’OHL) _ 879(070) —iim 229
oy? h—0 h 0,00 h

Amb la qual cosa, les funcions derivades parcials segones son:
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o doyp =T (2.9) # (0.0)
@y =4 @+ Ry
0, (z,y) = (0,0)
26 + 942 — 92y — /O
o2 f B Y 2V Y (2,9)#(0,0)
b -1, z,y) = (0,0)
6 4 9x4y2 . 9$2y4 . y6
52 x . (x, 0,0
L) = @+ P w7
- 1, z,y) = (0,0)
3.1'2 _ y2
2 —4 3
J 0, (z,y) = (0,0)
Notem que:

@ Totes les derivades parcials segones sén continues per tot (z,y) #
(0,0), pero cap d’elles és continua a l'origen, ja que cap dels limits:

92f 92]" 92f 92]0
existeix; com es comprova, per exemple, per limits direccionals.
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@ Per tant f € C%(R?\ {(0,0)}).

@ En consequéencia, com que les derivades parcials segones no sén
continues en (z,y) = (0,0), no es pot aplicar la proposicié 10 en
aquest punt i, per tant, no tenim garantida la igualtat de les derivades
parcials creuades a |'origen. De fet, tal com hem calculat dalt, resulta:

0% f
Jyox

O*f
0xdy

(0,0) = —1 # (0,0) = 1. O
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La regla de la cadena

Cas d'1 variable:

Si f, g s6n derivables, llavors:
L o Nl@ = d(F@)F (@),

Exemple 9
Si f(z) = 2% y g(z) = exp(z) = €7; tenim:
fl(@) =2z, g'(z)=exp(z)=e,
don: T {(go )] (&) = ¢ (F@)f (x) = exp(a?) - 22 = 20e”"

Resultat que podriem haver obtingut directament:

(go fx) =g(f(x)) = exp(x2) —e = (go f)(z) = 2re® .
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Per al cas de funcions de varies variables C'! podem generalitzar aquesta
expressio al calcul de les matrius de derivades parcials de la composicié
de funcions substituint el producte de nombre pel de matrius.

Teorema 11 (Regla de la cadena)

Siguin les funcions

f: ACR® — R
33:(-7717-“73771) — f(x):(fl(x)vafm($))’

A obert, f € CH(A), i

g: B CR™ — RF

u:(ul,"'aum) = g(u):(gl(u)aagk(u))v
B obert, g € CY(B). Siguizg € A t. q. f(x9) € B. Llavors:

D(go f)(xo) = Dg(f(x0))- Df(xo)

matriu k X n matriu k X m matrium X n
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Exemple 10

Siguin les funcions:
fz,y) = (cosy +a*,e"¥,z —y),
g(u,v) = (e“Z,u — sinw).
Si definim,
h(u,v) = (f 0 g)(u,v).

Calculeu, usant la regla de la cadena, Dh(0,0).

Dh(0,0) = D(f o g)(0,0)

=D 0,0)) - Dg(0,0 = Df(1,0)-Dg(0,0).
£(9(0.0))- Dg(0.0) = DF(1,0)- Dg(0.0)
2r  —siny 2
z @ 2ue" 0
1 -1
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On, recordem, que si h(u,v) = (hi(u,v), ha(u,v), hg(u,v)), llavors:

Oh Ohy
5y (0:0) 5 ~(0,0)
Dh(0,0) = 86];2 (0,0) %hQ (0,0) | - (9)
oh oh
8u3 (0,0) (%3 (0,0)

Exercici 2

Trobeu una férmula explicita per a h(u,v).
Solucié

. 2 w2 2 .
h(u,v) = (cos(u —sinv) 4 ?%,e® tuTsinv out _ u+smv) . O

...I ara podriem calcular directament les derivades parcials de h = fog
al punt (0,0):
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Ohy _d ‘ o0
%(0,0) = (cosu—i—e )

= (— sinu + 2ue2“2) =0,
u=0 u=0
Ohy d
——(0,0) = — (cos(—sinv) + 1) = sin(—sinv) cos v =0,
Ov dv o o
Ohy _ d e’ u _ u? % u _
%(0, 0) T (e ) = (2ue + 1) e =e,
u=0 u=0
3h2 d —sinv —sinv
W(O’ 0) T (e! ) —e! cosv|U:O = —e,
v=0
Ohs d u? u? .
%(0, O) a (e — U) = <2ue — 1) = —1,
u=0 u=0
Ohs d .
50 (0,0) o (1+sinv) COS v
v=0 v=0
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aleshores, la corresponent matriu de derivades parcials és, d'acord

amb (9):
0 0
Dh(0,0) = e —e
-1 1

la qual (obviament!) coincideix amb (8). Notem, perd, que aix6 és
precisament el que tractem d'evitar amb la regla de la cadena...

Derivada d’una funcié composta com derivada d’una “substitu-
cio de variables”

Idea: podem mirar-nos la derivada d'una funcié composta com la deri-
vacié de la substitucié de les variables d'una funcié per funcions d'unes
noves varibles, quan es deriva respecte d'aquestes noves variables.

Exemple 11

SigUin les funcions: f = f(xaya Z) yg= (gl(ua v)?92(ua v),gg(u, U))
Considerem la funcié composta:

h(u,v) = (f og)(u,v) = f(g(uvv)) = f(gl(u7v)ag2(u7v)ag3(uvv))'
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Veiem que, la composicié de funcions consisteix en substituir, a la
funcié f, les seves varibles x,y, z per les funcions components de la

funcié g:
z=g1(v,v), y=g2(uw,v),  2z=gsu0).
Abusant de la notacid, sovint s'escriu:
x = x(u,v), y = y(u,v), z = z(u,v)
i aplicariem la regla de la cadena, tot fent:
O ) = 9L (ot ), y(os0), 2(0,0)) 5 )
4 %(x(u,v),y(u, v),z(u,v))%(u, v)
+ 5L (wtu,0),y(,0), 20,0) 5 (0, 0),
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oh of ox
%(uv U) = %(ZE(U, ’U), y(uv U), Z(u’ v))%(u, ’U)

of
+ a(x(u,v),y(u, v), z(u,v))%(u, v).

Per ex., si: f(z,y,2) = 2> +y%—2i g(u,v) = (v?v,v?,e~*); llavors:

h(u,v) = (f o g)(u,v) = f(g(u,v)) = utv? + vt — e,
D’altra banda, si les components de g les escrivim com:

2(u,0) = v, yluw) =v?,  2(u,v) = e,
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podem fer servir la regla de la cadena com a (10) i (11) per obtenir les
derivades de h = f o g. Aixi:

oh . ox dy
7(”7 U) - 2x(”7 ’U)%(uv ’U) + 2y(ua U)%(Uﬁ 1}) -1 %(ua U)

ou

= 4udv? + ve ¥,
oh _ ox oy 0z
%(u,v) = Qx(u,v)%(u,v) + 2y(u,v)%(u, v)—1- %(u,v)

= 2utv + 403 + ue ™.
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Teorema del valor mig (TVM)

Teorema 12 (TVM per a funcions d’1 variable)

Sigui f : [a,b] — R wuna funcid continua en [a, b] i derivable en (a,b),
llavors existeix un punt & € (a,b) tal que

f®) = fa) = £(§)(b - a). (12)

La férmula (12) es coneix com fémula dels increments finits.

Remarca 4 (Interpretacié geometrica)

Existeix un punt intermig, &, de l'interval (a,b) de manera que la tan-
gent a la grafica de la funcié y = f(x) pel punt E = (&, f(§)) és
parllela al segment que uneix els punts A = (a, f(a)) i B = (b, f(b)).
Veure figura 2.

Enunciarem el TVM per varies variables en el cas especial n = 2. La
seva extensié per n > 1 qualsevol és immediata (Teorema 14).
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Interpretacié geometrica del teorema 12

]

A
a

¢ b

Figura 2: La tangent a la grafica de la funcié y = f(x) a l'interval I = [a,b] pel punt

2= (¢, f(&)) (segment C'D) és parallela a la corda AB que uneix els seus extrems.
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Teorema 13 (TVM per a funcions de dues variables)

Sigui la funcio:

f:ACR? — R
(zy) = z=f(z,y)
amb A obert i f € C*(A); i siguin (zo,yo0), (x1,y1) dos punts d’A de

manera que el segment,

(z0,%0), (1,91) := {((1 — t)zo + tz1, (1 —t)yo +ty1),0 <t < 1}

que els uneix estigui totalment contingut en A (veure figura 3). Llavors
existeix un punt (z*,y*) d'aquest segment tal que:

) = oo vo) = G (@57 or = ) + G (@, 5")on — o).

(13)
La férmula (13) es coneix com férmula dels increments finits per
dues variables.
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Interpretacio

La diferéencia entre els valors de la
funcié en dos punts distints:

f(z1,91) = f(w0, o),

ve controlada per la diferéncia entre
les coordenades dels punts,

(x1 —20) i (Y1 — o),

multiplicada per factors correctors
que resulten ser les derivades parci-
als en un punt intermig (z*, y*).

—

Figura 3: El segment que uneix els punts
(o, yo0) i (x1,y1) esta totalment inclos al
conjut A, mentre que part del segment que
uneix els punts (Zo,Yo) i (T1,y1) esta fora
del conjunt.

El teorema 14 que donem a continuacié generalitza el teorema 13 per
funcions reals de n variables, amb n > 1 qualsevol. Posteriorment es
discuteix I'aplicacié del TVM al control en la propagacié d’errors a

les formules.
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Teorema 14 (Teorema del valor mig per funcions de n variables)
Sigui f : A C R® — R, amb A obert, una funcié de classe C*.

Siguin xg = (29,...,2%), x1 = (x1,...,2L) € A dos punts pels quals
Zo, &1 C A. Llavors 3 z* = (x7,...,2}) € Tg, 21, t. q.:
. af * 1 0
f(l"l)—f(xo):Z%(m ) z; — ;). (14)
i=1 "

L'equacié (14) es coneix com férmula dels increments finits per
funcions de n variables.

Aplicacié: acotacié dels errors de propagacié a les formules

Sovint hem de calcular una certa magnitud, z, la qual depen d'altres
n quantitats mesurades experimentalment: 1, ..., x,; a partir d'una
férmula donada per una funcié coneguda, f, i. e.:

z=f(x1,...,%n).
Siguin Z1, ..., T, els valors exactes de x1, ..., x, mentre que denotem
T1*eg,,...,Tnte,, elsvalors mesurats (Z1,...,2,), juntament amb
les corresponents fites dels errors, (g4, > 0,...,e,, > 0).
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De manera que:
Z1 € [%l - E:zl?%l + Eml]a sy Xp € [%n - gzna%n + gzn]' (15)

Sigui R el rectange n-dimensional format pel producte d'aquests inter-
vals, i. e.:

R:=[T) —€4,,@1 + €z, ] X -+ X [Ty — €4, T + &, ] CR™

Per dltim, suposem que la funcié f és C"' en algun obert de R C R™,
amb R C R i que les derivades parcials primeres de f estan acotades

a R, i. e., que existeixen n quatitats positives My,..., M, t. q.:
of of
— o) S My, = (21, ... x0)| < M, 16
P o) SRSl S ) (16)
per tot © = (z1,...,%,) € R.
Remarca 5

En particular notem que, de (15), es segueix que el segment =,z C R.
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Sota aquestes condicions, el teorema 14 ens assegura que existeix un
punt z* = (z7,...,2}) € 2,7, t. q.:

f@E1,...,8n) = f@1,...,Tn) = Z gj_ (z3,...,25)(Z; — %). (17)

Remarca 6

o Com que z* = (z7,...

també z* = (z7, ..
acotacions:

of

BLL‘Z'

,Zn) € Z,x de la Remarca 5 es dedueix que
.,Zyn) € R, amb la qual cosa, de (16), resulten les

(1, ., zn)| < M; per i=1,2,...,n.

@ De (15) es dedueixen les desigualtats:

|Z: — Zi| < €ays per i=1,2,...,n.

A continuacid, prenent valor absolut en (17) i tenint en compte les
observacions a la Remarca 6, hom obté per I'error en z, e,:
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Ey = |f(.f1,...,£f’n) (:ch o0 gdb )|

= af * * - * = ~
= axz ($17 ) n ; 6$Z n) |xl - xl‘
< ZMiewi = Migg, + -+ Mpe,,. (18)
i=1
Exercici 3

El periode d'oscillacié d'un pendol és T'(¢,g) = 2m+/¢/g, on £ és la
seva longitud i g és l'acceleracié de la gravetat. Per simplificar els
calculs, aproximeu 7 per 3. Si

R={(t,g) €R?:0.64 < ¢ <0.81,9 < g <10},

S 1 15» en R. Useu aquestes acotacions i el

teorema del valor mig per a funcions de dues variables per deduir que
|7(0.8,10) — 1.6] < 0.3. (Indicacié: calculeu 7'(0.64,9)).

vegeu que |20 | < 2 ‘ ‘<
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Solucié:
oT 3 ’8T‘ - 3 1 10 5

=—=—, en R,

o~ Jig |ot|= Jooixo 08 8 4
LA B R
99 (ve)" 19917 (v9° 9 10

D’altra banda, tenim que:

64 .
T(0.64,9):6,/%: 6X308 —2x0.8=16

i com que, clarament, el segment (0.64,9), (0.8, 10) esta inclos al rec-
tangle R, podem aplicar el TVM per dues varibles o, directament, la
férmula (18) —amb les acotacions de les derivades parcials calculades
a dalt—, per obtenir:

5
I7(0.8,10) — 1.6] = T(0.8,10) — T(0.64,9)] < 7 x |0.8 — 0.64]

1
> 0.164+-— = 5x0.044-0.1 = 0.3 10

1
— %|10—9| = =
+1g X109 = 2% 10
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Formula de Taylor

Teorema 15 (Férmula de Taylor per funcions de dues variables)
Sigui la funcio:
f:ACR? — R
(z,y) = z=f(zy)

amb A obert, de classe C* en A i sigui (zo,y0) € A. Llavors, si
(z,y) € Aést. q. (zo,y),(z,y) C A:

f(:my) = Pk(l‘,y) + Rk(l‘,y),

on:

@ Py(z,y) és el polinomi de Taylor de grau k de f entorn de (zo,yo).
Usualment es representa com un polinomi en (x — o) i (y — o).
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@ Ry(x,y) és el reste (o residu o romanent) del desenvolupament, i veri-
fica: e
lim k(7,y) ;
(z0,y0) [\/(.r —20)2 + (y — y0)2:|

Concretament:

=0.

(a) Per k=1 tenim I'aproximaci6 lineal:
0 0,
Pu(2,9) = £(@0,0)+ 22 (20,40) (2 —0)+ 2 (z0,0)- (y—v0). (19)
oxr oy
(b) Per k = 2 tenim I'aproximacié quadratica:
2

Pa(e.y) = Ples) + 5 | 55

@(10, o) - (z — $0)2

2 2L (a0, 0) - (2 = 20)y = 10) + 2 (w0, 30) - (W —w)?|  (20)
ey 0; Yo 0){Y — %o 592 0,%0) - Y — Yo
(c) Per k > 1 tindrem, en general:

k

oF ) )
) = oo 3 (5) iz (o an) =200 o)

on: (k) = kL s6n els coeficients binomials “k sobre .
J (k—3)'5!
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Exemple 12

Calculeu el desenvolupament de Taylor fins als termes d'ordre 2 (inclo-
sos) de la funcié

flz,y) = "V cos(y),
al voltant del punt (zo,%0) = (0, %).

Per trobar Py(x,y), hem de calcular les derivades parcials,

of of

5 (@) = " cos(y), By (©Y) = €7 (cos(y) —sin(y)),
2 2
G @) = eos(y). 5 (o) = e cos(y) ~ sin(y),
0

9 ) (x,y) = —2e" ¥ sin(y)

i la funcié, al punt (z,y) = (0, %):

0 0 P
f(ovg) =0, 5%(07%) =0, 8£(07g) = —ez
o f o*f o f

@(07 5) = O7 axay (07 5) = —ej, 87y2(07 5) = —2e2,
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El desenvolupament buscat resulta finalment:

fla,y) =—eF(y—F) —efa(y—F) —ef(y—5)* + Ra(z,y), (21)
on hem aplicat (19), (20) i hem afegit el reste Ra(x,y).

Tanmateix podem calcular el desenvolupament de Taylor “per gene-
racié”, combinant (per sumes, productes, quocients, composicions,...)
els desenvolupaments de funcions elementals. Aixi:

e"t cos(y) = eZe"e? 2 cos(y — F + L) = —eZe

desenvolupament que coincideix (21). Nota: observem que treballem
amb els desenvolupaments formalment com si fossin polinomis i, al
final, tallem a I'ordre desitjat afegint el reste.
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Teorema 16

Férmula de Taylor per funcions de n variables Sigui la funcio:

fiACR® — R

ajz(xl,"wxn) = f(x):f(xlaaxn) (22)
amb A obert, f € C*(A) (k > 1) i sigui: z9 = (29,...,2%) € A.
Llavors:
f(z) = Py(z) + Ri(z),
on

@ Py (z) és el polinomi de Taylor de grau k de f entorn de xo.
@ Ry (x) és el reste (o residu o romanent) d’ordre k, verificant:

Ry ()

m -—————
v | — wol*

=0.
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Concretament:

(a) Per k =1, tenim I'aproximacié lineal:

P1($1,~~-715n):f($1,---, +Z 627 2)(131—13?), (23)

(b) Per k =2, tenim |'aproximacié quadratica:

Py(z1,...,2n) = Pl(:v(l), .. .,x%)

n

_(x(l), e xo) - (s — 29 (x5 — x3).  (24)

(c) Finalment, per k > 1 tindrem, en general:
IR (e = Pk,l(z(l), e ,x%)

1 ~ "
+H Z 7]0(35?,...,x%)-(xilf:p%)---(xikfx?k).

01,02,y =1 Oziy - 'axik
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Definicié 17 (Vector gradient)

Sigui f una funcié de n variables com (22) i de classe C*. Aleshores
definim el seu vector gradient en un punt 7o = (29,...,20) € R",
grad f(xo), com el vector que conté les seves derivades parcials de 1"
ordre en xg, i. e.:

-
grad f(zg) = (;Z(xo),...,;;;(xo)) : (25)

Remarca 7

Notem que, amb aquesta definicid, I'aproximacié lineal (23) del teore-
ma 16 es pot expressar com:

Py (z) = f(xo) + (gradf(zo),x — x0), (26)
essent, per u = (Ug,...,Un),v = (V1,...,0,) € R”,
(u,v) = Zuivi = wvy + - + upvy,
i=1

i on escrivim: © —xzg = (21 —2%,...,2, — 22
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Definicié 18 (Matriu Hessiana)

Sigui f una funcié de n variables com (22) i de classe C?. Aleshores
definim la seva matriu hessiana en un punt zo = (29,...,2%) € R?,
Hessf(z0), com la matriu que conté les seves derivades parcials segones

en o, I. e.:

o*f
Hessy(20) = (83:63: ' (x0)> 1<i<n
[ 7 Sts

155<n
0% f 0% f 0%f
Tx%(xo) 0x10x2 CONE 0x10x, (wo)
0%f 0% f 0% f
_ | 0z10zs (wo) To@(xo) o 02202, (wo)
0% f 0% f 0%f
0x10x, (wo) 02202, CONES @(IO)
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Remarca 8

Notem que, amb la definici6 18, |'aproximacié quadratica (24) del te-
orema 16 es pot expressar com:

Py(z) = Pi(x) + % (x — zo, Hessy(xo) - (z — x0))
(27)

— P(2) + %(m ) - i) o (0 — i)
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Canvis de variables (1)
Motivacié: coordenades polars

Y

(z,y) = P(r,0)

X

Figura 4: Es tracta d’assignar, mitjagant una funcié, P, a cada (r,0), un punt del pla (z,y) i
viceversa. Parlem doncs del canvi de varibles de coordenades polars a coordenades cartesianes i,
reciprocament, P!, de coordenades cartesianes a coordenades polars
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Si definim el conjuts oberts de A, B C R? com:
A :=(0,+00) X (—m,7), (28)
B:=R*\{(z,y) e R*: y =0,z < 0}, (29)
llavors es comprova (exercici!) que la funcié:

P A — B

(r,0) — (x,y) = P(r,0) := (rcosf,rsinf). 50

(1) Es de classe C™, i. e.: P € C*®(A).

(2) P estableix una biyeccié entre els oberts A i B de R?. Aixo és: P és
injectiva i

P(A) = {(z,y) € R* : 3 (r,0) € A amb P(r,0) = (z,y)} =: B,

(i. e., la imatge d'A per la funcié P és el conjunt B).
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(3) La seva inversa, P!
P*t: B — A
(z,y) — =P

<\/x2 + y2, 2 arctan y> ,

x + /22 +y?

és C*°,i.e. Pt € C>(B

Aleshores P estableix un canvi de varibles C* (de coordenades polars
a cartesianes) entre els oberts A i B. Veure figura 5.

Generalitzacié: canvis de variables C*

La definicié 19 que donem tot seguit és una generalitzacié d'aquestes
idees. Aixi, un canvi de variables C* entre dos oberts A, B C R” és
una bjeccié f : A — B de classe C*k en A, k > 1, amb inversa
f~':B — Adeclasse C* en B. De vegades es diu que f estableix
un difeomorfisme C* (k > 1) entre A i B:

f és un canvi de variables C* entre A i B <= f € Diff*(4, B) |
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(r,0) (z,y) = P(r,0)

Figura 5: La funcié P donada per (30) és una bijeccié C'° entre els oberts A, B C R? definits
per (28) i (29); amb inversa, P~!, també de classe C>°.
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Canvis de variables (2)

Definicié 19 (Canvis de Variables)
Donats dos oberts A, B C R™, direm que f és un canvi de variables

Ck entre Ai B sii:
(i) f:ACR" —R"ésCFen A k> 1.
(i) f ésinjectiva i
f(A):={zeR": 3z € Aamby= f(z)} = B,
o @s €es la |matge per la tuncio 0
e Bésla d'A per la funcié f
(i) f7': BCR" — R" és C* en B.

Interpretacio:

La definicié 19 simplement diu que la transformacié f “deforma” de
manera suau el domini A en el domini B (veure figura 5).
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Remarca 9

@ Observem que si f és un canvi de variables, llavors els determinant de
les matrius jacobianes de f i de f~! sén no nuls. En efecte, a partir
de la identitat (f~* o f)(z) = f~'(f(z)) = z,z € A; derivant per la
regla de la cadena, s'obté:

Df™'(f(x)) - Df(z) = I = det Df ' (f(x)) det Df(z) = 1
i si posem y = f(z), llavors és clar que:

det Df(y) #0 i detDf(x) # 0.

@ En general no és facil determinar si f és un canvi de variables entre un
domini arbitrari A i la seva imatge, ja que pot ser complicat demostrar
tant la injectivitat de f com caracteritzar la imatge d'A per f. L'lnic
cas “senzill” és per transformacions afins de la forma

/(@) = a+ Mz,

ona € R™ M € M,(R). Aleshores, si det M # 0 la transformacié f
és invertible i la seva inversa ve donada per:

Fy) =M (y —a).

Calcul en diverses variables 55 / 67



@ En el cas general, tenim un resultat de caracter local: el teorema de la
funcié inversa, que ens permet, sota certes condicions, establir quan f
és localment injectiva (i. e., en un entorn d'un punt donat) i per tant
defineix un canvi de coordenades entre un entorn del punt i la seva
imatge.

Teorema 20 (Teorema de la funcié inversa)

Sigui la funcio:

f:ACR* — R»
r = y=f(z),

A obert, f € CF(A), k > 1, zg € A. Sidet Df(xg) # 0, llavors
dr>0t q.:

(@) f:Dy(zo) CR™ — R"™ és injectiva.
(b) Si B = f(Dy(x0)), llavors 3 f~' : B C R® — R", inversa local de f,
verificant:
(b.1) f~1ecCk(B).
(b2) (f7' o f)(@) = f~(f(2)) = 2,V & € Dr(0).
(b3) Df~H(f(z)) = (Df(2))~',V = € Dr(zo).
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Remarca 10
Notem que (b.3) es dedueix de (b.2) derivant per la regla de la cadena.

Remarca 11

El valor de » > 0 del teorema 20 pel qual f és injectiva en D,.(z() pot
ser petit. D'altra banda, el teorema no ens diu com calcular f~1, només
justifica I'existéncia d'inversa local. L'dnic punt del qual disposem
informacié precisa és del punt imatge de xg, yo = f(z0):

o) = o, D (yo) = (Df ()"

En particular, si denotem per M = D f(x), llavors I'aproximacié lineal
de f~! en un entorn de yg queda:

F7 ) ~ f (o) + Df M yo)(y — yo) = xo + M~ (y — yo). (31)
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Exemple 13

Si f(z,y) = (sinz+cos y,cos x —siny), discutiu |'existencia d'inversa

local de f, t. q.: f~%(v/2,0) = (3 1)
(V20 = (5.9 e (5.5 = (V30

i llavors, si volem provar |'exisrtencia d'inversa en un entorn de (u,v) =
(v/2,0), haurem d’aplicar el Teorema a la funcié f en (z,y) = (3, %).

o f € C*(R?) (directament, aplicant els criteris de generacié).

o D’altra banda:

Ofiia xy W myl | gy
1> 1 1)1 i 1
det Df(5,5) =| 7% 3]?2 =

o (%g) ay (% %) fsinz fcosg

V2 V2

2 T T2 1 1

_ BN
V3 _\2 4
2 2
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Amés f(T,5) = (\/5, 0). Aleshores, pel teorema 20 3 f~1, inversa
local de f entorn de (v/2,0). De manera més precisa, 37 > 0 t. q.:

(a) f:Dr(%Z,%) — R? és injectiva.

(b) Si B = f(Dr(%,%)). llavors:
3t B — R2
(w,v) = (z,9)=f""(u,0),
verificant:

(b.1) f=' e C>(B),
(b2) f71(f(z,y)) = (z,v), V (z,y) € Dr(Z,Z). En particular:

V2,0 = 7N D) = (5,

(b.3) Df 1 (f(z,y)) = (Df(z,9)~ " V (z,9) € Dr(F,

Df~'(V2,0) = DfTH(£(§, 7)) = (Df(3, %))’1
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L'aproximacié lineal de f~! en un entorn de (1/2,0) s'obté aplicant la
férmula (31) de la Remarca 11 i resulta:
u— \/?
v—20
Ne
2

+

fHu,0) =

oty of

]
A

(58 (e F) -
- s \/5 \/5 2
Z*?(“*?)*?W
s 1 V2 V2
_ ez Ru—%V
T, 1 _ V2 V2
1t - Fu—5v

Calcul en diverses variables 60 / 67



Exemple 14 (Aplicaci6 practica del teorema de la funci6 inversa:
sistemes d’equacions no lineals)

Suposarem, per simplificar, n = 2, pero les mateixes idees s'apliquen
en el cas n dimensional en general.
Suposem que tenim dues equacions NL en (z,y) de la forma:

filz,y) = u
faay) = vé)} (32)

on (ug,vp) sén valors donats. Suposem que coneixem una solucié
del sistema (32) donada per (x,y) = (xo,¥0). Ens preguntem si, en
modificar el valors de (ug,vo) i considerar el sistema

f(%y) = U
faay) = } (33)

amb (u.,vy) propers a (ug,vg), podem afirmar que el nou sistema té
solucié tnica, propera a (zg,yo). El Teorema 20 ens diu que si f1 i fo
sén funcions almenys C! i el determinant jacobia de f := (f1, f2),
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0 %(% Y%o) %(xo Yo)
det( (f17f2)($0,y0)> _ ox ay #07
ikl 082 (ro,50) 22 00,11)
oL 0, Y0 8y 05, 90
aleshores, per (us.,vs) suficientment propers a (ug,vo), les equaci-
ons (33) admeten una solicié dnica, (2, yx), propera a (o, yo). Veure

figura 6. A més, tenim I'aproximacid lineal
=il
T To d(f1, f2) ) (U* - Uo)
I~ +( ———— R 5
()= (o) + (e om) (70

Remarca 12 (Notacid)
Si f=(f1,fe,- s fm): ACR" — R™ amb A obert és derivable i

zo = (29,29,...,2%) € A, denotem la matriu jacobiana (5) de f en
To per:
a(f17f27"'7fm) 0 .0 0
D = —————— = e .
f(IO) 6($1,3’32,...,.’En> (zl’x% ,l’n)
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B = f(D:(x0,40))

Figura 6: fIDr(wo,yo
B = f(Dy,(z0,y0)). Per tant, si (u., v.) és suficientment proper a (ug, vo) com per (u,, v.) €
B, llavors (24, yx) = £~ (ux, vs) és la solucié (Gnica) del sistema (33).

) extableix una bijeccié entre la bola de radi D, (z0,yo) i la seva imatge
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Exercici 4

El sistema d'equacions en (z,y) donat per:
$4 _|_y4 - 9
z2—y2 = 0

té per solucié (x,y) = (1,1). Si considerem ara les equacions:

4yt = u
2y — (34)

comproveu que si els valors de (u, v) sén suficientment propers a (2, 0),
llavors el sistema (34) tindra una solucié dnica, (x,y), propera a (1, 1).
Doneu |'aproximacié lineal d'aquesta solucié per (u,v) = (1.8,0.1) i
compareu-la amb la solucié exacta.
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Solucio:

Definim les funcions:
filz,y) =a* +y*
fa(z,y) =2 =y

Es clar que f := (f1, f2) : R2 — R2 és una funcié de classe C2 en
tot R2. D'altra banda:

of of
[0 Sl 4
et | ———=(1,1) =
Az, y) 3f2(1 1) 3f2(1 1) 2 =2
ox y
=-8-8=-16#0

Per tant, aplicant el Teorema 20, per (u,v) suficientment propers a
(2,0), 3 una Unica solucid, (x.,y.), propera a (1,1).
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La seva aproximacié lineal ve donada per:
Xy 1 8(f1,f2) -t u—2
Go) = () Garon) (20)

! 4 4\ fu-2

= W)t —2) \w-o

. 1 1 (=2 —4\ (u—2

- \1) 16\-2 4/\v-0
1+2(u—2)+ v

1

(35)
1+3(u—2)— v

on hem aplicat la férmula (31) que apareix a la remarca 11. Per dltim,
pels valors de (u,v) de I'enunciat, (u,v) = (1.8,0.1), I'aproximacié
lineal de la solucié segons (35) resulta:

Ty =1, ys ~ 0.95.
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Mentre que es calcula facilment que la solucié exacta buscada del
sistema (34) amb (u,v) = (1.8,0.1) ve donada per:

QM — 2
5, = gy LY V;‘” — 0.998681513834526 . . .,

v 42— 2
Y = \| % — 0.947293389650124 . ..
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Integrals dobles
Sigui f: R=[a,b] x [c,d] CR? — R, f >0, amba <bic<d. La

integral doble:
//Rf(:my) dady, (1)

déna el volum en R3 tancat per la grafica de la funcié z = f(x,y) i el pla
xy (veure figura 1).

Remarca 1

Si f(x,y) pren valors negatius, llavors es defineix:

f+:mgx(f70)207 f_:mgx(—faO)ZO,

i la integral doble (1) s'escriu com la diferéncia:

//Rf(xvy)dwdy=//Rf+(x,y) dmdy—//Rf*(x,y)dxdy_
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c 2=f(x.y)

""‘f':i:[a, bixfc,d]

X

Figura 1: La integral doble [[, f(x,y)dxzdy déna el volum la de regié de R®
limitada per la grafica de la funcié z = f(x,y), el pla zy y els plans z = aq,

r=by=ciy=d.
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Remarca 2

Sigui A C R? un domini acotat perd no un rectangle. Si volem introduir

la integral doble
// f(z,y) dzdy,
A

només cal considerar un rectangle R t.q. A C R i definir I'extensio:

7 ) f(xy) si(x,y) € A,
Faoy) = {0 dEped

Llavors és clar que:

/ /A f(z, y) dady := / /R Fla, y) dady

donat que els volums coincideixen.
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Definicié 1 (Sumes superiors i inferiors de Riemann)
Sigui f : R = [a,b] x [¢,d] C R? — R acotada, n € N. Definim la
suma superior n-esima de f en R per:

S(pR)= =D S o @yl @

i la suma inferior n-ésima per:

=D DA VIR )
jj=1 DY€L

on
R;; = [25—1, 2] x [:Ujﬂ,yj]

sén subrectangles (veure figura 2), amb

b—a d—c
T, =a+1 0 Yy =c+J

. 4,j=0,1,...,n.
n
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Estem aproximant el volum // f(z,y)dzdy mitjancant paral-lepipeds

(“capses de sabates”) amb base els subrectangles R; ; i una alcada que

@ Pel cas de les sumes inferiors, s,(f, R), ve donada per:

fleiy)= inf  f(x,y) iji=1,...,n.
(z,9)ER; ;

Per tant la “tapa” inferior de cada capsa esta per sota de la grafica de
la funcié (capses “inscrites”). Veure figura 3.

@ Mentre que per les sumes superiors, S, (f, R), I'alcada ve donada per:

f(C’L,J): Sup f(x7y) i’j:17"'7n'
(z,y)ER;

Per tant la “tapa” superior de cada capsa esta per sobre de la grafica
de la funcié (capses “circumscrites”). Veure figura 4.
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y,=d
R4 Rzq Raq Ryq
]
Rig Rog R3g Ry3
Y2
Rz Rz Asz Ry
2 Figura 2:  Dividim el rectangle
R Rz Rsi R R en n? subrectangles (a la figu-
=c
%o ra es representa n = 4), cadas-
X cun d’ells de costats b_T“ i d;C.
X,=a X, X, X3 x4=b

Llavors és clar que per tot n € N tenim:
£ R < [[ Fop) doty < 5, (0.1
R

Es a dir, les sumes inferiors aproximen el volum “per defecte”, mentre que
les sumes superiors aproximen el volum “per excés”.

Integracié de Funcions de dues o més variables 7/ 44



ZA

Figura 3:  Les sumes inferiors, s,(f, R), aproximen (per defecte) el volum
ffR z,y)dzdy mitjancant capses inscrites. Figura treta del llibre: “Calculo
Vectorial”, de J. E. Marsden i A. J. Tromba 5° Ed.
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Ci)

Figura 4:  Les sumes superiors, S,(f, R), aproximen (per excés) el volum
ffR z,y)dzdy mitjangant capses circumscrites. Figura treta del llibre: “C&l-
culo Vectorial”, de J. E. Marsden i A. J. Tromba 5° Ed.
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Exemple 1
Sigui f(z,y) =1 — z (veure figura 5) i el rectangle R = [0, 1] x [0, 1].
Volem calcular:

liTanSn(f, R), lirrlnsn(f, R).

Si (x,y) S R,;J‘ =z, < x; i

1l—z; < f(z,y)=1-=x

<1l-xz_1.
Llavors:
sup  {f(z,y)} =1—w1,
(z,y)ER: ;
inf  {f(z,y)} =1-—ay, Figura 5: La grafica de la funcié
(z.y)ER 5 f(z,y) = 1 — x és un tros de pla in-
.. clinat on z creix de 0 a 1 quan x es mou
peri,5=1,...,n. de 1a0.
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1-0
En aquest cas z; =0+

n

Sulf, )—nl2 (1—x“):;i(1—’;1) %21_1

i,5=1 i=1
1 1 ((n—=1)n n+1
S0+ 1+ +n=1) n2( 5 ) o
L\ i 1 (n(n+1) n—1
il =t 3 (1-2) = mae (M) e
i,j=1

El limits buscats sén doncs:
lim S, (f, R) =lims,(f,R) =

Aixd motiva la definicié que donem tot seguit.
11/ 44
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Definici6é 2 (Funcions integrables)

Sigui f : R = [a,b] x [c,d] C R?> — R acotada. Direm que f és
integrable en R si existeixen i sén coincidents els limits:

I =1limS(f, R) = lims(f, R).

I:= //Rf(x,y) dzdy

El seglient resultat déna una caracteritzacié de les funcions integrables
sobre rectangles:

Llavors escriurem:

Teorema 3 (Criteri d’integrabilitat en un rectangle)

Sigui f : R = [a,b] x [¢,d] C R? — R acotada i continua excepte en
un conjunt de punts A C R que esta contingut en la unié d'un nombre
finit de corbes continues contingudes en R. Llavors f és integrable en
el rectangle R.
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Exemple 2

La funcié esglaé:

, R=1[0,2]x[0,1] (4)

)2 si(x,y) €R, xze0,1],
f(@,y) = {1 si (z,y) € R, z € (1,2]

és integrable en R segons el teore-
ma 3, ja que la seva fractura es
produeix al llarg d'una recta.

Clarament, el valor de la integral:

y //Rf(x,y)dxdy:2+1:3

és el volum sota I'esglaé.

Figura 6: La funcié esglad (4) és inte-
grable d'acord amb el teorema 3.
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Remarca 3

De fet podem refinar el criteri anterior dient que f és integrable en R
si el conjunt de les singuilaritats de f forma un conjunt d’area zero.

Definicié 4 (Area d’un conjunt de R?)
Sigui D C R? un conjunt acotat. Definim I'area del conjunt D per

Area(D) = // 1dady
D

(sempre que la integral existeixi).

Comentaris:
@ L'area d'un punt i d’una corba continua és zero.
@ La unié finita de conjunts d'area zero té area zero.
@ Important!: si modifiquem els valors d'una funcié integrable en un conjunt
d’area zero, llavors la funcid continua sent integrable i el valor de la integral
és el mateix.
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Definicié 5 (Domini elemental del pla)
Direm que un conjunt D C R? és un domini elemental si és acotat i la
seva frontera esta formada per la unié finita de corbes continues.
Exemples de dominis elementals sén:

o El rectangle: la seva frontera sén els seus costats.

o El disc: la seva frontera és una circumferéncia.

@ L’'anell: la seva frontera és la unié de dues circumferéncies.

Com que nosaltres basicament treballarem sobre aquest tipus de dominis,
sera essencial el resultat seglient:

Teorema 6 (Criteri d’integrabilitat en dominis elementals)

Sigui f : D ¢ R2 — R, D domini elemental, f acotada i continua
excepte en un conjunt de punts A C D que té area zero. Llavors f és
integrable en D.
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Integrals triples

@ De manera natural, podem estendre la construccié de la integral d'una
funcié f(z,y) de dues variables sobre un rectangle R = [a,b] X [c,d] al
cas d'una funcié f(z,y,z) de tres variables sobre un parallepiped P =
[a,b] X [c,d] x [e, f].

o El punt clau per definir les sumes de Riemann és que el volum de P és
Volum(P)=(b—a) x (d—c¢) x (f —e).

@ En aquest cas el paper dels conjunts d'area zero el juguen els conjunts de
volum zero, on si D C R? és acotat, llavors:

Volum(D) = ///Dldmdydz.

En particular, observem que una superficie de R® té volum zero.

o Finalment, els dominis elementals D C R? sén aquells que la seva frontera
esta formada per la unid finita de superficies continues.

Idénticament, podem estendre la nocié d'integral a funcions de més de tres
variables.
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Integrals muiltiples

Notacio:

En el que segueix D C R™. Llavors escriurem fo per referir-nos a la
integral de f en D, independentment del valor de n. Aixi:

o Sin=2 [, f=[[,f(zy)dxdy.
o Sin=3: [, f=[[[,f(x,y,z)dzdydz, etc.

Proposicié 7 (Propietats de la integral)

Sigui D C R™ domini elemental, f i g integrables en D. Aleshores:
(i) [plaf +bg)=a [, f+b[,g, pertota,beR (linealitat).

(i) Sif>genD: [, f>[,9

(i) |fpf] < Splfl

(iv) Si D= D1U Dy, D1 N Dy =0 amb D1, D> dominis elementals:

Jof = o o
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Proposicié 8 (Teorema del valor mig per a integrals multiples)

Sigui f : D C R® — R continua, D domini elemental. Llavors
Jxo € D tq.:
[ 1=t [ 1
D D

on [,1 = Area(D) sin=2, [,f = Volum(D) sin =3, etc.
Aplicacié: acotacié del valor de les integrals
Si D= {(x,y) € R? : 2% + y? < 4} (bola tancada de centre (0,0) i radi
r =2), tenim:

$2+ 2 N $2+ 2 2

e’ ™ dxdy = f(xo,y0) - Area(D) = e*o Vo . 22

D

per algun (20, yo) € D. D'altra banda és clar que 1 < e®07% < e* en D,

i llavors:
4r < // e dady < dmel.
D
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Calcul d’integrals

Comentaris:

Per calcular integrals de funcions de dues o més variables, els punts
claus sén:

@ Cal saber “primitivitzar”’ les funcions involucrades respecte de cadas-
cuna de les variables. Aixi és molt senzill formalitzar el calcul de la
integral d'una funcié de dues variables sobre un rectangle (o de tres
variables sobre un parallepiped) en termes d'integrals iterades respecte
cadascuna de les variables.

@ En el cas de funcions de dues o més variables sobre dominis elementals,
cal a més saber parametritzar adequadament aquests dominis.

Comencem introduint el Principi de Cavalieri que a més d'oferir una eina

potent pel calcul de volums en R? també “motiva” el calcul d'integrals en
el cas més general via el Teorema de Fubini.
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Bonaventura Cavalieri (1598-1647)
Jesuita i matematic italia, alumne de Galileo, ocupa la

catedra de matematiques a la Universitat de Bolonia. Au-
tor, entre d'altres treballs de I'obra: Geometria indivisibili-
bus continuorum nova quadam ratione promota (1635, 22
edici6, 1653).

El principi de Cavalieri, tal com es va formular originalment, es pot resumir
en els termes segients:

Principi de Cavalieri

“Si dos solids al ser tallats per plans paral‘lels produeixen sempre seccions
d’igual superficie, llavors aquests cossos tenen el mateix volum”

(nosaltres aplicarem una versions adaptades d'aquest principi que tot seguit
formalitzarem).
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Per discutir les aplicacions d'aquest principi:

@ comencarem amb el cas més senzill del calcul de I'area d’'un domini
D C R? determinat per les grafiques de dues funcions continues. En
particular, definirem:

o Domini z-elemental: la seva frontera es pot expressar en termes de
grafiques de y en funcié de z. Figura 7.

o Domini y-elemental: la seva frontera es pot expressar en termes de
grafiques de x en funcié de y. Figura 8.

@ Quan el domini D té una frontera que no es pot expressar en termes de
grafiques d'aquesta mena, s'aplica el principi de Cavalieri per al Calcul
d’'arees. Figura 9.

@ No farem exemples del calcul d'arees, siné que ens centrarem en el

calcul de volums de regions D en R3. Per aixd enunciarem una versié
" modernitzada” del principi de Cavalieri (Proposicié 9).
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Domini z-elemental

Area(D) = //Dl dzdy = /ab(g(:c) — h(z))dz = /abK(x)dx,

on ¢(x) := longitud del segment vertical (z, h(x)), (z, g(z)).

y

(x.8(x)) y=g(x)

U y=hx)

(5h(x)

Figura 7:

Integracié de Funcions de dues o més variables

x=a x x=b

Representacié d'un domini z-elemental.
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Domini y-elemental

hrea(D) = [[ 1auay = [ ()= eli)— / o

on {(y) := longitud del segment horitzontal (u(y),v), (v(y),y).

x=u(y) x=v(y)

y oo (u. v),y) Q( $UAY)

Figura 8: Representacié d'un domini y-elemental.
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Principi de Cavalieri per al calcul d’arees

Suposem que si (z,y) € D, aleshores, els valors de z varien entre x = a
i x = b i denotem per ¢(z) la suma de les longituds dels segments que
obtenim si tallem D amb una recta vertical, per exemple, a la figura 9:

£(x0) és la suma de les longituds
dels segments EF i GH, llavors:

Area(D) = / be(x) da

Idem si fem seccions per rectes
horitzontals de la forma y = yo:

Area / ((y) dy,

on ara {(yo) és la suma de les
longituds dels segments H'G’ i
F'E’.

Y=

x=a x=xy x=b

Figura 9: Seccions per rectes horitzontals
i verticals del domini D.
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Proposicié 9 (Principi de Cavalieri)

Sigui D C R® un domini elemental tal que si (x,y,z) € D llavors
x € [a,b]. Denotem per A(xzg) I'area de la regid plana determinada
pel tall de D amb el pla x = xy. Aleshores:

Volum(D) = /bA(:zz) dz.

x=a =x, x=b

Figura 10: Tall transversal de la regié D pel pla x = xo. El mateix resultat
és valid si fem talls per plans de la forma: y = yo 6 z = 2o.

Integracié de Funcions de dues o més variables 25 / 44



Exemple 3
Calcul del volum d'una bola:

D = {(z,y,2) € R3: 2% + 42 + 2% < R?}.

Figura 11: Tall de I'esfera de radi R pel Figura 12: La seccié DN{z = zo} ésun
disc de radi r(z0) = /R? — 22.

pla z = zp.
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Punts clau:

(i) L'area d'un disc de radi r és 7.

(ii) Si fem z = const. llavors la seccié de D amb el pla és la bola
2+ < RE- 2
(si =R < z < R) de radi

Aleshores:

Volum(D) = /R m(R? — 2%)dz
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Exemple 4

Sigui D el domini de revolucié (entorn de I'eix z) definit per

D={(z,y,2) ER3: -1 <2< 1,22 +4* <1+ 2%}

Les seccions z = const. sén boles de
radi v/1+ 22 i per tant:

Volum(D) = /1 (14 2?)dz
-1

+ 23 =1 8 z
=7mlz+ — —
31,4 3

En canvi, si fem seccions, per ex. per

x = const., el calcul resulta molt més Figura 13: 22 + 1 = 1 + 22.
complicat.

Integracié de Funcions de dues o més variables
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Apliquem el principi de Cavalieri al calcul del volum sota la grafica d'una
funcié f(x,y) > 0 definida al rectangle R = [a, b] X [c, d]. Aixo és:

D = {(x,y,2) € R?: (z,y) € [a,b] x [¢,d],0 < 2z < f(x,y)}

/] Si fem z = const. obtenim un
domini seccié que té area:
/ Aw = [ sy
c c

Llavors:

Volum(D) = /bA(:E) dz.

/
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Si repetim els calculs fent sec- e
cions y = const. obtenim: ﬁ

b
Ay) = / f(z,y)d /

d'on:

d
Vqum(D):/ A(y) dy. ,

/

Finalment, si recordem que VoIﬂm(D) = ffo(x,y) dady, tenim:

/ab </Cdf(x,y)dy> do — /Cd (/abf(ﬂc,y)Okt) dy://Rf(x,y)dxdy.

Aquest resultat (valid si f és continua) es coneix com Teorema de Fubini.
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Teorema de Fubini

Guido Fubini (1879-1943)
Matematic italia destaca en camps tan diversos com
=B I’analisi, la geometria i la fisica matematica. Autor, entre

‘F’ d'altres obres, de Lezioni Di Analisi Matematica (1920)

Teorema 10 (Teorema de Fubini)

W

Sigui f : R = [a,b] x [c,d] C R? — R continua. Aleshores, les
integrals iterades,

. / b ( / df(w)dy) dr, D= / ’ ( / bf(x,wdx) dy

existeixen totes dues i verifiquen:

I =1, = //Rf(x,y) dxdy.
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Exemple 5

SiR= [07 g] x [0, 1], volem trobar I := //xcos(acy) dzdy.
R

Com que f(x,y) = x cos(zy) és una funcié continua:

w/2 1
// x cos(xy) dedy = / (/ x cos(zy) dy) dz
R 0 0
/2 /2
= / [Sin(xy)]zzé dz = / sinz dz = [— cos x]izgm =cos0=1.
0 0

Remarca 4

Si considerem ['altra integral iterada,

/01 (/Oﬂ/Qx cos(zy) dx) dy,

cal calcular una primitiva respecte de x de x cos(zy). Obtindriem el
mateix resultat, pero el calcul surt més complicat...
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Corollari 11

Si f(z,y) = g(z)h(y), aleshores la integral sobre el rectangle R =
[a,b] X [c,d] es pot expressar com:

/[ @) dzay = ( / o dm) x ( / “hw) dy> .

Exemple 6
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Remarca 5

Si f(z,y) no és continua pero si integrable, el teorema de Fubini també
és cert perdo amb matissos. Aixi:

@ Si f(z,y) és integrable en R = [a,b] X [c,d] i alguna de les integrals
iterades existeix, llavors coincideix amb el valor de [} f.

@ En alguns casos doncs, malgrat f sigui integrable, pot ser que alguna
de les integrals iterades no existeixi.

@ Nosaltres no formalitzarem aquest fet pero si donarem el segiient criteri
de no integrabilitat.

X

Criteri de no integrabilitat de f en R

Si les integrals de iterades existeixen i son diferents, llavors f no és
integrable en R.
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Exemple 7

Sigui f(z,y) = ——

(z +y)°

/01 </<x+_yy>d””> W= / (/ {@c e (?y)} dx) W
:/0 LHly * (wfr/y)QL—o v
- L_jf (1fy>2} W

_/1 dy _{ 1 r_l—ll—l-
o I+y? [1+yl,, 2 2’

1 1
. . — 1
mentre que, per simetria, es clar que / (/ 7( x y3 dy) de = 3 Per
0 0

, R=10,1] x [0, 1]. Aleshores:

z+y)
tant, f no és integrable en R.
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Teorema de Fubini per dominis z-elementals
Si
D={(z,y) eR*:a <2 <bh(x) <y<gx)}

J[ e asay = [ b ( / j()) f(w)dy) da.

Llavors:

y
(x,8(x)) y=g(x)
5h(0) ~ ymp)
X
x=a x x=b

Figura 14: Domini z-elemental.
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Teorema de Fubini per dominis y-elementals

Si
D={(z,y) eR*:c<z<duly) <z <v(y)}

J[ 1oty = [ ' ( / (()) f@) dx> dy.

Llavors:

y=d |-----
x=u(y) 2 x=y(y)
¥ (uly), y) Q(y),_v)
y=c

Figura 15: Domini y-elemental.
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Remarca 6

@ Es molt normal que un domini D C R? sigui simultaniament z-
elemental i y-elemental. Aleshores, totes dues opcions sén valides per
integrar ffD f, pero s'ha de veure quina ddna lloc a calculs més simples.

@ Si el domini D no encaixa en cap dels casos anteriors, sempre tenim
la opcié de dividir el domini en trossos que siguin z-elementals 6 y-
elementals i integrar per separat cadascun d'ells. De vegades, pero,
resulta més convenient I'is de coordenades adaptades. Ho discutirem
més endavant quan parlem de canvis de variables.
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Exemple 8

Escriviu les dues integrals iterades de la funcié f(z,y) corresponents
als dominis seguents:

(i) D={(z,y9) €ER*:0<2<1,0 <y < z?}.
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(i) D : domini limitat per les corbes y = 22 i > = .
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(iii) D : domini limitat per les corbes y> =z, (x —1)> 49> =1iy > 0.

F () dady = 7 ey da ) dy
flsemsesn [ ([ s
= /01 (/Oﬁf(a;y)dy) dx+/12 (/Omf(x,y)dy> dz.
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Exemple 9

Calculeu I = [[,e* dzdy on D és el triangle de vertexs (0,0), (1,0)
i (1,1).

Veiem que no podem calcular la integral:

1 .
Iz/(/ ezdm)dy,
0 Y

. . .y Y 7 H
ja que la primitiva [e= dz no és expressable en termes de funcions ele-
mentals. Aixi que ho haurem de calcular amb ['altra:

1 T v 1 v Y=2
/ (/ ew dy) de = / [mei} dz
0 0 0 y=0
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Teorema de Fubini per funcions de tres varia-
bles

o Si g(z,y,2) és continua en P = [a,b] X [¢,d] X [e, f], llavors totes les
integrals iterades existeixen i el seu valor és el mateix i igual al valor de la
integral sobre P. Aixi:

///Pg(x,y,z) dedydz = /ab [/Cd (/efg(l’,y,z) dz) dy} dz

o en qualsevol ordre en qué es considerin les integrals iterades respecte
T, Y, 2.

@ Si D és un domini elemental i el podem parametritzar, per exemple, com:

a<z<b ¢i(z)<y<epz), mzy) <z< vy

Llavors:

///Df(:my,z)dxdydz:/ab[/;::)(

v2(z,y)
/ g(z,y,2)dz | dy| d=.
1 (z,y)
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Exemple 10

Calculeu I = [[[,2z dzdydz, on D és el domini de R? definit per les

restriccions:

I)y7ZZO7

ir
2
/ xy+ xy er

0 3 5

o
AL
1r 2

1 T N
/0_5 3

Integracié de Funcions de dues o més variables

oAl </ R LA VA
/0 (/ (2% +¢*)? dy) d;z;/o1 (/OIIQ(I4+2I2y2+y4)dy> "

(1—x)+§x(

2?4y <1, z < x? 9

dy) dz

y=1—3c2
dx
y=0
2y3 1 2\5
1—x%) +5(1—x)]dx
8 10
6 T T 1714
T A==
SR 5} v 10395
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CdCs per integrals dobles
Siguin D, D* oberts acotats de R?. Considrem I'aplicacié

T:D* — D
(u,v) o (m,y) = (x(u’ U)ay(urv))

(u,v) sén les coordenades “noves” i (z,y) sén les coordenades “velles”,
on:
(i) T és almenys C i bijectiva i per tant 377! : D — D*.
(i) det DT(u,v) # 0V¥(u,v) € D* = T~' també és de classe C' (Teorema
de la funcié Inversa).

(iii) La matriu:

0
> (u,0)  —=(u,v)
8(.’1‘7 y) ou ov
DT (u,v) = 3 (u,v) =
(u7 'U) 8:(/ 8y
o (u,0) == (u,v)
ou ov

és la matriu de derivades parcials o matriu Jacobiana.
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Definicio 1

Anomenarem Jacobia de 7" al determinant

Jr(u,v) := det DT (u,v).

Teorema 2 (canvi de variables per funcions de dues variables)

Siguin D, D* dos oberts acotats del pla y T' : D* — D un canvi de
variable. Si f : D — R és una funcié integrable, es satisfa:

J[ s@vasay= [[ sta.s 0w

Corollari 3 (Canvi de variables pel calcul d’arees)

//Dldmdy://D*|JT(U71))|dudv.

El canvi de variables més important en el pla sén les coordenades polars.
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Coordenades polars (1/2)

Les coordenades polars vénen definides pel canvi:

T:(0,400) x (0,27) — R2\{(z,y) eR?>:2 >0,y =0}
(r,0) — (x,y) = (rcosf,rsind).

o El fet de qué les coordenades polars no recobreixin
la semi-recta:

~
s 2 {(z.9) ER® 12> 0,y = 0}
D>
no té influéncia en el calcul de la integral ja que és
6 un conjunt d'area zero.
r cos X

2 arctan siy >0,

y
r:\/m, 0= vyt .
21 + 2arctan —24X—, si y < 0.
/22 4y?

3/10



Coordenades polars (2/2)

o El jacobia de les coordenades polars és:

% 0) % (r,0)
J | or 00
T(Ta 0) - ay ay
g(ra 0) %(Ta 0)
cosf) —rsinf

— 2 in2 —
sind  1cosd ‘ =r(cos” 0 +sin”0) =r.
@ Per tant, si D = T(D"), tenim:

// fz,y) d:cdy:/ f(rcosf,rsin@)rdrdd.
D D*

4/10



CdCs per funcions de 3 variables (1/2)

L'extensié de dels CdCs al cas de funcions de tres o més variables no
presenta cap dificultat conceptual.

Siguin D, D* oberts acotats de R? i,
(u7 U’ w) e D* L (x7y7 Z) = (x(u7v7w)7y(u)/l]?w)?Z(u)U?w)) E D

un canvi de variables C*. El seu jacobia és, Jr(u,v,w) =

ox Ox ox
%(uw,w) %(uw,w) %(u’v’w)

(z,y,2) _|oy Ay Dy
det 8(u,v,w)(u’v’w) = %(u,mw) %(u,v,w) %(u’v’w)
%(UHUMU) %(u,v,w) a—w(u7v7w)
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CdCs per funcions de 3 variables (2/2)

Aixi, si f: D — R és integrable, tenim:

/ / /Df (2, 2) dadydz

= // flz(u,v,w),y(u,v,w), z(u, v,w))|Jr(u, v, w)| dudvdw.
D

Les coordenades més usuals en R? sén les cilindriques i les esferiques.
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Coordenades cilindriques (1/2)
Estan definides de la forma segiient:

T:(0,+00) x (0,2m) x R — R3\ {(2,9,2) eR®:2 >0,y =0,z € R}

(r,0,2) — (x,y,2) = (rcosf,rsinb,z).

@ Si projectem P = (z,y,z) en el pla zy, obtenim el
P=x.2) punt Q = (z,y,0), llavors (r,0) sén les corresponents
‘ coordenades polars d'aquest punt, mentre que z déna
I'alcada del punt.

@ El nom de coordenades cilindriques és clar, ja que si
fixem el valor de r = R, llavors la transformacié:

(z,y,2) =Tr(0,2) :=T(R,0,z) = (Rcosf, Rsinb, z)

parametritza un cilindre de base circular amb radi R.

@ Les coordenades cilindriques sén Utils quan el domini d'integracid presenti simetria
cilindrica, i.e., de rotacié respecte de una recta.
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Coordenades cilindriques (2/2)

@ El conjunt de punts per als quals les coordenades no estan definides és un

semipla.

Com que és un conjunt de volumn zero aix0 no comporta cap

dificultat en el calcul de la integral.

o el seu jacobia és Jr(r,0,z) =

ox ox

S r0.2) 92 (r0,2)

% %

2(r,0,2) 99(r,6,2)

0z 0z

(10,2 2(r,60,7)
o Aixi:

9% (1,6, 2)

gz cosf —rsinf 0
—y(r,eyz) =|sinf rcosf O
gz 0 0o 1
=2 (r,0,2)

0z

// f(z,y, z)dedydz = // f(rcosf,rsiné, z)r drdfdz.
D D+
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Coordenades esferiques (1/2)

Estan definides per:

) — R3\{z>0,y=0,z€ R}
—

(,y,2) =
(r cos @ cos @, rsin 0 cos p, rsin ).

r = yJx?2+y?+ 22 és la distancia del punt M =
(z,y,2) al'origen O = (0,0,0).

o = latitud: I'angle que forma el vector de posicié del
punt M = (x,y,%) amb la seva projeccié al pla zy
(¢ > 0 en I'hemisferi nord).

z °
°
@ 0 = longitud: I'angle que forma la projeccié (z,v,0)

del vector de posicié del punt M = (z,y, z) sobre el
pla xy amb I'eix z.

@ El nom de coordenades esferiques és clar: si fixem r = R, llavors la transformacié
Tr(0,¢) :=T(R, 0, p) parametritza una esfera de radi R.
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Coordenades esferiques (2/2)

@ Les coordenades esferiques sén (tils quan el domini d'integracié presenti
simetria esférica, i.e., simetria respecte un punt.

o El seu jacobia és:

cospcos) —rcospsinf —rsinpcosf
Jr(r,0,¢) = | cospsinf reospcosd —rsingsind | = r? cos .
sin 0 T COS @

Observem que 7% cosp > 0si 7> 0 i -5 <p< 3.

o Aixi:

///Df(m,y, z) dazdydz

= // f(rcosfcosp,rsinf cos g, rsin <p)r2 cos ¢ drdfde.
D=

10/ 10



Calcul 2
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Definicié 1
Una Equacié Diferencial Ordinaria (EDO) d'ordre m és una relacié

del tipus:
glt,z, 2, ... ,z™) =0, (1)

on g és una funcié donada definida en un domini D C R x R™ i
amb valors en R, ¢ és la variable independent i z = z(t) és la funcié
incognita (o “variable depenent”).

Direm que una funcié x = x(t), definida per ¢ € I, interval de R, és
una solucié de (1) si és m cops derivable i verifica:

g(t,x(t),2'(t),...,a"™ () = 0,
per tot t € I.

Aixi doncs, una EDO és basicament una equacié on la incognita és una
funcié d'1 variable, de forma que ella i les seves derivades fins a cert ordre
verifiquin una relacié donada, per tot valor de la variable independent.
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Exemples

Q y =1y EDO de 1* ordre, g(z,y,y') = ¥’ — v, on z és la variable indepen-
dent. Per exemple, y(x) és solucid.
@ L'equacié logistica:
/ x
— e (1— 7) , 2
x ra‘( 7 (2
és una EDO de 1* ordre. Aqui g(t,z,2') =2’ —rz(1 —x/K), on t és la
variable independent, x = z(t) és la funcié incdgnita, ' =d/dt i r i K $on
constant positives.
2 = x(t) modelitza I'evolucié d'una poblacié on r és la taxa de creixement
i K és una constant que depén dels recursos (finits) del medi. Si z(t) és
solucié amb z(0) > 0, llavors:

Kx(0)e™

z(t) = m (3)

A la figura 1 es representa x = z(t) per z(0) = 0.15, » = 0.75, K = 1.25.
Veiem que , li? z(t) = K.
—+o0
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Solucié de I'equacio logistica

K=1.25

0.6 - b

0.2 b

Figura 1: solucié (3) de I'equacié logistica (2) per la condicié inicial z(0) = 0.15, i les
constants r = 0.75, K = 1.25.
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@ tz' — =0 EDO de 1* ordre. Aqui:
g(t,z,z") =tz — m.

t és la variable independent i z = z(t) és la funcié incognita (per
exemple z(t) = t és solucid).

@ L’equacié del Péendol matematic:
9 = —Zsing.
7 sin

Es una EDO de 2°" ordre, on:
9(t,0,0',0") = 0" 4 L sin 6.
t: és la variable independent.
0 = 0(t): funcid incognita.
'=d/dt.

mg sin @ 'I\\_

mg

6 és I'angle que forma el fil del pendol amb la vertical cap avall (veure
figura), g és 'acceleracié de la gravetat i L és la longitud del fill. Una
solucié és, per exemple: 0(t) = .
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Interpretacié geometrica de les solucions d’una EDO
Considerem I'EDO:

' = f(t,x) (4)
d
on’ = o i (t,x)— f(t,x) és una funcié donada. Sigui = x(t) una

solucié. Llavors z(t) satisfa:

Z'(t) = f(t,2(t).

Aleshores és clar que f(t, x) déna el pendent de la solucié de I'EDO (4)
que passa pel punt (¢, z).

En conseqiiéncia f(t, z) es pot interpretar com un camp de pendents;
de manera que x = z(t) és una solucié de I'EDO (4) si i només si té,
a cada punt (¢t,2) = (t,x(t)) per on passa, el pendent assignat per

flt,x): m = f(t,z(t)).
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Isoclines

Definici6 2 (Isoclines)
Donada I'EDO (4), s'anomenen isoclines a les corbes obtingudes en
imposar la condicié f(t,z) =¢, i. e.:

I. = {(t,z) € R*: f(t,x) = c},

amb ¢ € R constant.

@ Notem que les isoclines Z., ¢ € R sén les corbes de nivell d'alcada ¢ de la
funcié f(t, ).

o Com que f(t,x) assigna a cada punt (t,z) € R? el pendent de la solucié
de 'EDO (4), z = z(t), que passa per aquest punt; llavors és clar que totes
les solucions que tallen una corba isoclina ho fan amb el mateix pendent.

o A la pagina web del MIT: http://math.mit.edu/daimp/Isoclines.html Es
poden trobar applets JAVA que permeten visualitzar isoclines, camps de
pendents i solucions d’'EDOs al pla.
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Exemple 1

La figura 2, mostra les isoclines i el camp de direccions de I'EDO:
' =z 1. (5)

Com que, en aquest cas, f(¢t,z) = x — t, les isoclines vénen donades
per la familia de rectes:

r=1+c, c e R.
Mentre que es comprova que, donat un punt (to, zg) € R?,
x(t) = (ZL’O — to — 1)€t7t0 +t+1

és la solucié de (5) que passa per aquest punt. A la figura 2 es mostra
també en camp de pendents (segments en blau) i, (en vermell) les
corbes corresponents a quatre solucions.
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Figura 2: En verd es representen les isoclines de I'lEDO =’ = x — t; que en aquest cas vénen
donades per rectes de la forma = ¢ 4 ¢, ¢ € R constent. Els petits segments (en blau) indiquen
el camp de direccions; mentre que les corbes en vermell correponen a quatre solucions diferents.
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Observacions

@ Tret d'alguns casos senzills (i ben coneguts) no és possible calcular anali-
ticament la solucié d'una EDO donada. A classe de problemes discutireu
alguns exemples per EDOs de 1°" ordre. Tanmateix, els métodes geométrics
que tot just hem vist (camp de direccions, isoclines,...) poden donar una
idea qualitativa del comportament de les solucions.

@ Aqui ens conformarem amb enunciar algun resultat teoric que ens garan-
teixi, d'una banda, que les equacions tenen solucié i, per altra, ens doni
alguna forma “d’etiquetar” aquestes solucions (mitjangant les anomenades
“condicions inicials™).

@ Un dels problemes que presenta la definicié 1 és que aquesta és “massa
general” per ésser practica. Per exemple:

@ Admet equacions sense cap solucié, com és: (z')? +1 = 0.

@ Tanmateix inclou expressions que contenen més d'una equacié en una tnica
férmula, com (z' — 1)(2' —t) = 0.

@ Aixi, ens restringirem al cas en qué de I'equacié (1) es pot expressar en
forma normal, és a dir, si podem expressar la derivada d'ordre maxim en
termes de totes les altres variables (definicié 3).
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Definicio 3
Una EDO d’ordre m de la forma:
™ = f(t,z,2,..., M), (6)

direm que esta expressada en forma normal. En aquest cas, la derivada
d’ordre maxim, (™), ve donada en funcié de totes les altres variables:
tx,z, ..., zmD,

Observem que si =+ 0 en (1), llavors, aplicant el Teorema de

9y
Oz (m)
la Funcié Implicita, sempre podrem aillar z("™). Almenys localment!

Per exemple, I'equacié: ¢z’ — x = 0 (exemple 3), admet la forma
normal:

sii t # 0.
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@ Un altre punt important és adonar-se de que les solucions de les EDOs
no sén funcions aillades, siné que de manera natural formen families
depenents de parametres.

@ Si una d’aquestes families conté totes les solucions |'anomenarem so-
lucié general de 'EDO.

@ Idea: Les solucions d’'una EDO (1) d’ordre m depenen de m parametres.

@ Calcul de primitives. L'EDO: 3’ = f(z) té com a solucié general

x
y(z;C)=C +/ f(s)ds,
a
on a és un punt arbitrari de l'interval de definicié de la funcié fi C € R
és un parametre lliure (i. e., és la constant de la familia de solucions).
Q L'equacié:

' +x= 1,

té com solucié general
z(t;c1,c2) = c1cost + cpsint + 1,

amb (c1,c2) € R? arbitraris.
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Alternativament, podem també considerar Sistemes d’Equacions Di-
ferencials Ordinaries (sistemes d'EDOS), on el nombre de funcions
incognites és > 1. En aquest curs només considerarem sistemes de 1¢
odre en Forma Normal (o Forma Estandard), la qual cosa vol dir:

@ Que tenim el mateix nombre d’'equacions que de funcions incognites.

O Que a cada equacié una de les derivades apareix aillada en funcié d'una
expressié que no conté derivades.

Tot seguit formalitzem una definicié:

Definici6 4 (Sistemes d’Equacions Diferencials)

Un sistema de n Equacions Diferencials de 1¢" Ordre en Forma Normal
(o Forma Estandard), sén expressions del tipus:

xl]_ = fl(taxhx?)"'axn)a
33’ = fz(t,xl,l‘z,...,ilj ),

X' =F(t,X) < :2 : : ! (7)
= falt,x1,2a,...,2,).
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On,
@ t és el temps o variable independent.

0 X = (x1,%2,...,2,)" és el vector amb les funcions incognites (o va-
riable depenent).

@ F:Q CRxR"™ — R" és una funcié donada que depén d’'un argument
escalar, t, i un argument vectorial, X.

@ Les equacions de Lotka-Volterra:

/
' = ar — bry,

(8)

!
Yy
és un sistema d'EDOS de 1* ordre i dimensié 2, on t és la variable indepen-
dent, a,b,c i d sén constant positives, mentre que les funcions incognites
x = x(t), y = y(t) representen:
o = = z(t), la densitat de preses en l'instant ¢.
o y =y(t), la densitat de predadors en l'instant ¢.

—cy + dzxy,

Aqui, en termes de la definicié 4, identifiquem:
T ax — bxy
X = F(t,X)= .
(). rex (oo m)
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Figura 3: (a) Orbites de les equacions de Lotka-Volterra (8). A les grafiques (b) i (c) es representen
en funcié del temps i per a les mateixes orbites, I'evolucié de la poblacié de preses, x = z(t), i de
depredadors, y = y(t).
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Relacié entre EDOs d’ordre m i sistemes d’EDOs de 1" ordre

o Es interessant observar que qualsevol EDO en forma normal d’ordre
m com (6) es pot transformar en un sistema amb m equacions de 1*
ordre equivalent (en el sentit de qué a partir de les solucions d’un podem
trobar les de I'altre).

@ Concretament, en introduir les noves funcions incognites:
_ — — (m=1)
L1 =2, 22 =L ,...,Tm =T 5

veiem que I'EDO:

o™ = ft, 3,2 ,..., ™),

es transforma en el sistema:

) = 9
x5 = 3
— X' =F(tX), (9)
T = B
T, = flt,m1,72,...,7m)
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amb,

T T2
T2 Z3
X = ) F(th) =
Tm—1 T
W ft,z1, 29, .. Tm)

O Equacid del paracaigudista: un cos de massa m en caiguda lliure esta sotmes
a la forca de la gravetat (el seu pes) i a I'accié de la resistencia de I'aire, que
es suposa proporcional al quadrat de la velocitat. L'equacié del moviment
queda doncs:

ma” = —mg + k(z')? (10)
(2% Llei de Newton). Si definim: y = a’ (velocitat), llavors de I'EDO de
2°" ordre (10) s'obté el sistema X' = F(¢, X), amb:

X:(i), F(mX):(_ngyT;:LyQ)
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Existéncia i Unicitat de Solucions

Tot seguit passem a discutir I'existencia de solucions de les EDOs gene-
rals i la seva unicitat en termes d'un Problema a Valors Inicials (o de

Cauchy):

Definicié 5 (Problema de Valors Inicials per una EDO d’ordre m)

Donada una EDO d'ordre m com (1), recordem:
glt,z,2',...,x™)=0 (%)

i donats un temps (o instant) inicial ¢y € R i unes condicions inici-
als, (zo, g, - - -, x(()m_l)) € R™; resoldre el corresponent Problema de
Valors Inicials consisteix en buscar una solucié de I'EDO (*) x = z(t)

que verifiqui:

a(to) = w0, &' (to) = b, ..., 2™ D (tg) = a{™ V.
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Esa dir, busquem una solucié, = z(t), de () t. q., en un instant do-
nat, to, la solucié i les seves m — 1 primeres derivades en aquell instant:
z(to), 2’ (to), . ..,z(™ D(ty), prenguin uns valors fixats a priori.

© Considerem el PVI donat per 'EDO z” 4+ 2 = 1 i les condicions inicials:
z(m/2) =0, ' (n/2) = 2.
Si imposem aquestes condicions inicials a la solucié general, que resulta,
x(t;c1,c2) = c1cost+ casint + 1
(veure exemple 6), obtenim:

(7‘(’/2)—C1C057+0251n§+1—02+1—0

™

T (7r/2) —c1 sm —l— Co COS — 5= —c1 =2,
d'on les constants c; i c2 queden determinades (de manera (nica!) per:
c1 = —2ica = —1. ElI PVI considerat té doncs una (tinica) solucié, que ve

donada per:
z(t) =1 —2cost — sint.
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Definicié 6 (Problema de Valors Inicials per sistemes)

Considerem un sistema de n EDOs de primer ordre en forma normal
com a (7), recordem:
X' = F(t, X). (+x)

Donats un temps (o instant) inicial ¢y € R i un vector de condicions
inicials, Xy € R", resoldre el Problema de Valors Inicials correspo-
nent, consisteix en buscar una soluci6 del sistema (xx), X = X (¢), tal
que: X (tg) = Xo.

Q?/ =Y

/_
Yy =,

@ El sistema lineal de 1° ordre: { té com solucié general:

x(t) = c1cost + cosint
(t)=a 2 (11)

y(t) = c1sint — ca cost.

(Observacié: remarquem que les solucions d'un sistema de n equacions de
1% ordre depenen de n constants arbitraries). Si busquem la solucié t. q.:

z(0) =1, y(0) =0, (12)
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Exemple 10 (continuacid)

llavors cal imposar les condicions inicials (12) a la solucié general (11).
Obtenim aixf:

z(0)=cn=1=c¢ =1,
y(0) = —co =0=cy =0.

cost

Veiem que el PVI té una tnica solucié, donada per: X(t) = e

A continuacié enunciarem els resultats que garanteixen |'existéncia i uni-
citat de solucions per a un PVI donat. Ho farem en cadascun dels dos
contextes considerats (i. e., EDOs i sistemes d'EDOs).
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Teorema 7 (Teorema d’existéncia i unicitat de solucions per una
EDO d’ordre m en forma normal)

Si la funcié:
f:DCRxR™ — R

t,z, 2 ...,.cm D) —  ft,z,2, ..., zmD)

és de classe C1, f € C*(D) (aixo és, si f és continua en D i totes les
seves derivades parcials primeres també ho son en el mateix domini),

llavors per tot (tg, g, js, - - - ,xémfl)) € D existeix una tnica solucié
del PVI:

2™ = ft,z,2,. .., ™),

2(to) = z0, &' (o) = T, ...,z V(to) = 2™V

definida per tot t € I, interval de R que conté ty, el qual depen de les

L . . —i
condicions inicials, és a dir, de tg, zo, x{, - . . ,x(()m ) (veure remarca 1).
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Remarca 1 (Sobre les condicions inicials)

Sovint (com és el cas a I'enunciat del teorema 7), quan parlem de con-
. . . s . . —1 - o
dicions inicials incloem tant z, z{, . . . ,:cém ) com el mateix instant

(o temps) inicial, .

Observacions
@ El teorema 7, per se, no ens permet dir res sobre les solucions d'una
EDO general, excepte afirmar que existeixen i sén uniques per un PVI
donat. Tanmateix, no podem dir res sobre l'interval d’existéencia I, que
en alguns casos pot ser finit i en d'altres infinit. Per exemple:
@ I'EDO 2/ = 1 + 22 té com a solucié general: z(t; C) = tan(t + C),
C € R arbitrari. Llavors el PVI:

' =1+ 2
z(0) =0

té una dnica solucid, la que correspon a C' = 0, és a dir: z(t) = tant,
definida només per t € (—7/2,7/2).
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o El fet de demanar que f € C'(D) és perqué si f només és continua,
Ilavors pot passar que un PVI tingui més d'una solucié.
Q@ Per exemple, x(t) = t3 i x(t) = 0 sén dues solucions del PVI:
o = 31,2/37
z(0) = 0.
Que passa en aquest exemple? Doncs que f(t,z) = 322/3 és una funcié
continua per tot € R perd no és C', ja que 8, f(t,z) = 22— 1/3 no
esta definida per x = 0.

Finalment, formularem un Teorema d'Existéncia i Unicitat analeg al teo-
rema 7 per sistemes de n EDOs de primer ordre escrits en forma normal.
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Teorema 8 (Teorema d’existéncia i unicitat de solucions de
sistemes d’EDOs de 1°" ordre)

Sigui:
F:QCRxR* — R”
(tv X) . F(ta X)
una funcié de classe C*(Q). Llavors, per tot (tg, Xo) € (2, existeix una
tinica solucié X = X (t) del PVI:
X' =F(tX),
X (to) = Xo

definida per tot t € I (amb ty € I), interval de R que depen de les
condicions inicials, i. e., de ty i de X, (veure remarca 1).
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Comentaris sobre el calcul de les solucions

No sempre sempre és possible expressar les solucions d'una EDO de
forma explicita, i. e., com x = z(¢t,C) 6 y = y(x,C) siné que hurem
d’admetre altres formes d’escriure les solucions, com ara:

@ Solucions explicites: de la forma z = z(t) (6 y = y(x) quan z és la
variable independent i y la variable depenent). Per exemple:

1
y(x) = = és solucié de: o' + y* =0,
x

per z € I = (0,+00), i també per z € J = (—o0, 0).

@ Solucions implicites: aqui la solucié z(t) (6 y(z)) es defineix impli-
citament per una equacié de la forma G(t,z) = 0 (6 G(z,y) = 0).
Notem que aleshores, per verificar si z(t) és solucié de I'EDO, només
cal derivar implicitament la relacié:

G(t, (1)) = 0,

i comparar la relacié entre ¢, z(t) i z'(t) que s'obté amb I'EDO.
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Fonaments d'EDOS

Per exemple, per comprovar que t2+2%—1 = 0 és una solucié (implicita)
de 2’ +t = 0, derivem implicitament:

d 2 2 _ d / _ r_

@ (t“+a2°(t)—1) = a0@2t+295(t)m t)=0&t+zx’ =0.

Per comprovar si una relacié G(¢,x) = 0 defineix una solucié implicita
d'una EDO d’ordre superior a 1 cal derivar implicitament més vegades
la relacié G(t, z(t)) = 0.
Resolucié per quadratures: quan a |'expressié (implicita o explicita) de
la solucié (o de la familia de solucions) de I'EDO, apareixen primitives
de funcions que no podem expressar com combinacions de funcions
elementals. Per exemple:

¢
z(t) = et/ e’ du + ce',
0

.7 2 Ve
és una solucié per quadratures de '’ — z = e, on C € R és el
parametre de la familia. En efecte, per qualsevol C € R fixada es té,
derivant:
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t t
z'(t) —x(t) = ele’” 4ef / e du+ Ce — et / e du—Ce' = et+t2,
0 0

per tot t € R; i on hem fet servir el Teorema Fonamental del Calcul
. -5 oo 2
per derivar la funcié integral F(t) = fot e du.
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