PROBLEMES D’AVALUACIO CONTINUADA
DE CALCUL I

8. Problema 1

Es counsidera una funcié f(z1,...,%Zn;Q1,...,a,), on (z1,...,2,) € ACR"

s6n les variablesi (a, . .., ay) € © C R™ sén els parametres de configuracio.
Es pretén determinar les variacions de a que minimitzen la funcié i les

variacions que s’indueixen en el punt z*(a) on s’assoleix el minim.

En un context d’optimitzacié de produccié, f representa una funcié de
cost. En aquest cas el problema tracta d’obtenir per a cada valor dels
parametres de configuracié el valor de les variables de funcionament (que
depenen del procés de produccié) z*(«), que donen un dptim funcionament
minimitzant el cost.

En un context dinamic, f pot representar una funcié d’energia potencial
depenent de les posicions z i uns parametres a de configuracié del sistema.
Les posicions d’equilibri estables d’aquest sistema vénen donades per els
valors z*(a) que minimitzen el potencial. (Exemple: si tenim un mocador
subjectat pels seus extrems i posem una bola a sobre, la bola tendira a la
posicié d’equilibri, que és el minim del potencial. Aquest minim pot variar
si modifiquem lleugerament la posici6 dels extrems del mocador).

P.1 Estudiar si per a cada o € Q C R™ hi ha un tnic punt éptim z*(«),
és a dir, un Unic minim absolut de f en A. Raonem que, aleshores:

1. Elvalor minim de f per a la configuracié a és z*(a) = f(z*(a); a).

2. La direccid de variacié de o Optima per a minimitzar f és: v =
—grad z*(a) € R™.

3. La variaci6 indida en cada z](a) en aquesta direccié és:
D,z;(a) =< —grad z*(«), grad z () > .
4. La variacié direccional induida en z*(«a) és:
Dz*(a)(—grad z* (a))?
P.2 Es tracta, doncs, de trobar expressions el més sencilles possibles de

grad z*(a), gradz}(a), Dz*(a)(—gradz*(a))’



I Estudiem P.1 comencant per un exemple que permet trobar les solu-
cions explicites:

1. Verifiqueu que per a la funcié

f(wayaawg) = Ot(y2 _"E) +/8("E2 - y)2

és cert P.1 per a tot a > 0, 3 > 0, i per a tot (z,y) € R2.

. En general, sigui f € C2(A x Q) i 1o = z*(ap) un punt optim

de funcionament. Proveu que si H,f(xg, o) és definit positiu,
aleshores P.1 és cert en un entorn de (zg,p), i que la funcié
z*(a) ve definida implicitament per:

Dif(z,a)=--- = Dypf(z,a) =0.

(Nota: es pot demostrar que globalitza si Hyf(z,«) és definit
positiu per a tot z € A, a € Q).

3. Apliqueu el resultat anterior a la funcié

f(@,y, 0, p) = ae” + f(a® + y*)* — 3z — 3y

en el punt (ag, 5) = (3,2) i (zo,y0) = (0,1).

II Estudi de P.2

1.

En el cas 3 calculeu les derivades de z*(a, ), v*(a, 3), en (3,2)
com a funcions implicites. Calculeu, igualment, les derivades de
z*(a, B), en (3,2). Deduiu P.2 en el punt (ag, F) = (3,2).

. En el cas general 2, demostreu que

gradz*(a) = Dyf(z*(a);a), (1.1)
Dz*(a) = _((Hzf)ilDa(Dwf)) (z*(a);@), (L2

. Apliqueu les formules (1.1), (1.2) per a recalcular II.1.



Solucié al problema 1

I.1 Considerem la funcié

f(];ayaaaﬂ) = a(yQ - :E) + /8(:E2 - y)27
amb a,8 > 0 i V(z,y) € R%. Estudiarem els seus extrems. Aixi trobem
primer els zeros de les seves derivades. Plantegem doncs el sistema d’equa-
cions Dy f(z,y, o, ) = 0, Dy(z,y,a, 3) = 0. Un cop calculades les derivades
queda, explicitament:
Dyf(z,y, 0, B) = 2(c + By — 262* = 0.
B2

De la segona d’aquestes equacions, aillant ¢ en funcié de z es té y = powe s

Substituint a la primera, podem aillar x i després y com a funcié dels
parametres « i 8. Denotarem aquestes funcions per z* i y*; les quals vénen

donades per
’la + 3
1.4
48 \/ o + B) (14)

A continuaci6 estudiem la matriu Hessiana de f, H¢(z,y), que es pot
comprovar que és,

_( 12B2% — 4By  —4Bz
Hy(z,y) = ( vy 2(a + B) ) '

Definim ¥ := traca Hy, 0 := det Hy. Siguin a més:
T =%z (e, ),y (. 8)), 1 0" =0(a%(ev, B),y" (v, B)).

Fent calculs resulta,

(1.3)

3

T = (Ba+2P) a4—fﬂ

v = 6a¥/1B(a+ B)>.

Com que o, 3 > 0, és T > 010" > 0. Llavors la matriu hessiana Hy és
definida positiva i f té un punt de minim relatiu a (z*(a, ), y*(«, 8)).
Calculem a continuacié quant val aquest minim. D’acord amb ’enunciat,

definim 2* (e, 8) := f(z*(a, B), y* (e, B), @, B). Es comprova que
) - 1 3 7 3 ot
? ‘“’ﬁ)‘“(Z\/m‘VW) +
(a+ B)? 1’ a+p
+ﬁ(v 1682 22 a+B> 48

+2(a+p)

=2



1.2 Sigui zp un minim de la funcié f(-; ap). Aixo vol dir que:

D1 f(zo;a0) =+ = Dnf(zo;00) =0

i a més, que la matriu hessiana de f a (o, ), Hy(zo, ), és definida
positiva. Sigui M : A x Q@ — R", donada per: (z;a) — (grad f(z;a))!. Es
a dir:

M(z;a) := (Dif(z;0), ..., Dnf(z; ).
Aleshores plantegem el sistema:
M(z,a) =0, (1.5)

que té soluié per a (z; @) = (z9;ag). Com que M és de classe C? i a més es
satisfa:

det (d$M(Zo;a0)) = det Hf(.’L'(); Oz()) >0

(Hy(zo; 09) definida positiva); pel teorema de la funcié implicita sabem
que, localment en un entorn de (zo;ag), £ = z(c), z(a) de classe C?, i amb
zo = (). A més, z(a) és el punt tal que:

Dif(z(a);a) =+ = Dy f(z(a); ) = 0.

Com que z(c) és de classe C? en «, en particular és continua i Hy(z(a), )
també sera continua en . Per tant, donat que per a = ag, Hy(z(ap); ) =
H(x0; 00) és definida positiva, per continuitat, Hy(z(a), o) també sera de-
finida positiva per a suficientment propera a «y.

Finalment, la continuitat de f i de z(a) garanteix que el minim en
(z(a); ) és també un minim absolut.

1.3 Sigui ara f la funcié:
f(wayaaaﬂ) = ae” + ﬂ($2 + y2)2 — 3z — Sy
Les seves derivades parcials sén:

Dyf(z,y;0,8) = e +4Bz(z® +y°) — 3
Dyf(z,y;0,8) = 4By(z* +y°) —8.

Veiem que (zg, yo; @0, Bo) = (0,1;3,2), es un punt critic de f, i. e., les
dues derivades parcials de f s’anullen simultaniament en aquest punt:

Dyf(0,1;3,2) =3—3=0, D,f(0,1;2,3) =8 —8=0.



D’altra banda, la matriu Hessiana de f és, al mateix punt:

on [ ac® + 12822 + ABy? 86y
Hf(07 17 37 2) - ( 8/8.'1,"!/ 4/8‘T2 + 12/By2 (0;15352)

(11 0
“\Lo0 1)

ija es veu que és definida positiva. (Nota 1: de fet, si calculem la traga i
el determinant de Hy en un punt qualsevol,
traca Hy(z,y;0,8) = ae® + 160z + 1683y,
det Hf(z,y; 0, 8) = 4aBe® (z? + 3y%) + 488% (2 + 4?)?,

per tant, Hy és definida positiva Va, 8 > 01 (z,y) # 0).

I1.1 Haviem trobat les derivades parcials de la funcié al cas I.3. Les equa-
cions que definien z*,y* eren:

ae® 4+ 462% + 4Bz —3 = 0, (1.6)
4Bz%y +4By> —8 = 0, (1.7)

derivem respecte de « i tenim el sistema,

e® + ae® Doz + 12622 Doz + 48y* Doz + 88zyDay = 0,
D, : (1.8)

4322 Dy + 8BzyDax + 128y Doy = 0.

Si ara avaluem aquest sistema, (1.8),az =0,y = 1,a = 3,5 = 2, s’arriba a
un sistema lineal del qual s’obtenen D,z(3,2) i Day(3,2). En efecte:

14 3Dax(3,2) + 8D4ay(3,2) = 0,

1
b= Dast32) =1,

A continuacié, derivarem les equacions (1.6) i (1.7) respecte de S,

D ae”Dgx + 473 + 12ﬂm2D5$ + 4zy® + 4ﬁy2D5:v +8BzyDgy = 0,
Ch 43y + 8BzyDsx + 4622 Dy + 4y° + 128y Dy = 0.

Al punt z =0,y = 1,a = 3,3 = 2 queda el sistema:

1
} = Dpz(3,2) =0, Dgy(3,2) = 5

11Dgx(3,2) = 0,
4+ 24Dgy(3,2) = 0,

Calcul de les derivades de z*. Si z*(a, () és el valor de la funcié f al punt
(2 (0 B), 5" (@ B)), 6 a dir, 2*(a, B) = F(*(at, B), " (e, B), , B); lawors:

2*(a, B) = ae® @9 4+ 8 (2% (0, B)° + y*(a, B)%)” —

1.9
—31'*(&,,6) _8y*(a7/6)' ( )



Derivem respecte de i (i tenim:

Doz* = e + ae” Dox” + 26(a** +y™) (20" Doa* + 2y Day”) —
— 3D, z* — 8Day*a
Dyz* = ae® Dgz* + (z*2 + y*2)? + 28(*? + y*?) (25" Dga* + 2y* Dpgy*) —

A continuacid, avaluem les expressions d’adalt al punt (a,8) = (3,2) per
obtenir:

Dz*(3,2) = (Daz*(3,2), Dpz*(3,2)) = (1,1) (1.10)

Finalment, podem calcular les variacions induides en la direccié —grad z*
de z*, y* a (a, B) = (3,2):

< —grad z*(3,2),grad *(3,2) > = < (1,1), ( —11,0>> =1
1 1
< —gradz*(3,2),grady*(3,2) = <_(1’1)’ (0’_E)> - E,

d’on es dedueix que la variacié direccional induida en (z*(3,2),y*(3,2)) és

D)oo (e (3,2)' = (1.5 )

II.2 Recordem que hem definit: z*(a) = f(z*(a),@). Notem que z*(«) és
solucié del sistema: D, f(z*(a);a) = 0. Derivant aquesta tltima equacié
respecte d’a, s’obté:

Hi(z*(a); @) - Dz*(a) + Do Dy f (z*(a); @) = 0,
don:
Dz*(a) = — (Hf(z"(); @) ! Do Do f (z*(a); ). (1.11)
Derivem ara z*(c)
Dz*(a) = Df(z*(a); @) - Dz* () + dof(z"(a); @) = dof(z"(a); @), (1.12)

(ja que Df(z*(a); ) = 0). La variaci6é induida de cadascuna de les z](«)
vindra donada per:

< —grad z*(a), grad z; (o) >;
i la variaci6 direccional induida de z*(«) sera la proposada:

D" () (~grad 2°(e))! = = ((H}) ™ DaDaf)) - (ayy Dorf (& (@); )
(1.13)



Finalment, fem s d’aquesta formula, (1.13), per calcular la variaci6
direccional induida en (z*(3,2),y*(3,2)):

11 0\ '/ 4(x3 + zy?)
0 24

eCU
0 dz?y+4y° )(0,1) ( (@? +y%)? )
1
1

SN——

I
7N
o= T
N——



§. Problema 2

Sigui R una resisténcia eléctrica. Sigui g la resistencia equivalent del circuit

Igualment, sigui z; la resisteéncia equivalent del circuit

—1 R

o la del circuit

—1 r
—L &

etc, definint aixi z,, com una successié de nombres reals positius que denoten
les resisténcies equivalents.

1. Partint de que ¢ = H-LR’ construiu la férmula recurrent de x,,.
2. Demostreu que la successié és creixent i acotada superiorment.

3. Demostreu que el limit de la successié esta entre 0 i 1, i trobeu-lo.
Raoneu a qué tendeix la resisténcia equivalent si R — oc.



Solucié al problema 2

De les figures de I’enunciat, que indiquen com es va construint la sucsessié
de circuits, se’'n dedueix que cadascun d’ells s’obté de ’anterior afegint-li
una resisténcia R en série, per després, al conjunt resultant, connectar-li en
parallel una altra d’1Q. Sigui doncs z,, la resisténcia equivaltent del circuit
n-esim.

1) Segons aquesta descripcid, la resisténcia equivalent del circuit segiient,
Zn+1, vindra donada per la formula:

R+ z,

= r 2.1
1+ R+ xy (2.1)

Tn+1

Si ara, de manera natural, definim la funcié f : Rt — R per

R+«x

A v ey

la successi6 de resisténcies equivalents {z, }n,cn ve donada per la recurréncia

R
Tn+1 = f(./ﬂn), n = 0, ]., 2, cey amb rg = ]_-l_—_R (2.2)

2) La funcié f és creixent. En efecte Yz > 0,

oo 1
i) = A+ Rtae

Aixi doncs, suposant z,4+1 > Zp, per a un cert n € N, es té:
Tnt1 > Tn = Tpt2 = f(Tnt1) > Tnt1 = fn),

car f és monotona creixent. Aixo es satisfa també per a n = 0. En efecte:

_ _Rtwm R
T1+R+z 0T " T U4 R(1+ 3R+ R?)

1 > Zo,

(on s’ha tingut en compte que o = R/(1 + R)). Per tant, el principi d’in-

duccié ens permet assegurar que la successié {z, }nen €és monotona creixent.
Per veure que és acotada superiorment només cal considerar que Vn € N

7

€S

. _R+.’En71+1—1_ B 1
" 1+ R+xp 1 1+ R+zp 1

<1, (2.3)

donat que 1 + R+ z,-1 > 1. (Nota 2: es pot provar, per exemple per
induccid, que tots els termes de la successié sén positius).

3) La successi6 és convergent puix és monotona creixent i acotada supe-
riorment. De (2.3) i del fet de que tots els termes siguin positius (veure nota
2), es dedueix que 0 < z,, < 1, per tot n; d’on resulta que el limit, g, estara



entre 011, i. e.: 0 < £ < 1. Fent servir les propietats algebraiques dels
limits i aplicant-les a la relacié de recurréncia (2.2) que defineix la successi6
es té

R+ 4p

fimarngn =l flon) = bn = 57p

(Essent, com ja hem dit, £z = lim,, z,,). Per tant £ sera solucié de ’equacié
de segon grau

0% +Rlr—R=0,

que té dues solucions, una d’elles negativa; mentre que 1’altra val

’ 2R

R == -———
R+VR2+ 4R’

que clarament és més petita que 1. Aixi que sera aquest el valor del limit.

Finalment, quan la resisténcia R tendeix cap a infinit, R — oo, de (2.4)
passant al limit s’obté:

(2.4)

lim /g =1.
PRV
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§. Problema 3

Un brag articulat estd format per sengles motors de torsié a les dues articu-
lacions, de forma que la seva posicié queda determinada pels angles 61, 6
(vegeu la figura). Se suposa que #1 > f2, 0 < 61 < 27, 0 < 0y < 7.

%

1. Analisi de posicions

(a) Cinetica directa
i. Determineu la funcié
¢:[0,2n] x [0,7] — R
(01,92) — (LEl,.’Eg)
que al valor dels angles a les articulacions fa correspondre les
coordenades cartesianes de la “ma” M (vegeu figura).
ii. Determineu la forma A del pla abastada pel brag, és a dir,
A=pW),on W ={(01,62): 0<0; <2m, 0< b <m}.
(b) Cinética inversa. Demostreu que per a cada posici6 de la “ma”
M = (z1,z2) € A, hi ha només un possible valor de (01,02) € W
tal que (z1,22) = @(61,62).

2. Analisi de velocitats

(a) Diferenciabilitat
i. Demostreu que ¢ € C*®(W).
ii. Demostreu que p~! € C*®(A).
(b) Analisi de velocitats
i. Demostreu que la velocitat de M, (Z1,%2), es pot governar
per les dels motors (61, 65).
ii. En particular, per a 6; = 62 = 7/2, calculeu les velocitats
(01, 05) necessaries per a obtenir les (&1, &) desitjades.

11



Figura 1: Coordenades polars p, 6.

Solucié al problema 3

1(a)i: projectant el punt M sobre els eixos z1, z2 s’obtenen les components
1,2 de aplicacié o,

z1 = £1co861 + £y cos(01 + 6), (3.1)
Ty = Hf1sinfy + 4y Sin(91 + 02),

on rp = (101(91, 02) i I = @2(01,92).
1(a)ii: Elevant al quadrat (3.1) i (3.2) i sumant s’obté,
x2 + x5 = 02 + 02 + 20,45 cos bs. (3.3)

De la mateixa manera, en (3.1) i (3.2), Passant £; cos@; i 1 sinf; respec-
tivament al terme de l’esquerra; elevant al quadrat les dues equacions i
sumant-les obtenim:

x% + 22 — 201 (z1 cos 1 + zosin ;) + 12 = 13 (3.4)

Ara, introduim coordenades polars (veure figura 1), com coordenades auxi-
liars:

1 =pcosf, o = psind,

(p € R{, 0 <0 < 2m), i passem (3.3), (3.4) a aquestes coordenades. Aixi
arribarem a les equacions:

P = 03+ 0%+ 2014y cos bo, (3.5)
p> = 03— 12+ 20pcos(f —6y), (3.6)

12



d’on aillant cos @2 de la primera i cos(f — 61) de la segona,

2 _ 2 _ 42
_ -6
cosby = 200, (3.7)
2 g2 _ 42
cos(f —6,) = o, (3.8)

De (3.7), tenint en compte que 0 < 0 < 7, s’obté la condicid:

£1—€2<\/w%+w§<£1+€2, (3.9)

Aixi doncs, per tal de que un punt del pla sigui abastable pel brag cal
que hi pertany a 'interior d’una corona circular, C, de radis #1 — #2141 + 45
i per tant (W) C C. Aquesta és una restriccié geometrica donada per les
longituds maxima i minima que pot assolir el brag.

A més, si multipliquem (3.1) per sinfq, (3.2) per cos#; i restem la pri-
mera, equacié de la segona s’arriba a

sin(6 — 6,) = % sin 6s. (3.10)

D’aquesta manera, donat un punt de l'interior de C amb coordenades
polars (p, 0); lequacié (3.7) determina univocament I’angle 62 entre 0 i .
Un cop calculat 62, (3.8) i (3.10) ens permeten trobar el corresponent 6,
que sera tnic si el busquem entre 0 i 27.!

Hem vist aixi que, donat un punt (z1,z2) € A, existeix un dnic parell
d’angles (01,62) amb 0 < 6; < 2710 < 6 < 7 de manera que ¢(0,62) =
(z1,22).

Per finalitzar I’apartat, imposarem la restriccié 6; # 0. Cal esbrinar
quins (z1,z2) s6n imatge de punts de la forma (0, 62) per a algun 65 entre 0
i . Fixant ; = 0 a les equacions (3.1), (3.2) es té:

1 = #1+ £5cosby,
ro = gQSineg.

que sén —amb 0 < #; < 7—, les equacions parametriques d’una semicircum-
ferencia centrada al punt (z1,z2) = (41,0), radi 2 i amb z > 0. Els punts
d’aquesta semicircumferéncia s’han de treure dels de la corona per donar el
conjunt imatge A, el qual podrem escriure com

A= {(xl,wg) sl — Ly <\Jz?+ad< ity +€2}

—{(wl,wg) : (1 —61)2 +x§ = ﬁ%, amb x5 > 0},

'En efecte, (3.8) i (3.10) donen els valors de sin(6 — 6;) i cos(d — 81). Dels termes de
la dreta es veu que tots dos son positius. Aleshores §; = 6 — & amb 0 < £ < 7/2, quan
aquesta diferéncia sigui positiva o bé 81 = 27 + 6 — £, quan sigui negativa.
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Observacié. Notem pero que els punts de la circumferéncia:
(z1 — 01)® + 23 = 03,
amb z9 < 0, si que sén abastables pel brag (veure figura 2).

1b: Com que estem considerant punts M = (z1,z2) € A, es clar, per la
definicié de conjunt imatge, que hi haura almenys un punt (61,602) € W tal
que (z1,z2) = p(61,602), car A és la imatge de [’espai de configuracions del
brag, W.

A Tapartat anterior hem provat que,
donat un punt de C, existeix una tnica
antiimatge per ¢: les equacions (3.7),
(3.8) i (3.10) en les incognites 01, 6 te-
nien solucié amb (01,0) € W i a més,
aquesta era tnica. D’aqui es segueix que
I'aplicacié ¢, definida al conjunt W, és

injectiva.
Geometricament, el problema, de, do-
nat un punt M = (z1,z2), trobar el

corresponent parell d’angles (01,62) es
redueix a un problema de determinacid
de triangles que consisteix en construir
el triangle OCM (figura 3); amb els

vertexs O, M i els costats OC = ¢ Y,
s N _ . 1
1 CM = ¢ fixats. S_l agafem el pu.nt Figura 2: Els punts de la circum-
M = (z1,72) a A, dibuixant una cir- ferancia S amb z» > 0 (amb trag dis-

cumferéncia amb centre en O iradi £1, 1 continu), no sén accessibles al brag. En
una altra circumferéncia amb centre en canvi, sf que ho sén els punts M sobre la
M i radi fy; els vértexs C i c' corTespo- semicircumferéncia de I’esquerra.

nents a les dues configuracions possibles del brag que abasten el punt M, sén
els punts interseccié de les circumferéncies. Una d’aquestes configuracions
pero, no és admissible, ja que porta a un angle 62 < 0 6 62 > w. D’aqui es
dedueix la injectivitat de ¢.

Podem provar directament la injectivitat. Aix{ suposem que hi ha angles
(01,62), (01,04) € W tal que ¢(01,602) = p(6,,6,). Es tracta de veure que
llavors, necessariament (01, 60;) = (', 65)

De la condicié ¢(01,62) = ¢(6],0,), resulten les equacions:

1 (cosy —cos®) = L (cos(B] + 05) —cos(61 +62)),  (3.11)
El (SiIl 01 — sin 01) = 62 (sin(9'1 + 95) — sin(01 + 92)) y (3.12)

que a la seva vegada, fent Us de les transformacions de diferéncies de cosinus
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i sinus, en productes de sinus, i de sinus per cosinus respectivament?, es
poden escriure com:

0L+0] . 61— 6] 010+ 012 . 012 — 01,2

¢1 sin 5 5 = /3sin 5 in 5 , (3.13)
01+6, . 6,0 0o+ 0 01— 0
4, cos = —; L gin - 5 L = fycos 2 5 2 gin 12 5 1’2, (3.14)

on hem posat 61 = 01 + 62 i 6] , = 0] + 6. Ara cal distingir dos casos.

—~ Cas A. La segona de les equaciéns, (3.14), no és idénticament zero o, el
que és equivalent, sinf; # sinf). Llavors podem dividir membre a
membre i tindrem la igualtat:

nu:tan01+ei+02+%.

¢
an Ty 2

la qual cosa implica 0y + 04 = 2kw, amb k € Z. Perd com que els
angles 0 < 69,0!, < 7, aix0 és impossible, per tant s’ha de satisfer el

— Cas B. sinf; = sin#|. Aixd, a la seva vegada, déna altres dues possibi-
litats:

1. 6; = 6. Aleshores, de (3.11) i (3.12), es dedueix:

cos(01 + 63) = cos(0] + 65),
Sin(91 + 92) = Sin( 11 + Hé),

i d’aqui 01 + 6y = 0] + 6, + 2km amb k € Z, la cual cosa implica:
0y = 0, donat que, 0 < 63, 65, < 7 i només és possible k = 0.

2. 6 =7 —0, 4+ 2kmr, amb k = 0,1. De I'equacié (3.14) deduim que
cal sin(0] + 04, — 0, — 603)/2 = 0. En efecte, puix cos(0] + 645 +
61 + 05)/2 no s’anulla perque és 0} +6; = 7 + 2km amb k = 0,14
i llavors:

2 !/
g+k7r<7r+ k7r;—92+02

<(k+1)7r+g,

(k =0,1). Pero, per (3.13) resulta que s’ha de satisfer:

. 01 - Hi ! . i}
smT:O = 01— 0, =2j7 = 0, =0,
(amb j € Z). Llavors, necessariament 6; = 7/2+kx, k = 0, 1; i també:

. 05 —6y / ot 1
smT—O = 0,—0=251 = 0,=0,,

(essent j' enter). I aix0 acaba aquesta demostracié de la injectivitat.

15



Figura 3: L’angle 0 determinat pel triangle OC'M és negatiu o més gran
que 7; per tant aquesta configuracié no és admissible en W. Aleshores els
angles (61, 62) corresponents al punt M de coordenades (x1,x2) € W, poden
ser només els determinats pel punt d’intersecci6 C.

2(a)i: Aplicant els criteris de generacié a les funcions components (3.1) i
(3.2), resulta que ¢ € C>*(W).

2(a)ii: Si calculem la diferencial de ¢, veiem que la seva matriu és:

d _ —ﬁl sin 91 — 62 Sin(01 + 92) —£2 sin(01 + 92) (3 15)
©(01,02) = £1cos by + £y cos(0y + 02) £y cos(6y + 62) ’ .

que és no singular per (01,62) € W, donat que det dp(g, 9,) = £1£2sin6 > 0.
Aleshores, pel teorema de la inversa, tenim que ¢! € C®(A).

2(b)i: Per la regla de la cadena

<$1>:(D1<P1 D2801)(é1)
T Dips Dapo 0 )’

i ja hem vist que la matriu (dy) és inversible.

2(b)ii: En (61,02) = (5, 7) es té:

4 0
W = ( —ly —bp )

*Estem parlant de les identitats trigonometriques: cos A —cos B = —2sin
isin A —sin B = 2cos # sin A;—B.

3De fet, hauriem d’haver posat: 61 = 6} + 2km, amb k € Z, perd com que 0 < 6; < 2,
0 < 6} < 2w, només pot ser k = 0.
4 Aquesta restriccié sobre k és debuda, de nou, al fet de que 0 < 8} < 2w, 0 < 6; < 2.

A+B
2

;. A—B
sin 3
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Per tant:

)
02

)

(

A
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