CALcUL NUMERIC FME - UPC Curs 2012-2013

1 Zeros d’equacions i sistemes no lineals

1.

(0

Volem calcular les arrels de z° + 2 — 1000 amb un esquema iteratiu de la forma z = g(z).

a) Demostreu que només té una arrel real.
b) Formeu esquemes iteratius que no convergeixin cap a la solucié.

¢) Formeu-ne que convergeixin. Quin seré el més rapid? determineu per a aquest un interval
on es compleixin les hipotesis del lema de contraccié6. Determineu el minim nombre
d’iteracions per assegurar (tedricament) un error menor que 1076, Trobeu la solucié.

d) Considereu ara z = g(x) = \f%’g — 1. Calculeu la solucié. Accelereu per Aitken la

successié anterior.

Usant els meétodes de bisseccid, secant i Newton, trobeu els zeros de la funcié

a) f(z) =4sinz+1—=x.
b) f(z) =1—z — exp(—2x).
¢) flz) = (z+ e -1

Sigui f(z) = g—iJ{Thz. Calculeu les constants b i d de manera que el metode d’iteracié tingui

convergéncia quadritica cap a 4/a. A partir d’aixd calculeu, treballant amb doble precisi6,
+/10 amb 10 xifres decimals. Qué s’observa?

Apliqueu Newton per calcular totes les arrels de z exp(exp(exp z)) = 1.

Calculeu V'arrel més petita de x5 + 2z + 3z% + 422 + 5z + 1 per iteracié de la funcié g(z) =
(2% + 22* + 32 + 422 + 1)/(—5). Quin ordre s’observa? Justifiqueu-lo.

Resoleu z = cos z per iteracié simple, amb el metode d’Aitken i el de Steffensen.

(Examen Gener 2012). Proveu que l'ordre de convergéncia del metode de Steffensen

a1 = Tp — (f ()
f(ze + fzx)) — f(ze)
en el calcul de zeros simples de funcions dues vegades diferenciables amb continuitat és 2.
Quant val la constant asimptotica de Verror?.

a) Demostreu que el métode de Newton modificat per a zeros multiples

mf(zx)

Thy1 = Tk — f’(wk)

té ordre de convergencia 2 en calcular un zero o de multiplicitat m de f.
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10.

11.

12.

b) Calculeu la constant asimptotica de Perror (suposeu que f(m+1)(a) # 0).

Apliquem el métode de Newton a un sistema de 2 equacions amb 2 variables

f(xay) =0, g(x,y) = 0.

Donat un iterat (z,,y,), trobeu l’expressio analitica de l'increment § i e (en funci6 de f i g)
que determina el segiient iterat (Zn+1,Yn+1) a00b Tpii = Tp + 0, Yns1 = Yn + €

Apliqueu el métode de Newton amb dues variables per tal de calcular la solucié del sistema
no lineal:
z=sin(z +y), y=cos(z—y)

prop de z; = 1, x5 = 1. Acabeu el procés quan el vector residual, resultant de restar els dos
membres de cada equacié, sigui menor que 10719 en | - [joo-

Donat el polinomi P(z) = 6z* — 823 — 2% + z — 6, determineu dos intervals que continguin
totes les arrels reals (positives i negatives respectivament)

a) aplicant la regla de Laguerre.

b) aplicant la regla de Newton.

Calculeu, pel meétode de Bairstow, els zeros del polinomi P(z) = zt + 523 + 322 - 52— 9
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__Problema X3 Demostreu que el métode de Newton modificat per a zeros
miiltiples
m f(zk)

té ordre de convergéncia 2 en calcular un zero « de multiplicitat m de
f sempre que f sigui m +1 vegades diferenciable amb continuitat 1 que

fmED (@) # 0.

SoLUcIO: ' el

. e
Si f és m + 1 vegades diferenciable amb continuitat, tenint en compte

que f(a) = flla) = ... = fm=N(a) = 0 f™(a) # 0, resulten les
expressions:
() (m+1) (g, N
fw) = L)ooy s L e,
(™) (o (m+1)
f’(:l,‘) — (fm _(1))! (.’L‘ . a)m—l 4 f m'(E‘Z)(x _ a)m ,

amb &;,£ E< T, >.

Per tant,
(m) (m+1)
- [.f mf! 2(xk _ a)m + f(m+1£)5!12($k _ a)m+1]
Ty — X =T — O — ~

(m m 3
LD (o — a)m=t + LT i — o)

amb 51752 EL T, 00 >

Operant en I’expressié anterior s’obté

FOmD(E)  mptm )
Tht1 — & m! T T {mAL)t

e o? T g+ )

FOmtD(g5) — 5 fm D (&)
mfmi(a) + fmtU(&)(zr — o) -

Qua.nk——)oo,:ck—>ai£,-—»aperai=1,2i,pert-ant.,

i FHHLTE Fmt () — 225 fm (@) fmi(e)
koo (T — ) mfm)(a) = m(m + 1)) (e)

£0

Aixi doncs, 'ordre de convergéncia és 2 i la constant asimptotica de
Perror és
for(a)
m(m + 1) f™)(a)




,f) 0 \  Escrivim el sistema. de la forma:
fz1 \ _ [ filz,22) \ [ 71— sin(z1 + 22) ) _ ( 0 ) .
s T2 N fz(ml,mz) T\ ze — cos(z; — z2) 0

El métode de Newton amb dues variables es concreta en la férmula
iterativa:

LD Q) o) (k)
( (k+1)> ( (k)>_lDf< (k))] f( CHE

En el nostre cas,
Df _ [ 1—cos(z1+22) —cos(zy + z2)
:::2 - sin(zy — x3) 1 —sin(z, — )
1 el calcul de la inversa déna
Df -t - 1 1 —sin(z; — z3) cos(z1 + x3)
$2 T Az, z2) —sin(z; —z3) 1-cos(z; +x2) )
on

Az, 22) =1 —sin(z; — z3) — cos(zy + x3) + 2sin(z; — z3) cos(zy + z2) .

Aixi doncs, la iteracié s’escriura:

wr) ey (1=sin(2{? — 2@ — sin(@(® + ()
1 = T = 4
Az, 489
_cos(a” + of)(2f” ~ cos(a o z3"))
A=, 25

Gt _ oo, sin(e? = 2f9) @) — sin(z{ + 2{9))
e () (F)
A(wl y &g )
_ (1= cos(z + af9))(@f") — cos(a{ — 2{))
((1) (i)) :

Fent els calculs s’obté la taula de valors segiient:

k x&k) a:gk)

0 1 1

11 0.9359511522 1 .
2 | 0.9350846651 | 0.9980207933
3 | 0.9350820642 | 0.9980200582
4 |1 0.9350820641 | 0.9980200582

Es pot comprovar que

~ 10~ 1

oo

o
()

i, per tant, la solucié del sistema, amb la precisié desitjada, és

2{" = 0.9350820641 , =) = 0.9980200582 .

| ]*_'x’l A deoda
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