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1 Metodes iteratius per a sistemes lineals

1. Donada una matriu A € M, ,, es defineix radi espectral d’A com p(A) := max |A\k| a on
SRS

A, Ao, ..., Ay sOn els vaps d’A.

(i) Demostreu que p(A) <1 <= lim A’ =0.

J—+o0

(#7) Considereu la matriu Sp, =377, AJ. Demostreu que liril Sy existeix <= p(A) < 1.
—+00

m

A més, en aquest cas, comproveu que lim S, = (I — A)~L.
m—+00

[Indicacio: Useu Uapartat anterior i la identitat (I — A)S,, = I — A™1].

(747) Demostreu que si per una determinada norma (subordinada a una norma vectorial do-
nada) es té ||A]| < 1 aleshores I — A és inversible i es compleix que

IR _ 1
(=7 =3 4 =7 < g = A AP
=0

2. Justifiqueu si el métode de Jacobi per al sistema

201 +bx9+x3 = 12
9r1 + 2x90 + 53 = 12
5x1 + dxo + 213 12

partint de z(%) = (0,0,0)T és convergent.

3. Volem resoldre pel metode iteratiu de Jacobi el sistema Az = b partint de 2(®) = 0 i tenim la
informacié segiient sobre les dades:

\aii] >a2\aij\, 1=1,...,n, a>1,
J#i

0<’}/< |aii|, ’L'::l,...,n, HbHOO :'8

a) Quantes iteracions k del metode calen per tal de garantir un error en la norma del maxim
%) — z| 0 menor que ?

b) Aplicaci6: Quant val ksia =2, 8=10,y=1i¢e=10"6?

4. Sigui B, una matriu de la forma
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bi by b3 bp—1 by
a 0 O 0 0
0 a O 0 0
0 0 a 0 0
o o0 0 .. .. a 0

amb b; = K j=1,...,n. Considereu un metode iteratiu general del tipus
per ¢ qualsevol. Estudieu la convergencia per |a| < 11 |K| < 1.

Indicacio: Useu el Teorema de Gerschgorin: Els valors propis d’una matriu A € M, , es
troben localitzats al pla complex a IC, on KC és la unio dels segiients discs:

n
IC:UKZ‘, K,=<{)AeC: \)\—aii\SZ]aij\ ,
i=1 j#i

A més, sila unié My = U?Zl Ki; dek discs K, j =1,...,k, i la unié My dels discs restants
son disjuntes aleshores My conté exactament k vaps i My exactament n — k vaps.

-(12)

justifiqueu si el metode de Gauss-Seidel és convergent.

5. Donat el sistema lineal Az = b amb

6. Considereu el sistema lineal amb matriu

A= a € R.

— o Q
o0 O
O O+

Analitzeu la convergencia dels metodes de Jacobi i de Gauss-Seidel per a la seva resolucié.

7. Doneu condicions suficients sobre el parametre 5 per tal que els metodes de Jacobi i de Gauss-
Seidel convergeixin en aplicar-los per trobar la solucié del sistema que té per matriu

—-10 2
A= (750
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8.

10.

Per a resoldre un sistema lineal Az = b amb A € M,, ,, es considera el segiient metode de

T
relaxacié: donat z(0) = (xgo),xgo), . ,:cﬁ?)) calculeu, per k£ > 0,

i—1 n
T’Z(k) = bz — Z aijx§k+1) — Z aijx§k)
7j=1

j=it1
k
(k+1) (k) Tz( )
; = (1-wz 4w ,
Qg
per i = 1,2,...,n 1 amb w € R un parametre. Abusant de notacié, si ¢ = 1 prenem
Zifl (k+1) _ I i % 1
=1 QT = 0 a la primera férmula.

(7) Trobeu la forma explicita de la matriu d’iteracié corresponent.
(74) Demostreu que si aquest metode convergeix aleshores 0 < w < 2.

(731) Comproveu que si prenem w = 1 aquest meétode es redueix al metode de Gauss-Seidel. En
el cas que 1 < w < 2 aquest metode s’anomena de successiva sobre-relaxacié (en angles,
SOR, de successive over-relazation).

. Es considera el seglient sistema lineal (de joguina) Az = b:

2r1 +x2 =1,
1+ 3z =0.

Calculeu la primera iteracié, a partir de (®) = (1,1/2)T, usant

(1) Jacobi.
(74) Gauss-Seidel.
Considereu el sistema lineal Az = b amb A = (a;j)i; € Mppn iay; =1 peri=1,2,...,n.

Descomposeu A = L+ I + U a on L és estrictament triangular inferior i U estrictament
triangular superior. Definiu el segiient metode iteratiu:

25 = M (o, Q)z® + (I +aQL)"' Qb,

on
M(a,Q) = (I4aQL) ' [(I-Q)—(1—a)QL - QU]

és la matriu d’iteracié, Q = diag(wi,ws, ... ,wy,) és la matriu diagonal de relaxacié, w; € R\ {0}

peri=1,2,...,nia € R és un parametre.

(1) Comproveu que, si el métode convergeix, ho fa cap a la soluci6 del sistema. Si suposem
w; =w per ¢ =1,2,...,n, quins metodes s’obtenen quan a =0oa =17 Isiw=17
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(7i) Demostreu que el polinomi caracteristic de M (a, Q) és
PA) =det (1 =M —-Q—(1—a+A)QL —QU) =: det B(\).

(79i) Siguin
G=> Mgl ui=> fugl
J# J#
i suposeu que |w;a|l; < 1 per i =1,2,...,n. Demostreu la segiient fita del radi espectral

de M(a, Q):

11— wi| + |wi|(]1 — all; + u;)
M ) <
p(M(e, ) < max 1= lwiall

=: K(o, Q).

[Indicacid: Si |\ > K(a, Q) llavors B(\) és estrictament diagonal dominant per files, és
a dir, |bi;| > Z |bij| peri=1,2,...,n.]
J#i
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2 Aproximacio

1.

Ajusteu per minims quadrats la taula de dades: (0.25,0.40), (0.50,0.50), (0.75,0.90), (1.00,1.28),
(1.25,1.60), (1.50,1.66), (1.75,2.02), a una funcié del tipus

a) pj =ap+ a1z.
b) p} = ao + a1 + azz?.

c¢) Calculeu l'error de les aproximacions ||f — p}ng, j=12.

. Obtingueu P(x) = Aexp(Mz) a partir de les dades (1,7), (2,11), (3,17), (4,27).

. Considereu la taula corresponent a la funcié y = e*:

(=1,0.36), (—0.5,0.60), (0,1), (0.5,1.64), (1,2.71).

a) Busqueu els polinomis ortogonals monics fins a grau 4.

b) Trobeu el polinomi interpolador en aquests punts usant el metode de minims quadrats.
(No useu ni Lagrange ni Newton).

. Trobeu la recta p(x) = Mx + B per a la qual § = Zi]io(yi — Mz; — B)? és un minim amb les

dades (z;,y;), i =0,..., N. Concretament

a) Trobeu el sistema d’equacions normals. Comproveu que és compatible determinat i
resoleu-lo.

b) Comproveu que la solucié B, M trobada correspon a un minim de S.

. Determineu la familia de polinomis ortogonals monics v¥;(x), j = 0,...,4 corresponent a la

funcié pes w(z) = 22 + 1 a 'interval [—1,1].

. Trobeu (resolent el sistema d’equacions normals) la millor aproximacié per minims quadrats

als punts (—7/2,1), (0,0), 7/2,1/2), (7, 1) i que sigui del tipus
t1(0) = a+ rsin(f + «)
amb a, b reals i a € [0, 27].

Useu els pesos moleculars dels sis oxids de nitrogen donats per calcular els pesos atomics de
I’hidrogen i oxigen: NO : 30.006, NoO : 40.013, NOs : 46.006, N2Os3 : 76.012, N5Os5 : 108.010,
N204 : 92.011.

. Es defineix el polinomi de Txebyshev de grau n com 7T, (x) = cos(n arccos x) a l'interval

[—1,1].
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a) Proveu que es compleix la segiient recurréncia: Tp,41(z) = 22T, (z) — Tp,—1(x).

b) Calculeu Ty(z), Th(z), Ta(z).

c¢) Proveu que T),(z) té n zeros a [—1,1] de la forma z; = cos (21:1-1%), kE=0,1,..,n-1
(anomenats nodes o abscisses de Txebyshev).

d) Proveu que els polinomis de Txebyshev s6n ortogonals respecte la funcié pes

[—1, 1], més concretament proveu que

1 1 T sin=m=20
Th(x) T (x) —— = /2 sin=m#0
| m@ T = v/ #

sin#m
9. Demostreu que la familia de polinomis

Qi(y) =T;2y—1), j=0

és ortogonal a [0, 1] respecte al pes w(x) = (y(1 —y))~/2 a [0,1], on els polinomis Tj(z) sén
els polinomis de Txebyshev.

10. El nivell de P'aigua al mar del Nord esta determinat per la marea, el periode de la qual és
aproximadament 12 hores, i que ajustarem per

2mt 2mt
H*(t) :h0+alsin1—7;—|—agcosl—7;

t en hores. S’han fet les segiients mesures en (¢, H(t))
(0,1.0), (2,1.6), (4, 1.4), (6,0.6), (8,0.2), (10, 0.8)

(t en hores, H(t) en metres).

z s 27t 27t
a) Son ortogonals 1, sin 55, cos 557

b) Ajusteu H(t) a aquestes mesures utilitzant H*(t) per minims quadrats.

c) Trobeu la desviacié quadratica.
11. Trobeu la constant que millor aproxima f(z) = e* en [0, 1] segons les normes || - |1 i || - ||2-

12. A teoria hem provat que les funcions {1/2,sin z, cos z, sin 2z, cos 2z, ..., cos 2nx, sin 2nx} sén
ortogonals a [0,27] en el cas continu. Proveu que també ho sén en el cas discret. Més

2tk 1k =0,...,m, amb 2n < m. Proveu

concretament prenem el conjunt de m + 1 punts P

que:
sij=101=0

(Yj,1) = sij=10=1,..,2n

sij#l, §,1=0,..2n

= wE_ g‘i
—_ [
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1 Derivacié i integracié numeriques
1. a) Determineu la férmula de derivacié numerica

9'(0) = w_19(—1) + wog(0) + w1g(1)

de manera que sigui exacta per a tots els polinomis de grau menor o igual que 2.
b) Es exacta també per als polinomis de grau menor o igual que 37

c) Usant els apartats anteriors, deduiu una férmula de derivacié de la forma
f(e) ~a_1f(c—h)+aof(c) +aif(c+h)
de manera que sigui exacta per a tots els polinomis de grau menor o igual que 2.

2. Calculeu f”(10), on f(z) = (2% + 1)/2, amb un error relatiu d’'un 1%. (Indicacié: f(z) =
23/2(1 + z=3)1/2, desenvolupeu en poténcies negatives de = i deriveu).

3. a) Escriviu de manera explicita una férmula de derivacié per al calcul de f/(a), deduida per
derivaci6 del polinomi d’interpolacié en les abscisses a, a + h, a + 2h, a + 3h i a + 4h.
b) Doneu una expressié exacta per a l'error, si f € C®([a,a + 4h]).

c) Trobeu una expressié asimptotica per a 'error, quan f és suficientment diferenciable.

4. a) Calculeu els coeficients de la férmula de quadratura interpolatoria

2

1 1
/0 Zef@de = Af(0)+ Bf(3)+ Cf(1)

substituint f pel seu polinomi interpolador en els punts 0, 3, 1.

’ 9
b) Trobeu una fita de I'error quan f € C3([0,1]).
1
c) Aplicacié: Calculeu / 22 dz usant la férmula de Papartat a). Serveix en aquest cas la

0
fita trobada a 'apartat b)?

5. Determineu els pesos i les abscisses de la formula d’integracié

1
/1 g(t)dt >~ wog(to) +w1g(t1)

per tal que sigui exacta per a tots els polinomis del grau més alt possible.

6. Considerem una funcié f suficientment diferenciable.
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10.

11.

a) Doneu de forma explicita les férmules d’integracid numeérica de Taylor
b n )
[ f@de =351,
a j=0

trobades per integracié numerica del polinomi d’interpolacié de Taylor de grau més petit
o igual que n a f en una abscissa ¢ de l'interval [a, b].

b) Expliciteu la dita férmula quan ¢ = a i quan ¢ = b.

c) Doneu una expressié per a l'error en tots els casos.

Leosz —1
72da:
0 X

per desenvolupament de Taylor de I'integrant amb un error menor que 10710,

Trobeu la integral

. Calculeu amb 5 xifres decimals correctes

/ (2 + x)_%dx.
1

0

. Sigui f(z) = e~ cosz. Sabent que |f¥ ()| < 25, V& € R, calculeu o~ cos ze™*" dz amb

error més petit que 1076,

Sigui f(r) = sin 2.

a) Calculeu la serie de Taylor de f(z) al voltant de 0.

b) Useu a) per calcular fol f amb error menor que 1075.

Volem calcular fol e~ dr amb un error menor que 107%. Per tal de comparar els resultats
prenem com a valor exacte: 0.746824132818...

a) Apliqueu la férmula de trapezis composta.
b)
)
)

Apliqueu la férmula de Simpson composta.

)

Apliqueu la férmula d’Euler-Maclaurin amb T (f) més una correccio.

Q.

Apliqueu una férmula gaussiana amb 3 abscisses 1 doneu en aquest cas una fita de l'error
comes. (Pesos: Wy = Wy = 0.55555556, W1 = 0.888888889. Abscisses: xo = —xg =
0.77459667, 1 = 0).

e) Calculeu la integral expandint e

en série de Taylor al voltant del 0.

f) Calculeu la integral amb extrapolacié (meétode de Romberg).



CALcUL NUMERIC FME - UPC Curs 2012-2013

12.

13.
14.

15.

16.

Explicar la rapida convergencia del metode dels trapezis al calcular fol e (1-2)% 1

Calculeu fol cos zdx segons la férmula de Gauss-Legendre de 4 punts. Fiteu 'error.

Calculeu fooo cos e~ “dx amb un error menor que 107°.

Calculeu f’(a) per a f(x) = ze® i a = 2, amb un error menor que 1076, extrapolant per
Richardson la diferencia finita centrada de primer ordre. Comenceu amb h =0.11¢ = 1/2.

Demostreu que en extrapolar trapezis amb passos h i h/2 s’obté la férmula de Simpson amb
pas h/2.
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1 Zeros d’equacions i sistemes no lineals

1.

(0

Volem calcular les arrels de z° + 2 — 1000 amb un esquema iteratiu de la forma z = g(z).

a) Demostreu que només té una arrel real.
b) Formeu esquemes iteratius que no convergeixin cap a la solucié.

¢) Formeu-ne que convergeixin. Quin seré el més rapid? determineu per a aquest un interval
on es compleixin les hipotesis del lema de contraccié6. Determineu el minim nombre
d’iteracions per assegurar (tedricament) un error menor que 1076, Trobeu la solucié.

d) Considereu ara z = g(x) = \f%’g — 1. Calculeu la solucié. Accelereu per Aitken la

successié anterior.

Usant els meétodes de bisseccid, secant i Newton, trobeu els zeros de la funcié

a) f(z) =4sinz+1—=x.
b) f(z) =1—z — exp(—2x).
¢) flz) = (z+ e -1

Sigui f(z) = g—iJ{Thz. Calculeu les constants b i d de manera que el metode d’iteracié tingui

convergéncia quadritica cap a 4/a. A partir d’aixd calculeu, treballant amb doble precisi6,
+/10 amb 10 xifres decimals. Qué s’observa?

Apliqueu Newton per calcular totes les arrels de z exp(exp(exp z)) = 1.

Calculeu V'arrel més petita de x5 + 2z + 3z% + 422 + 5z + 1 per iteracié de la funcié g(z) =
(2% + 22* + 32 + 422 + 1)/(—5). Quin ordre s’observa? Justifiqueu-lo.

Resoleu z = cos z per iteracié simple, amb el metode d’Aitken i el de Steffensen.

(Examen Gener 2012). Proveu que l'ordre de convergéncia del metode de Steffensen

a1 = Tp — (f ()
f(ze + fzx)) — f(ze)
en el calcul de zeros simples de funcions dues vegades diferenciables amb continuitat és 2.
Quant val la constant asimptotica de Verror?.

a) Demostreu que el métode de Newton modificat per a zeros multiples

mf(zx)

Thy1 = Tk — f’(wk)

té ordre de convergencia 2 en calcular un zero o de multiplicitat m de f.
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10.

11.

12.

b) Calculeu la constant asimptotica de Perror (suposeu que f(m+1)(a) # 0).

Apliquem el métode de Newton a un sistema de 2 equacions amb 2 variables

f(xay) =0, g(x,y) = 0.

Donat un iterat (z,,y,), trobeu l’expressio analitica de l'increment § i e (en funci6 de f i g)
que determina el segiient iterat (Zn+1,Yn+1) a00b Tpii = Tp + 0, Yns1 = Yn + €

Apliqueu el métode de Newton amb dues variables per tal de calcular la solucié del sistema
no lineal:
z=sin(z +y), y=cos(z—y)

prop de z; = 1, x5 = 1. Acabeu el procés quan el vector residual, resultant de restar els dos
membres de cada equacié, sigui menor que 10719 en | - [joo-

Donat el polinomi P(z) = 6z* — 823 — 2% + z — 6, determineu dos intervals que continguin
totes les arrels reals (positives i negatives respectivament)

a) aplicant la regla de Laguerre.

b) aplicant la regla de Newton.

Calculeu, pel meétode de Bairstow, els zeros del polinomi P(z) = zt + 523 + 322 - 52— 9



