CALCUL D’INTEGRALS MULTIPLES PER CANVIS DE COORDENADES:
EXEMPLES

Ezemple 1. Calculeu la integral

I= // y cos(zy) dzdy,
D
on D és el domini definit per:

D={(z,y) eR*:1<y<4,1<axy<4};
u
v

usant el canvi de variables T: 2 = —,y =v (& T 1 u=xy,v =1).

< Solucié. Com que 1 < y < 4, es segueix, de la segona condicié: 1 < zy <4 que — <y < —. Es a

8~
8|

dir, D és el domini limitat per les rectes y = 1,y = 4 i les hiperboles y = —,y = é, tallant-se en els
punts: (1,1),(1/4,4),(4,1) 1 (1,4) —veure figura 1—. Tanmateix: ! !
1<u=2ay <4, 1<v=9y<A4
i llavors el domini d’integracid, en les noves variables (u,v) ve donat pel rectangle:
D*=TYD)={(u,v) eR*: 1 <u<4,1<v<4}
= [1,4] x [1,4].
D’altra banda, si calculem el jacobia de la transformacid, obtenim:
Ox ox

a(x,y) %(U, U) %(U,’U) l _ﬁ 1
Jr(u,v) = det (u,v)| = =|lv 0 |=-.
) Ww) Doy | |0 1| "

(observem que el canvi esta ben definit per v # 0). Aixi:

1 4 4 _
I= // VoS U (v) dudv = (/ cosudu) X (/ 1dv) =3 x [sinu]"Z] = 3(sin4 —sin1). >
* 1 1

Jacobia

Exemple 2. Calculeu I'area del cercle de radi R: D = {(z,y) € R? : 22 + y* < R}

Area(D) = / / dzdy = / / rdrdd,
D *

on D* = T~Y(D) = [0, R] x [2, 7]; de manera que, en coordenades polars, podem aplicar directament
el teorema de Fubini sobre rectangles:

A r o 2" 6=2m 2
Area(D) = rdrd | x do ) = 5 X [0]y—y" = mR". >
0 0 r=0

Date: 4 maig 2012.

4 Solucié.
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Ficura 1. El domini D ve limitat per les rec-
tes y = 1,y = 4 i les hiperboles xy = 1 i
Ty = 4. o I I I ! ! ! X

xy=1 xy=4

Ezemple 3. Calcul de la integral [[,, f(x,y)dzdy, on f(z,y) és la funcié:
le,y) = )
i D el domini definit per:
D={(z,y) eR*:a®> <2’ 4+4?> <b?,2>0,y >0}
(veure figura 2(a)).

< Solucié. En coordenades polar el domini D es transforma en un rectangle, i. e., D* = T=1(D) =
[a,b] x [0, F]. Aleshores:

// e~ (@ +y?) dady = // e " rdrdf
D .
b z 1 r=>b
= </a e’"2rdr> X (/02d9> — g {_26T2]T:a _ % (efa2 B ebe) S

Remarca 1. Si uséssim integrals iterades en coordenades cartesianes, caldria calcular:
s a Vb2 —z2 s b Vb2 —z2 s o
// e~ dady :/ / e~ (Y7 gy dx+/ / @) dy | da.
D 0 Va?—z2 a 0

Ezemple 4 (rosa de tres petals). Quan en domini on volem integrar esta definit en coordenades polars,
I'us d’aquestes esdevé imprescindible. A tall d’exemple, considerem el cas la rosa de tres petals, que
ve donada per I'equacié:

r = asin(36),
amb a > 0 (veure, per ex., 'article sobre la “rosa polar” en la Wikipedia: http://es.wikipedia.org/wi-
ki/Rosa_polar; també teniu un applet Java en http://www25.brinkster.com/denshade/ que us permet
generar algunes corbes planes notables). Es vol calcular 'area d’un dels petals® (veure figura 2(b)).

<4 Solucid. Observem primer de tot que, sil’angle  pren valors entre 0 i 27, aleshores r = asin(36) > 0

sii:
T 2 47 br

“En general es convé que 7 = asin(nf) té 2n petals si n és parell i n petals si n és senar. Hi ha alguna contradicci?


http://es.wikipedia.org/wiki/Rosa_polar
http://es.wikipedia.org/wiki/Rosa_polar
http://www25.brinkster.com/denshade/PolarFlower.html
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a b
(a) Anell (b) Rosa de 3 petals

FiGuraA 2. Figures dels exemples 3 i 4.

En variar 6 sobre cadascun d’aquests intervals, la corba recorre la vora del petal corresponent (com
T
es pot deduir de la figura 2(b)). Aixi, si prenem 0 < § < 3 queda clar que ’area que busquem, A,

A://dxdy:// rdrdd,
D *

D* = {(r,&) € [0, 400) x [0, g] 0<r< asin(SH)},

s’obté mitjancant la integral:
on D* és el domini donat per:

i finalment, fent els calculs:
z asin(36) x - 27r=asin(30) 2 rEq_ 2
a= [P rar)ao= [7[5] w=4 [yt
o \Jo o L2120 2 Jo 2 12

2

Exemple 5. Calcul del volum del domini D de R? comprés entre el con 22 = 2% + y? i el paraboloide

2z =a>+1y?, per z > 0.

4 Solucié. La interseccié de les superficies 22 = 22 + y? i 2 = 22 + y? amb el pla z = constant > 0
sén dos cercles de radis z i y/z respectivament. Aquest dos cercles sén el mateix si z = 0 (collapsen
en un punt) i z =1 (circumferéncia de radi 1).

La figura 3(a) mostra una seccié6 amb el semipla z = 0, y > 0. Aquesta seccié és la mateixa si
tallem per qualsevol pla que contingui I’eix z. Llavors el domini D és el volum de revolucié entorn de
I'eix z de la part ombrejada. Per tant D és un domini amb simetria cilindrica, que en coordenades
polars s’expressa, si D = T'(D*):

D* ={(r0,2) eR®:0< 0 <2m,2<r<20<z<60}
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FicurA 3. Figures de 'exemple 5.

Llavors avaluem el volum integrant en coordenades cilindriques:

votanD) = [ asapis = [ raranas = [ ['( [“rar) )
gAERC R AV
([9)([3r-a9) =[G 695

Alternativament, usant el principi de Cavalieri: si fem seccions pel pla z = constant > 0, amb
z € [0,1], obtenim que D N {z = constant} és una corona circular (veure figura 3(b)), que té area:

Alz)=m7 <\/§2 — 22> = 7(z — 22).

Llavors,

1 1 2 371
_ _ T e IR S I
Volum(D)—/OA(z)dz—/Oﬂ(z z )dz-w[z 3} —7r<2 3>_ G >

Ezemple 6. Calculeu la integral:
I= /// (2% + 9?) dadydz,
D
on D és el domini definit per:

D={(z,y,2) eR®: 1 <2?+¢><4,0<2z<2}.

< Solucié. D és el domini comprés entre dos cilindres de radis 11 2 i els plans z = 01 z = 2. La seccid
vertical z = constant és doncs 'anell de radis que es mostra a la figura 4. Aleshores, en coordenades
cilindriques, el domini D s’expressa com:

D*=T7YD)={(r,0,2) e R}1<r<20<60<2r0<2z<2}=(1,2] x [0,27] x [0,2],
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F1GURA 4. Secci6 del domini de I’exemple 6

pel pla z = constant. Correspon a un anell
de radis 11 2.

que és un parallepiped. Integrant en aquestes coordenades, obtenim:

[:/// r2r drddz
2 o 2 47 7=2

:(/r3dr>x</ d0>x</dz>:[r] ><27r><2:47r<16—1>:157r- >
1 0 0 4 r=1 4 4

Exemple 7. Calculeu el volum de l'esfera D de radi R: 2? + y? + 22 = R2.

< Solucié. En coordenades esferiques, el domini D és es transforma en el parallepiped:
D*:T_I(D):{(r,ﬁ,cp) €R3:0§r§R,0§9§27r,—g§50§ g}
I el volum s’obté facilment integrant en aquestes coordenades:

us

2 z R
Volum(D) = /// 2 cos ¢ drdfdy = / </ (/ r? COS(,OdT‘) dgo) de
* 0 -7 \Jo
R z 27 3qr=~R
4
= </ 7‘2d1"> X /2 cospdp | X (/ d@) =4n [T] =_7R3.
0 -z 0 3l 3

Ezxemple 8. Calculeu la integral:

[

I:/// Va2 +y? + 22 dedydz,
D

on D és el domini donat per les desigualtats:
22 < 2? +y? <322, 1<z?+42+22<4, (1)
amb x >0,y > 0,z > 0.

< Solucié. De (1) tenim que el domini D esta limitat per dos cons i dues esferes (veure figura 5). En
coordenades esferiques:

x = rcosf cos y, y = rsinf cos p, z =rsing,
les desigualtats de (1) s’escriuen com:

r? sin? p < r? cos? p < 3r? sin® P = 272 sin? p < r? < 492 sin® ©, 1<r<2. (2)
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FicUra 5. Figures de 'exemple 8. La intersecci6 de les esferes i els cons es representa
a la figura (a) El domini D estd limitat pels cons: 322 = 22 4+ y? (en verd a la figura),
2?2 = 2% +y? (enrosa) i les esferes: 22 +y*+22 = 4, de radi 2 (en vermell) i 22 +y?+2% =
1, deradi 1 (en blau), amb x > 0,y > 0,z > 0 (1*" “octant”). Aix{, finalment, el domini
D queda tal com es veu a la figura (b).
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D’altra banda, com que x > 0,y > 01 z > 0, llavors:

™ 7r
0<0<— 0<p<—.
S0s 5 _%0_2
Amb aix0, (2) és equivalent a:
T 7r
—<p< - 1<r<2
6_90_4; STs

i afegint la primera desigualtat en (3) queda, tot plegat:

(r,y,2) e D<= 1<r <2 0§9§E, <p<

T T
6 4’

Amb la qual cosa tenim que D —el domini “complicat” de la figura 5(b)— correspon, en coordenades
esferiques, al parallepiped:

mw T T
1< r<20<0<< = =< <
2’2} SrEsUSYS 5 g SY

4

D" =T71(D) = {(10,¢) € [0, +00] x [0,27] x |
7 T

L2 [o. 3] < |5 7).

L2 (0.5] > 57

Finalment, tenint en compte que r = \/x2 + y2 + 22, la integral buscada ara es calcula com:

I:/// \/$2+y2+22dmdydz:/// rr? cos ¢ drdfdy
D *
2 2 I
= (/ r3d7") X (/ d6?> X (/ cosapdgp)
1 0 ™

}



