TEMA 5

EDOQOs i sistemes d’EDOs lineals

5.1 Sistemes de n equacions diferencials ordinaries EDOs lineals
Un sistema de n equacions diferencials lineals ordinaries (EDOs) és un sistema del tipus:
X'=A(t)X +b(t) (1)

on,

t és la variable independent.
o X = (x1,29,...,2,) és vector amb les funcions incognites.

e A: I — M,(R) és la matriu dels coeficients del sistema, que sén funcions definides en un
interval I CR. Es a dir: A = (a;),<; j<,, amb

Qg5 - I — R
t — CLZ'J(t)
peri,j =1,...,n.

e b: I — R™és el terme independent, que és una funcié vectorial de n components definida en
l'interval I C R".

FEzemple 1. Un sistema de dues equacions diferencials lineals com

2t t
xh = ¢ T — ¢ To + 1
17 et T 1 ent? ’ 9
) o o2t (2)
Ty = 1+62t901+ 1+62t$2+e,

(veure problema 3, apartat (c)) es pot escriure matricialment en la forma (1):

Y 1 et et X 1
o 14e2t | ot o2t + ot

on identifiquem,
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2 Tema 5. EDOs i sistemes d'EDOs lineals

Remarques:
e Lineal vol dir Lineal en X, no en t.

e Si la matriu A en (1) no depeén de ¢, i.e., si A(t) = A € M,(R), llavors direm que el sistema
d’EDOs és a coeficients constants.

e Direm que (1) és un sistema homogeni si i només si (sii) el terme independent és idénticament
igual a zero, i. e., sii b(t) = 0.

Una solucié del sistema (1) és una funcié vectorial amb n components definida a l'interval I C R, que
satisfa identicament el sistema per tot ¢ € I. Es a dir, X : I CR — R"™ és solucié del sistema (1) sii
X'(t) = A(t)X (t) + b(t) per tot t € I. Aixi, per exemple,

el +t+1
X(t) =
tet + e — 1
és una solucié del sistema (2) de I'exemple 1, definida per tot ¢ € R. Exercici: comproveu-ho!

5.1.1 Estructura de les solucions

En aquest apartat donarem les idees basiques en relacié a l'estructura de les solucions d’un sistema
lineal. En el cas homogeni, veurem que aquestes formen un subespai vectorial (sev) amb la mateixa
dimensié que la del sistema o, equivalentment, que el nombre funcions d’incognites (o variables de-
pendents). En el cas no homogeni, qualsevol solucié es pot expressar com la suma d’una solucié del
sistema homogeni associat i una solucié particular qualsevol del sistema complet. Comencem definint
el Problema a Valors Inicials per sistemes lineals.

Definicié 1. Un Problema a Valors Inicials (PVI) associat al sistema lineal (1) és de la forma:

{ X' = AWB)X +b(t)
X(to) = Xo

on linstant inicial, ty € I, i la condicid inicial, (ci) Xy € R™, son dades del problema.
Aleshores, buscar la solucié d’'un PVI com (3), consisteix en cercar les solucions del sistema (1)
que satisfan la ¢i X (tp) = X amb linstant inicial ¢ty € I 1 Xy € R™ donats.

Remarca 1. De vegades, quan parla de ci, es considera (tg, Xog) € I x R"; és a dir, s’inclou també
I'instant inicial ¢g.

El segiient teorema, que donem sense demostrar, estableix que, si les funcions A(t) i b(t) sén
continues a l'interval I C R, llavors el PVI (3) té una tnica solucié, definida a tot I'interval.

Teorema 5.1 (Existencia i unicitat de solucions per sistemes lineals). Si les funcions A : I — M, (R)
ib: 1 — R"™ son continues ity € I; llavors, per Xo € R", el PVI (3) té exzactament una solucio que,
a mées, esta definida en tot linterval I.

Remarca 2. Notem que la derivada de la solucié és continua en I. Per que?

Aixi, a partir d’ara suposarem que sén continues les funcions A : I — M,(R)ib: I — R", on
I C R interval. A continuacié, donem alguns exemples
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Sistemes de n equacions diferencials ordinaries EDOs lineals 3

FEzemple 2. La solucié del PVI lineal homogeni a coeficients constants

11
X’:( ) 1>X, X(0) = Xp € R?,

és la funcid vectorial:

X(t) :et<

cost sint
0

—sint cost

definida per tot t € R.

Remarca 3. Notem que, en el cas de sistemes lineals, aquest teorema ens assegura que la solucié del
PVI esta definida a tot ['interval I, mentre que el resultat general sobre existencia i unicitat que
varem estudiar al Tema 4 (Fonaments d’Equacions Diferencials Ordinaries) tan sols ens assegurava
existencia (i unicitat) local de les solucions, i. e., que aquestes estaven definides, necessariament, en
un cert entorn de I'instant inicial, .

Ezemple 3. La solucié del PVI lineal no homogeni:

, cost —sint el 1
X' = X+ , X(2) = ,
sint cost Int -1

és una funcié vectorial de classe C* en l'interval I = (0, +00).

FEzemple 4. La solucié del PVI lineal no homogeni:

Int+1 Int—1 1/(t—-3 2
Int—1 Int+1 1/(t+2) 0
és una funcié de classe C! a l'interval I = (0, 3).

Cas homogeni

Estudiarem primer el cas en que el terme independent b(t) en (1) és b(t) = 0. Considerem doncs el
sistema d’EDOs homogeni de dimensi6 n:

X' = A(t)X. (4)

Proposicié 1 (Linealitat). Les solucions del sistema homogeni (4) formen un subespai vectorial (sev)
de dimensio n.

Demostracio. Sigui:
7 := {conjunt de les solucions del sistema lineal homogeni X' = A(t)X}.
Es immediat (exercici!) comprovar que:
e X1, Xo€Z =X, +Xo€Z.
e NeR, XcZ=)\X€Z.

Per tant, que Z és un sev. Per a veure que dim Z = n, prenem ty € [ i establim 'aplicacié lineal:
73 X(t) = X(tg) = Xo € R™. Ara, del teorema 5.1, es dedueix que I’aplicacié és injectiva (unicitat)
i exhaustiva (existeéncia), per tant, dim Z = dim R" = n. O
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4 Tema 5. EDOs i sistemes d'EDOs lineals

Definicié 2. Un conjunt de m funcions X7, Xo,...,X,, : I — R™ s6n linealment independents (i)
quan de la identitat
aXi+eXe+ -+ X, =0 (5)
amb cq,ca,. ..,y € R constants; es segueix, necessariament, que ¢g =co = -++ = ¢, = 0.
Remarca 4. Observem que:
e Els coeficients de la cl, i. e., ¢1,¢2,..., ¢y, € R sén constants (no depenen de t), i

e (5) és una identitat en 'espai de funcions. Es a dir,
X1 +eXo+ -+ X, =0<— Cle(t) + CQXQ(t) + -4 Cme(t) =0,
per tot ¢t € I.

La segiient proposicié estableix quan un conjunt de n solucions del sistema homogeni X’ = A(t)X
de dimensio n son [i i, per tant, formen una base del seu sev de solucions.

Proposicié 2. Si X1 = X;(t), Xo = Xo(t),..., X, = X,(t) son n solucions del sistema lineal homo-
geni X' = A(t)X, definides en un interval I C R, i ®(t) és la matriu que té per columnes aquestes
solucions, i. e.:

D(t) := (X1 (8)| Xa(2)] - - [Xn(t)),

llavors:
X1(t), Xa(t),..., Xn(t) son li en I <= det®(t) #0, per atott €l <= Ftgel t.q.: detP(ty) #0,

En aquest cas, direm que les solucions X1(t), Xo(t),..., X, (t) —base de l'ev de les solucions del
sistema—, formen un Congunt Fonamental de Solucions (CFS) i la matriu, ®(t), se l’anomena Ma-
triv Fonamental.

En particular, tota matriu fonamental ®(t) és una solucié matricial, i. e., satisfa:
O'(t) = A(t)2(t),
com es segueix d’immediat del fet que cadascuna de les columnes de ®(t) és solucid. Es per aixo que
la matriu fonamental també es coneix com solucid matricial fonamental. De fet:
Proposicié 3. Si ®(t) és una matriu fonamental del sistema homogeni (10) sii,
o O(t) és una solucid matricial, i. e., satisfa: ®'(t) = A(t)P(t), i
e det ®(t) # 0 per tot t € I o, equivalentment, Ity € I t. q. det D(tg) # 0 (proposicid 2).

Demostracio. Es dedueix directament de la proposicié 2. O
D’altra banda, per un sistema lineal homogeni donat, clarament hi ha infinits CFS i, en conse-
giiencia, infinites matrius fonamentals; com es dedueix de la proposicié segiient:

Proposicié 4. Si ®(t) és una matriu fonamental del sistema homogeni n-dimensional X' = A(t)X i
S € M, (R) és una matriu no singular (i. e., sit det S # 0), llavors ¥(t) = ®(t)S és també una matriu
fonamental.

Demostracié. Sigui ®(t) una matriu fonamental i S € M, (R) amb det S # 0. Definim: U(t) = ®(¢)S;
llavors:

V(t)=d'(t)S = A(t)®(t)S = A(L)¥ (),
amb la qual cosa W(t) és una solucié matricial. D’altra banda:
det U(t) = det ®(t) - det S # 0,

per tot ¢ € I. Per tant, d’acord amb la proposicié 5.1.1, ¥(¢) és una matriu fonamental. ]
De la Proposicié 1 i de la Proposicié 2 es dedueix el,
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Sistemes de n equacions diferencials ordinaries EDOs lineals 5

Corollari 1 (Solucié general del sistema homogeni). Si Xi(t), Xa(t),..., X, (t) son un CFS, del
sistema lineal homogeni X' = A(t)X de dimensid n. Aleshores, qualsevol altra solucid, X = X(t), es
pot escriure com la cl:

X(t) =Xy (t) + CQXQ(t) +---+ Can(t), (6)
on els coeficients ¢ = (c1,ca, . .. ,cn)T € R" vénen donats per la solucio del sistema:
QS(to)C = XOa

on ®(t) = (X1()|X2(t)| - | Xn(t)) és la matriu fonamental corresponent al CFS donat, ty € I és un
instant inicial qualsevol i X (tg) = Xo € R™ és el valor que pren la solucio X = X (t) en aquest instant
(i. e., la ci). A la cl (6) amb c1,ca,...,c, € R™ arbitraris (lliures) se ’anomena solucié general del
sistema homogeni.

Ezxemple 5. Considerem el sistema d’EDOs lineal i homogeni:

X — (2—t 2t_2>X. (7)

1—-t 2t—1

t2/2 90t
e e
Xi(t) = ( /2>, (1) = ( t ) ®)
formen un CFS. En efecte; primer veurem que sén solucio:
A X (1) = 2—t 2t—2\ [el’/? (2 )et”/2 + (2t — 2)et*/2 B tet®/2 _ X0
U s - \e?2) T\ — e e - e?2) T \we?2) T TR

per tot ¢ € R; i analogament per Xs(t):

A X (1) = (2 —t 2t— 2> <2et> _ (2(2 —t)el + (2t — 2)et> _ (292'5) —x0),

1—t 2t—1/\¢ 2(1 —t)e! + (2t — 1)et e

Es comprova que:

també per tot t € R. A continuacié, comprovem que sén li:

2
ot /2 ¢t

2
ol?/2 ot

det ®(t) = = —el /2 £,

per tot t € R. Aleshores les solucions X;(t), Xo(t) en (8) formen un CFS de solucions, definit en tot
R, del sistema no lineal a coeficients no constants (7); amb la qual cosa la solucié general d’aquest
sistema (corollari 1) ve donada per la cl:

et?/2 20t
X(t) = (et2/2> +C2<et >,

t € R1icy,co € R arbitraris (lliures).

Donat un sistema lineal homogeni de dimensié n > 2, X’ = A(t) X; no hi ha, en general, un metode
per obtenir un CFS. Només sabem fer-ho en el cas de coeficients constants (veure exercici 2 on es déna
un breu resum pel cas de sistemes a coeficients constants de dimensié 2). Per sistemes de dimensi6
n > 2 a coeficients constants, tenim els resultats de les proposicions 5 i 6:

Proposicié 5. Siv € R" és un VEP de la matriu A € M, (R), associat al VAP X\ € R, i. e.: Av = \v;
aleshores X (t) = eMv és solucid del sistema X' = AX, definida per a tot t € R.
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6 Tema 5. EDOs i sistemes d'EDOs lineals

Demostracid: X(t) = eMv esta definida per a tot t € R i
X'(t) = MeMv = M) = eMAv = A(eMv) = AX (1),
llavors X (t) = eMv és solucié del sistema homogeni a coeficients constants X’ = AX. O

Proposicié 6. Sivi,vs,...,v, € R" Son una base de R™ formada per VEPs de la matriu A € M, (R),
essent A1, Aa, ..., A\, € R els corresponents VAPs (és a dir: Av; = \jv;, peri=1,2,...,n); aleshores:

X1(t) = Moy, Xp(t) = oy, ..., X (t) = ety
formen un CFES (i. e., n solucions i) del sistema X' = AX, definides per a tot t € R.

Demostracid: Per la proposicié 5, cadascuna de les X;(t) = e’ per i = 1,2,...,n, sén solucié del
sistema X’ = AX, definides per a tot t € R. D’altra banda, la solucié matricial

O(t) = (X1 (1) X2(t)] -+ | X (1) = (M v1]e2 v - - - [XF0y,)
verifica, per a t = 0:
det ®(0) = det(X71(0)|X2(0)] - -+ | X,,(0)) = det(vy|va] - -+ |vy) # 0

ates que vy, vg, ..., v, formen una base de R™ (i per tant sén n vectors li). Aleshores, de la proposici6 2
tenim que
X1 (t) = Moy, Xo(t) = oy, ..., X, () = ety

formen un CFS del sistema X' = AX. O
Nosaltres no tractarem el aqui el cas general (dimensi6é n > 2) per sistemes a coeficients constants.
Ens remeten a la discussié que ja es va fer a 'assignatura d’Algebra Lineal.

Cas no homogeni

Quant Destructura de les solucions per sistemes no homogenis, X’ = A(t)X + b(t); es prova que, si
disposem d’una solucié qualsevol X, = X,,(¢), podem escriure qualsevol altra solucié, X = X(t¢), com
la suma:

X(t) = Xp(t) + Xn(t),

on Xp,(t) és una solucié del sistema homogeni associat X’ = A(t)X. Aixi, la solucid general del sistema
no homogeni (1) ve donada per la suma de la solucié general del sistema homogeni associat (4) i una
soluci6 particular qualsevol del sistema no homogeni.

Tanmateix, si disposem d’un CFS d’aquest sistema homogeni, X1 (t), X2(t), ..., X, (t) o, equivalent-
ment, d’'una matriu fonamental ®(¢) = (X1 (¢)|X2(¢)| - - | X, (t)); podem trobar una solucié particular,
X,(t), del sistema no homogeni mitjancant la Formula de Variacid de les Constants, o Formula de
Variacio dels Parametres. Formalitzem aquest metode a la proposicié 7 segiient:

Proposicié 7 (Variacié de les constants). Donat el sistema lineal:
X'=A(t)X +b(t) (9)
amb A: I — M,(R), b: I — R" continues, essent I C R interval, sigui:
X' =At)X (10)

el sistema homogeni associat. Aleshores:
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Sistemes de n equacions diferencials ordinaries EDOs lineals 7

(1) Si ® = ®(t),t € I és una matriu fonamental de (10). Es a dir, si ®(t) satisfa:
P'(t) = A(t)D(t)
per a tot t € I, llavors:
X,(t) = ®(t) /(I)‘l(t)b(t) dt (11)

és una solucid particular del sistema lineal no homogeni (9) definida per a tot t € I. La formu-
la (11) es coneix com formula de variacid de les constants o formula de variacid dels parametres.

(2) La solucio general de (9), X = X(t), ve donada per la suma
X(t) = Xn(t) + Xnn(t),
on Xy = Xy (t) és la de la solucid general del sistema homogeni (10), i. e.:
Xa(t) = B(1)e,

tel, ambc=(c1,c...,cn) € R arbitrari (lliure), mentre que Xnp, = Xpn(t) €s una solucié
qualsevol del sistema no homogeni (9). Per exemple, podem agafar X,p, = X,(t), i llavors la
solucié general de (9) s’escriu com:

X() = Xn(t) + X,(t) = B(t)e + B (1) / o (0)b(t) dt, (12)

tel,c=(c1,c...,cq)" €R"™ arbitrari (lliure).
(8) Donats ty € I i Xog € R",
t
X(t) = ()" (t) Xo + (I)(t)/ ! (5)b(s) ds, (13)
to
t € I, és (Iinical!) solucio del sistema (9) que satisfa la ci X(to) = Xo, (i. e., (13) és ["inica

solucié del PVI donat pel sistema (9) i la ci X (tg) = Xo, amb to € I).

Demostracié. (1) Es comprova directament derivant. En efecte:
X, (t) =2'(t) /<1>—1(t)b(t) dt + ®(t)® 1 (t)b(t)
— ABD() / S (0)b(t) dt + b(t) = A()X,(t) + b(t)

per a tot t € I; illavors X, = X(¢), t € I, donada per (11) és solucié del sistema no homogeni (9). El
punt () és una comprovaci6 directa del mateix tipus; mentre que la unicitat és segueix del teorema
d’existencia i unicitat 5.1 per sistemes lineals. Finalment, (2) es dedueix de (3) (es deixen els detalls
al lector). m

Remarca 5. La integral
/ O L(t)b(t) dt,

que apareix en (11) denota una primitiva qualsevol. En particular es pot fer servir una funcié integral.
Aixi per exemple, per a tg € I arbitrari, la férmula de variacié dels parametres es pot escriure com

X, (t) = ®(t) / O (s)b(s)ds, (14)

to

t € I. En particular, notem que aquesta solucié satisfa X, (to) = 0.
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8 Tema 5. EDOs i sistemes d'EDOs lineals

Ezemple 6. sigui el sistema no homogeni,

, 2—t 2t—2 t
X' = X+ ). (15)
1—-t 2t—1 t
e252/2 %0t

2
of?/2 ot

associat (8). Aleshores, aplicant la férmula de variacié de les constants (11):

Recordem (exemple 5) que ®(t) = ( > és una matriu fonamental del sistema homogeni

X, () = B(t) / (1)~ b(t)dt = B(#) ﬁw (_65/2 ;ff;) C) at

_tet ¢ —t2/2 t2/2 %et _ A t?)2 1
—-ow freeen (T )aew (7))o= (e 5)(C0e") - ()
0 0 el/2 ¢t 04 co —1

on agafem ¢; = ¢o = 0 (remarca 5).

a

b
Remarca 6. Per invertir matrius 2 x 2, B = < d) € M>(R) (6 M3(C)), resulta util la férmula:

c

gL (d b
_detB —C a '

Aix{ la solucié general de (15) s’escriu, d’acord amb (12), com

X(t) = o <Z;Z> te <2€e;> . (:D (16)

definida per tot t € R i amb ¢1,co € R constants arbitraries.

A continuacié buscarem la solucié del sistema (15) corresponent a la ci:

X(0) = G) (17)

Si imposem aquesta ci a la solucié general (16), obtenim el sistema

xo=a() e+ (5)= ()= G )= ()

‘3 2‘ ‘1 3‘

2 1 11

el qual té per solucié: ¢ = —— =1, c0 = —— = 1.
'1 2‘ 1 2
11 11

Aleshores, la solucié del PVI donat pel sistema (15) ila ¢i (17) resulta:
t2/2 t _ _ t2/2 t
e 2e 1 1+e" /%4 2e
X(t)=1- 1 = teR.
2 <et2/2>+ (et>+<—1> <—1+et2/2+et>’ ©
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EDOs lineals d'ordre n 9

5.2 EDQOs lineals d’ordre n

Comencarem definint que s’entén per EDO lineal d’ordre n.
Definicié 3. Una EDO lineal s’ordre n és una equacié de la formas:
an()y™ + an_1 Oy 4+ ar(t)y + ao(t)y = f(¢) (18)
on,
e { és la variable independent.
e y = y(t), funci6 almenys n cops derivable, és la funcié incognita o variable dependent.

® ag,ay,...,an, f: I — R, I C R interval; sén funcions donades amb a,(t) # 0 (i. e., la funcié
an(t) no és identicament zero).

De vegades, a la funcié f(t) se 'anomena terme independent de P'EDO lineal.
FEzxzemple 7. D’acord amb la definicié 3, 'EDO,
t2y" + (sint)y’ +y = €', (19)

és una EDO lineal d’ordre n = 2 on, de (18), identifiquem: as(t) =t, a1(t), ag(t) =11 f(t) = €.
Remarca 7. En particular,

e I’EDO (18) és homogenia sii f(t) = 0.

e L’EDO (18) és a coeficients constants quan ag(t) = ag,a1(t) = a1, ..., a,(t) = ay, on les quanti-

tats ag,ay,...,a, € R" sén constants (no depenen de t).

5.2.1 Estructura de les solucions

Bona part dels resultats d’aquesta seccié es dedueixen del fet, ja esmentat al Tema 4 (Fonaments
d’Equacions Diferencials Ordinaries), de que les EDOs lineals d’ordre n de la forma (18) es poden
expressar com sistemes de n EDOs lineals de primer ordre (1). En efecte, si a,(t) # 0 per tot t € I,
tenim d’una banda que 'EDO (18) es pot expressar en forma normal, aillant y(™ en funcié de la resta
de les derivades:

) _ _ ao(t) ai(t) an-1(t) -1y, J(@)

0w an(t) ” an(t)’

i si a continuacié introduim les noves variables dependents:

=Y, r2 = y/, Tr3 — y//, e, Ty = y(n72), T, = y(nfl)’

es deriva un sistema de la forma X' = A(t)X + b(t), amb

x1 Yy 0 1 0
9 !

o || y’ A = 0 0 0 ) = 0
v | [ o000 o 5
o)\ T T e a0 25
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10 Tema 5. EDOs i sistemes d'EDOs lineals

Ezemple 8. L’EDO del (19) exemple 7 es pot reescriure com el sistema d’EDOs de primer ordre i

dimensio 2 de la forma
x’l 0 1 I1 0
/ - 1 sint + et |7
T2 T T )\ 2

onz =y, xe =y il =(0,+00), per exemple.
A partir d’aquest principi resulta immediata 'extensié del Teorema d’existéncia i unicitat 5.1 al cas

d’EDOS lineals d’ordre n. Abans d’establir aquest resultat, adaptarem la definicié de PVI (definicid 1)
al context d’EDOs lineals.

Definicié 4. Un Problema a Valors Inicials (PVI) associat a 'EDO (18) ve definit per un instant
inicial tp € I i un conjunt de n condicions inicials (ci), i. e.,

an(t)y™ + an_1 Oy + -+ a1 ()Y + ao(t)y = f(t)

y(to) = o, ¥ (t0) = Yo, - .-,y V(o) = y(()n_l)

on linstant inicial ¢y € I iles ci (yo,yg, - - - ,y((]nfl)) € R sén dades del problema.

Notem que la Remarca 1 s’aplica també en aquest cas: de vegades, quan es parla de ci es considera

(to, Yo, Y0 - - - ,y((]nfl)) € I x R™, incloent-hi també el temps inicial ¢g.

Teorema 5.2. Si suposem ag,aq,...,an, f: I CR — R, I C R interval, son continues, a,(t) # 0
per tot t € I ity € I; aleshores, per qualsevol (yo,y(y, - - - 7yén_l)) € R™ el PVI (20) té exactament una

solucid, y = y(t), definida en tot l'interval I.

Remarca 8. La solucié y = y(t) és almenys n cops derivable en I. De fet és de classe C™ en I. Per
que?

Tanmateix emfasitzem que, com passava al teorema 5.1 (veure Remarca 3), aqui la solucié del PVI
també és global: esta definida en tot I'interval I, i no només en un entorn de ¢y (com ara succeeix al
Teorema d’Existéncia i Unicitat pel cas general 'EDOs d’ordre n).

D’ara endavant, suposarem que treballem sota les hipotesis del Teorema 5.2, i. e., que les funcions
ap(t),ai(t),...,an(t), f(t) sén continues a U'interval I C R i a,(t) # 0 en I.

Cas homogeni

Considerem primer el cas homogeni, 'EDO lineal d’ordre n (18) amb f(¢) =0, i. e.:
an(y"™ + an—1()y" Y + -+ ar(t)y + ao(t)y = 0. (21)

A continuacid, del fet que 'EDO (21) es pugui expressar com un sistema de n EDOs lineals de
primer ordre es segueix la Proposicié 8 per EDOs lineals —analoga a la Proposicié 1 per sistemes.

Proposicié 8. El conjunt, Z, de les solucions de I’EDQO lineal homogénia (21) formen un sev de
dimensio n.

Definicié 5. Donades n solucions qualssevol de 'EDO (21): wy1(¢),y2(t),...,yn(t), considerem la

matriu:
y1(t) y2() Yn(t)
sy | WO WO we | )
R OSSO BT Sl ()
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EDOs lineals d'ordre n 11

El seu determinant,

W(t) = Wy, y2, - yn)(t) := det D(t)
s’anomena Wronskia del conjunt de solucions yi(t), ya(t), ..., yn(t).

La segiient proposicié caracteritza la independencia lineal d’un conjunt de n solucions d’'una EDO
homogenia d’ordre n.

Proposicié 9. Sigui W(t) = Wly1,ya,...,yn|(t) el Wronskia corresponent a les solucions y(t),
y2(t), ..., yn(t) de UEDO lineal homogénia d’ordre n (21). Llavors:

y1(t),y2(t),...,yn(t) son i <= W(t)#0Vtel <= Ftgeclt q: Wty =0.
En aquest cas les solucions y1(t),ya2(t), ..., yn(t) formen un CFS (21).

Remarca 9. Si y1(t),ya2(t),...,yn(t) sén un CFS, llavors la matriu (22) és una matriu fonamental de
sistema lineal homogeni de primer ordre i dimensié n associat a ’'EDO lineal homogenia d’ordre n.

Proposicié 10. donat un CFS y1 = y1(t),y2 = y2(t),...,yn = yn(t) de ’EDO homogénia d’ordre
n (21), qualsevol altra solucid y = y(t) es pot expressar com la cl

y(t) = c1y1(t) + coy2(t) + - + cuyn(t), (23)
on els coeficients c1, ¢, ..., c, vénen donats per la solucio del sistema,
D(to)c = y(to),
on ®(t) és la matriu (22). La cl (23) amb coeficients c1,ca, ..., cn, € R arbitraris (lliures), rep el nom

de solucio general de ’EDO homogénia.
Ezxemple 9. Considerem EDO lineal homogenia d’ordre 2,

ty" =21+ t)y + (t+2)y =0, tel=(0,+00). (24)
Es comprova que y;(t) = e, yo(t) = t3e! formen un CFS. En efecte; comprovem primer que sén solucié:

tyy (t) —2(1 + )y (1)
tys (t) — 2(1 + t)y5(t)

(t+2)y1(t) =te' —2(1 +t)e’ + (t+2)e' =(t—2—2t+t+2)e' =0, V1
(t + 2)ya(t) = t(6t + 6t> + t3)e’ — 2(1 4 )(3t* + 3)e’ + (¢t + 2)t%e!
=62+ 613+t —6t2 — 283 —6t3 — 2t + t* + 263l = 0, V1.
(

+
+

Com a més,

yi(t) y2(t) ! t3e!

n(t) ys(t)
per t > 0 (o per t < 0); resulta (proposicié 9) que sén solucions /i a l'interval I = (0,+o00) (també

al = (—00,0)) de 'EDO (24) y llavors formen un CFS. Per tant, per la proposicié (10), la solucié
general s’escriu com

e
el (3t2 +13)e!

W (t) = det ®(2) = = 3t%e®t £ 0,

y(t) = cry1(t) + caya(t) = cret + cot3e’, (25)
amb ¢, co € R arbitraris (lliures) i notem que esta definida per tot t € R.

Analogament al que succeia quan estudiavem els sistemes lineals homogenis, no sabem, en general,
calcular les solucions d’EDOs lineals homogenies d’ordre n > 2 que no tinguin coeficients constants
(veure el problema 5 per un resum de les solucions de les EDOs lineals de 2°" ordre a coeficients
constants). El que si tenim és un metode per a calcular, a partir d’una solucié coneguda, una altra .
Es 'anomenat Métode de Reduccié de 1’Ordre. Aqui no discutirem el cas general, siné només la seva
aplicacié per EDOs de 2°" ordre.
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12 Tema 5. EDOs i sistemes d'EDOs lineals

Proposicié 11 (Metode de reduccié de 'ordre). Sigui I’EDO homogénia de 2°™ ordre:
az(t)y” + ar1(t)y’ + ao(t)y = 0 (26)

amb ag(t),a1(t),as(t) funcions continues definides en un interval I C R. Sigui y; = y1(t), t € I, una
solucié no trivial (i. e., no idénticament igual a zero). Suposem a més que ax(t) no s’anulla en I
(i. e., que az(t) # 0 per tot t € I).

nlt) = n(t) [ e (— I dt) at (27)

és una segona solucid de (26), i amb y1(t). Ens referirem a l'equacidé (27) com la Férmula de Reduccio

de I’Ordre.

Demostracio. Es una comprovacio directa que deixarem com exercici al lector.

Remarca 10. A I'hora d’aplicar la férmula (27), no caldra afegir les “constants d’integracié” perque,
de fet només necessitem una primitiva qualsevol.

Remarca 11. “Reduccié de D'ordre”, originalment, fa referéncia al fet que si suposem coneguda una
soluci6, 1 (t), llavors es pot trobar una segona li amb aquesta, y2(t), resolent una EDO lineal un ordre
inferior al de I'EDO original: per exemple (com ara a la proposicié 11), en el cas d'una EDO de 2°"
ordre, la segona solucié s’obtindria a partir la solucié una EDO de 1°" ordre.

Ezemple 10. Sabent que yi(t) = et és solucié de 'EDO homogenia (24) de 'exemple 9, podem aplicar

el metode de reduccié de 'ordre i obtenir una segona solucié li amb aquesta.
En efecte, ja varem comprovar a I'exemple 9 que y;(t) = e’ és una solucié de 'EDO homogenia.
Aleshores, aplicant la férmula (27) amb ag(t) = ¢, a1(t) = —2(1 +t) i ag(t) =t + 2; s’obté:

1 2 t3
Ja(t) = ¢ / o2t OXP (/ (2 + ;) dt) dt = et/e—%eﬂnt“t = et/tht - get

i observem que si f2(t) = t3e!/3 és una solucié de I'EDO lineal homogenia li amb yi(t) = e', y2(t) =
372(t) = t3e! també ho és. Per tant,

yi(t) = ¢, ya(t) = t%¢!

sén dues solucions li de 'EDO (24); amb la qual cosa la seva solucié general ve donada per la cl (23).

Trobareu més exemples d’aplicacié de la Férmula de Reduccié de I’Ordre a la resolucié del proble-
ma 4.

Cas no homogeni

Com al cas de sistemes d’EDOs lineals, la solucié general d'una EDO no homogenia com (18) ve
donada per la suma
y(t) = yn(t) + yp(t),

on yu(t) és la solucié general de 'EDO homogenia associada (21) i z,(t) és una solucié particular
qualsevol de 'EDO no homogenia. Per la proposicié (23), sabem que x,(t) és cl, amb coeficients
arbitraris, d’'un CFS. Aixi, si disposem d'un CFS, yi1(t),y2(t),...,yn(t), la solucié general s’escriu
com:

y(t) = ciya(t) + coy2(t) + -+ + cpyn(t) + yp(t) (28)

amb cq1,co, ..., ¢, € R arbitraris (lliures).

Com ja hem comentat, no tenim un metode general per trobar un CFS de 'EDO homogenia;
pero —com passava amb als sistemes d’EDOs lineals—, si disposem d’'un CFS de 'EDO homogenia
associada, podem trobar una solucié particular de 'EDO no homogenia mitjancant el Meétode de
Variacio de les Constants o Métode de Variacio dels Parametres, i llavors escriure completament la
solucio general.
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EDOs lineals d'ordre n 13

Proposicié 12 (Metode de Variacié de les Constants). Donada I’EDO lineal d’ordre n
an (Y™ + an 1y + - ar(t)y + aolt)y = f(1), (29)
on suposem.:
(H1) ag,a1,...,an, f: I — R continues, amb I C R interval.
(H2) an(t) no s’anullen cap punt de I.

Si coneizem un CEFS: y1 = y1(t),y2 = y2(t), ..., yn = yn(t), definit per a t € I, de ’EDO homogénia
associada a (29),

an(®)y™ + an—1(A)y" Y + - ar(t)y + ao(t)y = 0. (30)
Aleshores una solucio particular, y, = y,(t) de 'EDO no homogénia (29) ve donada per la cl:

Yp(t) = ur Oy (t) + ua()y2(t) + -+ + un(t)yn (1), (31)
tel; onuy =u(t),ug = us(t),..., u, = uy(t) son funcions de classe C' en Uinterval I, que satisfan
el sistema:

n(t) )y Yn(t) uh 0
i (t) Ya(t) ys(t) Yn(t) Uy 0
yi(t) Y2 (1) ys(t) Yn(t) u 0
1 2 3 3 _ ’ (32)

n—2 n—2 n—2 n—2

O N S G S O SRR i O I KA 0
n—1 n—1 n—1 n—1 f(t)

W0 w0 w0 o)\ @)

per tott € 1.

El sistema (32) es pot resoldre, per exemple, pel metode de Cramer, obtenint-se aixi les derivades
) (t),uh(t), ..., ul,(t) i posteriorment primitivitzar per trobar cadascuna de les uy(t), ug(t), ..., u,(t).
Finalment, la ¢l (31) ens déna una solucié particular.

Per resoldre els exercicis d’aquest tema, resultara particularment til disposar de férmules explicites
per EDOs de 2°" ordre, com les que es donen a continuacié al Corollari 2.

Corollari 2 (Variacié de les constants per EDOs lineals de 2°" ordre). En el c¢. p. n = 2; i. e., per
EDOs de 2°™ ordre de la forma:

ax(t)y” + a1 (t)y’ + ao(t)y = f(1) (33)
amb ag(t),a1(t),az(t) i f(t) satisfent les hipotesis (H1) i (H2) de la proposicié 12; és facil comprovar

(exercici!) que:
) =~ [ )= [ 2 o e

on W (t) és el Wronskia del CFS y1(t),y2(t) donat, és a dir, el determinant

yi(t) y2(t)|
TAOIETAGIE

i lavors la solucio pel meétode de variacio de les constants resulta:

yp(1) = ug ()1 (8) + ua(t)y2(t) = —y1(t) / % dt + o (t) / % dt. (35)

W (t) = Wlys, y2)(t) :=
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14 Tema 5. EDOs i sistemes d'EDOs lineals

FEzemple 11. Si volem una solucié particular de 'EDO lineal de segon ordre no homogenia

tr” —2(1+ )y + (t +2)z = 2¢". (36)
podem usar el CFS de 'EDO homogenia

y1(t) = e, yo(t) = t3et;

el qual té per Wronskia: W (t) = 3t2e?® (veure exemples 9 i 10); i aplicar la férmula (35) per trobar
una solucié particular de 'EDO no homogenia,

t3et2et el 2e! 2 2 dt 2 t
_ t 3.t _ t 3t _ t t t
yp(t) = —e /7t3t2€2tdt + t’e /—t3t2€2tdt =—3e /dt + gt o [ 5= —gte -3¢ = —tel.

La soluci6 general de (36) és la suma de la solucié general de 'EDO homogenia associada i la solucié
particular trobada de la no homogenia:

y(t) = iy (t) + caya(t) + yp(t) = cret + cotdel — tet (37)

definida per tot ¢ € R i amb ¢y, co € R constants arbitraries.
A continuacid, considerem el PVI definit per 'EDO (36) i les c¢i: (1) =0, 2/(1) = 0. La derivada
de y(t) és:

Y (t) = cret + 3eat?e? + cotdel — el — tel = ¢ref + 02(3t3 + t?’)et — (t+1)e. (38)

Aplicant les ¢i a les equacions (37) i (38) s’obté el sistema,

y(l) = eci+eca—e =0 (1 1> <01> <1>
< = )
y' (1) = ec;+4ecs—2e = 0 1 4) \e 2
el qual té per solucié: ¢ = %, cy = %; amb la qual cosa la solucié del PVI donat resulta:

2, t
y(t) = get + get — te'.

Vegeu més exemples a la resolucié dels problemes 4, 5, 6.

5.3 Problemes

5.3.1 Sistemes d’EDOS lineals de primer ordre

1. (a) Sigui A(t) una matriu n x n depenent de ¢ i sigui A(t) un valor propi de A(t) que compleix la
propietat que admet un vector propi v € R™ \ {0} que no depen de t. Aixo és, v compleix la
relacié A(t)v = A(t)v. Llavors, demostreu que

X(t) = o/ A®) dty,
és una solucié del sistema d’EDOs lineals homogeni X' = A(t)X.

(b) Trobeu la solucié general del sistema d’EDOs segiients:

) , 2 -1
. X' =t X.
4 -3
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. / I 3 :
ii. tX' = 5 4X,81t>0.

1<lnt+1 Int -1

iii. X'=2= )X, sit>0.
Int—1 Int+1

2

< Solucié. (a) Es una comprovacié directa. En efecte, si X (¢) = e/*® 4ty derivant:

X'(t) = Mt)e/ MOty — oJAO Aty (4, Y PO A1)y = A(t)el Dy = A)X (1)
t)v=A(t)v

on, com s’assenyala, tenim en compte al segon pas que A = A(¢) és un VAP de la matriu A(t) i v és
un VEP associat, i.e., que: A(t)v = A(t)v.
(b)-i. En aquest cas, la matriu del sistema X' = A(t)X, és:

2 -1 2t —t
Alf) = t<4 —3> N <4t —3t> (&)
i té per polinomi caracteristic
pay(N) = det(A(t) — AL)A* +tA — 2% = (A + 2t)(A — 1), (40)
on denotem per I, = diag[1,1,...,1] € M, (R) la matriu identitat n x n (en aquest cas n = 2). Els

VAPs vénen donats per les arrels de (40), i sén en aquest cas:
A=A (t) = =2, Ao = Ao(t) = t.
Remarca 12. Quan la matriu A és 2 x 2, el polinomi caracteristic ve donat per la féormula:
pA(N) = A% — Tr(A)\ + det(A), (41)

on Tr(A) i det(A) sén, respectivament, la traga i el determinant de A.

Per buscar els VEPs associats, calculem:

e Per A\ = \i(t) = -2t

Nuc(A(t) — A1(t)I2) = Nuc(A(t) + 2tIy) = Nuc Cﬁ :i) = <(1’4)T> .

e Identicament, per Ao = Aa(t) = ¢
Nuc(A(t) — Ao(t)Iz) = Nuc(A() — tIy) — Nuc< ! _t> = (7).

Aix{ doncs, els VAPs i els VEPs trobats per a la matriu (39) sén:

—2t, v =(1,4)7,
T-

A1(t)
A2 (t)

(42)

ta Vg = (171)
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16 Tema 5. EDOs i sistemes d'EDOs lineals

Tanmateix, veiem que cap dels dos VEPs que apareixen a (42) depenen de ¢ i aleshores del resultat
de l'apartat (a) es deriven les dues solucions segiients:

1 2 (1
X1 = Xy (t) = e/ W dty = o= J2d! (4) - <4>’ (43)
1 1

definides per a t € I = R. A més, aquestes solucions sén Ii, ja que la corresponent solucié matricial
(i. e., la matriu que té per columnes les solucions X; = X;(t) i Xo = Xs(¢) donades per (43) i (44)
respectivament), & = ®(t), és

ot ot?/2

4eft2 et2 /2

—t2 t2/2
(& (6] 42
bt 22| T —3¢7t/2 <0

D(t) == (X1()| X2(t)) = < ), tenim: det ®(t) =

i per tant det ®(t) # 0 per a tot t € R. Notem que en virtut de la proposici6 2 és suficient comprovar
que det ®(tg) # 0 per a algun ¢ty € I (= R en aquest cas); per exemple, per a tg = 0, tenim det (0) =
-3#0.

Finalment, la solucié general del sistema és cl) d’aquestes dues solucions. Aixi:

1 1
X(t) = a1 Xi(t) + 2 Xo(t) = cre™” (4) oyl <1>

per at € I = Riamb cj,co € R arbitraris (lliures). Aquesta solucié es pot expressar en forma
matricial, fent servir la matriu fonamental ® = ®(¢), i. e.:

42 2/2 —t2 t2/2
X(t):(b(t)CZ(e 2 62 ><61>:<Cle 2+6262 >7
4ot /2 Co 4de1et 4 coet /2

peratcl=Ric=(c,cz)| €R? arbitrari (lliure).
(b)-ii. A partir de la matriu del sistema,

A(t) = %<_; _iD _ <_12/;t _31;) >0 (45)

busquem el polinomi caracteristic (veure remarca 12):
9 9 3 2 1 2
paw(N) = det(A(t) — Alz) = A" = Tr A(t)A + det A(t) = A° + ;)\—F o A+ n A+¥

i les seves arrels; d’on tenim que els VAPs sén, per aquest sistema:

1 2
)\1:)\1(75):—2, )\2:)\2(t):—¥.

Per trobar els VEPs associats, calculem els vectors que generen Nuc(A(t) — \;i(t)[2) per i = 1,2. Aixo
déna:

e Per \; = )\1(15) = —1/t:

Nuc(A(t) — A (£)]5) = Nue (A(t) + %12> _ Nuc<_22/ ;t _3?{ ;t> ~(6.-27).
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e Per A\ = \i(t) = -2/t

Nuc(A(#) — Aa(t)]5) = Nue (A(t) + %12> _ Nuc(_32/ ;t _32/ ;t> = (a-n7).

Aix{ doncs, els VAPs de la matriu (45) i els seus VEPs associats sén:

—1/t, v1=(3,-2)7,
—2/t, vy =(1,-1)T.

A1(t)

Do(t) (46)

Com que cap dels dos VEPs depenen de ¢, podem calcular dues solucions del sistema a partir dels
resultats de 'apartat (a). En concret, per a ¢ > 0 tenim les solucions:

3 3 1/ 3
Xl:Xl(t):efAl(t)dtvlze—fdt/t< > :e—lnt< ) :_< >’ (47)
-2 -2 t\—2
Xo = Xo(t) = ef)\g(t)dtv2 _ ef2dt/t< 1) _ e21nt< 1) - l< 1)_ (48)
—1 -1)  t*\-1
A més aquestes solucions sén li en I = (0,400). En efecte, si construim una solucié matricial,
& = P(t), amb les solucions X () 1 Xo(t) donades per (47) i (48), i. e., la matriu
3/t 1/
v - ("), (49)
-2/t —1/t
definida per a t € I = (0,400); veiem que el seu el determinant és
3/t 1/t? 1
det@(t):‘ / / =-5<0,
=2/t —1/t? t

amb la qual cosa det ®(t) # 0 per a tot ¢ > 0 (equivalentment, ®(¢) esta definida per a tot ¢ > 0 i, per
exemple, det ®(1) = —1 # 0, veure proposicié (2), i llavors (49) defineix una matriu fonamental. La
solucié general s’obté com ¢l del CFS obtingut:

wo-a() <o)

per at > 01iamb cj,co € R arbitraris (lliures). En notacié matricial, podem escriure la solucié a
partir de la matriu fonamental, ® = ®(¢), com:

3/t 1/ 3er/t t?
X(8) = B(t)e = ( v ><Cl) _ < aft+ e/ )
—Q/t —1/t2 C9 —201/t—02/t2
per at>01iambc= (c1,co)" € R? arbitrari (lliure).
(b)-iii. La matriu A(t) del sistema és, en aquest apartat:

1/Int+1 Int—1
A(t) = —(n T > (50)
2\Int—1 Int+1
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18 Tema 5. EDOs i sistemes d'EDOs lineals

definida per a t > 0. El seu polinomi caracteristic ve donat per,
Paq)(t) = det(A(t) — AI) = A* — Tr(A)A + det(A) =
A —(Int+ 1A+ i (Int+1)° = (Int —1)*) =X = (Int + DA+ Int = (A —Int)(A — 1)
(veure remarca 12) i les seves arrels donen els VAPs, que Son:
AL=M\(t) =1, Ao = Ao(t) =1Int
per a t > 0. Pel calcul dels VEPs associats, fem
e Per \i(1) =1:

Int—1 Int-—1

Nuc(A(t) = M()f2) = Nue(A(t) — 1) = Nue | t2_ . t2_ = <(1, —1)T> .

2 2

e Per \o(t) =Int:

1—Int Int—1

Nuc(A(t) = Ma(t)I2) = Nue(A(t) ~ (nt) ) = Nuc | t2_ o _th - <(1, 1)T> .

2 2

D’aquesta manera els VAPs i els VEPs associats de la matriu (50) sén:

M) =1, v =(1,-1)T,

51
doft) =Int, v =(1,1)7; o1
a partir del quals —usant els resultats de 'apartat (a) — es deriven les solucions X; = X;(t) i
X2 = Xo(t) donades per (52) i (53) respectivament, i. e.,
JA(t) de Jat 1 ¢ 1
X1 =X1(t) =e/ M%) =e ) =e L) (52)
1 (1
X, = Xg(t) _ ef)a(t)dtv2 _ eflntdt< > _ etlnt t( ) (53)
1 1

Aquestes dues solucions formen un CFS definit en linterval I = (0,+00), ja que si considerem la
corresponent solucié matricial

t tlnt—t
et e
20 =, ) 1)
el seu determinant és
of  othnt—t
det ®(t) = . = 2!t >
ot ethnt—t

i aleshores det ®(t) # 0 per a tot ¢t € I = (0,400). En particular (54) és una matriu fonamental, amb
la qual cosa la solucié general del sistema X’ = A(t)X —amb A(t) donada per (50)— s’escriu doncs
com cl de les dues solucions i obtingudes X (t) i Xa(¢), i. e.:

1 1
X(t) = 1 (t) + 2 Xo(t) = clet< 1) T pet =t <1>’
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per at > 01iamb c1,co € R arbitraris (lliures). Alternativament, utilitzant la matriu fonamental (54),
també podem expressar la solucié general com

t otlnt—t ¢ tlnt—t
e e c c1e” + cge
N S TAY — et + cpetnt—t
perat>0iambc= (c,c2)’ € R? arbitrari (lliure). >

2. Resolucié de sistemes d’EDOs lineals de primer ordre homogenis i a coeficients cons-
tants (breu recordatori). Sigui A una matriu real 2 x 21 {1, A2} els seus valors propis. Aleshores

(i) Si Ay = Ay = A € R. Triem un vector v; € Nuc(A4 — A\l3)? \ Nuc(A — A\3) = R? \ Nuc(4 — \I5)
(en aquest cas) i agafem ve = (A — Aly)v1, on o = diag[l, 1] és la matriu unitat 2 x 2. Aleshores:
Xl(t) = e>‘t (Ul + t'UQ) R

Xg(t) = e)\tUQ, (55)

formen un CFS del sistema homogeni X’ = AX (exercici: comproveu-ho!).

(ii) Si A1 # Ag; distingim segons siguin reals o complexos conjugats:

(ii.1) Si A1, A2 € R. En aquest (veure proposici6 5 i proposicié 6) si v, va sén els VEPs associats
als VAPs A1 i Ay respectivament; llavors un CFS ve donat per:

X1 (t) = e)\lt’Ul, X2 (t) == e)‘ltvg. (56)

(ii.2) Si A\ = a+iBi Xy = Ay = a —iB sén valors propis complexos conjugats, en aquest
cas només cal calcular un vector propi complex de valor propi A1, que sera de la forma
v1 = Re(v1)+iIm(vy), essent Re(vy) i Im(v;) la part real i imaginaria de vy, respectivament
(per exemple u = Re(v1), w = Im(vy)). Llavors les férmules segiients donen dues solucions

li de X' = AX:

X1(t)
Xo(t)

e’ (cos(Bt) - Re(vq) — sin(Bt) - Im(vy)) ,
e’ (sin(Bt) - Re(vy) + cos(Bt) - Im(vy)) .

(57)

Useu aquests resultats i el metode de variacié de les constants per trobar la solucié general dels segiients
sistemes d’EDOs lineals no homogenis.

= B (5)
()
e ()

0

1

0 2 L . C . .
=5 0 . (Indicacié: deriveu tcos(2t) i ¢tsin(2t) i vegeu que les expressions us

ajuden en el calcul de les integrals).

1
1

(b) X' X +
(c) X' X+
(d) X’ X +
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Ver 1.0

< Solucié. (a) El sistema és no homogeni amb terme independent b(t) = (_‘1l ). Sabem que la soluci6
general, X (t), ve donada per la suma X (t) = X () + X, (t), on X (t) és la soluci6 general del sistema

homogeni associat, i. e.:
, 3 -3
X = X (58)
2 -2

i X,(t) és una solucié qualsevol, que anomenarem solucio particular, del sistema no homogeni (veure
proposicié 7 més avall). A més, en aquest cas, la matriu del sistema (58) no depen de ¢ (i. e., els seus
coeficients sén constants), per tant, per calcular la soluci6 general, X}, (t), de (58), podem fer servir la
proposicié 6.

Els VAPs de la matriu A son les arrels del seu polinomi caracteristic:
pa(t) = det(A — Ao) = A2 — Tr(A)A +det(A) = A2 — XA = (A — 1), arrels: \; = 1,\y = 0

on, com la matriu A és 2 x 2, fem servir la férmula (41) (férmula “traga-determinant”) que apareix
a la remarca 12. Es comprova que v; = (3,2)" i vy = (1,1) sén VEPs associats als VAPs A\; = 1 i
Ao = 0 respectivament. En efecte:

2 -3
e Per \; = 1: Nuc(A — A\ Is) = Nuc(A — I5) = Nuc <2 3) ={((3,2)").

3 =3
e Per \y = 0: Nuc(A — A\2l3) = Nuc(A — 0I3) = Nuc (2

) -

D’acord amb la proposicié 6,

3 1
Xi(t) = Moy =& <2> ) Xo(t) = Moy = <1>

definides per a tot ¢t € R, formen un CFS del sistema (58). La matriu fonamental corresponent a

aquestes solucions és:
3et 1
P(t) = , 59
(v <2€t 1) (59)

definida per a tot t € R. Per calcular X, = X,,(¢), la solucié particular del sistema no homogeni,
utilitzarem la proposicié 7. Aplicant la férmula de variacié de les constants (11) al cas que ens
ocupa; és a dir, amb la matriu fonamental ® = ®(¢) i amb el terme independent, b = b(t), donats

respectivament per:
3e! 1 4
d(t) = i b(t)= ,
o= 1) o= (1))

obtenim com solucié particular,
3¢t 1 3¢t 1\ [ 4 3¢t 1 1 -1 4
)= <2et 1) <2et 1) (—1) = <2et 1) o (—2et 3et> <—1> “
~ <3et 1) <Se_t> G <3et 1) <—5€_t> ~ <—15— 11t>
%t 1 ~11 2t 1)\ —11¢ 10 — 11¢
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on, per invertir la matriu, es pot fer servir la férmula de la remarca 6. Finalment, la solucié general
X = X (t) s’obté afegint la solucié general de ’homogenia X (t) = ®(t)c. Aixi:

3et 1 c —15 - 11¢ 3ciel + o — 15 — 11t
X(t) = (t)e+X,(t) = | I =, ,
2e" 1 Co —10 — 11t 2c1e’ +c9 — 10 — 11¢
t€Riamb c= (c1,co) € R? arbitrari (lliure).

(b) De nou el sistema és no homogeni, amb el corresponent sistema homogeni associat X' = AX
a coeficients constants i la matriu A donada per

0 2
(1) "

Per calcular els seus VAPs, busquem les arrels del polinomi caracteristic:
pa(\) =det(A —AL) =X -3\ +2=(A-1)(A-2),

i per tant: Ay =11 Ao = 2. Per calcular els VEPs, fem:

~1 2 2

2 2 1

2 1
Xl(t) = et s Xg(t) = eZt s
1 1
formen un CFS del sistema. A aquestes solucions li correspon la matriu fonamental segiient:
2¢t e

amb la qual podem trobar la solucié particular X, = X,(¢) donada per la férmula de variacié de les
constants (11):

Aleshores, segons (56)

X,(t) = ®(t) /(I)‘l(t)b(t) dt
—1
20t o2t et 4 o2t o2t et
o [(25) (Yoo [ (72 ()
2 2et @2t 2t 4tet 4 3et
_ (1) gt — e e _ e+ o€ .
—3et et %t 3e? 2tel + 3et

Finalment, podem escriure la solucié general del sistema no homogeni com
2et 2t c 4tet + 3e! 2ciel + cpe?t + Atel + 3et
X () = B(t)e+ Xp(t) = RINE o B
et et Co 2tel + 3¢t crel + cpe®t + 2tet + 3¢t
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definida per a tot t € R i amb ¢ = (c1,c2)" € R? arbitrari (i. e., amb ¢y, c2 € R lliures).
(¢) Tenim dos VAPs complexos conjugats: A\; = 1 +1, Aa = A\; = 1 —i; amb VEPs respectius:
v = (i,—1)T i vy =T = (—i,1). Aleshores, d’acord amb (57), tenim un CFS donat per:

t —sint L sing
zi(t) = e (COS )a Ta(t) = et< o >; i llavors: ®(t) = e’ (COS s )

sint cost sint cost

és una matriu fonamental del sistema. Per trobar una solucié particular, aplicarem la féormula de
variacié dels parametres (11):

etcost —etsint\ ! /elsint cost sint elsint
X,(t) = @(t) < ) ( >dt = ®(t) et< > < >dt
et sint et cost et cost —sint cost et cost
sin(2t cost —sint\ /—1 cos(2t !/ —sint
_ o) < ( )>dt:et<_ )( 7 o5 >>:e_< )
cos(2t) sint  cost 5 sin(2t) 2 cost
I llavors, la solucié general és:

. 1 .
x1(t) = c1e’ cost — coel sint — iet cost = (01 - %) el cost — cpel sint,

) el sint + coel cost + el sint.

N[

t s t L.
x9(t) = c1e’sint + coe’ cost + ¢ sint = (01 -
Amb c¢1,co € R arbitraris. De fet, si escrivim d; = ¢; — % i do = c9, la solucié anterior la podem
expressar com,

x1(t) = ' (dy cost — dysint),
xo(t) = e'(dy sint 4 do cost + sint);

definida per tot ¢ € R i amb dy,ds € R constants arbitraries.
(d) Els VAPs de la matriu sén A\; = 2i, A\ = A\; = —2i, amb els VEPs respectius v; = (1,i)' i
vy =71 = (1,—i)". Llavors Re(v1) = (1,0)T, Im(v1) = (0,1)"; i segons (57):

‘P(t):( cos(2) Sin(2t)>

—sin(2t) cos(2t)

és una matriu fonamental del sistema, definida per tot ¢ € R. La solucié particular la buscarem, a
partir de ®(t), fent servir la férmula de variacié de les constants (11). En aquest cas, resulta:

() = a1 ( cos(2t) sin(2t)>1<21t>dt:q>(t) <Cos(2t) —sin(2t)><1>dt

—sin(2t) cos(2t) sin(2t) cos(2t)/ \2t
o) (cos(Qt) — 2t Sin(2t)>dt B < cos(2t) sin(2t)> <t cos(2t)> B (t)
sin(2t) 4 2t cos(2t) —sin(2t) cos(2t)/ \tsin(2t) 0
on, per trobar les primitives /tsin(?t)dt i /tcos(?t)dt , hem derivat tcos(2t) i tsin(2t). En efecte:

(tcos(2t)) = cos(2t) — 2tsin(2t) = /tsin(Qt)dt = %sin(%) - %COS(2t),

(tsin(2t)) = sin(2t) + 2t cos(2t) = /tcos(Qt)dt = icos(Qt) + %Sin(Qt).
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Finalment, la soluci6 general s’escriu com la suma de la solucié general del sistema homogeni X (t) =
®(t)c i la soluci6 particular trobada dalt Es a dir:

x1(t) = ¢1 cos(2t) + co sin(2t) + ¢,
xo(t) = —cq 8in(2t) 4 ¢4 cos(2t),

la qual esta definida per tot ¢t € R; amb ¢;, c2) € R? constants arbitraries. >

3. Trobeu la solucié general dels segiients sistemes d’EDOs lineals no homogenis pel metode de variacié
de les constants, tot comprovant préviament que la matriu ®(¢) donada en cada cas és una matriu
fonamental del corresponent sistema homogeni.

0
Resoleu també el problema de valors inicials X (0) = <0> .

1 e?t et 1 el 1
X =—— X P(t) = .
(c) 1+ 2 (et 62t> * (et> , ®) <—1 e

< Solucié. (a) Comprovem primer que ®(¢) és una solucié matricial del sistema homogeni associat.
Es a dir, que les seves columnes sén solucié de:

1 t 1
X =—- X. 61
1+¢2 <_1 t) (61
En efecte, ja que:

/ 10 1 t 1\ [t -1 1 (1482 0
<I>(t):<0 1), A(t)fb(t):m(_l t> <1 t>:1+t2< 0 1+t2>

i per tant ®'(¢t) = A(t)®(t), per a tot t € R. A més,

t 1
det B(t) = 1J;t2 1J;t2 =140,
142 142

per a tot ¢t € R, i llavors (per la proposicié 2), les columnes de ®(¢) Son li. Aleshores ® = ®(¢) és una
matriu fonamental del sistema homogeni associat (61).

Per trobar la solucié particular del sistema no homogeni aplicarem la formula de variacié de les
constants (14) —remarca 5— amb to = 0,

t t s - - s
Xp(t) = @(t)/t O 1(s)b(s)ds = ®(¢) <1 1) <1> ds
0 g s

t t

S S _ 2
[l [ o))
0 0
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24 Tema 5. EDOs i sistemes d'EDOs lineals

definida per a tot t € R. Aleshores, la solucié general del sistema no homogeni ve donada per:

s () () (1200)

definida per a tot t € R i amb ¢ = (c1,c2) € R? arbitrari (lliure).
Per tltim, la solucié del PVI amb la ¢i X (0) = (0,0)" I'obtenim aplicant (13) amb tq = 0 i
Xo=(0,0)T, 1. e.:
t -1
., by ., 0 s —1 s
X (1) = B(1)D(tg) Xo + (1) / B=1(s)b(s) ds = D(t)d=1(0) <0> + o) <1 5> <1> ds
0

t t

1 s 1\ (s 1 t —1\ [t 12
oo [t () (e [ (- ) 0)-()

i velem que, en aquest cas, Obviament coincideix amb la solucié particular (62) préviament obtinguda
(veure remarca 5).
(b) D’una banda tenim que:

I et 0 _1 1 e et 1 _1 2¢! 0
O (t) = (0 —et> , At)®(t) = 5 (et _1> (1 et> ) (O —2et>

i per tant, ®'(t) = A(t)®(t) per a tot t € R. Les columnes sén doncs solucié del sistema homogeni
associat, i a més sén li en R, perque

et —1

e—t

det (1) = —24£0,

per a tot ¢ € R (vegeu proposicié 2). Aleshores ® = ®(t) és una matriu fonamental del sistema
homogeni associat X' = A(t)X.

D’altra banda, per trobar una solucié particular del sistema no homogeni, X, = X, (t), fem servir
la férmula de variacié de les constants (14) (remarca 5) amb ¢ty = 0. Fent els calculs, obtenim:

t
1 e 1 628 eS_|_e—28
wo=so [ 157 ) (E)aemwo [(557)
0 0

Clfet -1\ [fet—e/2-1/2\ 1 [ Be*—el4et-3 (63)
2\1 et)\—e/2—et4+3/2)] 4\-3e24e4+3t-1)’
definida per a tot ¢t € R.

Ara, podem escriure la solucié general com la suma de la del sistema homogeni associat, X, (t) =
®(t)c, ¢ € R? arbitrari, i la solucié particular X,(t) que tot just hem obtingut, i. e.:

X“):Xh<t>+Xp<t>=¢><t>c+xp<t>=(ef ‘i) ()Jrlll( e )

e o —3e 2 4ot 43¢t -1

3 1 1 3
crel — e + Zth — Zet + Ze_t 1

3 1
c1 +cget — e 4 el 4 Zemt —
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perat€R, c=(c1,c2)" amb ¢, ¢y € R arbitraris (lliures).

Finalment, per trobar la solucié X = X (t) que satisfa la ¢i X(0) = (0,0)", aplicariem la férmu-
la (13) amb to = 0i Xy = (0,0)". En aquest cas perd, com a 'apartat (a), es comprova d’immediat
que coincideix amb la solucié particular (63) trobada dalt, i. e.,

1 3e?t —el 7t -3
X(t) =~ .
4\ -3e2 el +3e7t -1
(c) Comprovem que ®(t) és una solucié matricial del sistema homogeni associat. Derivant d’una
banda i substituint per I'altra s’obté:

P'(t) = et 0 1 e?t et et 1\ 1 e'(14¢*) 0
= 0 et 5 1+62t et ezt 1 et - 1+€2t 0 et(1+e2t)

i llavors ®'(t) = A(t)®(t) per a tot t € R; és a dir, les columnes de ®(t) sén solucié del sistema
homogeni associat. A més,
¢

. t:th+17é0
-1 e

det ®(t) = ‘

per a tot t € R; per tant, en virtut de la proposicié 2, les columnes de ®(t) sén li en R i llavors ®(t)
és una matriu fonamental del sistema homogeni associat.
A continuacié calculem la solucié particular donada per la férmula (14), amb ¢y = 0; d’on resulta:

t S -1
X,(t) = &(t) /t o~ L(s)b(s) ds = (1) <_e1 1) <1> ds
o b e e

t t

oo [l )0 [0 (£20)-()
0 0

t € R. La solucié general es pot escriure doncs com la suma:

sto=eoeren [oronon=( 1) (3)+(2) - (290310)

t € R. Per tltim, és evident que la solucié particular (64) satisfa la ¢i X (0) = (0,0)7, per tant és la
soluci6 (tnica) del PVI que es proposa a ’enunciat. >

5.3.2 EDOs lineals d’ordre n

4. Trobeu la soluci6 general de les segiients EDOs lineals no homogenies, sabent que en cada cas y; (t)
és una solucié de 'EDO homogenia associada. Useu el metode de reduccié de 'ordre per obtenir una
segona solucié independent i el metode de variacié de les constants per calcular una solucié particular
de 'EDO completa.

(a) t2y" —ty +y =4tInt, y.(t) =t,t > 0.

1 1 —t
(b) ty” —2(1 +t)y' + (t+2)y =12 +t, y1(t) = €', t > 0. (Indicacié: / (; + t_2> dt = ——).
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51 dt
() ty" +2¢ +ty=t, yi(t) = %, t > 0. (Indicacié: / o2l tant.)
1
d) 2y +ty' +y = —=~——, y1(t) = cos(In(t)), t > 0.
(d) t*y" +ty +y Cc)sgs(m(t)),yl() cos(In(?)), t >
(e) 2y — 3ty +4y =13, y1(t) =2, ¢t > 0.
< Solucié. (a) Per a aquesta EDO: ag(t) = 1,a1(t) = —t,a2(t) = t2 i f(t) = 4tInt, mentre que

y1(t) = t és una solucié particular de 'EDO homogenia associada. En efecte, derivant tenim v} (t) =
1,47/ (t) = 0 i substituint després a 'EDO es veu que

2yl (t) —tyi(t) + 1 (t) = —t +t =0,

per a tot t € R, en particular per a ¢ > 0. Per obtenir una segona solucid, yo = y2(t) li amb y;(t),
apliquem (27),

1
yg(t):t/t—2€Xp</dtdt>dt—t/t lntdt_t/—dt—t %—tlnt

per a t > 0. Sabem que la solucié general de ’homogenia associada, y, = yp(t), s’escriu com ¢l a
coeficients constants (arbitraris) d’un CFS; per tant

yp(t) = et + ot Int, (65)

definida per a ¢t > 0 i amb c¢q, ¢ € R lliures.
En aquest apartat, el CFS és: y;(t) = t,y2(t) = tInt,t > 0. Llavors,

t  tint
1 Int+1

W(t) =

és el Wronskia corresponent (notem que W (t) =t # 0 per a t > 0), mentre que as(t) = t> (com ja
hem dit dalt) i el terme independent és f(t) = 4tInt. Aleshores tenim, segons (34):

Int)? 4 Int
ui (t) :—4/(nt) dt = 5 (In1)’, _4/idt_2 (Int)%;

amb la qual cosa, la soluci6 particular donada per la Férmula de Variacié de les Constants (35) és
4 2
Yp(t) = ug (t)y1 (t) + ua(t)ya(t) = —gt(lnt)3 + 2t(Int)? = gze(ha t)3. (66)

Finalment, la solucié general de 'EDO completa la podem escriure com la solucié general (65) de
I’homogenia associada i la solucié particular obtinguda (66) de 'EDO no homogenia. Aixo és:

2
y(t) = yn(t) + yp(t) = cryi(t) + caya(t) + yp(t) = cit + catInt + §<t In t)3,

per a t > 0, amb ¢y, co € R arbitraris (lliures).
(b) Comparant coeficients amb (33) tenim que per I'EDO,

ty" —2(1+t)y + (t+2)y =12 + ¢, (67)

és: ag(t) = t+2, ar1(t) = —2(1 +t), as(t) = t (# 0, en particular per a t > 0) i f(t) = 2+ t.
Comprovem primer que y;(t) = e’ és una solucié de ’homogenia associada:

tyl () =20+ t)yi(t) + t+ 2y (t) =t —2(1+t) +t+2)ef = (t —2 -2t +t +2)e’ =0,
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per a tot ¢t € R. La segona solucié i la trobem amb la férmula (27) —veure també 'exemple 10:

o020 g s

2 t3
= e /e% exp (/ (2 + ;)dt) dt = e /e?tem“‘t2 dt = et /t2 dt = e,

per at > 0. Nota: com ja es va observar a 'exemple 10, si y1(t),y2(t) sén un CFS, també ho sén
y1(t), aya(t), per a qualsevol v € R\ {0}. Amb aquesta consideracié present, agafarem com CFS de
I’homogenia associada a 'EDO (67), les solucions

y1(t) = e, ya(t) = t3et. (68)
El seu Wronskia resulta:

et t3et

042 2t
et 3t2et + t3et =3t £0,

per a tot t # 0, en particular per a ¢t > 0. La soluci6 general, y, = yx(t) de 'TEDO homogenia associada
és cl del CFS (68):

yn(t) = c1y1(t) + coya(t) = (clet + czt?’) el (69)
t >0, amb ¢, co € R arbitraris (lliures).

Per trobar la solucié particular de (67) donada pel metode de variaci6 de les constants, calculem
primer u; (t), u2(t) tal com resulten de (34). En aquest cas, integrant per parts:

up (t) = —% /(t2 +t)e tdt = {

u(t) =12+t =u'(t) =2t + 1,
Vt)=et = 0(t) = —e!

3

:1(t2+t)et_é/(2t+l)etdt:{ Ut):2t+1:>u/(t):2, }

V() =et = u(t) = —e!

3

1 //1 1 1 [et 1 [et u(t) =e ' = u/(t) = —e,
t) = = S etdt== [ —dt+= | —dt =
uz(t) 3/<t+t2>e 3/75 NN p’(t):téiv(t):_%

1 1 2 1 1
= (P +t)et+ (2t + et — 3 /e_tdt = g(t2 Ft42t+14+2) et = g(t2 + 3t +3)e ",

1 —t -t 1 —t —t
Y
3 t 3t 3 t 3t

o a la segona suposem ¢ # 0, per exemple ¢ > 0. Aixi, la soluci6 particular buscada (veure férmula (35))
és:

Yp(t) = ur (H)y1 (1) + ua(t)y2(t) = é(t2 + 3t +3) — étQ =t+1, (70)

per a t > 0.

Remarca 13. Tot i que per poder aplicar la férmula de reduccié de l'ordre (27) i la férmula de variacié
de les constants (35), hem suposat ¢ > 0; tant les solucions (68) de I'homogenia com la solucié
particular (70) estan definides per a tot ¢ € R, com es pot comprovar derivant i substituint a les EDOs
corresponents (exercici!). A més y;(t) = e’ i ya(t) = t3e’ sén li en R en el sentit segiient: si busquem
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28 Tema 5. EDOs i sistemes d'EDOs lineals

una cl d’aquestes funcions amb coeficients cj,cy € R constants, que sigui identicament zero per a tot
t € R; llavors necessariament ¢; = co = 0. Dit d’altra manera:

y(t) = c1y1(t) + cay2(t) = 0 per a tot t € R, amb ¢1,c2 € R constants = ¢; = ¢ = 0.

Exercici: comproveu que, efectivament, aixo és cert per les solucions de I’homogenia que hem calculat:
y1(t) = e, yo(t) = t3e’; i aleshores (68) és un CFS de 'EDO homogenia per a tot ¢ € R.

Per concluore, la solucié general de (67) l'escriurem com la suma de la solucié general de ’homo-
genia (69) 1 la solucié particular de 'EDO completa (70):

y(t) = yn(t) + yp(t) = cry1(t) + cay2(t) + yp(t) = crel + eotdel +t 41,

definida per a tot t € R (vegeu la remarca 13 dalt) i amb ¢, co € R arbitraries (lliures).
(c) Comparant coeficients amb (33), per 'EDO

ty" + 2y +ty = t, (71)

tenim que ag(t) = t,a1(t) = 2,a2(t) = t, per tant as(t) # 0 per a t > 0 i el terme independent és

5 1
f(t) = t. Comprovem primer que y;(t) = %, t > 0, és solucié de 'EDO homogenia associada a (71).
En efecte, derivant
tsint 4 cost
i t) = L beost,
p t2(—sint — tcost +sint) — 2t(—tsint — cost)  —t3cost + 2t%sint + 2t cost
hn (t) = t4 - 4

i després substituint en 'EDO, tenim:

1 2
tyl (t) + 295 (t) + ty1(t) = = (2t*sint — t° cost + 2t cost) — 2 (tsint + cost) + cost

B sint ] cost sint cost B
—ZT—COMH—Q % —2 . —2 % + cost =0,

per a tot ¢ > 0. Si volem ara una segona solucié de 'EDO homogenia associada,
ty" + 2y +ty =0, (72)
li amb y1(¢); apliquem la férmula de reduccié de l'ordre (27):

Yy2(t) = y1 () /y;(t) exp (—/ Z;Eg dt>dt = %St ;2% exp <— /% dt) dt

t

cost [t2e~Int® cost 12 dt  cost dt cost sint
= dt = — X — = = tant = —.
t cos? t t cos?t = 2 t cos? t t t
Tenim aixi un CFS de 'EDO (72) donat per:
cost sint
y1(t) = ot Ya(t) = 5 (73)
i definit per a t > 0. El seu Wronskia és:
cost sint
t t
W) = vi(t) w2(t)] _ t t
/ / . .
U (t) y2(t) —tsint —cost tcost —sint
12 12
5 ¢ sin £ 1 1
= C(t)g (tcost —sint) + %(tsint + cost) = t—Q(COSQt +sin?t) = a2 # 0,
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per a t > 0. La solucié general de L’EDO homogenia associada (72) és la cl:

cost sint
; + (&) T, (74)

yn(t) = 1

per at > 01iamb cj,cy € R arbitraris (lliures).

Per buscar la solucié particular donada pel metode de variacié de les constants de 'EDO comple-
ta (71), calculem primer les funcions wui(t), ua(t) donades per les integrals (34) que, al igual que en
lapartat (b) també surten primitivitzant per parts:

_ O f@) ., L Joult) =t=u(t) =1, o ,
u1(t)——/mdt——/tsmtdt—{ J(£) = —sint = o(t) = cos }—tcost—/costdt

=tcost —sint,

u2(t):/wdt:/tcostdt:{ u(t) =t = v'() =1, }:tsint—l—/sintdt

az(t)W (1) V'(t) = cost = v(t) = sint
=tsint — cost.

Ara, podem escriure la solucié particular de 'EDO no homogenia formant la ¢l (35) amb el CFS (73)
i les funcions wuq(t) i ua(t) trobades dalt. Es a dir:

yn() = ur (D) (£) + us (E)ya(t) = (tcost — sin t)%St + (tsint — cos t)% _1, (75)

que és una solucié constant, obviament definida per a tot ¢t € R.
Finalment, la solucié general de 'EDO no homogenia (71) s’obté com la suma de la solucié (74)
de ’homogenia associada i la solucié particular de 'EDO completa (75), i. e.:

cost+ sint+1
Co—
t 2y ’

y(t) =

per a t > 0, amb ¢y, co € R arbitraries (lliures).
(d) En aquest cas, les funcions ag(t) = 1, ay(t) = t, as(t) = t? i el terme independent,

1

1) = cos?(Int))

estan definides i s6n continues en qualsevol interval de la forma
I, = efﬂ/2+k7r,e7r/2+k7r ’ keZ (76)

on a més as(t) = t? no s'anulla. La funci6 yi(t) = cos(In(t)), t > 0, és solucié de 'EDO homogenia.
En efecte, derivant tenim:

sin(lnt sin(Int) — cos(Int
ity = -2 gy - D) —colnd)

i substituint a continuacié en 'EDO es comprova que:

27 (t) + ty) (t) + y1(t) = sin(Int) — cos(Int) — sin(Int) + cos(Int) = 0,

Ver 1.0 File: EDOS_LINEALS.pdf



30 Tema 5. EDOs i sistemes d'EDOs lineals

per a tot ¢ > 0. La férmula de reduccié de l'ordre (27) ens proporciona una segona solucié li de 'EDO
homogenia associada:

ya(t) = y1(t) /y;(t) exp (—/ Z;g; dt> dt = cos(Int) /m exp (— /%)dt

dt .
= cos(Int) /m = cos(Int) tan(Int) = sin(In t),

definida per a t > 0. Tenim doncs el CFS de ’EDO homogenia associada segiient:
y1(t) = cos(Int), ya(t) = sin(Int) (77)
amb la corresponent solucié general:
yn(t) = 1 cos(Int) + o sin(In t), (78)

per a t > 0.
Per obtenir la solucié particular donada pel metode de variacié de les constants, calculem primer
les integrals (34), on W (t) és el Wronskia del CFS (77),

cos(Int) sin(Int) cos?(Int)  sin®(lnt) 1
W(t) = uilt) v2(?) =1 sin(ln cos(Int)| = ( =-#0
R IRl L e L e A

per a t > 0. Aixi:

uy(t) = —/Mdt: —/Mdt: —ltan2(lnt),

as ()W (t) tcos?(Int) 2
_ [n@f®) bt _
ug(t) = /m dt = /m = tan(Int).

La soluci6 particular de 'EDO completa s’obté per la ¢l (35). Aleshores:
Yp(t) = ur (t)y1(t) + uz(t)y2(t)

sin?(Int)  sin®(Int)  sin®(Int)
2cos(lnt) = cos(Int)  2cos(Int)

1
=3 tan?(Int) cos(Int) + tan(Int) sin(Int) = (79)
que esta definida als intervals I, amb k € Z de la forma (76). La solucié general de PTEDO no homogenia
la donem com la suma de (78) —solucié general de 'homogenia associada— 1 (79) —solucié particular
de 'EDO lineal completa:

sin?(In t)

y(t) = wnt) + 4p(H) = 1w (t) + c1ya(t) +9p(t) = ex cos(int) - exsin(int) + 7o,

definida per a t € I, k € Z, on I}, sén els els intervals (76) i amb ¢, co € R arbitraries (lliures).
(e) Comparant coeficients amb (33), tenim per 'EDO lineal:

t2y" — 3ty + 4y = 13, (80)
t >0, és:
ap(t) =4, ay(t) = —=3t, ax(t) =1t f(t) =1

A més, ax(t) = t? no s'anulla per a t > 0. Abans de calcular una segona solucié de ’homogenia
associada a (80), i.e., de 'EDO:
t2y" — 3ty +4y =0, (81)
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t > 0, comprovem que en efecte, y1(t) = t2, és solucié. En efecte, derivant: y}(t) = 2t, y/(t) = 2 i
substituint després en (81)

27 (t) — 3ty (t) + dyi () = 2% — 3t x 2t + 4¢2 = 2t> — 612 + 4t = 0,

per a tot t € R. A continuacid, mitjancant la férmula (27):

1 al(t) >
t) =y (t exp [ — dt |dt
y2(t) = w( )/y%(t) p< /az(t)
1 3 elnt’ 3 dt
_ 42 42 42 _ 42 _ 42

t > 0, obtenim una segona solucié li amb y;(t) i aleshores,

yi(t) =12, yo(t) = t*Int (82)
formen un CFS de PEDO homogenia associada (81). El seu Wronskia és:

2 t2Int
2% 2Int+t

ni(t) ya(t)] _
yi(t) ya(t)

per a t > 0; i la soluci6 general de 'EDO homogenia (81) ve donada per la ¢l del CFS (82), i. e

W(t) = =340,

yn(t) = e1t® + eot® Int, (83)

definida per a ¢t > 0 i amb ¢;,cz € R constants arbitraries (lliures).
Per trobar una solucié particular de 'EDO no homogenia (80) fem s de la férmula de variacié de
les constants, calculant primer les funcions u;(t) 1 ug(t) amb les férmules (34), i. e

- v (O f(t) . It -
ul(t)——/mdt——/ 73 dt——/lntdt——tlnt—i—t,

y1

i a continuaci6 fem la ¢l (35) amb el CFS trobat (82), per obtenir:

yp(t) = ur (H)y1(t) + ua(t)ya(t) = (—tlnt + t)t> + 3 Int = ¢°, (84)

definida, com es pot comprovar, per a tot t € R.

Ara, per tenir la soluci6 general de 'EDO no homogenia, sumem la solucié general (83) de 'EDO
homogenia associada (81) i la solucié particular (84) de 'EDO completa (80) que hem trobat dalt.
Aixi:

y(t) = yn(t) + yp(t) = c1y1(t) + caya(t) + yp(t) = cit? + ot Int + 13 = (t + ¢ + e Int)t?,
t > 0,1amb ¢, co € R constants arbitraries (lliures). >
5. Resolucié d’EDOs lineals i homogeénies de segon ordre i a coeficients constants (breu

recordatori). Considerem 'EDO lineal ay” 4+ by’ + cy = 0 on a,b,c € R i denotem per P(\) =
aX? + b + c el seu polinomi caracteristic. Si A1, A2 son les arrels de P()), tenim:

(a) Si A1 i A2 sén reals, tenim:
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32 Tema 5. EDOs i sistemes d'EDOs lineals

(al) Si Ay # A, llavors () = et i yo(t) = e*?! formen un Conjunt Fonamental de Solucions
de 'EDO.

(a2) Si A = A1 = Mo, llavors yi(t) = e i ya(t) = teM formen un Conjunt Fonamental de

Solucions.

(b) Si Ay =a+iB1i Xy = A\ = a — i3 s6n arrels complexes conjugades, llavors 1 (t) = e cos(3t) i
yo(t) = e sin(Bt) formen un Conjunt Fonamental de Solucions.

Useu aquests resultats i la férmula de variacié de les constants per trobar la solucié general de les
segiients EDOS lineals no homogenies.

t

1
és immediata 1 la de ? també si

e
" ! = ——. (Indicacié: L imitiva d
(a) v +y . (Indicaci6: La primitiva de Tt T

expresseu la funcié en termes de anterior).
1
(b) ¥’ —y =e'sint. (Indicacié: /eZt sint dt = —gth(cos t —2sint).)

(c) v+ 2y +y = tel.

2t

[§] ™
d) v — 4y +5y=— t) = e?t tte(__ _>.
(d) v Y Y cost’yl() €7 cost, 29

< Solucid. (a) En aquest cas, comparant amb (33) resulten els coeficients: ag(t) = 0,a1(t) = az(t) =1

i el terme independent f(t) = Aixi tenim que la corresponent EDO lineal homogenia és a

1+4et
coeficients constants i les arrels del seu polinomi caracteristic sén Ay =01 Ay = —1. Llavors:
y(t) =1, yo(t) = —e ! (85)

1 —et

ot
0 et = #0

per a tot ¢t € R. La solucié general de I'’homogenia, y, = yn(t) s’escriu doncs com ¢l del CFS:
yn(t) = c1 — cre™, (86)

definida per a ¢t € R i amb c;,ca € R constants arbitraries (lliures).
Per trobar la solucié particular, calculem d’una banda les funcions u(t) i ug(t) a partir de les
férmules (34). Explicitament:

ul(t):—/%dt:/lfet:/1ti;etdt:/<1—1fet>dt:t—ln(1+et),

_ [yf@) [ et ¢
u2(t)—/mdt—/mdt—ln(l+e)

i la solucié particular, y, = y,(t), donada pel metode de variacié de les constants és ¢l d’aquestes
funcions i el CFS (85). Aixo és:

Yp(t) = ur(t)y1(t) +ua(®)y2(t) =t —In(1+¢") —e'In(l +e') =t — (1 +e ") In(1 +€"). (87)
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La soluci6 general de 'EDO lineal completa (no homogenia) ve donada per la suma:
Yp(t) = yn(t) + yp(t) = cry1(t) + coya(t) + yp(t) = c1 —coe ™+t — (1 + e ") In(1 + &),

t € Riamb cp,co € R constants arbitraries (lliures).
(b) El polinomi caracteristic de 'EDO homogenia és: p(\) = A2 —1, d’on resulten les arrels \; = 1,
A2 = —1. En conseqiiencia (punt (al) del “recordatori” de ’enunciat),

n (t) = et7 yQ(t) - eitv (88)

formen un CFS de 'EDO homogenia associada y” —y = 0. Per trobar una solucié particular de "TEDO
no homogenia, aplicarem el metode de variacié de les constants per EDOs de segon ordre (corollari 2).
Aix{ tenim, d’una banda, que el Wronskia del CFS (88) de dalt és (com es comprova d’immediat):
W (t) = —2. Aleshores, aplicant les férmules (34), obtenim per a wu(t) i ug(t):

1 1
ui(t) = = [ e te'sintdt = — = cost,
2 2

1 9 %t
ug(t) = D) /e Psintdt = E(cost — 2sint),

(s'omet la constant d’integracié perque, de fet, tan sols ens cal coneixer una primitiva qualsevol).
Finalment, podem escriure la solucié general de 'EDO no homogenia com:

y(t) = cry1(t) + coya(t) + ur(t)y1(t) + ua(t)y2(t) = (1 — % cos t)et + (c2 — ésin t)e_t7

definida per a tot ¢ € R i amb c¢q, co € R constants arbitraries.
(c) El polinomi caracteristic de 'EDO homogenia associada és: p(A) = A2 + 2\ + 1, que té una
arrel doble A = —1. Aix{, segons el punt (a2) del “recordatori” de I’enunciat,

yt)=e, ya(t) = te,

formen un CFS de 'EDO homogenia y” + 2y’ + y = 0. El seu Wronskia és:

=e 2 e M 4 e,

—t tft
W(t):‘ e e

et tet —te?

Aplicant les férmules (34) del corollari 2, les funcions u () i ua(t) resulten:

t3 t2
up(t) = —/t2dt: -3 ug(t) = /tdt: 3

(comproveu-ho!); i aleshores, la solucié general de 'EDO no homogenia ve donada per

y(t) = c1ya(t) + caya(t) + ur(t)ya(t) + ua(t)y2(t)
/3 /3 3

t
—t —t —t —t —t —t —t
cie 4+ cote 3e —i—2e cie 4+ cote —|—66 ,
definida per a tot ¢t € R, i amb c¢q, s € R constants arbitraries.
2t
e
(d) Tenim els coeficients: ag(t) =5, ai(t) = —4, az(t) = 1 i el terme independent és: f(t) = -

cos

L’EDO homogenia associada és a coeficients constants. El seu polinomi caracteristic és p(t) = t>—4t+5,
el qual té dues arrels complexes conjugades: A1 =24 2i1 Ay = A\y = 2 —2i. Aixi, segons el “resum” de

I'enunciat (cas (b)),

y1(t) = e* cost, ya(t) = e* sint; (89)
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son un CFS de la corresponent EDO homogenia. El seu Wronskia és:

yi(t) y2(t)
yi(t)  ws(t)

La soluci6 general de 'EDO homogenia associada és ¢l del CFS (89) que hem trobat, i. e.,

e? cost e sint At

2e% cost — e?tsint  2e2tsint + e cost

W(t) =

yn(t) = c1y1(t) + caya(t) = cr1e®t cost 4 cpe®tsint, (90)

t € Riamb cp,c2 € R constants arbitraries (lliures).
Per tenir una solucié particular de PTEDO no homogenia necessitem primer calcular les funcions
up(t) i ua(t) d’acord amb les férmules (34) del metode de variacié de les constants (corollari 2). Fent

els calculs s’obté:
2t 2t o
(1) = _/M df — _/Lsmt dt = In(cost),

as (L)W (t) et cost
y1(t) f(t) /thth cost
t)y= | ——~dt= | ——dt =1
u(t) /ag(t)W(t) et cost
i la solucié particular resulta:
yp(t) = uy (t)y1(t) + ua(t)ya(t) = e* In(cost) cost + te* sint, (91)
definida, per exemple, a l'interval: I = (—g, g) Aleshores, la solucié general de TEDO no homogenia

és la suma:
y(t) = yn(t) + yp(t) = cre* cost + cae® sint + e* In(cos t) cost + te* sint,

definidaperat € [ = <—g, g) (de fet, en qualsevol interval de la forma I, = <—g + 2km, g + Qkﬂ'),

k € Z) i amb c1,co € R constants arbitraries (parametres lliures). >

6. Considereu I'EDO lineal de segon ordre
(2t + 3)ty” + 2(2t* — 3)y’ — 12(t + 1)y = (2t + 3)%.

(a) Trobeu el valor de A que fa que y;(t) = t* sigui solucié6 de 'EDO homogenia associada.
(b) Trobeu el valor de m que fa que ys(t) = ™ sigui solucié de 'EDO homogenia associada.

(c¢) Useu el metode de variacié de les constants per calcular una solucié particular de 'EDO completa.

5
(d) Resoleu el problema de valors inicials y(—1) = —1,¢/(—1) = 3

< Solucié. (a) Busquem solucions de 'EDO homogenia de la forma y;(t) = t*, ajustant A € R
convenientment. Derivant primer tenim: #/(t) = M 1, y¥(t) = A(A — 1)t*2; i substituint després en
I’EDO es veu que:
(2t + 3)tyy (1) + 2(20% — )y (t) — 12(t + Dy (1)
= (2t + A\ — DA 42262 — )N — 12(8 + 1)t
= 20\ — D)t* 33X\ — DAL A — et — 1200 — 12
= (4X — 12+ (20N — 1) — 12)t* + (BA(\ — 1) — 6A) ™!
= (4X — 120 L 20+ 2)(A =3P + 30N = 3)M =0
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per a tot £ > 0 sii,
AN —12 =0, (A+2)(A=3) =0, AA=3)=0

simultaniament. La primera es verifica per A = 3, la segona per A = —2 i A = 3 i la tercera per A =0
i A = 3; per tant "inic valor de A que satisfa totes tres equacions alhora és A\ = 3. La solucié per
I’EDO lineal homogenia de la forma proposada és doncs

i esta definida per a tot ¢t € R.
(b) Busquem ara solucions de la forma y5(t) = ™, ajustant m € R. Com a Papartat anterior, es
deriva i, en substituir a '’EDO homogenia es té que

(2t + 3)tyh (t) + 2(2t* — 3)yh(t) — 12(t + V)ya(t) = [m>(2t + 3)t + 2m(2t* — 3) — 12(t + 1)] ™
= (2m>t? + 3m>t + 4mt? — 6m — 12t — 12)e™
= [2m(m + 2)t* + 3(m — 2)(m + 2)t — 6(m + 2)] ™ =0

per a tot ¢ € R sii les equacions,

m(m+2) =0, (m—2)(m+2)=0, m+2=0
es satisfan simultaniament; i aixo succeeix sii m = —2 (en efecte, la primera equacié es satisfa per
m =01m = —2, la segona per m = 2 im = —2 i la tercera, per m = —2). D’aquesta manera és clar
que
ya(t) = 7%,

és una altra solucié de 'EDO homogenia, definida per a t € R. A més y;(t) = t3 i ya(t) = e~ s6n
li en tot R, en el sentit esmentat en la remarca 13, i. e.: I'inica ¢l que satisfa ¢;t> + cpe™2f = 0 per
a tot t € R amb c¢1,co € R constants és la ¢l trivial, i. e., la corresponent a ¢; = ¢ = 0 (exercici:
comproveu-ho!). Tenim aix{i que

yi(t) = 1%, y2(t) = e (92)

formen un CFS de 'EDO homogenia associada, definit per a tot ¢t € R.
(c) E1 Wronskia del CFS (92) format per les solucions de 'EDO homogenia trobades als apartats (a)
i(b) és:

t3 —2t

yi(t)  wal(t) e

ni(t) ys(t)

Wi(t) = = —2t%e % — 3% = —*(2t + 3)e .

32 —2e %

Per aplicar el metode de variacié de les constants, calculem les funcions w;(t), us(t) donades per les
férmules (34), amb
as(t) = (2t + 3)t, f(t) = (2t + 3)*

i el Wronskia donat dalt; llavors resulta,

_ v () f(t) . e 2(2t + 3)2 o At 1
w)=- [ swa = | mm et = [7 = am

_ (@) t3(2t + 3)° _ VR e
uZ(t)_/mdt_/—t3(2t+3)2e—2t dt——/62 dt——§e2.

Ver 1.0 File: EDOS_LINEALS.pdf



36 Tema 5. EDOs i sistemes d'EDOs lineals

La solucié particular, y, = y,(t), s’obté ara de la ¢l d’aquestes funcions amb el CFS (92) de 'EDO
homogenia segons (35). En el cas que ens ocupa, aixd déna:

Yp(t) = w1 (t)y1(t) + ua(t)y2(t) = —it?’ - 1the_Qt = —%(t +1). (93)

Aleshores, la solucié general de 'EDO no homogenia és la suma d’una ¢l del CFS (92) amb constants
reals arbitraries, i una solucié particular qualsevol de PEDO no homogenia, com la que hem trobat
pel metode de variacié de les constants (93), i. e.:

1
y(t) = c1t® + cpe 2 — §(t +1) (94)

definida per a tot t € R i amb ¢y, co € R lliures.
(d) Per trobar la solucié del PVI, imposem les ci a la solucié general (93). S’obté llavors el sistema
lineal

Y (—1) = —c1 + 6202 = —1,

1 —e? cr) (1
15”3—2e2 o) \3)°
y'(—1) = 3¢; — 2e%cy — 55

el qual és compatible i determinat (el determinant és el Wronskia del CFS (92) en ¢t = —1!). La seva
solucié ens permet fixar les constants ¢, co. Es comprova d’immediat que aquesta que és:

Ccl = 1, Cy = 0
i aixi .
y(t) =13 — FE+ 1),
és la solucié del PVI que correspon a les ¢i de I’enunciat. >

1
7. Considereu les funcions y; (t) =t i y2(t) = ; pera t>0.

a. Calculeu el Wronskia W (t) i vegeu que W (t) # 0.

b. Trobeu ’'EDO homogenia de la forma y” +p(t)y’'+q(t)y = 0 que les té com a Conjunt Fonamental
de Solucions.

< Solucié. (a) El Wronskia de les funcions y; (), y2(t) donades és:

t 1/t
1 -1/t

yi(t)  ya(t)

W(t) =
D=1ne wo

el qual esta definit per a tot ¢ £ 0 i és diferent de zero, en particular, per a t > 0.
(b) Imposant que y;(t) = t, y2(t) = 1/t siguin solucié d’aquesta EDO homogenia, obtenim el
segiient sistema lineal:

Yy (1) +p(0)yi () + q(t)ya(t) = 0+ p(t) + q(
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Y5 (t) + p()ys(t) + q(t)y2(t) = 5 — =5~ =0
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Problemes
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que han de satisfer p(t), q(t) per a tot t > 0. Resolent-ho —per exemple, per Cramer—, s’obté:
0 t 1 0
2/t —t|  _—2 1 12/t o/t 1
e R
1 ¢ -2t t 1 ¢ —2t t
1 —t 1 —t
Aleshores, 'TEDO que satisfan les funcions donades és:
vy oy
!
—-==0, t>0 >
Yy + PR ; >
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