Calcul 2 Avaluacié continuada
Grup 40 25 de marg de 2014

Nom i Cognoms:

1. Siguin f(z,y) = (22 + cosy, ) i g(u,v) = (u — v, w).

(a) Doneu una férmula explicita per f o g.
(b) Proveu que f és localment invertible en (x,y) = (0, 1) i calculeu D f~*(cos(1), e).

Resposta:
(a) (fog)(u,v)=flu—wv,u)= ((u —v)? + cosu, e”*”“ﬁ), (u,v) € R%

(b) f € C"(R?) amb r > 1 (de fet, en aquest cas, r = oo): la 1* funcié component,
fi(z,y) = % + cosy, és suma d’un polinomi i una funcié elemental i la 2* funcié
component, fo(x,y) = e*t¥° és Pexponencial d'un polinomi.

D’altra banda,

D, f1(0,1) = % (2* + cos(1)) » =0, Dyf1(0,1) = diy (cosy) - = —sin(1),
d , . B od e B
D f5(0,1) = 1 (e +1) . =e, Dy f5(0,1) = ay (ey ) - 2e.
D’on:
DF(0,1) = (2 _S;I;(”)

que és una matriu no singular: det Df(0,1) = esin(1) # 0. Aleshores, pel Teorema
de la funcid inversa, existeixen dos oberts W,U C R? amb (0,1) € W, f(0,1) =
(cos(1),e) € U, tals que:

(1) f estableix una bijeccié de W en U, i. e.: f|,, : W — U és una bijeccié: per
tot punt (u,v) € U, existeix un dnic (z,y) € W amb (u,v) = f(z,y).
(2) La inversa local, f~': U — W, és C"(U) (r = oo en aquest cas).
(3) Sigui (u,v) € Ui (z,y) € W amb f(x,y) = (u,v). Llavors:
D™ (u,v) = (Df(w,y)) (1)

Remarca. De fet, (1) es segueix d’immediat derivant la identitat f~'o f = Id
mitjangant la regla de la cadena:

D(f o f)(z,y) = Df ' (f(x,y))Df(x,y) = Df (u,v)Df(z,y) = Id,

d’on:
Df " (u,v) = Df ()~

Aplicant (1) tenint en compte que f(0,1) = (cos(1),e), resulta:

Df—1<cos<1>,e>=<Df<o,1>>1=(0 _Sm(”) =< G

¢ 2e " sin(1)

O ol
N~
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2. Donades les equacions,

e’sinu —eYcosv+w =0,
rcosw — usiny — v? = cos(1).
(a) Demostreu que en un entorn de (z,y,u,v,w) = (1,0,0,0, 1) defineixen x, y com
funcions implicites de (u,v,w). (2 punts)
(b) Sigui f aquesta funcié. Calculeu Df(0,0,1). (2 punts)

(c) Sigui g(z,y) = 23y — x + 1. Calculeu el polinomi de Taylor de primer grau de
go fen (0,0,1). (1 punt)

Resposta:

(a) Sigui F' : R® — R? (z,y,u,v,w) € R® — F(x,y,u,v,w) € R* amb les seves
components Fj, F5 definides per:

Fi(z,y,u,v,w) = e*sinu — e’ cosv + w,

Fy(x,y,u,v,w) = xcosw — usiny — v* — cos(1).
Llavors les equacions de I'enunciat s’expressen com,
Fi(z,y,z,u,v,w) =0, F(z,y, z,u,v,w) =0

Comprovarem les hipotesis del Teorema de la funcid implicita al punt (z,y, u, v, w) =
(1,0,0,0,1):

(1) F(1,0,0,0,1) = (esin(0) —e®cos(0) + 1,1 cos(1) — 0sin(0) — 0% — cos(1)) = (0, 0).

(2) F € C"(R®), amb r > 1 (r = oo en aquest cas): les components Fy, I, de F' sén
sumes i productes de funcions elementals (sin, cos, exponencials, polinomis, etc.)

(3) Si calculem la matriu de derivades de F' = (Fy, F) respecte de les variables (z,y).
O, ) 4 001y — (DrF(1,0.0,0.1) DoF(1,0001D)) (0 =1
Ox,y) 777 \D1F5(1,0,0,0,1) DyF5(1,0,0,0,1) ) — \cos(1) 0 )’

O(F1, Fy)

tenim, det (1,0,0,0,1) # 0.
Az, y)
Remarca. Donada una funcié h definida en un obert A de R™ i amb valors en R™
(i. e., depenent de n variables i amb m funcions components), siguin iy, is, ..., 45, S €

N,ambs<n,1<i;<is<...<ig<n;iz® = (xgo),xgo),...,xgo)) € A. Denotem:

Di by (z9)  Diyhy(2©) - Di hy(2©)
O(hy, hay ...y hy) o _ Di ha(29)  Dyho(z @) o Dy ho(2(©)
0(xil,xi2,...,xz~5)(m )= : : : ’
D;, hm(ﬁ(O)) D;, hm(x(o)) .- Dy, hm(:c(o))
i. e., la matriu de derivades parcials de la funcié h, calculades al punt () € A respecte
de les variables z;,, z;,, ..., x;,. Notem que correspon a la submatriu formada per les
columnes 11, is, ..., 15 de la matriu jacobiana de h al mateix punt.
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Aleshores, existeixen un obert Q € R? amb (0,0,1) € Q i una funci6

[ = (f17f2> 10— RQ?
tals que:

(1) fel ().
(27) f(07 07 1) = (f1(0707 1)7f2(0707 1)) = (17())
(3”) Per tot (u,v,w) € Q:

~—

Fl(fl(u,v,w ,fg(u,v,w),u,v,w) =0,

Fy(f1(u, v, w), folu,v,w), u,v,w) = 0. (2)

De fet, en un cert obert U € R5 amb (1,0,0,0,1) € U, aquesta funcié implicita, f,
és Unica si s’exigeix, a més, que (f(u,v,w),u,v,w) € U, i. e.:

F(z,y,u,v,w) =0, amb (z,y,u,v,w) € U <= (z,y) = f(u,v,w) amb (u,v,w) € Q.

D’altra banda, derivant implicitament les equacions (2) respecte u, v, w, s’obté:
O(Fy, F. AR, F
Df(u7 v, UJ) = - (é(;—:y;)(f(uv v, U}), u, v, U})) ﬁ(f(uw v, U)), u,v, w)a

per tot (u,v,w) € €. Si ara avaluem aquesta ultima expressié a (u,v,w) = (0,0,1)
tenint en compte el punt (2’) de dalt, resulta:

0 -1 - e 0 1
Df(1,0,0)2_<cos(1) 0) (0 0 —sin(1)>

o ( 0 g<eo 1 )_(00tw00
~ cos(1)\—cos(1) 0J 0 0 —sin(1))  \e 0 I

Aplicant la regla de la cadena podem calcular la derivada de la composicié de f amb
g al punt (u,v,w) = (0,0,1),

D(g © f)(0>07 1) = Dg(f(oa()? 1))Df(0707 1) = Dg(l,O)Df(0,0, 1)
— (-1 1) <2 ’ tanl(l)> — (e 0 1-tan(1))

i llavors, en aquest mateix punt, s’obté per g o f el segiient desenvolupament de
Taylor:
(go flu,v,w) =eu+ (1 —tan(1))(w — 1) + Ry (u,v,w — 1),

per (u,v,w) € €.
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